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Ïðåäãîâîð

Îâàj çáîðíèê ðåøåíèõ òåñòîâà îñíîâíîã çíà»à ïðèïðåì§åí jå çà ñòóäåíòå ïðâå ãîäèíå Åëåêòðî-
òåõíè÷êîã ôàêóëòåòà è ïðèðîäíî ñå íàäîâåçójå íà âå£ ïîñòîjå£å ó¶áåíèêå è çáèðêå ½Ìàòåìàòè÷êà
àíàëèçà, òåîðèjà è õè§àäó çàäàòàêà, çà ñòóäåíòå òåõíèêå�, ½Ìàòåìàòèêà 1, Àëãåáðà�, ½Çáèðêà
çàäàòàêà èç àëãåáðå, I äåî� è ½Çáèðêà çàäàòàêà èç àëãåáðå, II äåî� (âèäåòè Ëèòåðàòóðó), êîjè
ñå âå£ äóãè íèç ãîäèíà êîðèñòå ó íàñòàâè ìàòåìàòèêå. Çáîðíèê èìà äâå öåëèíå: ó ïðâîì äåëó
íàëàçå ñå ðåøåíè òåñòîâè êîjè ñó áèëè ñàñòàâíè äåî èñïèòà èç Ìàòåìàòèêå 2 è ñâè ñàäðæå ïî
äåñåò çàäàòàêà, à ó äðóãîì äåëó íàëàçå ñå êîëîêâèjóìè èç ïðåäìåòà Ïðàêòèêóì èç Ìàòåìàòèêå
2 ñà ïî ïåòíàåñò çàäàòàêà.

Ñâè òåñòîâè ñó ðåøåíè, à ó ñëó÷àjó íåêèõ çàäàòàêà äàòî jå âèøå íà÷èíà çà »èõîâî ðåøàâà»å.
Êîðèø£åíå ñó ñëåäå£å îçíàêå:

X òà÷íè îäãîâîðè (ó çàäàöèìà ó êîjèìà jå ïîòðåáíî çàîêðóæèòè òà÷íå îäãîâîðå);!

êîä çàäàòàêà ó êîjèìà ñòóäåíòè íàj÷åø£å ãðåøå;

♣ ðåôåðåíöà íà ñëè÷íå èëè èñòå çàäàòêå (êëèêîì íà äàòóì òåñòà ïðåëàçè ñå íà ñòðàíèöó
íà êîjîj ñå íàëàçè ðåôåðèñàí çàäàòàê);

♦ äðóãè ïîñòóïàê çà ðåøàâà»å çàäàòêà.

Ðåøå»èìà âå£èíå çàäàòàêà ïðåòõîäè êðàòêî òåîðèjñêî èçëàãà»å, êîjå jå ïîñåáíî èñòàêíóòî è
óîêâèðåíî, ïà ñå òåñòîâè íå ìîðàjó ÷èòàòè ó èçëîæåíîì ðåäîñëåäó.

Òåñòîâå îñíîâíîã çíà»à èç 2007, 2008, 2009. è 2011. ãîäèíå, êàî è òðè êîëîêâèjóìà èç Ïðàêòè-
êóìà èç Ìàòåìàòèêå 2 ðåøèëà jå Èâàíà Jîâîâè£, à òåñòîâå îñíîâíîã çíà»à èç 2010, 2013, 2014,
2015. ãîäèíå, è ïðåîñòàëà òðè êîëîêâèjóìà èç Ïðàêòèêóìà èç Ìàòåìàòèêå 2 ðåøèëà jå Òàìàðà
Êîëåäèí. Áðàòèñëàâ Èðè÷àíèí ðåøèî jå òåñòîâå èç 2012. ãîäèíå.

Èâàíà Jîâîâè£ è Òàìàðà Êîëåäèí çàõâà§ójó Ñëàâèöè Êîëåäèí íà óëîæåíîì òðóäó ïðèëèêîì
ëåêòîðèñà»à îâå ê»èãå. �åí ðàä jå ó âåëèêîj ìåðè äîïðèíåî äà ó ê»èçè áóäå øòî ìà»å ïðîïóñòà
è ãðåøàêà.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 03. 02. 2007.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíå èíòåãðàëå:

(à)

∫ (
3

x
+ 7x

)
dx;

(á)

∫
2x− 3√

x 2 − 3x− 10
dx.

6. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ ðå-
äîâà:

(à)
+∞∑
n=1

(−1)n; (á)

+∞∑
n=1

1

n3
; (â)

+∞∑
n=10

1

n3
;

(ã)

+∞∑
n=1

(
5

6

)n
; (ä)

+∞∑
n=1

(
6

5

)n
;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ ðåäîâà íèjå êîíâåð-
ãåíòàí.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ 1
2

0

dx

1 + 4x 2
.

7. Íåêà ñó p è q ïðîèçâî§íà èñêàçíà ñëîâà. Çà-
îêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà êîjå
ñó òàóòîëîãèjå:

(à) p ∨ p; (á) (p⇒ q)⇔ (p ∨ q);

(â) p ∧ p; (ã) p ∨ q ⇔ (p ∧ q);

(ä) p⇔ p; (¢) (p⇒ q) ∧ (q ⇒ r)⇒ (p⇒ r);

(å) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà
íèjå òàóòîëîãèjà.

3. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èíòåãðàáèëíèõ
ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [0, 2]:

(à) y =

{
lnx, x 6= 0,
0, x = 0;

(á) y =

{ 1

x
, x 6= 0,

0, x = 0;

(â) y =


0, x < 1,
3, x = 1,
1, x > 1;

(ã) y = sinx;

(ä) y = ex − 1;

(¢) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ ôóíêöèjà íèjå èíòå-
ãðàáèëíà íà ñåãìåíòó [0, 2].

8. Íà øàõîâñêîì òóðíèðó ó÷åñòâójå äåñåò øàõè-
ñòà. Ñâàêè òðåáà äà îäèãðà ïî jåäíó ïàðòèjó ñà
ñâàêèì. Êîëèêî £å óêóïíî áèòè îäèãðàíî ïàð-
òèjà?

4. Îäðåäèòè òèïîâå ñëåäå£èõ äèôåðåíöèjàëíèõ
jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà:

(à) y′ = e
y
x +

y

x
; . . . . . . . . .

(á) y′ +

√
1 + y 2

1 + x 2
= 0; . . . . . . . . .

(â) 2 y′ + ex y = (sinx) y 3; . . . . . . . . .

(ã) y′ + 2x y = lnx; . . . . . . . . .

(ä) y′ + (tg x) y 2 + (sinx) y + cosx = 0. . . . . . . . . .

9. Çà ìàòðèöó A =

[
1 2 3

4 8 9

]
ìîãó£å jå îäðå-

äèòè:

(à) ðàíã; (á)ìèíèìàëíè ïîëèíîì;

(â)êàðàêòåðèñòè÷íè
ïîëèíîì;

(ã) ñîïñòâåíå âðåäíîñòè;

(ä)ñîïñòâåíå âåêòîðå; (¢)íèøòà îä íàâåäåíîã.

5. Àêî jå ïîçíàòî äà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà-
÷èíà y′′′ − 2 y′′ + 4 y′ − 8 y = 0 èìà ëèíåàðíî
íåçàâèñíà ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à y1 = sin(2x),
y2 = cos(2x) è y3 = e2x, îäðåäèòè îïøòå ðå-
øå»å äàòå jåäíà÷èíå.

10.Äàòà jå ðàâàí α :x+y+z=2 ó ïðîñòîðó R3.

(à)Îäðåäèòè jåäíó òà÷êó êîjà ïðèïàäà ðàâíè α.

(á)Îäðåäèòè jåäàí âåêòîð êîjè jå îðòîãîíàëàí
íà ðàâàí α.
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� Ðåøå»à �

!

1. Èíòåãðàë ó ïðèìåðó (à) çáèð jå äâà òàáëè÷íà èíòåãðàëà; èíòåãðàë ó ïðèìåðó (á) ðåøàâàìî
ñìåíîì:

(à)

∫ (
3

x
+ 7x

)
dx = 3

∫
dx

x
+

∫
7x dx = 3 ln |x|+ 7x

ln 7
+ C;

(á)

∫
2x− 3√

x 2 − 3x− 10
dx=

 t =
√
x 2 − 3x− 10

dt =
2x− 3

2
√
x 2 − 3x− 10

dx

=2

∫
dt = 2 t+ C = 2

√
x 2 − 3x− 10 + C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

2.

Íåêà jå ôóíêöèjà f íåïðåêèäíà íà ñåãìåíòó [a, b] è íåêà jå F ïðîèçâî§íà ïðè-
ìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f íà òîì ñåãìåíòó. Òàäà âàæè �óòí�Ëàjáíèöîâà
ôîðìóëà ∫ b

a
f(x) dx = F (x)

∣∣∣∣b
a

= F (b)− F (a).

Ïðèìåíîì �óòí�Ëàjáíèöîâå ôîðìóëå èìàìî∫ 1
2

0

1

1 + 4x 2
dx =

1

2

∫ 1
2

0

d(2x)

1 + (2x)2
=

1

2
arctg(2x)

∣∣∣∣ 12
0

=
1

2
(arctg 1− arctg 0) =

1

2

(π
4
− 0
)

=
π

8
.

3.

Ñâàêà èíòåãðàáèëíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [a, b] îãðàíè÷åíà jå íà òîì ñåãìåíòó,
îäíîñíî ñâàêà ôóíêöèjà êîjà íèjå îãðàíè÷åíà íà ñåãìåíòó [a, b] íèjå èíòåãðàáèëíà
íà òîì ñåãìåíòó.

Ñâàêà íåïðåêèäíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [a, b] èíòåãðàáèëíà jå íà òîì ñåãìåíòó.

Îãðàíè÷åíà ôóíêöèjà ñà íàjâèøå ïðåáðîjèâî ìíîãî òà÷àêà ïðåêèäà íà ñåãìåíòó
[a, b] jåñòå èíòåãðàáèëíà íà òîì ñåãìåíòó.

(à) Ôóíêöèjà y =

{
lnx, x 6= 0,
0, x = 0;

íèjå îãðàíè÷åíà íà ñåãìåíòó [0, 2], ïà íèjå íè èíòåãðàáèëíà

íà òîì ñåãìåíòó.

(á) Êàêî ôóíêöèjà y =

{ 1

x
, x 6= 0,

0, x = 0;
íèjå îãðàíè÷åíà íà ñåãìåíòó [0, 2], çàê§ó÷ójåìî äà

íèjå íè èíòåãðàáèëíà íà òîì ñåãìåíòó.

X(â) Ôóíêöèjà y =


0, x < 1,
3, x = 1,
1, x > 1;

îãðàíè÷åíà jå è èìà jåäíó òà÷êó ïðåêèäà x = 1 íà ñåãìåíòó

[0, 2]; ïðåìà òîìå, äàòà ôóíêöèjà jå èíòåãðàáèëíà íà òîì ñåãìåíòó.

X(ã) Ôóíêöèjà y = sinx íåïðåêèäíà jå íà ñåãìåíòó [0, 2], îäàêëå ñëåäè äà jå è èíòåãðàáèëíà
íà òîì ñåãìåíòó.

X(ä) Ôóíêöèjà y = ex−1 íåïðåêèäíà jå íà ñåãìåíòó [0, 2], ïà jå è èíòåãðàáèëíà íà òîì ñåãìåíòó.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (â), (ã) è (ä).
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4.

Ïîäñåòèìî ñå òèïîâà äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà:

• jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå èìà îáëèê f(x) dx + g(y) dy = 0, ãäå ñó
ôóíêöèjå f è g íåïðåêèäíå íà îäãîâàðàjó£èì èíòåðâàëèìà;

• õîìîãåíà jåäíà÷èíà èìà îáëèê y′ = f
(y
x

)
, ãäå jå ôóíêöèjà f íåïðåêèäíà íà

çàäàòîì èíòåðâàëó;

• ëèíåàðíà jåäíà÷èíà èìà îáëèê y′ + P (x) y = Q(x), ãäå ñó P è Q íåïðåêèäíå
ôóíêöèjå íà çàäàòîì èíòåðâàëó;

• Áåðíóëèjåâà jåäíà÷èíà èìà îáëèê y′ + P (x) y = Q(x) y α, ãäå ñó P è Q íåïðå-
êèäíå ôóíêöèjå íà çàäàòîì èíòåðâàëó è α ∈ R;

• Ðèêàòèjåâà jåäíà÷èíà èìà îáëèê y′ = P (x) y 2 + Q(x) y + R(x), ãäå ñó P , Q è
R íåïðåêèäíå ôóíêöèjå íà çàäàòîì èíòåðâàëó.

(à) Jåäíà÷èíà y′ = e
y
x +

y

x
jåñòå õîìîãåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà çà f

(y
x

)
= e

y
x +

y

x
.

(á) Jåäíà÷èíà y′ +

√
1 + y 2

1 + x 2
= 0 òðàíñôîðìèøå ñå ó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó êîjà

ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå
dy√

1 + y 2
+

dx√
1 + x 2

= 0, f(x) =
1√

1 + x 2
è g(y) =

1√
1 + y 2

.

(â) Jåäíà÷èíà 2 y′ + ex y = (sinx) y 3 jåñòå Áåðíóëèjåâà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà.
Èìàìî äà jå P (x) = 1

2 e
x, Q(x) = 1

2 sinx è α = 3.

(ã) Jåäíà÷èíà y′ + 2x y = lnx jåñòå ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà çà P (x) = 2x
è Q(x) = lnx.

(ä) Jåäíà÷èíó y′ + (tg x) y 2 + (sinx) y + cosx = 0 ìîæåìî çàïèñàòè ó îäãîâàðàjó£åì îáëèêó
y′ = −(tg x) y 2 − (sinx) y − cosx, îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå ó ïèòà»ó Ðèêàòèjåâà äè-
ôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà çà P (x) = − tg x, Q(x) = − sinx è R(x) = − cosx.

5. Ðàçìàòðàìî õîìîãåíó ëèíåàðíó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó òðå£åã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êî-
åôèöèjåíòèìà y′′′−2 y′′+4 y′−8 y = 0. Ïîøòî ñó äàòà »åíà òðè ïàðòèêóëàðíà ëèíåàðíî íåçàâèñíà
ðåøå»à y1 = sin(2x), y2 = cos(2x) è y3 = e2x, îäìàõ çàê§ó÷ójåìî äà jå îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå
jåäíà÷èíå »èõîâà ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà y = C1y1+C2y2+C3y3 = C1 sin(2x)+C2 cos(2x)+C3e

2x.

♣ Ó çàäàòêó jå äàòî âèøå ïîäàòàêà íåãî øòî jå ïîòðåáíî. È äà íàì íèñó äàòà îäãîâàðàjó£à
ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à, äî »èõ áè ñå ìîãëî äî£è ñòàíäàðäíèì ïîñòóïêîì. Ïîãëåäàòè òåîðèjó ó
òðå£åì çàäàòêó ñà òåñòà 13. 10. 2007.

6.

Aêî íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

an êîíâåðãèðà, îíäà jå lim
n→+∞

an = 0. Åêâèâàëåíòíî,

àêî lim
n→+∞

an íå ïîñòîjè èëè íèjå jåäíàê íóëè, îíäà ðåä
+∞∑
n=1

an äèâåðãèðà.

Ðåä

+∞∑
n=1

1

nα
, α ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî je α > 1.

Ïîäñåòèìî ñå äà ïî÷åòíà âðåäíîñò èíäåêñà n íå óòè÷å íà êîíâåðãåíöèjó ðåäà.

Íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

an è »åãîâ îñòàòàê
+∞∑

n=k+1

an, k ∈ N, jåñó åêâèêîíâåðãåíòíè,

îáà ðåäà ñó èëè êîíâåðãåíòíà èëè äèâåðãåíòíà.
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Ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn, q ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî jå |q| < 1.

Çàèñòà, ïàðöèjàëíå ñóìå ãåîìåòðèjñêîã ðåäà jåñó Sn =
n∑
k=0

qk =
1− qn+1

1− q
çà q 6= 1

è Sn = n+ 1 çà q = 1. Êàêî jå lim
n→+∞

qn = 0 çà |q| < 1, ñëåäè äà jå S = lim
n→+∞

Sn =

1

1− q
. Çà q = 1 ðåä jå îäðå¢åíî äèâåðãåíòàí, jåð jå S = lim

n→+∞
Sn = +∞. Àêî jå

q > 1 ðåä jå îäðå¢åíî äèâåðãåíòàí, jåð jå lim
n→+∞

qn = +∞, ïà jå S = lim
n→+∞

Sn =

+∞. Çà q ≤ −1, lim
n→+∞

qn íå ïîñòîjè, ïà ïðåìà òîìå íè lim
n→+∞

Sn íå ïîñòîjè è ðåä

jå íåîäðå¢åíî äèâåðãåíòàí.

(à) Êàêî lim
n→+∞

(−1)n 6= 0 (÷àê è íå ïîñòîjè), çàê§ó÷ójåìî äà íóìåðè÷êè ðåä ñà àëòåðíèðàjó-

£èì ÷ëàíîâèìà
+∞∑
n=1

(−1)n äèâåðãèðà.

X(á) Êàêî jå α = 3 > 1, ðåä

+∞∑
n=1

1

n3
êîíâåðãèðà.

X(â) Ðåä

+∞∑
n=1

1

n3
è »åãîâ îñòàòàê

+∞∑
n=10

1

n3
jåñó åêâèêîíâåðãåíòíè. Ïðåìà òîìå, ðåä

+∞∑
n=10

1

n3

êîíâåðãèðà.

X(ã) Ðåä

+∞∑
n=1

(
5

6

)n
jå ãåîìåòðèjñêè ðåä ñà êîëè÷íèêîì q =

5

6
. Êàêî jå |q| < 1, ðåä êîíâåðãèðà.

(ä) Ðåä

+∞∑
n=1

(
6

5

)n
jå ãåîìåòðèjñêè ðåä ñà êîëè÷íèêîì q =

6

5
. Êàêî jå q > 1, ðåä äèâåðãèðà.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (á), (â) è (ã).

7.

Óðå¢åíó òðîjêó (B,∨,∧), ãäå jå B íåïðàçàí ñêóï, à ∨ è ∧ áèíàðíå îïåðàöèjå íà
ñêóïó B, íàçèâàìî Áóëîâîì àëãåáðîì àêî âàæè:

• (∀a, b ∈ B) a ∨ b = b ∨ a, a ∧ b = b ∧ a (êîìóòàòèâíîñò);

• (∀a, b, c ∈ B) (a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c), (a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c) (àñîöèjàòèâíîñò);

• (∀a, b, c ∈ B) a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c), a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)
(äèñòðèáóòèâíîñò);

• (∃ 0, 1 ∈ B) (∀a ∈ B) a ∨ 0 = a, a ∧ 1 = a, 0 6= 1 (ïîñòîjà»å íåóòðàëíèõ
åëåìåíàòà);

• (∀a ∈ B) (∃a ∈ B) a ∨ a = 1, a ∧ a = 0 (ïîñòîjà»å êîìïëåìåíàòà).

Íàâåäèìî íåêå âàæíèjå òåîðåìå Áóëîâå àëãåáðå:

• (∀a ∈ B) a ∨ a = a, a ∧ a = a (èäåìïîòåíòíîñò);

• (∀a ∈ B) a ∨ 1 = 1, a ∧ 0 = 0;

• (∀a, b ∈ B) a ∨ (a ∧ b) = a, a ∧ (a ∨ b) = a (àïñîðïöèjà);

• (∀a ∈ B) a = a (èíâîëóöèjà);

• 0 = 1, 1 = 0;

• (∀a, b ∈ B) a ∧ b = a ∨ b, a ∨ b = a ∧ b (Äå Ìîðãàíîâè çàêîíè).
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Èñêàçíà àëãåáðà jå Áóëîâà àëãåáðà. Çàèñòà, ìîæå ñå ïîêàçàòè äà çà ñêóï B =
{0, 1}, áèíàðíå îïåðàöèjå ∨ (äèñjóíêöèjó) è ∧ (êîíjóíêöèjó), êîjå ñó äåôèíèñàíå
ïîìî£ó Êåjëèjåâèõ òàáëèöà

∨ 0 1

0 0 1
1 1 1

∧ 0 1

0 0 0
1 0 1

è óíàðíó îïåðàöèjó (íåãàöèjó) äàòó ñà
a 1 0

a 0 1
âàæå àêñèîìå Áóëîâå àëãåáðå.

Ïîðåä íàâåäåíèõ, ó èñêàçíîj àëãåáðè ñå ïîìî£ó Êåjëèjåâèõ òàáëèöà äåôèíèøó è
ñëåäå£å áèíàðíå îïåðàöèjå:

• èìïëèêàöèjà • åêâèâàëåíöèjà • åêñêëóçèâíà •Øåôåðîâà •Ïèðñîâà
äèñjóíêöèjà (íè) ôóíêöèjà (íèëè) ôóíêöèjà

⇒ 0 1

0 1 1
1 0 1

⇔ 0 1

0 1 0
1 0 1

∨ 0 1

0 0 1
1 1 0

↑ 0 1

0 1 1
1 1 0

↓ 0 1

0 1 0
1 0 0

Ñèìáîëè èñêàçíå àëãåáðå ñó:

• èñêàçíà ñëîâà (p, q, r, . . .);

• ñèìáîëè îïåðàöèjà (∨,∧, ,⇒,⇔,∨, ↑, ↓);

• îòâîðåíà è çàòâîðåíà çàãðàäà.

Èñêàçíå ôîðìóëå ñó:

• èñêàçíà ñëîâà;

• (A ∨ B), (A ∧ B), A, (A⇒ B), (A⇔ B), (A∨B), (A ↑ B), (A ↓ B), ãäå ñó A è
B èñêàçíå ôîðìóëå;

• íèçîâè ñèìáîëà êîjè ñå ìîãó äîáèòè èñê§ó÷èâî ïðèìåíîì ïðåòõîäíà äâà ïðà-
âèëà êîíà÷àí áðîj ïóòà.

Èñêàçíà ñëîâà ìîãó óçèìàòè âðåäíîñò 0 èëè 1. Äâå èñêàçíå ôîðìóëå A è B
jåäíàêå ñó àêî èìàjó èñòå âðåäíîñòè çà ñâå âðåäíîñòè èñêàçíèõ ñëîâà êîjà ñå ó
»èìà ïîjàâ§ójó. Èñêàçíà ôîðìóëà êîjà çà ñâå âðåäíîñòè ñâîjèõ èñêàçíèõ ñëîâà
èìà âðåäíîñò 1 íàçèâà ñå òàóòîëîãèjà. Èñêàçíà ôîðìóëà êîjà çà ñâå âðåäíîñòè
ñâîjèõ èñêàçíèõ ñëîâà èìà âðåäíîñò 0 íàçèâà ñå êîíòðàäèêöèjà. Èñêàçíà ôîðìóëà
A⇔ B jåñòå òàóòîëîãèjà àêî è ñàìî àêî ñó èñêàçíå ôîðìóëå A è B jåäíàêå.

X(à) Ó Áóëîâîj àëãåáðè (B,∨,∧) çà ñâàêè åëåìåíò p ∈ B âàæè äà jå p ∨ p = 1 (ïîñòîjà»å
êîìïëåìåíòà). Èñêàçíà àëãåáðà jå áèíàðíà (äâî÷ëàíà) Áóëîâà àëãåáðà. Ïðåìà òîìå,
çà ñâå âðåäíîñòè èñêàçíîã ñëîâà p ∈ {0, 1} âàæè äà jå âðåäíîñò èñêàçíå ôîðìóëå p ∨ ¬p
jåäíàêà 1, îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå äàòà ôîðìóëà òàóòîëîãèjà. Îâà òàóòîëîãèjà ñå íàçèâà
çàêîí èñê§ó÷å»à òðå£åã.

X(á) Íà îñíîâó òàáëèöå èñòèíèòîñòè

p q p p ∨ q p⇒ q

0 0 1 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 1 0 1 1

çàê§ó÷ójåìî äà ñó èñêàçíå ôîðìóëå p⇒ q è p ∨ q jåäíàêå. Îäàêëå äèðåêòíî ñëåäè äà jå
èñêàçíà ôîðìóëà (p⇒ q)⇔ (p ∨ q) òàóòîëîãèjà.
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(â) Ó Áóëîâîj àëãåáðè (B,∨,∧) çà ñâàêè åëåìåíò p ∈ B âàæè äà jå p ∧ p = 0 (ïîñòîjà»å
êîìïëåìåíòà). Èñòèì ðåçîíîâà»åì êàî ó ïðåòõîäíîì ïðèìåðó çàê§ó÷ójåìî äà jå äàòà
ôîðìóëà êîíòðàäèêöèjà, íåãàöèjà çàêîíà ïðîòèâðå÷íîñòè.

X(ã) Ó Áóëîâîj àëãåáðè âàæè Äå Ìîðãàíîâ çàêîí p ∨ q = (p∧ q); ïðåìà òîìå èñêàçíà ôîðìóëà
p ∨ q ⇔ (p ∧ q) jåñòå òàóòîëîãèjà.

X(ä) Íà îñíîâó òåîðåìå î èíâîëóöèjè ó Áóëîâîj àëãåáðè (B,∨,∧) çà ñâàêè åëåìåíò p ∈ B âàæè
äà jå p = p, îäàêëå ñëåäè äà jå èñêàçíà ôîðìóëà p⇔ p òàóòîëîãèjà, çàêîí äâîjíå íåãàöèjå.

X(¢) Ôîðìèðàjìî òàáëèöó èñòèíèòîñòè çà èñêàçíó ôîðìóëó (p⇒ q) ∧ (q ⇒ r)⇒ (p⇒ r)

p q r p⇒ q q ⇒ r p⇒ q ∧ q ⇒ r p⇒ r (p⇒ q) ∧ (q ⇒ r)⇒ (p⇒ r)

0 0 0 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0 1
1 0 1 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Èç òàáëèöå âèäèìî äà jå äàòà ôîðìóëà òàóòîëîãèjà. Îâà òàóòîëîãèjà ñå íàçèâà çàêîí
òðàíçèòèâíîñòè çà èìïëèêàöèjó.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (à), (á),(ã), (ä) è (¢).

8. Ñâàêè îä 10 øàõèñòà jå îäèãðàî ïî jåäíó ïàðòèjó ñà îñòàëèõ 9 øàõèñòà. Àêî jå øàõèñòà A
îäèãðàî ïàðòèjó ñà øàõèñòîì B, îíäà jå è øàõèñòà B îäèãðàî ïàðòèjó ñà øàõèñòîì A. Ïðåìà

òîìå, óêóïàí áðîj ïàðòèjà jå
10 · 9

2
= 45.

♣ Óïîðåäèòè çàäàòàê ñà ñåäìèì çàäàòêîì ñà òåñòà 19. 09. 2007.

9. Êàðàêòåðèñòè÷íè è ìèíèìàëíè ïîëèíîì, ñîïñòâåíå âðåäíîñòè è ñîïñòâåíè âåêòîðè äå-
ôèíèñàíè ñó ñàìî çà êâàäðàòíå ìàòðèöå. Äàòà ìàòðèöà íèjå êâàäðàòíà, ïðåìà òîìå íèøòà îä
íàâåäåíîã íèjå ìîãó£å îäðåäèòè. Ðàíã ìàòðèöå ñå ìîæå îäðåäèòè çà ìàòðèöó ïðîèçâî§íîã òèïà,
îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå jåäèíè òà÷àí îäãîâîð (à). Ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê jå ðåäó »åíå íàjâå£å

ðåãóëàðíå ïîäìàòðèöå. Èìàìî äà jå

∣∣∣∣ 1 2
4 8

∣∣∣∣ = 0, àëè è äà jå

∣∣∣∣ 1 3
4 9

∣∣∣∣ = −3 6= 0 ïà jå rangA = 2.

10.

Jåäíà÷èíà ðàâíè êîjà ñàäðæè òà÷êó M(x0, y0, z0) è íîðìàëíà jå íà âåêòîð ~nα =
(A,B,C) ãëàñè A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

(à) Êîîðäèíàòå òà÷êå êîjà ïðèïàäà ðàâíè çàäîâî§àâàjó jåäíà÷èíó òå ðàâíè. Ïðîèçâî§íà
òà÷êà êîjà ïðèïàäà ðàâíè α èìà êîîðäèíàòå (t, s, 2 − t − s), ãäå ñó t è s ðåàëíè áðîjåâè.
Íïð. çà t = 0 è s = 0 èìàìî òà÷êó (0, 0, 2).

(á) Âåêòîð íîðìàëå ðàâíè α jåñòå ñâàêè âåêòîð îáëèêà t (1, 1, 1) = (t, t, t), ãäå jå t ∈ R \ {0}.
Íïð. çà t = 2 èìàìî âåêòîð ~nα = (2, 2, 2).
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 28. 02. 2007.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíå èíòåãðàëå:

(à)

∫
sin(2x) cos(2x) dx;

(á)

∫
dx√

1− 4x 2
.

6. Íà êîëèêî ðàçëè÷èòèõ íà÷èíà jå ìîãó£å ïî-
ðå¢àòè ó íèç òðè áåëå è ÷åòèðè öðíå êóãëèöå?

2. Îäðåäèòè âðåäíîñòè ðåàëíå ïîçèòèâíå êîí-

ñòàíòå c òàêî äà âàæè jåäíàêîñò

∫ c

0
x 2 dx = 9.

7. Íåêà jå (B,∨,∧) Áóëîâà àëãåáðà è íåêà ñó a
è b ïðîèçâî§íè åëåìåíòè ñêóïà B. Çàîêðóæèòè
ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ îäãîâîðà:

(à) a ∧ (a ∨ b) = a; (á) a ∧ (a ∧ b) = a;

(â) a ∧ 0 = 0; (ã) a ∨ 0 = 0;

(ä) a ∧ a = a;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

3. Äàòà jå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà

y′ + x
(
y + yα

2−5α+6
)

= 0.

Çà êîjå jå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà α äàòà
jåäíà÷èíà ëèíåàðíà?

8. Îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå

A =

 1 2 3 0
2 4 5 0
3 6 9 0

 .

4. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′′ = y.

9. Íåêà jå A ðåàëíà êâàäðàòíà ìàòðèöà ðåäà
n ∈ N. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ îäãî-
âîðà:

(à)ìàòðèöà M èìà n ðàçëè÷èòèõ ñîïñòâåíèõ
âðåäíîñòè;

(á)ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå M jåñòå ñòå-
ïåíà n;

(â)êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå M jåñòå
ñòåïåíà n;

(ã) ñâå íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà ìà-
òðèöå M èñòîâðåìåíî ñó è íóëå »åíîã ìè-
íèìàëíîã ïîëèíîìà èñòå âèøåñòðóêîñòè;

(ä)ñâå íóëå ìèíèìàëíîã ïîëèíîìà ìàòðèöå M
èñòîâðåìåíî ñó è íóëå »åíîã êàðàêòåðèñòè÷-
íîã ïîëèíîìà;

(¢)íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

5. Çà êîjå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà γ ðåä
+∞∑
n=1

3n4 − 5n3 + 2

11n γ + 5n− 1
êîíâåðãèðà?

10. Äàòè ñó âåêòîðè ~u = (1,−1, 0), ~v = (0, 1, 1)
è ~w = (1, 0, 1) ó âåêòîðñêîì ïðîñòîðó R3. Çà-
îêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ îäãîâîðà:

(à) ~u⊥~v; (á) (~u+ ~v)× ~w = ~0;

(â) ~u+ ~w = ~v; (ã) ~v × ~u = ~u× ~v;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.
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� Ðåøå»à �

!

1. Äàòè èíòåãðàëè ñå äèðåêòíî ñâîäå íà òàáëè÷íå. Èìàìî:

(à)

∫
sin(2x) cos(2x) dx =

1

2

∫
sin(4x) dx = −1

8
cos(4x) + C;

(á)

∫
dx√

1− 4x 2
=

1

2

∫
2 dx√

1− (2x)2
=

1

2
arcsin(2x) + C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

2.

Íåêà jå ôóíêöèjà f íåïðåêèäíà íà ñåãìåíòó [a, b] è íåêà jå F ïðîèçâî§íà ïðè-
ìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f íà òîì ñåãìåíòó. Òàäà âàæè �óòí�Ëàjáíèöîâà
ôîðìóëà ∫ b

a
f(x) dx = F (x)

∣∣∣∣b
a

= F (b)− F (a).

Íà îñíîâó �óòí�Ëàjáíèöîâå ôîðìóëå âàæè

∫ c

0
x 2 dx =

1

3
x 3

∣∣∣∣c
0

=
c 3

3
. Ïðåìà óñëîâó çàäàòêà

èìàìî äà jå
c 3

3
= 9, îäíîñíî c = 3.

3. Ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà jåñòå jåäíà÷èíà îáëèêà y′ + P (x) y = Q(x),
ãäå ñó P è Q íåïðåêèäíå ôóíêöèjå íà çàäàòîì èíòåðâàëó. Äà áè äèôåðåíöèjàëíà jåäíà-
÷èíà y′ + x (y + yα

2−5α+6) = 0 áèëà ëèíåàðíà, ìîðà äà âàæè äà jå èëè α 2 − 5α + 6 = 0
èëè α 2 − 5α + 6 = 1. Ó ïðâîì ñëó÷àjó äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïîñòàjå y′ + x y = −x
(P (x) = x èQ(x) = −x). Ó äðóãîì ñëó÷àjó äîáèjàìî õîìîãåíó ëèíåàðíó äèôåðåíöèjàëíó jåä-
íà÷èíó y′ + 2x y = 0 (P (x) = 2x èQ(x) = 0). Âàæè äà jå α 2 − 5α + 6 = 0 çà α = 2 èëè

α = 3, à α 2 − 5α + 5 = 0 çà α =
5±
√

5

2
. Äàêëå, äàòà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà jå ëèíå-

àðíà çà α ∈

{
5−
√

5

2
, 2, 3,

5 +
√

5

2

}
. Îáðàòèìî ïàæ»ó äà jå çà ïðîèçâî§íî α ∈ R jåäíà÷èíà

y′ + x (y + yα
2−5α+6) = 0 äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå.

4. Jåäíà÷èíà y′′ − y = 0 jåñòå õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà ñà
êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà. Îäãîâàðàjó£à êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà jå λ2 − 1 = 0. Êîðåíè
êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå jåñó λ1,2 = ±1, ðåàëíè è ðàçëè÷èòè áðîjåâè. Îäãîâàðàjó£à ïàðòèêó-
ëàðíà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñó y1 = ex è y2 = e−x. Îïøòå
ðåøå»å ïîëàçíå jåäíà÷èíå »èõîâà jå ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà, òj. y = C1y1 +C2y2 = C1e

x+C2e
−x.

♣ Çà äåòà§àí ïðåãëåä òåîðèjå õîìîãåíèõ ëèíåàðíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà âèøåã ðåäà
ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà ïîãëåäàòè òðå£è çàäàòàê ñà òåñòà 13. 10. 2007.
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5.

Ðåä

+∞∑
n=1

1

nα
, α ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî je α > 1.

II ïîðåäáåíè êðèòåðèjóì. Àêî jå lim
n→+∞

an
bn

= K, 0 < K < +∞, îíäà ñó ðåäîâè ñà

ïîçèòèâíèì ÷ëàíîâèìà
+∞∑
n=1

an è
+∞∑
n=1

bn åêâèêîíâåðãåíòíè (îáà ðåäà ñó èëè êîíâåð-

ãåíòíà èëè äèâåðãåíòíà).

Ïî÷åâøè îä íåêîã ÷ëàíà åëåìåíòè ðåäà
3n4 − 5n3 + 2

11nγ + 5n− 1
ïîçèòèâíè ñó. Íà îñíîâó äðóãîã ïîðåä-

áåíîã êðèòåðèjóìà ñëåäè äà ñó ðåäîâè

+∞∑
n=1

3n4 − 5n3 + 2

11nγ + 5n− 1
è

+∞∑
n=1

1

nγ−4
åêâèêîíâåðãåíòíè. Ðåä

+∞∑
n=1

1

nγ−4
jå êîíâåðãåíòàí çà γ − 4 > 1, îäíîñíî çà γ > 5.

6. Ó ïèòà»ó ñó ïåðìóòàöèjå ñà ïîíàâ§à»åì ñêóïà îä 3 + 4 = 7 åëåìåíàòà, êîä êîjèõ ñå jåäàí
åëåìåíò ïîíàâ§à òðè, à äðóãè ÷åòèðè ïóòà. Áðîj ðàçëè÷èòèõ íà÷èíà íà êîjè ìîæåìî ïîðå¢àòè

òðè áåëå è ÷åòèðè öðíå êóãëèöå ó íèç jåñòå
7!

3! · 4!
=

7 · 6 · 5
3 · 2

= 35.

♦ Äðóãè íà÷èí íà êîjè ìîæåìî äî£è äî ðåøå»à jåñòå äà îä ñåäàì ïîçèöèjà íèçà ó êîjè òðåáà
ïîðå¢àòè êóãëèöå èçàáåðåìî òðè íà êîjå £åìî ñòàâèòè áåëå êóãëèöå. Îä ñåäàì ïîçèöèjà òðè

ìîæåìî èçàáðàòè íà

(
7

3

)
= 35 íà÷èíà, øòî jå áðîj êîìáèíàöèjà òðå£å êëàñå ñêóïà êîjè èìà

ñåäàì åëåìåíàòà. Íà ïðåîñòàëå ÷åòèðè ïîçèöèjå ñòàâ§àìî öðíå êóãëèöå, øòî ìîæåìî óðàäèòè
íà jåäàí íà÷èí. Ïðåìà ïðèíöèïó ïðîèçâîäà çàê§ó÷ójåìî äà jå áðîj ðàçëè÷èòèõ íà÷èíà íà êîjå
ìîæåìî ïîðå¢àòè òðè áåëå è ÷åòèðè öðíå êóãëèöå ó íèç 35.

7.

X(à) Jåäíàêîñò a ∧ (a ∨ b) = a òà÷íà jå çà ñâàêî a, b ∈ B è çîâå ñå òåîðåìà î àïñîðïöèjè.

(á) Áèíàðíà îïåðàöèjà ∧ jå àñîöèjàòèâíà. Ïðåìà òîìå, âàæè a∧(a∧b) = (a∧a)∧b. Ó Áóëîâîj
àëãåáðè (B,∨,∧) ñâàêè åëåìåíò jå èäåìïîòåíòàí ó îäíîñó íà áèíàðíó îïåðàöèjó ∧, ïà jå
a∧a = a, òj. (a∧a)∧b = a∧b. Äàêëå èìàìî a∧ (a∧b) = (a∧a)∧b = a∧b 6= a jåð çà ñâàêî
a, b ∈ B íå âàæè a∧ b = a. Çàèñòà, íïð. çà a = 1 è b = 0 èìàìî 1∧ (1∧ 0) = 1∧ 0 = 0 6= 1,
jåð jå 1 íåóòðàëíè åëåìåíò çà áèíàðíó îïåðàöèjó ∧. Çàê§ó÷ójåìî äà òâð¢å»å íèjå òà÷íî.

X(â) Jåäíàêîñò a ∧ 0 = 0 jåñòå òåîðåìà Áóëîâå àëãåáðå.

(ã) Ó Áóëîâîj àëãåáðè (B,∨,∧) åëåìåíò 0 jå íåóòðàëíè åëåìåíò çà áèíàðíó îïåðàöèjó ∨, òj.
çà ñâàêî a ∈ B âàæè a ∨ 0 = a. Çàê§ó÷ójåìî äà òâð¢å»å a ∨ 0 = 0 íå âàæè çà a 6= 0.

(ä) Åëåìåíò a jå êîìïëåìåíò åëåìåíòà a ó Áóëîâîj àëãåáðè (B,∨,∧), îäíîñíî çà ïðîèçâî§àí
åëåìåíò a ∈ B âàæè äà jå a ∧ a = 0. Ïðåìà òîìå, òâð¢å»å a ∧ a = a íèjå òà÷íî çà a 6= 0.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (à) è (â).

8. Ìíîæå»åì åëåìåíàòà ïðâå âðñòå ñà −2, îäíîñíî ñà −3, è äîäàâà»åì îäãîâàðàjó£èì åëå-
ìåíòèìà äðóãå, îäíîñíî òðå£å âðñòå, à çàòèì çàìåíîì ìåñòà îäãîâàðàjó£èì åëåìåíòèìà äðóãå è
òðå£å êîëîíå, äîáèjàìî

A =

 1 2 3 0
2 4 5 0
3 6 9 0

 ∼=
 1 2 3 0

0 0 −1 0
0 0 0 0

 ∼=
 1 3 2 0

0 −1 0 0
0 0 0 0

 ,
oäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå rangA = 2.
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♦ Ïðèìåòèìî äà ñó åëåìåíòè ïðâå âðñòå ïðîïîðöèîíàëíè åëåìåíòèìà òðå£å âðñòå, è äà íèñó
ïðîïîðöèîíàëíè åëåìåíòèìà äðóãå âðñòå. Ïðåìà òîìå, ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê jå 2. Ñëè÷íî,
ïðâà è äðóãà êîëîíà ëèíåàðíî ñó çàâèñíå, äîê ñó ïðâà è òðå£à êîëîíà ëèíåàðíî íåçàâèñíå.
Îäàòëå ñëåäè äà jå rangA = 2.

9.

Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì (ñîïñòâåíè ïîëèíîì) ðåàëíå êâàäðàòíå ìàòðèöå M
ðåäà n jåñòå ïîëèíîì ϕM (λ) = det(M − λI). Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå
M ïîíåêàä ñå äåôèíèøå è êàî ϕM (λ) = det(λI−M). Ïîëèíîì ϕM (λ) jå ñòåïåíà
n, ïà èìà n (íå îáàâåçíî ðàçëè÷èòèõ!) íóëà.

Ñîïñòâåíè âåêòîð (êàðàêòåðèñòè÷íè âåêòîð) ìàòðèöå M jåñòå êîìïëåêñíà
ìàòðèöà-êîëîíà X (òèïà n × 1) ðàçëè÷èòà îä íóëà-ìàòðèöå çà êîjó ïîñòîjè êîì-
ïëåêñàí áðîj λ òàêàâ äà âàæè M X = λX. Áðîj λ íàçèâà ñå ñîïñòâåíîì âðåä-
íîø£ó (êàðàêòåðèñòè÷íîì âðåäíîø£ó) ìàòðèöå M . Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìà-
òðèöå M jåñó íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà. Çàèñòà, ìàòðè÷íà jåäíà÷èíà ñå
ìîæå òðàíñôîðìèñàòè ó õîìîãåíè ñèñòåì (M − λ I)X = 0. Ñèñòåì èìà íåòðè-
âèjàëíî ðåøå»å àêî jå äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå ñèñòåìà jåäíàêà íóëè, òj. àêî jå
det(M − λ I) = 0.

Ìèíèìàëíè ïîëèíîì µM (λ) ìàòðèöåM jåñòå ìîíè÷íè ïîëèíîì íàjìà»åã ñòåïåíà
êîjè àíóëèðà ìàòðèöó, îäíîñíî òî jå ìîíè÷íè ïîëèíîì íàjìà»åã ñòåïåíà çà êîjè
âàæè µM (M) = 0. Ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå M äåëè êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëè-
íîì. Íåêà ñó λ1, λ2, . . . λk, 1 ≤ k ≤ n, ðàçëè÷èòå íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà.
Òàäà ñó λ1, λ2, . . . λk, 1 ≤ k ≤ n, òàêî¢å íóëå èñòîã èëè ìà»åã ðåäà ìèíèìàëíîã
ïîëèíîìà.

Ïðå¢èìî ñàäà íà ðàçìàòðà»å òà÷íîñòè ïîíó¢åíèõ îäãîâîðà.

(à) Ìàòðèöà M ðåäà n èìà n ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè êîjå íå ìîðàjó áèòè ðàçëè÷èòå.

(á) Ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå M ðåäà n jåñòå ñòåïåíà ìà»åã èëè jåäíàêîã n.

X(â) Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå M ðåäà n jåñòå ïîëèíîì ñòåïåíà n.!

(ã) Ìèíèìàëíè è êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì èìàjó èñòå íóëå. Óêîëèêî jå ñòåïåí ìèíèìàëíîã
ïîëèíîìà ìàòðèöåM ìà»è îä n, îíäà ïîñòîjè íóëà êîjà èìà ìà»ó âèøåñòðóêîñò êàî íóëà
ìèíèìàëíîã ïîëèíîìà íåãî êàî íóëà êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà.

X(ä) Ñâå íóëå ìèíèìàëíîã ïîëèíîìà ìàòðèöåM èñòîâðåìåíî ñó è íóëå »åíîã êàðàêòåðèñòè÷-
íîã ïîëèíîìà.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (â) è (ä).

10.

(à) Âåêòîðè ~u è ~v îðòîãàíàëíè ñó àêî è ñàìî àêî jå »èõîâ ñêàëàðíè ïðîèçâîä ~u · ~v jåäíàê 0.
Êàêî jå ~u · ~v = (1,−1, 0) · (0, 1, 1) = 1 · 0 + (−1) · 1 + 0 · 1 = −1 6= 0, òâð¢å»å íèjå òà÷íî.

X(á) Çáèð âåêòîðà ~u è ~v jåäíàê jå âåêòîðó ~u + ~v = (1,−1, 0) + (0, 1, 1) = (1, 0, 1) = ~w. Ïðåìà
òîìå, âàæè (~u+ ~v)× ~w = ~0 áóäó£è äà ñó âåêòîðè ~u+ ~v è ~w êîëèíåàðíè.

(â) Èìàìî ~u + ~w = (1,−1, 0) + (1, 0, 1) = (2,−1, 1) 6= (0, 1, 1) = ~v. Çàê§ó÷ójåìî äà òâð¢å»å
íèjå òà÷íî.

(ã) Çà âåêòîðñêè ïðîèçâîä ïðîèçâî§íèõ âåêòîðà ~u è ~v âàæè îñîáèíà ~v × ~u = −(~u × ~v).
Jåäíàêîñò ~u×~v = ~v×~u åêâèâàëåíòíà jå jåäíàêîñòè ~u×~v = −(~u×~v), îäíîñíî ~u×~v+~u×~v = ~0,
òj. 2~u × ~v = ~0. Èç jåäíàêîñòè ~u × ~v = ~0 ñëåäè äà ñó âåêòîðè ~u è ~v êîëèíåàðíè, îäíîñíî
äà ñó èì îäãîâàðàjó£å êîîðäèíàòå ïðîïîðöèîíàëíå, øòî ó ñëó÷àjó êîíêðåòíèõ âåêòîðà
~u = (1,−1, 0) è ~v = (0, 1, 1) íèjå èñïó»åíî. Ïðåìà òîìå, òâð¢å»å íèjå òà÷íî.

Òà÷àí îäãîâîð jå (á).
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 23. 06. 2007.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíå èíòåãðàëå:

(à)

∫
(3x − 4x) dx;

(á)

∫
x lnx dx.

6. Íà êîëèêî íà÷èíà jå ìîãó£å îä 20 §óäè ôîð-
ìèðàòè ïåòî÷ëàíó êîìèñèjó?

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñòè îäðå¢åíèõ èíòåãðàëà:

(à)

∫ 2π

0
sinx dx;

(á)

∫ π
3

π
4

sinx cosx dx.

7. Îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå

A =

 1 2 3 4
5 6 7 8
4 4 4 4

 .

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′y − x = 0.

8. Îäðåäèòè ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå

B =

[
1 0
2 −1

]
.

4. Îäðåäèòè òèïîâå ñëåäå£èõ äèôåðåíöèjàëíèõ
jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà:

(à) x y′ − y =
√
x 2 + y 2; . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(á) y′ − y = ex; . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(â) x y′ + y = y 2 lnx; . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(ã) x 2y′ = x 2y 2 + x y + 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

9. Äàò jå âåêòîð ~v = (12, 3, 4) ó âåêòîðñêîì ïðî-
ñòîðó R3. Èçðà÷óíàòè èíòåíçèòåò âåêòîðà ~v.

5. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ ðå-
äîâà:

(à)

+∞∑
n=1

1

n
; (á)

+∞∑
n=0

1

2n
;

(â)
+∞∑
n=5

5n; (ã)

+∞∑
n=2

5n2

n− 1
;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ ðåäîâà íèjå êîíâåð-
ãåíòàí.

10. Íàïèñàòè jåäíà÷èíó ðàâíè ó ïðîñòîðó R3

êîjà ñàäðæè òà÷êó M(−1, 2,−3) è íîðìàëíà jå

íà ïðàâó p :
x− 2

1
=
y

2
=
z + 2

1
.
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� Ðåøå»à �

!

1. Èíòåãðàë ó ïðèìåðó (à) ðàçëèêà jå äâà òàáëè÷íà èíòåãðàëà, äîê èíòåãðàë ó ïðèìåðó (á)
ðåøàâàìî ìåòîäîì ïàðöèjàëíå èíòåãðàöèjå:

(à)

∫
(3x − 4x) dx =

∫
3x dx−

∫
4xdx =

3x

ln 3
− 4x

ln 4
+ C;

(á)

∫
x lnx dx =


u = lnx du =

dx

x

dv = x dx v =
x 2

2

 =
x 2

2
lnx−

∫
x

2
dx =

x 2

2
lnx− x 2

4
+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

2. Ïðèìåíîì �óòí�Ëàjáíèöîâå ôîðìóëå èìàìî:

(à)

∫ 2π

0
sinx dx = − cosx

∣∣∣∣2π
0

= − cos(2π) + cos 0 = −1 + 1 = 0;

(á)

∫ π
3

π
4

sinx cosx dx =
1

4

∫ π
3

π
4

sin(2x) d(2x) = −1

4
cos(2x)

∣∣∣∣π3
π
4

= −1

4

(
cos

2π

3
− cos

π

2

)
=

−1

4

(
−1

2
− 0

)
=

1

8
.

♦ Êàêî jå ãðàôèê ôóíêöèjå f(x) = sinx öåíòðàëíî ñè-
ìåòðè÷àí ó îäíîñó íà òà÷êó x0 = π, çàê§ó÷ójåìî äà jå »åí
èíòåãðàë íà èíòåðâàëó ñèìåòðè÷íîì ó îäíîñó íà äàòó òà÷êó

jåäíàê íóëè. Ïðåöèçíèjå,

∫ π+a

π−a
sinx dx = 0, çà ñâàêî a ∈ R.

Ñïåöèjàëíî çà a = π äîáèjàìî

∫ 2π

0
sinx dx = 0.

3. Äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà y′ y−x = 0 ìîæå ñå òðàíñôîðìèñàòè ó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó
y dy−x dx = 0 êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå. Îïøòå ðåøå»å òå jåäíà÷èíå jåñòå

∫
y dy−

∫
x dx = C̃,

îäíîñíî ôàìèëèjà õèïåðáîëà
y 2

2
− x 2

2
= C̃, òj. y 2 = x 2 + C èëè y = ±

√
x 2 + C.

4.

Ïîäñåòèìî ñå òèïîâà äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà:

• jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå îáëèêà jå f(x) dx + g(y) dy = 0, ãäå ñó
ôóíêöèjå f è g íåïðåêèäíå íà îäãîâàðàjó£èì èíòåðâàëèìà;

• õîìîãåíà jåäíà÷èíà îáëèêà jå y′ = f
(y
x

)
, ãäå jå ôóíêöèjà f íåïðåêèäíà íà

çàäàòîì èíòåðâàëó;

• ëèíåàðíà jåäíà÷èíà îáëèêà jå y′ + P (x) y = Q(x), ãäå ñó P è Q íåïðåêèäíå
ôóíêöèjå íà çàäàòîì èíòåðâàëó;

• Áåðíóëèjåâà jåäíà÷èíà îáëèêà jå y′ + P (x) y = Q(x) y α, ãäå ñó P è Q íåïðå-
êèäíå ôóíêöèjå íà çàäàòîì èíòåðâàëó è α ∈ R;

• Ðèêàòèjåâà jåäíà÷èíà îáëèêà jå y′ = P (x) y 2 +Q(x) y+R(x), ãäå ñó P , Q è R
íåïðåêèäíå ôóíêöèjå íà çàäàòîì èíòåðâàëó.

12



(à) Jåäíà÷èíà x y′ − y =
√
x 2 + y 2 ìîæå ñå òðàíñôîðìèñàòè íà èíòåðâàëó (0,+∞) ó õîìî-

ãåíó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó y′ =
y

x
+

√
1 +

y 2

x 2
, çà f

(
x

y

)
=
y

x
+

√
1 +

y 2

x 2
.

(á) Jåäíà÷èíà y′ − y = ex jåñòå ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà. Ó îâîì ñëó÷àjó
èìàìî äà jå P (x) = −1 è Q(x) = ex.

(â) Jåäíà÷èíà x y′ + y = y 2 lnx åêâèâàëåíòíà jå Áåðíóëèjåâîj äèôåðåíöèjàëíîj jåäíà-

÷èíè y′ +
1

x
y =

lnx

x
y 2. Èìàìî äà jå P (x) =

1

x
, Q(x) =

lnx

x
è α = 2.

(ã) Jåäíà÷èíà x 2 y′ = x 2 y 2 + x y + 1 íà áèëî êîì èíòåðâàëó êîjè íå ñàäðæè íóëó ñâîäè ñå

íà Ðèêàòèjåâó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó y′ = y 2 +
1

x
y +

1

x 2
. Âàæè P (x) = 1,

Q(x) =
1

x
è R(x) =

1

x 2
.

5.

Aêî íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

an êîíâåðãèðà, îíäà jå lim
n→+∞

an = 0. Åêâèâàëåíòíî,

àêî lim
n→+∞

an íå ïîñòîjè èëè íèjå jåäíàê íóëè, îíäà ðåä
+∞∑
n=1

an äèâåðãèðà.

Ðåä

+∞∑
n=1

1

nα
, α ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî je α > 1.

Ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn, q ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî jå |q| < 1.

(à) Õàðìîíèjñêè ðåä

+∞∑
n=1

1

n
jåñòå äèâåðãåíòàí.

X(á) Ãåîìåòðèjñêè ðåä

+∞∑
n=0

1

2n
ñà êîëè÷íèêîì q =

1

2
jåñòå êîíâåðãåíòàí.

(â) Ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=5

5n ñà êîëè÷íèêîì q = 5 > 1 jåñòå äèâåðãåíòàí.

(ã) Êàêî jå lim
n→+∞

5n2

n− 1
= +∞, çàê§ó÷ójåìî äà jå ðåä

+∞∑
n=2

5n2

n− 1
äèâåðãåíòàí.

Òà÷àí îäãîâîð jå (á).

6. Ó ïèòà»ó ñó êîìáèíàöèjå áåç ïîíàâ§à»à ïåòå êëàñå ñêóïà îä 20 åëåìåíàòà. Áðîj êîìáèíàöèjà

ïåòå êëàñå ñêóïà îä 20 åëåìåíàòà jåäíàê jå

(
20

5

)
=

20!

5! · 15!
=

20 · 19 · 18 · 17 · 16

5 · 4 · 3 · 2
= 19 · 3 · 17 · 16 =

15504.

7. Îäóçèìà»åì åëåìåíàòà ïðâå âðñòå îä îäãîâàðjó£èõ åëåìåíàòà äðóãå äîáèjàìî ìàòðèöó åêâè-
âàëåíòíó ìàòðèöè A êîä êîjå ñó äðóãà è òðå£à âðñòà jåäíàêå. Ñëåäå£è êîðàê jå îäóçèìà»å
åëåìåíàòà äðóãå âðñòå îä îäãîâàðjó£èõ åëåìåíàòà òðå£å è íà êðàjó ìíîæèìî åëåìåíòå ïðâå
âðñòå ñà −4 è äîäàjåìî îäãîâàðàjó£èì åëåìåíòèìà äðóãå. Íà òàj íà÷èí äîáèjàìî

A =

 1 2 3 4
5 6 7 8
4 4 4 4

 ∼=
 1 2 3 4

4 4 4 4
4 4 4 4

 ∼=
 1 2 3 4

4 4 4 4
0 0 0 0

 ∼=
 1 2 3 4

0 −4 −8 −12
0 0 0 0

 .
Îäàâäå çàê§ó÷ójåìî äà jå rangA = 2.

♦ Ïðèìåòèìî äà ñó ïðâà è äðóãà âðñòà ìàòðèöå A ëèíåàðíî íåçàâèñíå, êàî è äà ñó åëåìåíòè
òðå£å âðñòå jåäíàêè ðàçëèöè îäãîâàðàjó£èõ åëåìåíàòà äðóãå è ïðâå âðñòå. Ïðåìà òîìå, ðàíã
ìàòðèöå A jåäíàê jå 2.
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Ïðâà è äðóãà êîëîíà ëèíåàðíî ñó íåçàâèñíå, åëåìåíòè òðå£å êîëîíå jåäíàêè ñó ðàçëèöè åëåìå-
íàòà äðóãå êîëîíå ïîìíîæåíèõ ñà 2 è ïðâå êîëîíå, åëåìåíòè ÷åòâðòå êîëîíå jåäíàêè ñó ðàçëèöè
åëåìåíàòà äðóãå êîëîíå ïîìíîæåíèõ ñà 3 è ïðâå êîëîíå ïîìíîæåíèõ ñà 2. Îäàòëå ñëåäè äà jå
rangA = 2.

8. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå B jåäíàê jå ϕB(λ) = det(B − λI) =

∣∣∣∣ 1− λ 0
2 −1− λ

∣∣∣∣ =

λ2 − 1. Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå B jåñó íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà ϕB(λ). Ïðåìà
òîìå, ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ñó λ1 = 1 è λ2 = −1.

9. Èíòåíçèòåò âåêòîðà ~v = (12, 3, 4) jåäíàê jå |~v| =
√

122 + 32 + 42 =
√

144 + 9 + 16 = 13.

10. Âåêòîð ðàâíè jå âåêòîð íîðìàëàí íà äàòó ðàâàí. Âåêòîð ïðàâå jå âåêòîð ïàðàëåëàí ñà
äàòîì ïðàâîì. Âåêòîð ïðàâå p jå ~up = (1, 2, 1). Ðàâàí è ïðàâà ñó íîðìàëíå àêî ñó èì âåêòîðè
ïàðàëåëíè. Jåäíà÷èíà ðàâíè α êîjà ñàäðæè òà÷êó M(−1, 2,−3) è ÷èjè jå âåêòîð ~nα = (1, 2, 1)
ãëàñè 1 (x− (−1)) + 2 (y − 2) + 1 (z − (−3)) = 0, îäíîñíî x+ 2y + z = 0.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 25. 08. 2007.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíå èíòåãðàëå:

(à)

∫ (π
x

+ π x
)
dx;

(á)

∫
tg(e x) dx.

6. Íåêà ñó p è q ïðîèçâî§íà èñêàçíà ñëîâà. Çà-
îêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà êîjå
ñó òàóòîëîãèjå:

(à) p⇔ p; (á) p⇒ p; (â) p ∧ p;

(ã) p ↑ q; (ä) p ∨ q ⇔ (p ∧ q);

(¢) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà
íèjå òàóòîëîãèjà.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñòè îäðå¢åíèõ èíòåãðàëà:

(à)

∫ π
2

0
cosx dx;

(á)

∫ π
2

0
sinx dx.

7. Íåêà çàñòàâà èìà 11 õîðèçîíòàëíèõ ïðóãà,
êîjå ìîãó áèòè öðâåíå, ïëàâå èëè áåëå áîjå, ïðè
÷åìó äâå ñóñåäíå ïðóãå íå ìîãó áèòè èñòå áîjå.
Êîëèêî èìà îâàêâèõ çàñòàâà?

3. Ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìå-
òðà ω îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′′ + ω2 y = 0.

8. Îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå

A =


1 2 3
4 5 6
5 7 9
10 14 18

 .

4. Îäðåäèòè òèïîâå ñëåäå£èõ äèôåðåíöèjàëíèõ
jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà:

(à) y′ − y

x
= lnx; . . . . . . . . . . . .

(á) y′ +

√
1 + y 3

1 + x 3
= 0; . . . . . . . . . . . .

(â) y′ = tg
y

x
− y

x
; . . . . . . . . . . . .

(ã) y′ + (y cosx)2 + y + sin2 x = 0. . . . . . . . . . . . .

9. Îäðåäèòè ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå

B =

[
−1 1
−2 1

]
.

5. Äàò jå ñòåïåíè ðåä

+∞∑
n=1

xn

n
. Îâàj ðåä èìà

îáëàñò êîíâåðãåíöèjå:

(à)(−1, 1); (á) [−1, 1); (â)(−1, 1]; (ã) [−1, 1];

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ èíòåðâàëà.

10. Äàòè ñó âåêòîðè ~a = (12, 3, 4) è~b = (1, 0,−3)
ó âåêòîðñêîì ïðîñòîðó R3. Çàîêðóæèòè ñëîâà
èñïðåä òà÷íèõ îäãîâîðà:

(à) âåêòîðè ~a è ~b jeñó îðòîãîíàëíè;

(á) âåêòîðè ~a è ~b jåñó êîëèíåàðíè;

(â) âåêòîðè ~a, ~b è ~c = ~a+ 4~b jåñó êîïëàíàðíè;

(ã) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.
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� Ðåøå»à �

!

1. Èíòåãðàë ó ïðèìåðó (à) çáèð jå äâà òàáëè÷íà èíòåãðàëà, èíòåãðàë ó ïðèìåðó (á) ðåøàâàìî
ñìåíîì:

(à)

∫ (π
x

+ π x
)
dx = π

∫
dx

x
+

∫
π xdx = π ln |x|+ π x

lnπ
+ C;

(á)

∫
tg(e x) dx =

{
t = e x
dt = e dx

}
=

1

e

∫
tg t dt =

1

e

∫
sin t

cos t
dt =

{
u = cos t
du = − sin t dt

}
=

−1

e

∫
du

u
= −1

e
ln |u|+ C = −1

e
ln |cos t|+ C = −1

e
ln |cos(e x)|+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

2.

Íåêà jå ôóíêöèjà f íåïðåêèäíà íà ñåãìåíòó [a, b] è íåêà jå F ïðîèçâî§íà ïðè-
ìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f íà òîì ñåãìåíòó. Òàäà âàæè �óòí�Ëàjáíèöîâà
ôîðìóëà ∫ b

a
f(x) dx = F (x)

∣∣∣∣b
a

= F (b)− F (a).

Ïðèìåíîì �óòí�Ëàjáíèöîâå ôîðìóëå èìàìî:

(à)

∫ π
2

0
cosx dx = sinx

∣∣∣∣π2
0

= sin
π

2
− sin 0 = 1;

(á)

∫ π
2

0
sinx dx = − cosx

∣∣∣∣π2
0

= − cos
π

2
+ cos 0 = 1.

♦ Íåêà jå ôóíêöèjà f íåïðåêèäíà íà ñåãìåíòó [0, a]. Òàäà âàæè äà jå èíòåãðàë

∫ a

0
f(x) dx =∫ a

0
f(a − x) dx. Íàâåäåíî òâð¢å»å ñå jåäíîñòàâíî äîêàçójå óâî¢å»åì ñìåíå x = a − t. Çàèñòà∫ a

0
f(x) dx =

{
x = a− t x = 0→ t = a
dx = −dt x = a→ t = 0

}
= −

∫ 0

a
f(a− t) dt =

∫ a

0
f(a− x) dx.

Ïðèìåíîì íàâåäåíå ôîðìóëå íà èíòåãðàë èç ïðèìåðà (à) äîáèjàìî èíòåãðàë èç ïðèìåðà (á)∫ π
2

0
cosx dx =

∫ π
2

0
cos
(π

2
− x
)
dx =

∫ π
2

0
sinx dx.

!

3. Ó ïèòà»ó jå õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì
êîåôèöèjåíòèìà y′′ + ω2 y = 0. Îäãîâàðàjó£à êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà jåñòå λ2 + ω2 = 0.
Êîðåíè êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå jåñó λ1,2 = ±ω i. Ðàçëèêójåìî äâà ñëó÷àjà, êàäà jå λ1 6= λ2
è êàäà jå λ1 = λ2, îäíîñíî êàäà jå ω 6= 0 è ω = 0. Ó ïðâîì ñëó÷àjó êîðåíè êàðàêòåðèñòè÷íå
jåäíà÷èíå jåñó ðàçëè÷èòè êîíjóãîâàíî-êîìïëåêñíè áðîjåâè, ïà ñó îäãîâàðàjó£à ïàðòèêóëàðíà
ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y1 = sin(ω x) è y2 = cos(ω x). Îïøòå
ðåøå»å ïîëàçíå jåäíà÷èíå »èõîâà jå ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà, òj. y = C1 sin(ω x) + C2 cos(ω x).
Ó äðóãîì ñëó÷àjó, çà ω = 0 êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà èìà jåäàí ðåàëàí êîðåí âèøåñòðóêîñòè
äâà, ïà èìàìî ëèíåàðíî íåçàâèñíà ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à y1 = 1 è y2 = x, îäíîñíî îïøòå ðåøå»å
y = C1y1 + C2y2 = C1 + C2x.

Ó ñëó÷àjó ω 6= 0 äàòà jåäíà÷èíà íàçèâà ñå jåäíà÷èíîì ëèíåàðíîã õàðìîíèjñêîã îñöèëàòîðà
êðóæíå ó÷åñòàëîñòè ω.
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4.

Ïîäñåòèìî ñå êëàñèôèêàöèjå äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà:

• jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå îáëèêà je f(x) dx + g(y) dy = 0, ãäå ñó
ôóíêöèjå f è g íåïðåêèäíå íà îäãîâàðàjó£èì èíòåðâàëèìà;

• õîìîãåíà jåäíà÷èíà îáëèêà je y′ = f
(y
x

)
, ãäå jå ôóíêöèjà f íåïðåêèäíà íà

çàäàòîì èíòåðâàëó;

• ëèíåàðíà jåäíà÷èíà îáëèêà je y′ + P (x) y = Q(x), ãäå ñó P è Q íåïðåêèäíå
ôóíêöèjå íà çàäàòîì èíòåðâàëó;

• Áåðíóëèjåâà jåäíà÷èíà îáëèêà je y′ + P (x) y = Q(x) y α, ãäå ñó P è Q íåïðå-
êèäíå ôóíêöèjå íà çàäàòîì èíòåðâàëó è α ∈ R;

• Ðèêàòèjåâà jåäíà÷èíà îáëèêà je y′ = P (x) y 2 +Q(x) y+R(x), ãäå ñó P , Q è R
íåïðåêèäíå ôóíêöèjå íà çàäàòîì èíòåðâàëó.

(à) Jåäíà÷èíà y′ − y

x
= lnx jåñòå ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà, çà P (x) = −1

x
è

Q(x) = lnx.

(á) Jåäíà÷èíà y′ +

√
1 + y 3

1 + x 3
= 0 ìîæå ñå òðàíñôîðìèñàòè íà èíòåðâàëó (−1,+∞) ó äèôå-

ðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó
dy√

1 + y 3
+

dx√
1 + x 3

= 0. Äîáèjíà jåäíà÷èíà jå äèôåðåíöèjàëíà

jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå çà f(x) =
1√

1 + x 3
è g(y) =

1√
1 + y 3

.

(â) Îäìàõ ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà y′ = tg
y

x
− y

x
õîìîãåíà

jåäíà÷èíà, ó îâîì ñëó÷àjó èìàìî äà jå f
(y
x

)
= tg

y

x
− y

x
.

(ã) Jåäíà÷èíà y′+(y cosx)2+y+sin2 x=0 ìîæå ñå çàïèñàòè êàî y′=(−cos2 x) y 2−y−sin2 x,
îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå ó ïèòà»ó Ðèêàòèjåâà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà, çà
P (x) = − cos2 x, Q(x) = −1 è R(x) = − sin2 x.

5.

Ïðåìà Êîøè�Àäàìàðîâîì ñòàâó, ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå R ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n ìîæå ñå ðà÷óíàòè êàî R = 1

lim
n→+∞

n
√
|an|

èëè R = lim
n→+∞

an
an+1

, óêîëèêî

íàâåäåíè ëèìåñè ïîñòîjå.

Ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ðåäà
+∞∑
n=0

xn

n
jåñòå R = lim

n→+∞

n+ 1

n
= 1. Çà x = 1 ðåä ïîñòàjå

õàðìîíèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

1

n
êîjè äèâåðãèðà. Çà x = −1 èìàìî ðåä

+∞∑
n=0

(−1)n

n
êîjè ïðåìà Ëàjáíèöîâîì

êðèòåðèjóìó êîíâåðãèðà. Îáëàñò êîíâåðãåíöèjå ïîëàçíîã ñòåïåíîã ðåäà jåñòå ïîëóîòâîðåíè
èíòåðâàë [−1, 1).

Òà÷àí îäãîâîð jå (á).

6.

Øåôåðîâà (íè) ôóíêöèjà ↑ äåôèíèñàíà jå ïîìî£ó Êåjëèjåâå òàáëèöå
↑ 0 1

0 1 1
1 1 0

.

Øåôåðîâà ôóíêöèjà jå íåãàöèjà êîíjóíêöèjå, âàæè p ↑ q = p ∧ q.
Èñêàçíà ôîðìóëà A ⇔ B jåñòå òàóòîëîãèjà àêî è ñàìî àêî ñó èñêàçíå ôîðìóëå
A è B jåäíàêå. Àêî jå èñêàçíà ôîðìóëà A ⇔ B òàóòîëîãèjà, îíäà jå è èñêàçíà
ôîðìóëà A⇒ B òàóòîëîãèjà.
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X(a) Íà îñíîâó òåîðåìå î èíâîëóöèjè ó Áóëîâîj àëãåáðè çà ñâàêè åëåìåíò p âàæè äà jå p = p,
îäàêëå ñëåäè äà jå èñêàçíà ôîðìóëà p⇔ p òàóòîëîãèjà, çàêîí äâîjíå íåãàöèjå.

X(á) Êàêî jå èñêàçíà ôîðìóëà p⇔ p òàóòîëîãèjà, çàê§ó÷ójåìî äà jå è èñêàçíà ôîðìóëà p⇒ p
òàóòîëîãèjà.

(â) Ó Áóëîâîj àëãåáðè çà ñâàêè åëåìåíò p âàæè äà jå p ∧ p = 0 (ïîñòîjà»à êîìïëåìåíòà).
Îäàâäå çàê§ó÷ójåìî äà jå äàòà ôîðìóëà êîíòðàäèêöèjà, íåãàöèjà çàêîíà ïðîòèâðå÷íîñòè.

(ã) Íà îñíîâó òàáëèöå èñòèíèòîñòè p q q p ↑ q
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1

çàê§ó÷ójåìî äà èñêàçía ôîðìóëa p ↑ q íèjå òàóòîëîãèjà.

X(ä) Ó Áóëîâîj àëãåáðè âàæè Äå Ìîðãàíîâ çàêîí p ∨ q = (p∧ q), ïðåìà òîìå èñêàçíà ôîðìóëà
p ∨ q ⇔ (p ∧ q) jåñòå òàóòîëîãèjà.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (à), (á) è (ä).

7. Ïðâà ïðóãà ìîæå áèòè áèëî êîjå îä ïîíó¢åíå òðè áîjå. Ïîøòî ñìî èçàáðàëè áîjó ïðâå ïðóãå,
èçáîð çà áîjó äðóãå ïðóãå ñóæàâà íàì ñå íà ïðåîñòàëå äâå áîjå. Ñâàêà íàðåäíà ïðóãà ìîæå áèòè
îáîjåíà ó äâå áîjå. Ïðåìà ïðèíöèïó ïðîèçâîäà áðîj ðàçëè÷èòèõ çàñòàâà jåäíàê jå 3 · 210 = 3072.

8. Ïðâî £åìî ïîìíîæèòè åëåìåíòå òðå£å âðñòå ñà −2 è äîäàòè îäãîâàðàjó£èì åëåìåíòèìà
÷åòâðòå. Çàòèì £åìî ïîìíîæèòè åëåìåíòå ïðâå âðñòå ñà −4, îäíîñíî ñà −5, è äîäàòè åëåìåíòèìà
äðóãå, îäíîñíî òðå£å âðñòå. Íà êðàjó £åìî îäóçåòè åëåìåíòå äðóãå âðñòå îä åëåìåíàòà òðå£å

A =


1 2 3
4 5 6
5 7 9

10 14 18

 ∼=


1 2 3
4 5 6
5 7 9
0 0 0

 ∼=


1 2 3
0 −3 −6
0 −3 −6
0 0 0

 ∼=


1 2 3
0 −3 −6
0 0 0
0 0 0

 .
Îäàâäå çàê§ó÷ójåìî äà jå rangA = 2.

!

9. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå B jåäíàê jå ϕB(λ) = det(B − λI) =

∣∣∣∣ −1− λ 1
−2 1− λ

∣∣∣∣ =

λ2 − 1 + 2 = λ2 + 1. Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå B jåñó íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà
ϕB(λ). Ïðåìà òîìå, ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ñó λ1 = i è λ2 = −i.

Ïðèìåòèìî äà ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ðåàëíå ìàòðèöå ìîãó áèòè(êîíjóãîâàíè)êîìïëåêñíè áðîjåâè.

10.

X(à) Âåêòîðè ~a è ~b îðòîãàíàëíè ñó àêî è ñàìî àêî jå »èõîâ ñêàëàðíè ïðîèçâîä ~a ·~b jåäíàê 0.
Èìàìî ~a ·~b = (12, 3, 4) · (1, 0,−3) = 12 · 1 + 3 · 0 + 4 · (−3) = 0. Òâð¢å»å jå òà÷íî.

(á) Âåêòîðè ~a è ~b êîëèíåàðíè ñó àêî è ñàìî àêî ïîñòîjè ðåàëàí áðîj t òàêàâ äà âàæè ~a = t~b,
îäíîñíî àêî è ñàìî àêî ñó èì îäãîâàðàjó£å êîîðäèíàòå ïðîïîðöèîíàëíå. Êàêî jå 1 : 12 6=
0 : 3, çàê§ó÷ójåìî äà òâð¢å»å íèjå òà÷íî.

X(â) Âåêòîðè ~a, ~b è ~c êîïëàíàðíè ñó àêî è ñàìî àêî ïîñòîjå ðåàëíè áðîjåâè t è s òàêâè äà jå
~c = t~a+ s~b. Êàêî jå ~c = ~a+ 4~b, çàê§ó÷ójåìî äà jå òâð¢å»å òà÷íî.

Òà÷íè ñó îäãîâîðè (à) è (â).
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 19. 09. 2007.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíå èíòåãðàëå:

(à)

∫ √
3− 4x dx;

(á)

∫
cos2 x sin(2x) dx.

6. Íåêà jå p ïðîèçâî§íî èñêàçíî ñëîâî. Çàîêðó-
æèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà êîjå íèñó
íè òàóòîëîãèjå íè êîíòðàäèêöèjå:

(à) p⇒ p; (á) p⇒ p; (â) p ∧ p;

(ã) p ∧ p; (ä) (p⇒ p)⇒ p;

(¢) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñòè îäðå¢åíèõ èíòåãðàëà:

(à)

∫ 2

−2
arctg(2x) dx;

(á)

∫ 1

1
2

2 + x

x 3
dx.

7. Íà ìàòåìàòè÷êîj êîíôåðåíöèjè ñâàêè îä ó÷å-
ñíèêà ðóêîâàî ñå jåäàíïóò ñà ñâèì îñòàëèì ó÷å-
ñíèöèìà. Àêî jå óêóïíî áèëî 45 ðóêîâà»à, êî-
ëèêî jå áèëî ó÷åñíèêà íà òîj êîíôåðåíöèjè?

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′′′ + y′′ + y′ + y = 0.

8. Çà êîjå âðåäíîñòè ðåàëíèõ ïàðàìåòàðà α è β
ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà

αx+ y = 2

x+ y = β

íåìà ðåøå»å?

4. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ ðå-
äîâà:

(à)

+∞∑
n=1

4

6
√
n
; (á)

+∞∑
n=1

cosn; (â)

+∞∑
n=1

6

4n3
;

(ã) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ ðåäîâà íèjå êîíâåð-
ãåíòàí.

9. Çà êîjå jå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà a

ðàíã ìàòðèöå A =

[
1 a
a a

]
íàjìà»è?

5. Îäðåäèòè ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïå-

íîã ðåäà

+∞∑
n=1

(
n

2n+ 1

)2n−1
xn.

10. Îäðåäèòè âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà b
çà êîjå jå jåäíà ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöå

B =

 1 17 4
0 5 b
0 2 4


jåäíàêà íóëè.
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� Ðåøå»à �

1. Óâî¢å»åì ñìåíà äàòè èíòåãðàëè ïîñòàjó òàáëè÷íè:

(à)

∫ √
3− 4x dx =

{
t = 3− 4x
dt = −4 dx

}
= −1

4

∫ √
t dt = −1

4
· 2

3
t
3
2 + C = −1

6
(3− 4x)

3
2 + C;

(á)

∫
cos2 x sin(2x) dx = 2

∫
cos3 x sinx dx =

{
t = cosx

dt = − sinxdx

}
= −2

∫
t 3 dt = −1

2
t 4+C =

−1

2
cos4 x+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

2.

Àêî jå f íåïðåêèäíà è íåïàðíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [−a, a], îíäà jå

∫ a

−a
f(x) dx=0.

Èç àäèòèâíîñòè îäðå¢åíîã èíòåãðàëà ñëåäè

∫ a

−a
f(x)dx =

∫ 0

−a
f(x)dx+

∫ a

0
f(x)dx.

Äà§å, óâî¢å»åì ñìåíå t=−x äîáèjàìî∫ 0

−a
f(x) dx =

{
x = −t, x = −a→ t = a
dx = −dt, x = 0→ t = 0

}
= −

∫ 0

a
f(−t) dt =

∫ a

0
f(−t) dt.

Êàêî jå ôóíêöèjà f íåïàðíà, ïðåòõîäíè èíòåãðàë jåäíàê jå −
∫ a

0
f(t) dt. Çàìåíîì

ó ïîëàçíó jåäíàêîñò äîáèjàìî

∫ a

−a
f(x) dx = −

∫ a

0
f(x) dx+

∫ a

0
f(x) dx = 0.

Íåêà jå ôóíêöèjà f íåïðåêèäíà íà ñåãìåíòó [a, b] è íåêà jå F ïðîèçâî§íà ïðè-
ìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f íà òîì ñåãìåíòó. Òàäà âàæè �óòí�Ëàjáíèöîâà
ôîðìóëà ∫ b

a
f(x) dx = F (x)

∣∣∣∣b
a

= F (b)− F (a).

(à) Ôóíêöèjà f(x) = arctg(2x) íåïðåêèäíà jå è íåïàðíà íà ñåãìåíòó [−2, 2]. Ïðåìà òîìå,
âàæè ∫ 2

−2
arctg(2x) dx = 0.

(á) Ïðèìåíîì îñîáèíå ëèíåàðíîñòè îäðå¢åíîã èíòåãðàëà, äàòè èíòåãðàë jå çáèð äâà òàáëè÷íà
èíòåãðàëà. �óòí�Ëàjáíèöîâà ôîðìóëà íàì äàjå∫ 1

1
2

2 + x

x 3
dx =

∫ 1

1
2

2

x 3
dx+

∫ 1

1
2

1

x 2
dx = − 1

x 2

∣∣∣∣1
1
2

− 1

x

∣∣∣∣1
1
2

= −1 + 4− 1 + 2 = 4.

3. Äàòà jåäíà÷èíà y′′′+y′′+y′+y = 0 jåñòå õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà òðå£åã
ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà. Îäãîâàðàjó£à êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà λ3+λ2+λ+1 =
λ2(λ+ 1) + λ+ 1 = (λ+ 1)(λ2 + 1) = 0 èìà äâà ïðîñòà êîíjóãîâàíî-êîìïëåêñíà êîðåíà λ1,2 = ±i
è jåäàí ðåàëàí λ3 = −1. Ïàðòèêóëàðíà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå
jåñó y1 = sinx, y2 = cosx è y3 = e−x. Îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå jåäíà÷èíå »èõîâà jå ëèíåàðíà
êîìáèíàöèjà, òj. y = C1y1 + C2y2 + C3y3 = C1 sinx+ C2 cosx+ C3e

−x.
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4.

Aêî íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

an êîíâåðãèðà, îíäà jå lim
n→+∞

an = 0, òj. ïîòðåáàí óñëîâ

äà ðåä êîíâåðãèðà jåñòå äà »åãîâ îïøòè ÷ëàí òåæè íóëè êàäà n→ +∞. Íàïîìå-
íèìî äà äàòè óñëîâ íèjå è äîâî§àí. Ó ïðèìåðó (à) îïøòè ÷ëàí òåæè íóëè êàäà
n → +∞ àëè jå îäãîâàðàjó£è ðåä äèâåðãåíòàí (âèäè äà§å). Ñ äðóãå ñòðàíå, àêî

lim
n→+∞

an

íå ïîñòîjè èëè jå ðàçëè÷èò îä íóëå, îíäà ðåä
+∞∑
n=1

an äèâåðãèðà.

Èíòåãðàëíè êðèòåðèjóì. Íåêà jå f íåïðåêèäíà, ïîçèòèâíà è íåðàñòó£à ôóíêöèjà

íà [k,+∞) çà íåêî k ∈ N. Òàäà ñó
∫ +∞

k
f(x)dx è

+∞∑
n=k

f(n) åêâèêîíâåðãåíòíè.

Êîðèñòå£è èíòåãðàëíè êðèòåðèjóì ìîæå ñå ïîêàçàòè äà ðåä
+∞∑
n=1

nα êîíâåðãèðà

àêî è ñàìî àêî çà ðåàëíè ïàðàìåòàð α âàæè α < −1. Çàèñòà, àêî jå α ≥ 0 îïøòè
÷ëàí íå òåæè íóëè êàäà n → +∞, ïà ðåä äèâåðãèðà. Çà α < 0 ïðèìåíè£åìî èí-
òåãðàëíè êðèòåðèjóì. Ôóíêöèjà f(x) = xα íåïðåêèäíà jå, ïîçèòèâíà è íåðàñòó£à

íà [1,+∞). Äà§å âàæè

∫
xα dx =


1

α+ 1
x α+1, α 6= −1;

lnx, α = −1.
Ïðåìà òîìå, èìàìî

∫ +∞

1
xα dx =

 −
1

α+ 1
, α < −1;

+∞, −1 ≤ α < 0.

(à) Ðåä

+∞∑
n=1

4

6
√
n

=
2

3

+∞∑
n=1

1√
n
jåñòå äèâåðãåíòàí, ïðåìà èíòåãðàëíîì êðèòåðèjóìó. Äî èñòîã

çàê§ó÷êà ìîæåìî äî£è è êîðèñòå£è ïðâè ïîðåäáåíè êðèòåðèjóì. Çà ñâàêî n∈N âàæè äà

jå
1√
n
≥ 1

n
, ïà èç äèâåðãåíöèjå õàðìîíèjñêîã ðåäà

+∞∑
n=1

1

n
ñëåäè è äèâåðãåíöèjà äàòîã ðåäà.

(á) Êàêî lim
n→+∞

cosn íå ïîñòîjè, çàê§ó÷ójåìî äà ðåä
+∞∑
n=1

cosn äèâåðãèðà.

X(â) Ðåä

+∞∑
n=3

4

6n3
=

2

3

+∞∑
n=3

1

n3
jåñòå êîíâåðãåíòàí, ïðåìà èíòåãðàëíîì êðèòåðèjóìó.

Òà÷àí îäãîâîð jå (â).

5.

Ïðåìà Êîøè�Àäàìàðîâîì ñòàâó, ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå R ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n ìîæå ñå ðà÷óíàòè êàî R = 1

lim
n→+∞

n
√
|an|

èëè R = lim
n→+∞

an
an+1

, óêîëèêî

íàâåäåíè ëèìåñè ïîñòîjå.

Ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ðåäà

+∞∑
n=1

(
n

2n+ 1

)2n−1
xn jåäíàê jå

R = lim
n→+∞

(
n

2n+ 1

)2n−1
·
(

2n+ 3

n+ 1

)2n+1

= lim
n→+∞

(
2n+ 3

n+ 1

)2

·
(

2n2 + 3n

2n2 + 3n+ 1

)2n−1

= lim
n→+∞

(
2n+ 3

n+ 1

)2

·

((
1− 1

2n2 + 3n+ 1

)2n2+3n+1
) 2n−1

2n2+3n+1

= 4 · e0 = 4.
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6.

(à) Èñêàçíà ôîðìóëà p⇒ p jåñòå òàóòîëîãèjà.

X(á) Èñêàçíà ôîðìóëà p⇒ p jåäíàêà jå p. Ïðåìà òîìå, íèjå íè òàóòîëîãèjà íè êîíòðàäèêöèjà.

X(â) Èñêàçíà ôîðìóëà p∧ p jåäíàêà jå p. Ïðåìà òîìå, íèjå íè òàóòîëîãèjà íè êîíòðàäèêöèjà.
(ã) Èñêàçíà ôîðìóëà p ∧ p jåñòå êîíòðàäèêöèjà.

X(ä) Èñêàçíà ôîðìóëà (p⇒ p)⇒ p jåäíàêà jå p. Ïðåìà òîìå, íèjå íè òàóòîëîãèjà íè êîíòðà-
äèêöèjà.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (á), (â) è (ä).

7. Íåêà jå íà ìàòåìàòè÷êîj êîíôåðåíöèjè áèëî n ó÷åñíèêà. Ñâàêè ó÷åñíèê ñå ðóêîâàî ñà
îñòàëèõ n − 1 ó÷åñíèêà. Àêî ñå ó÷åñíèê A ðóêîâàî ñà ó÷åñíèêîì B, îíäà ñå è ó÷åñíèê B

ðóêîâàî ñà ó÷åñíèêîì A. Ïðåìà òîìå, óêóïàí áðîj ðóêîâà»à jåäíàê jå
n(n− 1)

2
. Èìàìî äà jå

n(n− 1)

2
= 45, îäíîñíî n2−n− 90 = 0. Ðåøå»à òå êâàäðàòíå jåäíà÷èíå jåñó n = 10 èëè n = −9.

Êàêî jåäíà÷èíó ðåøàâàìî ó ñêóïó N, çàê§ó÷ójåìî äà jå áðîj ó÷åñíèêà íà êîíôåðåíöèjè áèî 10.

♣ Óïîðåäèòè çàäàòàê ñà äåñåòèì çàäàòêîì ñà òåñòà 13. 02. 2011.

8. Ïðåìà Êðîíåêåð�Êàïåëèjåâîj òåîðåìè ñèñòåì íåìà ðåøå»å àêî jå ðàíã ìàòðèöå ñèñòåìà
ìà»è îä ðàíãà ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà. Ïðèìåíèìî íèç åëåìåíòàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà íà
ïðîøèðåíó ìàòðèöó ñèñòåìà[

α 1 2
1 1 β

]
∼=
[

1 1 β
α 1 2

]
∼=
[

1 1 β
0 1− α 2− αβ

]
.

Ðàíã ìàòðèöå ñèñòåìà jåäíàê jå 1 àêî jå α = 1, îäíîñíî 2 àêî jå α 6= 1. Ðàíã ïðîøèðåíå ìàòðèöå
ñèñòåìà jåäíàê jå 1 àêî jå α = 1 è β = 2; ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà ðàíã ïðîøèðåíå ìàòðèöå jåäíàê
jå 2. Çàê§ó÷ójåìî äà ñèñòåì íèjå ñàãëàñàí, òj. íåìà ðåøå»å àêî jå α = 1 è β 6= 2.

9. Çà ìàòðèöó A âàæè A =

[
1 a
a a

]
∼=
[

1 a
0 a− a2

]
. Çà a − a2 6= 0, òj. çà a 6= 1 è a 6= 0 ðàíã

ìàòðèöå A jåäíàê jå 2. Ðàíã ìàòðèöå jå íàjìà»è è jåäíàê jå 1 àêî jå a− a2 = 0, îäíîñíî a = 1
èëè a = 0.

♦ Èëóñòðójìî íà îâîì ïðèìåðó êàêî ñå ðà÷óíà ðàíã ìàòðèöå ïî äåôèíèöèjè. Ðàíã ìàòðèöå
äåôèíèøåìî êàî ðåä »åíå íàjâå£å ðåãóëàðíå ïîäìàòðèöå. Ó ñëó÷àjó ìàòðèöå A èìàìî äà jå

detA =

∣∣∣∣ 1 a
a a

∣∣∣∣ = a − a2. Çà a 6= 0 è a 6= 1 âàæè äà jå detA 6= 0, ïà jå ìàòðèöà A ðåãóëàðíà

è »åí ðàíã jåäíàê jå 2. Çà a = 0 èëè a = 1 ìàòðèöà A jå ñèíãóëàðíà, àëè ïîñòîjè ðåãóëàðíà
ïîäìàòðèöà ðåäà 1 (äîáèjåíà óêëà»à»åì äðóãå âðñòå è êîëîíå), ïà çàê§ó÷ójåìî äà jå ó îâîì
ñëó÷àjó ðàíã íàjìà»è è jåäíàê 1.

10. Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå B jåñó íóëå »åíîã êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà ϕB(λ) =
det(B−λI). Âðåäíîñò ïîëèíîìà ϕB(λ) ó òà÷êè λ = 0 jåäíàêà jå ñëîáîäíîì ÷ëàíó ïîëèíîìà ϕB(λ),
îäíîñíî ϕB(0) = detB. Ïðåìà Âèjåòîâèì ôîðìóëàìà, ïðîèçâîä ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå

B jåäíàê jå (−1)3
detB

(−1)3
= detB. Ìàòðèöà B £å èìàòè jåäíó ñîïñòâåíó âðåäíîñò jåäíàêó íóëè

àêî jå äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå B jåäíàêà íóëè. Ëàïëàñîâèì ðàçâîjåì ïî ïðâîj êîëîíè äîáèjàìî

detB =

∣∣∣∣∣∣
1 17 4
0 5 b
0 2 4

∣∣∣∣∣∣ = 5 · 4− 2 b = 20− 2 b = 0.

Ïðåìà òîìå, íóëà £å áèòè ñîïñòâåíà âðåäíîñò ìàòðèöå B àêî jå b = 10.

♦ Óðàäèòè çàäàòàê îäðå¢èâà»åì êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà ìàòðèöå B.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 13. 10. 2007.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíå èíòåãðàëå:

(à)

∫
x ex

2
dx;

(á)

∫
6x 5

x 6 + 5
dx.

6. Ðàíã ìàòðèöå A =

[
1 0 2

12 0 24

]
jeñòå:

(à) 0; (á) 1; (â) 2; (ã) 3;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñòè îäðå¢åíèõ èíòåãðàëà:

(à)

∫ 0

−1
| 3x | dx;

(á)

∫ 1

0
ex+1 dx.

7. Ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà

x− y + 3z = 4

−3x+ 3y − 9z = 11

(à) èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å;

(á) èìà äâà ðåøå»à;

(â) èìà áåñêîíà÷íî ðåøå»à;

(ã) íåìà ðåøå»à;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′′ + 6 y′ + 9 y = 0.

8. Îäðåäèòè ñîïñòâåíå âåêòîðå ìàòðèöå

B =

[
5 1
3 3

]
.

4. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ ðå-
äîâà:

(à)

+∞∑
n=1

(−1)2n

n
; (á)

+∞∑
n=1

1

n6 + 6
;

(â)

+∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)3n

;

(ã) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ ðåäîâà íèjå êîíâåð-
ãåíòàí.

9. Íåêà ñó ~a è~b ïðîèçâî§íè âåêòîðè âåêòîðñêîg
ïðîñòîða R3. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ
îäãîâîðà:

(à) ~a ·~b = ~b · ~a; (á) ~a×~b = ~b× ~a;

(â) ~a · ~a = 0; (ã) ~b×~b = ~0;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

5. Êîëèêî ðàçëè÷èòèõ ïðèðîäíèõ øåñòîöè-
ôðåíèõ áðîjåâà ìîæå äà ñå íàïèøå îä öèôàðà
1, 2, 2, 3, 3, 3?

10. Äàòå ñó ðàâàí α : 6x + 4z − 12 = 0 è ïðàâà

p :
x− 1

3
=

y − 2

0
=

z + 1

2
ó ïðîñòîðó R3. Çà-

îêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ îäãîâîðà:

(à) p ||α;

(á) p ⊂ α;

(â) p ⊥ α;

(ã) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.
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� Ðåøå»à �

1. Óâî¢å»åì ñìåíà äîáèjàìî òàáëè÷íå èíòåãðàëå:

(à)

∫
x ex

2
dx =

{
t = x 2

dt = 2x dx

}
=

1

2

∫
et dt =

1

2
et + C =

1

2
ex

2
+ C;

(á)

∫
6x 5

x 6 + 5
dx =

{
t = x 6 + 5
dt = 6x 2 dx

}
=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln(x 6 + 5) + C.

2.

Íåêà jå ôóíêöèjà f íåïðåêèäíà íà ñåãìåíòó [a, b] è íåêà jå F ïðîèçâî§íà ïðè-
ìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f íà òîì ñåãìåíòó. Òàäà âàæè �óòí�Ëàjáíèöîâà

ôîðìóëà

∫ b

a
f(x) dx = F (x)

∣∣∣∣b
a

= F (b)− F (a).

Ïðèìåíîì �óòí�Ëàjáíèöîâå ôîðìóëå èìàìî:

(à)

∫ 0

−1
|3x| dx =

∫ 0

−1
−3x dx = −3

2
x 2

∣∣∣∣0
−1

=
3

2
;

(á)

∫ 1

0
ex+1 dx = ex+1

∣∣∣∣1
0

= e2 − e.

♦ Ïðèìåð (à) ìîæåìî ðåøèòè è ãðàôè÷êè. Âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà

∫ 0

−1
|3x| dx jåäíàêà

jå âåëè÷èíè ïîâðøèíå äåëà ðàâíè êîjè îãðàíè÷àâàjó ïðàâå x = −1, y = 0 è y = −3x. Ó ïèòà»ó

jå ïðàâîóãëè òðîóãàî ÷èjå ñó êàòåòå äóæèíà 1 è 3, ïà jå âåëè÷èíà »åãîâå ïîâðøèíå jåäíàêà
3

2
.

3.

Õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà n-òîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôè-
öèjåíòèìà jåñòå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà îáëèêà y(n)+a1y

(n−1)+. . .+an−1y
′+any =

0, ãäå ñó a1, a2, . . . , an êîíñòàíòå. Ïîòðàæèìî ðåøå»å äàòå jåäíà÷èíå ó îáëèêó
y(x) = eλx. Êàêî jå y(k)(x) = λkeλx, çàìåíîì ó äàòó jåäíà÷èíó äîáèjàìî àëãåáàð-
ñêó jåäíà÷èíó λn+a1λ

n−1+ . . .+an−1λ+an = 0, êîjó íàçèâàìî êàðàêòåðèñòè÷íîì
jåäíà÷èíîì, êîjà jå ïðèäðóæåíà ïîëàçíîj äèôåðåíöèjàëíîj jåäíà÷èíè. Ñâàêîì
êîðåíó êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå îäãîâàðà jåäíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å äèôå-
ðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå. Òàêî äîáèjåíà ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à ÷èíå ñêóï ëèíåàðíî
íåçàâèñíèõ ôóíêöèjà (ôóíäàìåíòàëíè ñêóï ðåøå»à).
• Àêî jå λ ïðîñò ðåàëàí êîðåí êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå, îíäà jå îäãîâàðàjó£å

ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå yp = eλx.

• Àêî jå λ ðåàëàí êîðåí ðåäà k, k > 1, êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå, îíäà ñó îä-
ãîâàðàjó£à ïàðòèêóëàðíà ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå yp1 = eλx, yp2 =
xeλx, . . . , ypk = xk−1eλx.

• Àêî jå λ = α + iβ ïðîñò êîìïëåêñàí êîðåí êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå, îíäà
jå è λ̄ = α− iβ ïðîñò êîìïëåêñàí êîðåí êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå, à îäãîâà-
ðàjó£à ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñó yp1 = eαx cosβx
è yp2 = eαx sinβx.

• Àêî jå λ = α + iβ êîìïëåêñàí êîðåí ðåäà k, k > 1, êàðàêòåðèñòè÷íå jåä-
íà÷èíå, îíäà jå è λ̄ = α − iβ êîìïëåêñàí êîðåí ðåäà k êàðàêòåðèñòè÷íå
jåäíà÷èíå, à îäãîâàðàjó£à ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå
jåñó yp1 = eαx cosβx, yp2 = xeαx cosβx, . . . , ypk = xk−1eαx cosβx, ypk+1

=
eαx sinβx, ypk+2

= xeαx sinβx, . . . , yp2k = xk−1eαx sinβx.
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Àêî ñó y1, y2, . . . , yn ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåä-
íà÷èíå, îíäà jå y = C1y1 + C2y2 + . . . + Cnyn »åíî îïøòå ðåøå»å, ãäå ñó
C1, C2, . . . , Cn ïðîèçâî§íå êîíñòàíòå.

Jåäíà÷èíà y′′+ 6 y′+ 9 y = 0 jåñòå õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà ñà
êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà. Îäãîâàðàjó£à êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà jåñòå λ2 + 6λ+ 9 = 0.
Êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà èìà jåäàí ðåàëíè êîðåí âèøåñòðóêîñòè äâà, λ1 = λ2 = −3.
Îäãîâàðàjó£à ïàðòèêóëàðíà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñó
y1 = e−3x è y2 = xe−3x. Îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå jåäíà÷èíå »èõîâà jå ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà, òj.
y = C1y1 + C2y2 = C1e

−3x + C2xe
−3x.

4.

Aêî íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

an êîíâåðãèðà, îíäà jå lim
n→+∞

an = 0, òj. ïîòðåáàí óñëîâ

äà ðåä êîíâåðãèðà jåñòå äà »åãîâ îïøòè ÷ëàí òåæè íóëè êàäà n→ +∞. Íàïîìå-
íèìî äà äàòè óñëîâ íèjå è äîâî§àí. Ó ïðèìåðó (à) îïøòè ÷ëàí òåæè íóëè êàäà
n → +∞ àëè jå îäãîâàðàjó£è ðåä äèâåðãåíòàí (âèäè äà§å). Ñ äðóãå ñòðàíå, àêî

lim
n→+∞

an íå ïîñòîjè èëè jå ðàçëè÷èò îä íóëå, îíäà ðåä
+∞∑
n=1

an äèâåðãèðà.

Ðåä

+∞∑
n=1

1

nα
, α ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî je α > 1.

(à) Ïðèìåòèìî äà jå ðåä

+∞∑
n=1

(−1)2n

n
=

+∞∑
n=1

1

n
õàðìîíèjñêè ðåä. Äàòè ðåä äèâåðãèðà.

X(á) Íóìåðè÷êè ðåäîâè

+∞∑
n=1

1

n6 + 6
è

+∞∑
n=1

1

n6
jåñó åêâèêîíâåðãåíòíè, ïðåìà äðóãîì ïîðåäáåíîì

êðèòåðèjóìó. Ðåä

+∞∑
n=1

1

n6
êîíâåðãèðà ïà êîíâåðãèðà è ðåä

+∞∑
n=1

1

n6 + 6
.

(â) Êàêî jå lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)3n

= e3 6= 0, çàê§ó÷ójåìî äà ðåä

+∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)3n

äèâåðãèðà.

Òà÷àí îäãîâîð jå (á).

5. Ó ïèòà»ó ñó ïåðìóòàöèjå ñà ïîíàâ§à»åì ñêóïà îä 6 åëåìåíàòà, êîä êîjèõ ñå jåäàí åëå-
ìåíò ïîíàâ§à jåäàíïóò, äðóãè äâà, à òðå£è òðè ïóòà. Áðîj ðàçëè÷èòèõ øåñòîöèôðåíèõ áðîjåâà

ñàñòàâ§åíèõ îä öèôàðà 1, 2, 2, 3, 3, 3 jåñòå
6!

2! · 3!
=

6 · 5 · 4
2

= 60.

♦ Çàäàòàê ìîæåìî ðåøèòè êîðèñòå£è êîìáèíàöèjå áåç ïîíàâ§à»à. Îä øåñò ïîçèöèjà ó çàïèñó
îäãîâàðàjó£åã áðîjà íà òðè óïèñójåìî öèôðó 3. Áðîj íà÷èíà íà êîjè òî ìîæåìî óðàäèòè jåäíàê jå

áðîjó êîìáèíàöèjà òðå£å êëàñå ñêóïà îä øåñò åëåìåíàòà, òj. jåäíàê jå

(
6

3

)
. Çàòèì, îä ïðåîñòàëå

òðè ïîçèöèjå áèðàìî äâå, íà êîjå £åìî óïèñàòè öèôðó 2, íà

(
3

2

)
íà÷èíà. Öèôðó 1 óïèñójåìî

íà ïðåîñòàëó ïîçèöèjó. Ïðåìà ïðèíöèïó ïðîèçâîäà áðîj ðàçëè÷èòèõ øåñòîöèôðåíèõ áðîjåâà

ñàñòàâ§åíèõ îä öèôàðà 1, 2, 2, 3, 3, 3 jåñòå

(
6

3

)
·
(

3

2

)
=

6!

3! · 3!
· 3!

2!
=

6!

3! · 2!
=

6 · 5 · 4
2

= 60.

6. Ïðèìåòèìî äà ñó åëåìåíòè ïðâå âðñòå ìàòðèöå A =

[
1 0 2

12 0 24

]
ïðîïîðöèîíàëíè åëåìåí-

òèìà äðóãå âðñòå, îäíîñíî äà ñó åëåìåíòè äðóãå âðñòå jåäíàêè åëåìåíòìà ïðâå âðñòå ïîìíîæå-
íèì ñà 12. Ïðåìà òîìå, ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê jå 1. Ñëè÷íî, ïðâà è òðå£à êîëîíà ëèíåàðíî ñó
çàâèñíå, åëåìåíòè òðå£å êîëîíå jåäíàêè ñó åëåìåíòèìà ïðâå êîëîíå ïîìíîæåíèì ñà 2, äîê ñó
åëåìåíòè äðóãå êîëîíå jåäíàêè íóëè. Îäàêëå îïåò çàê§ó÷ójåìî äà jå rangA = 1.
Òà÷àí îäãîâîð jå (á).
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7. Ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà

x− y + 3z = 4

−3x+ 3y − 9z = 11

íåìà ðåøå»å. Êàäà ïîìíîæèìî ïðâó jåäíà÷èíó ñà 3 è äîäàìî jå äðóãîj äîáèjàìî

0 · x+ 0 · y + 0 · z = 23,

øòî íèjå òà÷íî íè çà jåäíó óðå¢åíó òðîjêó (x, y, z) ðåàëíèõ áðîjåâà.

Òà÷àí îäãîâîð jå (ã).

8. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå B jåäíàê jå ϕB(λ) = det(B − λI) =

∣∣∣∣ 5− λ 1
3 3− λ

∣∣∣∣ =

(5 − λ)(3 − λ) − 3 = λ2 − 8λ + 12 = (λ − 6)(λ − 2). Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå B jåñó íóëå
êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà ϕB(λ). Ïðåìà òîìå, ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ñó λ1 = 6 è λ2 = 2.

9.

X(à) Çà ïðîèçâî§íå âåêòîðå ~a = (a1, a2, a3) è ~b = (b1, b2, b3) èç R3 âàæè

~a ·~b = (a1, a2, a3) · (b1, b2, b3) = a1b1 + a2b2 + a3b3

= b1a1 + b2a2 + b3a3 = (b1, b2, b3) · (a1, a2, a3) = ~b · ~a.

Ñêàëàðíè ïðîèçâîä jå êîìóòàòèâàí.

(á) Çà ïðîèçâî§íå âåêòîðå ~a = (a1, a2, a3) è ~b = (b1, b2, b3) èç R3 âàæè

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ ,
ãäå jå~i = (1, 0, 0), ~j = (0, 1, 0) è ~k = (0, 0, 1). Àêî ó äåòåðìèíàíòè äâå âðñòå çàìåíå ìåñòà,
äåòåðìèíàíòà ìå»à çíàê. Ïðåìà òîìå, çà ïðîèçâî§íà äâà âåêòîðà ~a è ~b èç R3 âàæè
~b×~a = −(~a×~b) 6= ~a×~b. Jåäíàêîñò ~a×~b = ~b×~a âàæè ñàìî àêî jå ~a×~b = −(~a×~b), îäíîñíî
àêî jå ~a×~b = 0, òj. àêî ñó âåêòîðè ~a è ~b ëèíåàðíî çàâèñíè.

(â) Èìàìî äà jå ~a · ~a = (a1, a2, a3) · (a1, a2, a3) = a21 + a22 + a23 = 0 àêî è ñàìî àêî jå a1 = a2 =
a3 = 0, òj. àêî è ñàìî àêî jå ~a = (0, 0, 0). Ïðåìà òîìå, òâð¢å»å íå âàæè çà ïðîèçâî§àí
âåêòîð ~a.

X(ã) Èç íàâåäåíå äåôèíèöèjå âåêòîðñêîã ïðîèçâîäà jàñíî ñå âèäè äà jå ~b × ~b = ~0, jåð jå ó
ïèòà»ó äåòåðìèíàíòà ó êîjîj ñó äâå âðñòå jåäíàêå.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (a) è (ã).

10. Âåêòîð íîðìàëå ~nα = (6, 0, 4) ðàâíè α íîðìàëàí jå íà ñâàêè âåêòîð ó ðàâíè. Âåêòîð
~up = (3, 0, 2) ïðàâå p ïàðàëåëàí jå ñà ñâàêèì âåêòîðîì êîjè ïðèïàäà ïðàâîj. Ïðàâà è ðàâàí
ïàðàëåëíå ñó èëè ïðàâà ïðèïàäà ðàâíè àêî jå ~nα⊥~up. Äâà âåêòîðà ñó îðòîãîíàëíà óêîëèêî
jå »èõîâ ñêàëàðíè ïðîèçâîä jåäíàê íóëè, øòî ó îâîì ïðèìåðó íèjå ñëó÷àj, ~nα · ~up = (6, 0, 4) ·
(3, 0, 2) = 6 · 3 + 0 · 0 + 4 · 2 = 18 + 8 = 26 6= 0. Ïðàâà p jå îðòîãîíàëíà íà ðàâàí α óêîëèêî ñó
âåêòîðè ~nα è ~up êîëèíåàðíè. Âàæè äà jå ~nα = (6, 0, 4) = 2 (3, 0, 2) = 2 ~up, òj. âåêòîðè ~nα è ~up
jåñó êîëèíåàðíè.

Òà÷àí îäãîâîð jå (â).
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 26. 01. 2008.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíå èíòåãðàëå:

(à)

∫
3 sinx cosx dx;

(á)

∫
cos
√
x
dx√
x
.

6. Îäðåäèòè êîjè jå îä ñëåäå£èõ áðîjåâà(
2008

1

)
,

(
2008

2

)
, . . . ,

(
2008

2008

)
íàjâå£è.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñòè îäðå¢åíèõ èíòåãðàëà:

(à)

∫ 1

0
x 7x

2
dx;

(á)

∫ e2

e

dx

x ln2 x
.

7. Íåêà jå p ïðîèçâî§íî èñêàçíî ñëîâî. Çàîêðó-
æèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà êîjå íèñó
íè òàóòîëîãèjå íè êîíòðàäèêöèjå:

(à) p ∨ p; (á) p⇒ p;

(â) p⇒ p; (ã) (p ∨ p)⇒ p;

(ä) p⇒ (p ∨ p);

(¢) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà
íèjå íè òàóòîëîãèjà íè êîíòðàäèêöèjà.

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′′′ − y = 0.

8. Îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå

A =

 1 2 0
0 −2 2
1 1 1

 .

4. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ ðå-
äîâà:

(à)

+∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)(n+ 2)

; (á)

+∞∑
n=1

(
3

2

)−n
;

(â)

+∞∑
n=1

en

n
; (ã)

+∞∑
n=1

lnn;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ ðåäîâà íèjå êîíâåð-
ãåíòàí.

9. Íåêà jå A ðåàëíà êâàäðàòíà ìàòðèöà ðåäà
n ∈ N. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ îäãî-
âîðà:

(à)êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå A óâåê
èìà n ðàçëè÷èòèõ íóëà;

(á)ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A óâåê èìà n
ðàçëè÷èòèõ íóëà;

(â)ñâå íóëå ìèíèìàëíîã ïîëèíîìà ìàòðèöå A
èñòîâðåìåíî ñó è íóëå »åíîã êàðàêòåðèñòè÷-
íîã ïîëèíîìà;

(ã) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

5. Îäðåäèòè ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïå-

íîã ðåäà

+∞∑
n=1

n

n+ 1

(x
2

)n
.

10. Äàòè ñó âåêòîðè ~a = (1, 2, 0), ~b = (0,−2, 2)
è ~c = (1, 1, 1) ó âåêòîðñêîì ïðîñòîðó R3. Îäðå-

äèòè ìåøîâèòè ïðîèçâîä
[
~a,~b,~c

]
.
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� Ðåøå»à �

!

1. Èíòåãðàëå ñâîäèìî íà òàáëè÷íå óâî¢å»åì ñìåíà:

(à)

∫
3 sinx cosx dx =

{
t = sinx

dt = cosx dx

}
=

∫
3t dt =

3t

ln 3
+ C =

3 sinx

ln 3
+ C;

(á)

∫
cos
√
x
dx√
x

=


t =
√
x

dt =
dx

2
√
x

 = 2

∫
cos t dt = 2 sin t+ C = 2 sin

√
x+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

!

2. Ïðå íåãî øòî ñå óïóñòèìî ó ðà÷óí, ïîäñåòèìî ñå óñëîâà çà óâî¢å»å ñìåíå ó îäðå¢åíîì
èíòåãðàëó.

Ó îäðå¢åíîì èíòåãðàëó

∫ b

a
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx ìîæåìî óâåñòè ñìåíó t = ϕ(x) óêîëèêî

ñó èñïó»åíè ñëåäå£è óñëîâè:

• ϕ jå ñòðîãî ìîíîòîíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [a, b];

• ψ = ϕ−1 èìà íåïðåêèäàí ïðâè èçâîä íà èíòåðâàëó (ϕ(a), ϕ(b));

• f jå íåïðåêèäíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [ϕ(a), ϕ(b)];

è òàäà âàæè äà jå

∫ b

a
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(t) dt.

Èíòåãðàë ó ïðèìåðó (à) ðà÷óíàìî óâî¢å»åì ñìåíå t = ϕ1(x) = 7x
2
äîê ó ïðèìåðó (á) óâîäèìî

ñìåíó t = ϕ2(x) =
1

lnx
. Ôóíêöèjå ϕ1 è ϕ2 jåñó ñòðîãî ìîíîòîíå ôóíêöèjå íà ïîíó¢åíèì

èíòåðâàëèìà. Ôóíêöèjà ϕ1 jå ðàñòó£à íà ñåãìåíòó [0, 1], à ϕ2 îïàäàjó£à íà ñåãìåíòó [e, e2].

�èõîâå èíâåðçíå ôóíêöèjå ψ1(x) =
√

log7 x è ψ2(x) = e
1
x èìàjó íåïðåêèäíå ïðâå èçâîäå

ψ′1(x) =
1

2x ln 7
√

log7 x
è ψ′2(x) = −e

1
x

x 2
íà èíòåðâàëèìà (1, 7) è

(
1,

1

2

)
. Ïðåìà òîìå, âàæè:

(à)

∫ 1

0
x 7x

2
dx =

 t = 7x
2
, x = 0⇒ t = 1

dt = 2x 7x
2

ln 7 dx, x = 1⇒ t = 7

 =
1

2 ln 7

∫ 7

1
dt =

1

2 ln 7
t

∣∣∣∣7
1

=
3

ln 7
;

(á)

∫ e2

e

dx

x ln2 x
=


t =

1

lnx
, x = e⇒ t = 1

dt = − dx

x ln2 x
, x = e2 ⇒ t = 1

2

 = −
∫ 1

2

1
dt =

∫ 1

1
2

dt = t

∣∣∣∣1
1
2

= 1− 1

2
=

1

2
.

3. Jåäíà÷èíà y′′′ − y = 0 jåñòå õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà òðå£åã ðåäà
ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà. Îäãîâàðàjó£à êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà jå λ3 − 1 = 0.

Êîðåíè êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå jåñó λ1 = 1 è λ2,3 = −1
2 ±

√
3
2 i, jåäàí ðåàëàí è äâà

êîíjóãîâàíî-êîìïëåêñíà, ñâè ïðîñòè. Îäãîâàðàjó£à ïàðòèêóëàðíà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à

äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñó y1 = ex, y2 = e−
x
2 sin

(√
3
2 x
)
è y3 = e−

x
2 cos

(√
3
2 x
)
. Îïøòå

ðåøå»å ïîëàçíå jåäíà÷èíå »èõîâà jå ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà, òj. y = C1y1 +C2y2 +C3y3 =

C1e
x+C2e

−x
2 sin

(√
3
2 x
)

+C3e
−x

2 cos
(√

3
2 x
)
.

♣ Çà äåòà§àí ïðåãëåä òåîðèjå õîìîãåíèõ ëèíåàðíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà âèøåã ðåäà
ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà ïîãëåäàòè òðå£è çàäàòàê ñà òåñòà 13. 10. 2007.
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4.

Aêî íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

an êîíâåðãèðà, îíäà jå lim
n→+∞

an = 0. Åêâèâàëåíòíî,

àêî lim
n→+∞

an íå ïîñòîjè èëè íèjå jåäíàê íóëè, îíäà ðåä
+∞∑
n=1

an äèâåðãèðà.

Ðåä

+∞∑
n=1

1

nα
, α ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî je α > 1.

Ãåîìåòðèjñêè ðåä

+∞∑
n=0

qn, q ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî jå |q| < 1.

X(à) Ðåäîâè

+∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)(n+ 2)

è

+∞∑
n=1

1√
n3

jåñó åêâèêîíâåðãåíòíè. Ðåä

+∞∑
n=1

1√
n3

jå êîíâåðãåí-

òàí, jåð jå
3

2
> 1, ïà jå ïðåìà äðóãîì ïîðåäáåíîì êðèòåðèjóìó è ðåä

+∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)(n+ 2)

êîíâåðãåíòàí.

X(á) Ãåîìåòðèjñêè ðåä

+∞∑
n=1

(
3

2

)−n
=

+∞∑
n=1

(
2

3

)n
ñà êîëè÷íèêîì q =

2

3
jåñòå êîíâåðãåíòàí.

(â) Êàêî jå lim
n→+∞

en

n
= +∞, çàê§ó÷ójåìî äà jå ðåä

+∞∑
n=1

en

n
äèâåðãåíòàí.

(ã) Êàî ó ïðåòõîäíîì ïðèìåðó, lim
n→+∞

lnn = +∞ èìïëèöèðà äà jå ðåä
+∞∑
n=1

lnn äèâåðãåíòàí.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (à) è (á).

5.

Ïðåìà Êîøè�Àäàìàðîâîì ñòàâó, ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå R ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n ìîæå ñå ðà÷óíàòè êàî R = 1

lim
n→+∞

n
√
|an|

èëè R = lim
n→+∞

an
an+1

, óêîëèêî

íàâåäåíè ëèìåñè ïîñòîjå.

Ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ðåäà

+∞∑
n=0

n

n+ 1

(x
2

)n
jåäíàê jå R = lim

n→+∞

n

2n(n+ 1)

2n+1(n+ 2)

n+ 1
= 2.

6.

Çà áèíîìíè êîåôèöèjåíò

(
n

k

)
âàæè

(
n

k

)
=

n!

k! (n− k)!
, n ∈ N è 0 ≤ k ≤ n.

Ïîäñåòèìî ñå n! = n · (n − 1) · . . . · 2 · 1 è 0! = 1. Áèíîìíè êîåôöèjåíòè

(
n

k

)
jåñó êîåôèöèjåíòè ó ðàçâîjó áèíîìà (a + b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
ak bn−k. Âàæè äà jå(

n

k

)
=

n!

k! (n− k)!
=

(
n

n− k

)
. Äèðåêòíî èç äåôèíèöèjå ñëåäè ðåêóðåíòíà âåçà

çà áèíîìíå êîåôèöèjåíòå

(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
. Êîðèñòå£è äàòó ðåëàöèjó,

ìîæåìî ôîðìèðàòè Ïàñêàëîâ òðîóãàî:

n = 0 1

n = 1 1 1

n = 2 1 2 1

n = 3 1 3 3 1

n = 4 1 4 6 4 1

n = 5 1 5 10 10 5 1
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Ïàñêàëîâ òðîóãàî íàì îìîãó£àâà äà çàê§ó÷èìî äà jå çà ôèêñèðàíî n ∈ N íàjâå£è ìå¢ó áèíîìíèì

êîåôèöèjåíòèìà

(
n

k

)
, 0 ≤ k ≤ n, îíàj êîä êîãà jå k =

[n
2

] (
íàjâå£è ïðèðîäàí áðîj ìà»è îä èëè

jåäíàê
n

2

)
.

Íàjâå£è ìå¢ó ïîíó¢åíèì áðîjåâèìà jå

(
2008

1004

)
.

7. Ó îâîì çàäàòêó êîðèñòè£åìî ìåòîäó äèñêóñèjå ïî ñëîâó p çà èñïèòèâà»å êîjå îä ïîíó¢åíèõ
èñêàçíèõ ôîðìóëà íèñó íè òàóòîëîãèjå íè êîíòðàäèêöèjå.

(à) Èñêàçíà ôîðìóëà p ∨ p jåñòå òàóòîëîãèjà. Äàòà òàóòîëîãèjà íàçèâà ñå çàêîí èñê§ó÷å»à
òðå£åã.

X(á) Çà p = 0 âðåäíîñò èçðàçà p ⇒ p jåñòå 0, à çà p = 1 äîáèjàìî âðåäíîñò 1. Ïðåìà òîìå,
èñêàçíà ôîðìóëà p⇒ p jåäíàêà jå p òå íèjå íè òàóòîëîãèjà íè êîíòðàäèêöèjà.

X(â) Ó ñëó÷àjó èñêàçíå ôîðìóëå p⇒ p çà p = 0 äîáèjàìî 1, äîê jå çà p = 1 âðåäíîñò èçðàçà 0.
Äàêëå, èñêàçíà ôîðìóëà p⇒ p jåäíàêà jå p. Çàê§ó÷ójåìî äà äàòà èñêàçíà ôîðìóëà íèjå
íè òàóòîëîãèjà íè êîíòðàäèêöèjà.

X(ã) Êàêî jå èñêàçíà ôîðìóëà p∨p òàóòîëîãèjà, çà p = 0 èìàìî äà jå âðåäíîñò èçðàçà (p∨p)⇒ p
jåäíàêà 0, à çà p = 1 äîáèjàìî 1. Îäíîñíî, äàòà èñêàçíà ôîðìóëà jåäíàêà jå p. Ïðåìà
òîìå, èçðàç íèjå íè òàóòîëîãèjà íè êîíòðàäèêöèjà.

(ä) Èìïëèêàöèjà p⇒ (p ∨ p) jåñòå òàóòîëîãèjà, jåð jå ïîòðåáàí óñëîâ, p ∨ p, òàóòîëîãèjà.
Òà÷íè îäãîâîðè ñó (á), (â) è (ã).

8. Íà ïðèìåðó ìàòðèöå A èëóñòðîâà£åìî êàêî ñå ðàíã ìàòðèöå îäðå¢ójå ïî äåôèíèöèjè. Ðàíã
ìàòðèöå jåäíàê jå ðåäó »åíå íàjâå£å ðåãóëàðíå ïîäìàòðèöå. Óêîëèêî jå ìàòðèöà A ðåãóëàðíà,
»åí ðàíã £å áèòè jåäíàê 3. Ðà÷óíàìî äåòåðìèíàíòó ìàòðèöå A

detA =

∣∣∣∣∣∣
1 2 0
0 −2 2
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −2 + 4− 2 = 0.

Êàêî jå detA = 0, çàê§ó÷ójåìî äà jå ìàòðèöà A ñèíãóëàðíà. Ïðåëàçèìî íà »åíå ïîäìàòðèöå
ðåäà 2. Ðàçìîòðèìî âðåäíîñò äåòåðìèíàíòå∣∣∣∣ 1 2

0 −2

∣∣∣∣ = −2 6= 0.

Ïîäìàòðèöà ìàòðèöå A äîáèjåíà óêëà»à»åì òðå£å âðñòå è òðå£å êîëîíå jåñòå ðåãóëàðíà, ïà jå
ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê 2.

♦ Ïðèêàçà£åìî jîø jåäàí ïîñòóïàê çà îäðå¢èâà»å ðàíãà ìàòðèöå A. Ïðå òîãà £åìî äàòè
êðàòàê ïðåãëåä ïîòðåáíå òåîðèjå.

Íåêà jå A ðåàëíà ìàòðèöà òèïà m×n. Àêî âðñòå (êîëîíå) ìàòðèöå A ïîñìàòðàìî
êàî âåêòîðå n-äèìåíçèîíàëíîã âåêòîðñêîã ïðîñòîðà Rn (m-äèìåíçèîíàëíîã âåê-
òîðñêîã ïðîñòîðà Rm) íàä ïî§åì R, îíäà jå ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê áðîjó ëèíåàðíî
íåçàâèñíèõ âåêòîðà èç ïîñìàòðàíîã ñêóïà âåêòîðà.

Íåêà jå V ïðîèçâî§àí âåêòîðñêè ïðîñòîð íàä ïî§åì F. Çà âåêòîðå ~v1, ~v2, . . . , ~vk
èç V êàæåìî äà ñó ëèíåàðíî çàâèñíè àêî ïîñòîjå ñêàëàðè α1, α2, . . . , αk èç ïî§à F
êîjè íèñó ñâè jåäíàêè 0, òàêâè äà âàæè α1 ~v1+α2 ~v2+. . .+αk ~vk = ~0. Çà âåêòîðå êîjè
íèñó ëèíåàðíî çàâèñíè, êàæåìî äà ñó ëèíåàðíî íåçàâèñíè. Âåêòîðè ~v1, ~v2, . . . , ~vk
èç V jåñó ëèíåàðíî íåçàâèñíè àêî èç jåäíàêîñòè α1 ~v1 + α2 ~v2 + . . . + αk ~vk = ~0
ñëåäè äà jå α1 = α2 = . . . = αk = 0.
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Íåêà je ~v1 = (1, 2, 0), ~v2 = (0,−2, 2) è ~v3 = (1, 1, 1). Èñïèòàjìî äà ëè ñó âåêòîðè ~v1, ~v2 è ~v3
ëèíåàðíî çàâèñíè, è óêîëèêî jåñó íà¢èìî îáëèê òå çàâèñíîñòè. Jåäíàêîñò α1 ~v1+α2 ~v2+α3 ~v3 = ~0
åêâèâàëåíòíà jå õîìîãåíîì ñèñòåìó ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà

α1 + α3 = 0
2α1 − 2α2 + α3 = 0

2α2 + α3 = 0.

Äàòè ñèñòåì jå åêâèâàëåíòàí ñèñòåìó

α1 + α3 = 0
−2α2 − α3 = 0

2α2 + α3 = 0,

îäíîñíî ñèñòåìó
α1 + α3 = 0

2α2 + α3 = 0.

Èç ñèñòåìà äîáèjàìî äà jå α1 = −α3 = 2α2. Êàêî ñèñòåì èìà íåòðèâèjàëíî ðåøå»å, äàòè
âåêòîðè ñó ëèíåàðíî çàâèñíè. Íïð. çà α2 = 1 äîáèjàì äà jå 2~v1 + ~v2 − 2~v3 = ~0, òj. äà jå âåêòîð
~v2 ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà ëèíåàðíî íåçàâèñíèõ âåêòîðà ~v1 è ~v3, îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå ðàíã
ìàòðèöå A jåäíàê 2.

Ïðèìåòèìî äà ñó åëåìåíòè äðóãå êîëîíå ìàòðèöå A jåäíàêè ðàçëèöè îäãîâàðàjó£èõ åëåìåíàòà
ïðâå êîëîíå ïîìíîæåíèõ ñà 2 è òðå£å êîëîíå. Ïðâà è òðå£à êîëîíà jåñó ëèíåàðíî íåçàâèñíå.
Ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê jå 2.

Äî èñòîã ðåøå»à äîëàçèìî è ïðåòõîäíîì ìåòîäîì ïðèìå»åíîì íà êîëîíå ~k1 = (1, 0, 1), ~k2 =
(2,−2, 1) è ~k3 = (0, 2, 1). Èçjåäíà÷àâàìî ëèíåàðíó êîìáèíàöèjó âåêòîðà ~k1, ~k2 è ~k3 ñà íóëà-
-âåêòîðîì, β1 ~k1 + β2 ~k2 + β3 ~k3 = ~0. Çàòèì äàòó jåäíà÷èíó ðàñïèñójåìî êàî ñèñòåì ëèíåàðíèõ
àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà

β1 + 2β2 = 0
− 2β2 + 2β3 = 0

β1 + β2 + β3 = 0,

Äàòè ñèñòåì jå åêâèâàëåíòàí ñèñòåìó

β1 + 2β2 = 0
− 2β2 + 2β3 = 0
− β2 + β3 = 0,

îäíîñíî ñèñòåìó
β1 + 2β2 = 0
− β2 + β3 = 0,

êîjè èìà íåòðèâèjàëíî ðåøå»å β1 = −2β2 è β3 = β2. Çà β2 = 1 ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà âåêòîðà
~k1, ~k2 è ~k3 ãëàñè −2~k1 + ~k2 + ~k3 = ~0. Âåêòîð ~k2 jå ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà ëèíåàðíî íåçàâèñíèõ
âåêòîðà ~k1 è ~k3, îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê 2.

9.

Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ðåàëíå êâàäðàòíå ìàòðèöå A ðåäà n jåñòå ïîëèíîì
ϕA(λ) = det(A− λI). Äàòè ïîëèíîì èìà n, íå îáàâåçíî, ðàçëè÷èòèõ íóëà.

Ìèíèìàëíè ïîëèíîì µA(λ) ìàòðèöå A jå ìîíè÷íè ïîëèíîì íàjìà»åã ñòåïåíà êîjè
àíóëèðà ìàòðèöó, îäíîñíî òî jåñòå ìîíè÷íè ïîëèíîì íàjìà»åã ñòåïåíà çà êîjè
âàæè µA(A) = 0. Ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A äåëè êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëè-
íîì. Íåêà ñó λ1, λ2, . . . λk, 1 ≤ k ≤ n, ðàçëè÷èòå íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà.
Òàäà ñó λ1, λ2, . . . λk, 1 ≤ k ≤ n, òàêî¢å íóëå èñòîã èëè ìà»åã ðåäà ìèíèìàëíîã
ïîëèíîìà.
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Ðàçìîòðèìî äâà ïðèìåðà.

Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì jåäèíè÷íå ìàòðèöå I ðåäà n jåäíàê jå ϕ
I
(λ) = det(I− λI) = (1− λ)n.

Òàj ïîëèíîì èìà jåäíó íóëó λ = 1 âèøåñòðóêîñòè n. Ìèíèìàëíè ïîëèíîì jåäèíè÷íå ìàòðèöå I
ðåäà n jåäíàê jå µ

I
(λ) = λ− 1. Îâàj ïîëèíîì èìà ñàìî jåäíó ïðîñòó íóëó.

Ìàòðèöà A =

[
2 1
0 2

]
èìà ìèíèìàëíè ïîëèíîì jåäíàê êàðàêòåðèñòè÷íîì è òî jå ïîëèíîì

ϕA(λ) = µA(λ) = det(A− λI) = (2− λ)2, êîjè èìà jåäàí êîðåí λ = 2 âèøåñòðóêîñòè 2. Ìàòðèöå
äàòîã îáëèêà íàçèâàjó ñå Æîðäàíîâè áëîêîâè.

Òà÷àí îäãîâîð jå (â).

10.

Ïîäñåòèìî ñå, ìåøîâèòè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3), ~b = (b1, b2, b3) è ~c =
(c1, c2, c3) èç R3 äåôèíèøåìî êàî [~a,~b,~c] = ~a · (~b × ~c). Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà çà

ìåøîâèòè ïðîèçâîä âàæè [~a,~b,~c] =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ .
Ó îâîì êîíêðåòíîì ñëó÷àjó èìàìî

[~a,~b,~c] = ~a · (~b× ~c) =

∣∣∣∣∣∣
1 2 0
0 −2 2
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −2 + 4− 2 = 0.

Êàêî jå ìåøîâèòè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a, ~b è ~c jåäíàê íóëè, ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà ñó äàòè âåêòîðè
êîïëàíàðíè.

♣ Ïðèìåòèìî äà ñìî ó 8. çàäàòêó äîêàçàëè äà ñó âåêòîðè (1, 2, 0), (0,−2, 2) è (1, 1, 1) ëèíåàðíî
çàâèñíè, îäàêëå äèðåêòíî ñëåäè äà jå »èõîâ ìåøîâèòè ïðîèçâîä jåäíàê 0.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 20. 02. 2008.

1. Îäðåäèòè èíòåãðàëå:

(à)

∫
dx

3x 2 + 1
;

(á)

∫ 1

−3
|x+ 2| dx.

6. Îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå

A =

 1 3 −2
4 6 0
−2 −6 4

 .

2. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′′ + y′ − 6 y = 0.

7. Äàò jå ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà-
÷èíà

2x− 3 y = 0

−6x+ 9 y = 1.

Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ îäãîâîðà:

(à) ñèñòåì èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å;

(á) ñèñòåì íåìà ðåøå»å;

(â) ñèñòåì èìà áåñêîíà÷íî ðåøå»à;

(ã) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

3. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ ðå-
äîâà:

(à)

+∞∑
n=2

n

2n2 − 3
; (á)

+∞∑
n=1

√
n

2n2 + 3
;

(â)

+∞∑
n=1

4n

n4
; (ã)

+∞∑
n=1

(−1)n

en
;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ ðåäîâà íèjå êîíâåð-
ãåíòàí.

8. Îäðåäèòè ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå

B =

 1 0 0
2 2 2
1 1 3

 .

4. Íåêà jå äàò ñêóï S êîjè èìà 16 åëåìåíàòà.

(à) Êîëèêî èìà âàðèjàöèjà áåç ïîíàâ§à»à
÷åòâðòå êëàñå ñêóïà S?

(á) Êîëèêî èìà êîìáèíàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì
øåñòå êëàñå ñêóïà S?

9. Äàòè ñó âåêòîðè ~a = (1, 2,−1) è ~b = (0, 3, 0)
ó âåêòîðñêîì ïðîñòîðó R3. Îäðåäèòè:

(à) ~a ·~b;

(á) ~a×~b.

5. Íåêà jå p ïðîèçâî§íî èñêàçíî ñëîâî. Çà-
îêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà êîjå
ñó êîíòðàäèêöèjå:

(à) p⇒ p; (á) p ∨ p; (â) p ∧ p;

(ã) p⇒ p; (ä) (p ∨ p)⇒ (p ∧ p);

(¢) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà
íèjå êîíòðàäèêöèjà.

10. Îäðåäèòè jåäíà÷èíó ïðàâå ó ïðîñòîðó R3

êîjà jå íîðìàëíà íà ðàâàí α : y = 0 è ñàäðæè
òà÷êó M(0, 1, 2).
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� Ðåøå»à �

!

1. Äàòè èíòåãðàëè jåäíîñòàâíî ñå ñâîäå íà òàáëè÷íå.

(à) Èìàìî äà jå

∫
dx

3x 2 + 1
=

1√
3

∫
d(
√

3x)

(
√

3x)2 + 1
=

1√
3

arctg
√

3x+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòå-
ãðàëíå ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà
äîäàìî êîíñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

(á) Âàæè

∫ 1

−3
|x+2| dx = −

∫ −2
−3

(x+2) dx+

∫ 1

−2
(x+2) dx = −(x+ 2)2

2

∣∣∣∣−2
−3
+

(x+ 2)2

2

∣∣∣∣1
−2

=
1

2
+

9

2
= 5.

♦ Ïðèìåð (á) ìîæåìî ðåøèòè è ãðàôè÷êè.

Âðåäíîñò èíòåãðàëà

∫ 1

−3
|x + 2| dx jåäíàêà jå âåëè÷èíè ïîâðøèíå

äåëà ðàâíè êîjè îãðàíè÷àâàjó ïðàâå x = −3, x = 1, y = 0 è êðèâà
y = |x+2|. Ó ïèòà»ó ñó äâà jåäíàêîêðàêà ïðàâîóãëà òðîóãëà ÷èjå ñó

êàòåòå äóæèíà 1 è 3, ïà jå âåëè÷èíà »èõîâèõ ïîâðøèíà jåäíàêà
1

2

è
9

2
. Âðåäíîñò ïîëàçíîã îäðå¢åíîã èíòåãðàëà jåäíàêà jå

1

2
+

9

2
= 5.

2. Jåäíà÷èíà y′′ + y′ − 6 y = 0 jåñòå õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà
ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà. Îäãîâàðàjó£à êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà jåñòå λ2 + λ − 6 =
0. Êîðåíè êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå jåñó λ1 = −3 è λ2 = 2, ðåàëíè è ðàçëè÷èòè áðîjåâè.
Îäãîâàðàjó£à ïàðòèêóëàðíà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñó y1 =
e−3x è y2 = e2x. Îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå jåäíà÷èíå »èõîâà jå ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà, îäíîñíî
y = C1y1 + C2y2 = C1e

−3x + C2e
2x.

3.

Aêî íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

an êîíâåðãèðà, îíäà jå lim
n→+∞

an = 0. Åêâèâàëåíòíî,

àêî lim
n→+∞

an íå ïîñòîjè èëè íèjå jåäíàê íóëè, îíäà ðåä
+∞∑
n=1

an äèâåðãèðà.

Ðåä

+∞∑
n=1

1

nα
, α ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî je α > 1.

Ãåîìåòðèjñêè ðåä

+∞∑
n=0

qn, q ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî jå |q| < 1.

(à) Ðåä

+∞∑
n=2

n

2n2 − 3
jå ðåä ñà ïîçèòèâíèì ÷ëàíîâèìà. Âàæè äà jå

n

2n2 − 3
∼

1

2n
, n→ +∞.

Ïðåìà äðóãîì ïîðåäáåíîì êðèòåðèjóìó ðåäîâè

+∞∑
n=2

n

2n2 − 3
è

1

2

+∞∑
n=1

1

n
jåñó åêâèêîíâåð-

ãåíòíè. Áóäó£è äà jå õàðìîíèjñêè ðåä äèâåðãåíòàí, è ïîëàçíè ðåä jå äèâåðãåíòàí.

X(á) Ðåäîâè

+∞∑
n=1

√
n

2n2 + 3
è

1

2

+∞∑
n=1

1√
n3

jåñó åêâèêîíâåðãåíòíè ïðåìà äðóãîì ïîðåäáåíîì êðèòå-

ðèjóìó. Êàêî jå
3

2
> 1, äàòè ðåäîâè ñó êîíâåðãåíòíè.

(â) Èç ÷è»åíèöå äà jå lim
n→+∞

4n

n4
= +∞ ñëåäè äà jå íóìåðè÷êè ðåä

+∞∑
n=1

4n

n4
äèâåðãåíòàí.

X(ã) Ðåä

+∞∑
n=1

(−1)n

en
jåñòå ãåîìåòðèjñêè ðåä ñà êîëè÷íèêîì q = −1

e
. Êàêî jå |q| < 1, äàòè ðåä

jå êîíâåðãåíòàí.
Òà÷íè îäãîâîðè ñó (á) è (ã).
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4.

(à) Âàðèjàöèjà áåç ïîíàâ§à»à ÷åòâðòå êëàñå ñêóïà S ñâàêà jå óðå¢åíà ÷åòâîðêà ðàçëè÷èòèõ
åëåìåíàòà òîã ñêóïà. Áðîj âàðèjàöèjà áåç ïîíàâ§à»à ÷åòâðòå êëàñå ñêóïà êîjè èìà 16
åëåìåíàòà jåäíàê jå (ïðåìà ïðèíöèïó ïðîèçâîäà) 16 · 15 · 14 · 13 = 43680.

(á) Êîìáèíàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì øåñòå êëàñå ñêóïà S ñâàêè jå ìóëòèñêóï ñàñòàâ§åí îä
øåñò, íå îáàâåçíî ðàçëè÷èòèõ, åëåìåíàòà èç äàòîã ñêóïà. Áðîj êîìáèíàöèjà ñà ïîíà-

â§à»åì øåñòå êëàñå ñêóïà êîjè èìà 16 åëåìåíàòà jåäíàê jå

(
16 + 6− 1

6

)
=

(
21

6

)
=

21 · 20 · 19 · 18 · 17 · 16

6 · 5 · 4 · 3 · 2
= 21 · 19 · 17 · 8 = 54264.

5.

(à) Èñêàçíà ôîðìóëà p⇒ p jåäíàêà jå èñêàçíîj ôîðìóëè p, ïà ïðåìà òîìå íèjå íè òàóòîëîãèjà
íè êîíòðàäèêöèjà.

(á) Èñêàçíà ôîðìóëà p ∨ p jåñòå òàóòîëîãèjà, çàêîí èñê§ó÷å»à òðå£åã.

X(â) Èñêàçíà ôîðìóëà p ∧ p jåñòå êîíòðàäèêöèjà, íåãàöèjà çàêîíà èñê§ó÷å»à òðå£åã.

(ã) Èñêàçíà ôîðìóëà p⇒ p jåäíàêà jå èñêàçíîj ôîðìóëè p, ïðåìà òîìå íèjå íè òàóòîëîãèjà
íè êîíòðàäèêöèjà.

X(ä) Êàêî jå èñêàçíà ôîðìóëà p ∨ p òàóòîëîãèjà, à p ∧ p êîíòðàäèêöèjà, çàê§ó÷ójåìî äà jå
èìïëèêàöèjà (p ∨ p)⇒ (p ∧ p) êîíòðàäèêöèjà.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (â) è (ä).

6. Ìíîæå»åì åëåìåíàòà ïðâå âðñòå ñà −4, ðåñïåêòèâíî ñà 2, è äîäàâà»åì îäãîâàðàjó£èì åëå-
ìåíòèìà äðóãå, îäíîñíî òðå£å âðñòå, äîáèjàìî

A =

 1 3 −2
4 6 0
−2 −6 4

 ∼=
 1 3 −2

0 −6 8
0 0 0

 ,
oäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå rangA = 2.

♦ Ïðèìåòèìî äà ñó åëåìåíòè ïðâå âðñòå ïðîïîðöèîíàëíè åëåìåíòèìà òðå£å âðñòå, è äà íèñó
ïðîïîðöèîíàëíè åëåìåíòèìà äðóãå âðñòå. Ïðåìà òîìå, ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê jå 2.
Ñ äðóãå ñòðàíå, ïðâà è äðóãà êîëîíà jåñó ëèíåàðíî íåçàâèñíå, åëåìåíòè èì íèñó ïðîïîðöè-
îíàëíè. Êàêî jå åëåìåíò a23 = 0, åëåìåíòå ïðâå êîëîíå £åìî ïîìíîæèòè ñà −3

2 è äîäàòè

èõ îäãîâàðàjó£èì åëåìåíòèìà äðóãå êîëîíå äà áèñìî äîáèëè êîëîíó

[
3

2
0 −3

]T
êîjà jå

ïðîïîðöèîíàëíà òðå£îj êîëîíè. Òðå£ó êîëîíó ìîæåìî äîáèòè êàî ëèíåàðíó êîìáèíàöèjó ïðâå
è äðóãå êîëîíå, oäíîñíî çà åëåìåíòå òðå£å êîëîíå âàæè äà ñó jåäíàêè ðàçëèöè îäãîâàðàjó£èõ

åëåìåíàòà ïðâå êîëîíå ïîìíîæåíèõ ñà 2 è åëåìåíàòà äðóãå êîëîíå ïîìíîæåíèõ ñà −4

3
. Îäàòëå

ñëåäè äà jå rangA = 2.

7.

Íåêà jå äàò ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà ó ìàòðè÷íîì îáëèêóA·x = b,
ãäå jå A = [aij ]m×n ðåàëíà ìàòðèöà òèïàm×n, à b = [bi]m×1 è x = [xj ]n×1 ìàòðèöe-
-êîëîíe òèïîâà m×1 è n×1, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, m,n ∈ N. Ìàòðèöó A íàçèâàìî
ìàòðèöîì êîåôèöèjåíàòà èëè ìàòðèöîì ñèñòåìà, ìàòðèöó-êîëîíó b íàçèâàìî ìà-
òðèöîì ñëîáîäíèõ ÷ëàíîâà, à ìàòðèöó-êîëîíó x ìàòðèöîì íåïîçíàòèõ. Íåêà jå
B = [bij ]m×(n+1) ìàòðèöà òèïà m× (n+ 1) äîáèjåíà êîíêàòåíàöèjîì ìàòðèöà A è
b, îäíîñíî íåêà jå bij = aij è bi (n+1) = bi, çà 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Ìàòðèöó B
íàçèâàìî ïðîøèðåíîì ìàòðèöîì ñèñòåìà. Ïðåìà Êðîíåêåð�Êàïåëèjåâîj òåîðåìè
ñèñòåì A · x = b jåñòå ñàãëàñàí, èìà ðåøå»å, àêî è ñàìî àêî jå rangA = rangB.
Ïðåìà òîìå, óêîëèêî jå rangA < rangB, ñèñòåì íåìà ðåøå»å, íèjå ñàãëàñàí. Àêî
jå rangA = rangB = n, îíäà jå ñèñòåì îäðå¢åí, èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å. Àêî jå
rangA = rangB < n, îíäà jå ñèñòåì íåîäðå¢åí, èìà áåñêîíà÷íî ðåøå»a.
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Îäðåäèìî ðàíã ìàòðèöà A è B. Ìíîæå»åì åëåìåíàòà ïðâå âðñòå ìàòðèöå B ñà 3 è äîäàâà»åì
îäãîâàðàjó£èì åëåìåíòèìà äðóãå âðñòå äîáèjàìî

B =

[
2 −3 0

−6 9 1

]
∼=

[
2 −3 0

0 0 1

]
.

Ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê jå 1, äîê jå ðàíã ìàòðèöå B jåäíàê 2. Êàêî jå rangA < rangB, çàê§ó÷ó-
jåìî, ïðåìà Êðîíåêåð�Êàïåëèjåâîj òåîðåìè, äà ñèñòåì íåìà ðåøå»å, òj. íèjå ñàãëàñàí.

Òà÷àí îäãîâîð jå (á).

Ïðèìåòèìî äà îäãîâîð (ã) íåìà ñìèñëà.

8. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå B jåäíàê jå

ϕB(λ) = det(B − λI) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 0

2 2− λ 2
1 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)

∣∣∣∣ 2− λ 2
1 3− λ

∣∣∣∣
= (1− λ) ((2− λ)(3− λ)− 2) = (1− λ)(λ2 − 5λ+ 4) = −(λ− 1)2(λ− 4).

Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå B jåñó íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà ϕB(λ). Ïðåìà òîìå,
ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ñó λ1 = λ2 = 1 è λ3 = 4.

9.

Íåêà ñó äàòè âåêòîðè ~a = (a1, a2, a3) è ~b = (b1, b2, b3) èç R3. Ñêàëàðíè ïðîèçâîä
âåêòîðà ~a è ~b ðåàëàí jå áðîj

~a ·~b = (a1, a2, a3) · (b1, b2, b3) = a1b1 + a2b2 + a3b3.

Âåêòîðñêè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a è ~b jåñòå âåêòîð

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣~i− ∣∣∣∣ a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣~j +

∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣~k
= (a2 b3 − a3 b2, a3 b1 − a1 b3, a1 b2 − a2 b1) ,

ãäå jå ~i = (1, 0, 0), ~j = (0, 1, 0) è ~k = (0, 0, 1).

Çà äàòå âåêòîðå ~a è ~b îäðå¢ójåìî »èõîâ ñêàëàðíè è âåêòîðñêè ïðîèçâîä:

(à) ~a ·~b = (1, 2,−1) · (0, 3, 0) = 1 · 0 + 2 · 3 + (−1) · 0 = 6;

(á) ~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 2 −1
0 3 0

∣∣∣∣∣∣ = (2 · 0− (−1) · 3, (−1) · 0− 1 · 0, 1 · 3− 2 · 0) = (3, 0, 3).

10.

Ïàðàìåòàðñêè îáëèê jåäíà÷èíå ïðàâå ó ïðîñòîðó R3 êîjà ñàäðæè òà÷êó
M(x0, y0, z0) è ïàðàëåëíà jå âåêòîðó ~u = (a, b, c) ãëàñè

x = x0 + a t
y = y0 + b t
z = z0 + c t.

Òðàæåíà ïðàâà p íîðìàëíà jå íà ðàâàí α. Ïðåìà òîìå, âåêòîð ~up ïðàâå p jåäíàê jå âåêòîðó
ðàâíè α, ~nα = (0, 1, 0). Jåäíà÷èíà ïðàâå p ãëàñè

x = 0
y = 1 + t
z = 2.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 28. 06. 2008.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíå èíòåãðàëå:

(à)

∫
x lnx dx;

(á)

∫
lnx

x
dx.

6. Ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìå-
òðà r îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå

A =

 1 2 4
4 8 r
3 6 12

 .

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñòè îäðå¢åíèõ èíòåãðàëà:

(à)

∫ 1

−1
arctg x dx;

(á)

∫ 1

−1
|x| dx.

7. Çà êîjå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà q õîìî-
ãåíè ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà

qx+ 2y = 0

2x+ (q + 3)y = 0

èìà íåòðèâèjàëíî ðåøå»å?

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′ = y + 1.

8. Äàòè ñó âåêòîðè ~a = (1, 2, 3), ~b = (1, 3, 5)
è ~c = (2, 5, 8) ó âåêòîðñêîì ïðîñòîðó R3. Îäðå-
äèòè:

(à) ~a×~b;

(á)
[
~a,~b,~c

]
.

4. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ îäãîâîðà:

(à) çáèð äâà êîíâåðãåíòíà ðåäà jåñòå êîíâåð-
ãåíòàí ðåä;

(á) çáèð äâà äèâåðãåíòíà ðåäà óâåê jå äèâåð-
ãåíòàí ðåä;

(â) ðåäîâè

+∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)

è

+∞∑
n=1

1

n
jåñó åêâèêîí-

âåðãåíòíè;

(ã) àêî jå ðåä
+∞∑
n=1

|an| êîíâåðãåíòàí, îíäà jå è

ðåä
+∞∑
n=1

an êîíâåðãåíòàí;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

9. Îäðåäèòè êîîðäèíàòå ïðåñå÷íå òà÷êå ïðàâå

p :
x = 3 + 2t
y = t
z = 4− 7t

è ðàâíè α : 7x+y+2z−30 = 0

ó ïðîñòîðó R3.

5. Íàâåñòè ïðèìåð:

(à) êîíâåðãåíòíîã ãåîìåòðèjñêîã ðåäà;

(á) äèâåðãåíòíîã ãåîìåòðèjñêîã ðåäà.

10. Äàò jå ñêóï îä ïåò áàáà è äâå æàáå. Îäðå-
äèòè áðîj ïîäñêóïîâà äàòîã ñêóïà ó êîjèìà ñå íå
ìåøàjó áàáå è æàáå.
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� Ðåøå»à �

!

1. Èíòåãðàë ó ïðèìåðó (à) ðåøàâàìî ìåòîäîì ïàðöèjàëíå èíòåãðàöèjå, äîê èíòåãðàë ó ïðèìåðó
(á) ðåøàâàìî óâî¢å»åì ñìåíå:

(à)

∫
x lnx dx =

 u = lnx dv = x dx

du =
dx

x
v =

x 2

2

 =
x2

2
lnx−

∫
x

2
dx =

x 2

2
lnx− x 2

4
+ C;

(á)

∫
lnx

x
dx =

{
t = lnx

dt =
dx

x

}
=

∫
t dt =

t2

2
+ C =

ln2 x

2
+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

2.

Àêî jå f íåïðåêèäíà è íåïàðíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [−a, a], îíäà jå

∫ a

−a
f(x) dx=

0.

Àêî jå f íåïðåêèäíà è ïàðíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [−a, a], îíäà jå

∫ a

−a
f(x) dx=

2

∫ a

0
f(x) dx.

(à) Ôóíêöèjà f(x) = arctg x íåïðåêèäíà jå è íåïàðíà íà ñåãìåíòó

[−1, 1]. Ïðåìà òîìå, âàæè

∫ 1

−1
arctg x dx = 0.

(á) Ôóíêöèjà f(x) = |x| íåïðåêèäíà jå è ïàðíà íà ñåãìåíòó [−1, 1].

Ïðåìà òîìå, âàæè

∫ 1

−1
|x| dx = 2

∫ 1

0
x dx = 2

x 2

2

∣∣∣∣1
0

= 1.

♦ Ïðèìåð (á) ìîæåìî ðåøèòè è ãðàôè÷êè. Âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà

∫ 1

0
x dx jåäíàêà

jå âåëè÷èíè ïîâðøèíå äåëà ðàâíè êîjè îãðàíè÷àâàjó ïðàâå x = 1, y = 0 è y = x. Ó ïèòà»ó jå

ïðàâîóãëè òðîóãàî ÷èjå ñó êàòåòå äóæèíà 1, ïà jå âåëè÷èíà »åãîâå ïîâðøèíå jåäíàêà
1

2
.

3. Äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà y′ = y+1 åêâèâàëåíòíà jå äèôåðåíöèjàëíîj jåäíà÷èíè
dy

y + 1
= dx

êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå íà èíòåðâàëó êîjè íå ñàäðæè òà÷êó y = −1. Îïøòå ðåøå»å äàòå

jåäíà÷èíå jåñòå

∫
dy

y + 1
=

∫
dx+ C̃, îäíîñíî ln |y + 1| = x+ C̃, òj. y = Cex − 1.

4.

Íåêà jå {an}n∈N íèç ðåàëíèõ áðîjåâà. Ñóìó ñâèõ ÷ëàíîâà äàòîã íèçà íàçèâàìî

ðåäîì è îçíà÷àâàìî S =

+∞∑
n=1

an. Ñóìó ïðâèõ n ÷ëàíîâà äàòîã íèçà íàçèâàìî n-òîì

ïàðöèjàëíîì ñóìîì ðåäà, è îçíà÷àâàìî Sn =

n∑
k=1

ak. Ðåä
+∞∑
n=1

an êîíâåðãåíòàí jå

àêî jå lim
n→+∞

Sn = S ∈ R. Ðåä jå îäðå¢åíî äèâåðãåíòàí àêî jå lim
n→+∞

Sn = ±∞. Ðåä

jå íåîäðå¢åíî äèâåðãåíòàí àêî lim
n→+∞

Sn íå ïîñòîjè.
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X(à) Çáèð äâà êîíâåðãåíòíà ðåäà jåñòå êîíâåðãåíòàí ðåä. Àêî ñó S1 =
+∞∑
n=1

an è S2 =
+∞∑
n=1

bn

äâà êîíâåðãåíòíà ðåäà, îíäà èç jåäíàêîñòè
n∑
k=1

(ak + bk) =

n∑
k=1

ak +

n∑
k=1

bk ñëåäè äà jå

+∞∑
n=1

(an+bn) = lim
n→+∞

n∑
k=1

(ak+bk) = lim
n→+∞

(
n∑
k=1

ak +
n∑
k=1

bk

)
= lim

n→+∞

n∑
k=1

ak+ lim
n→+∞

n∑
k=1

bk =

S1 + S2.

(á) Çáèð äâà äèâåðãåíòíà ðåäà ìîæå áèòè êîíâåðãåíòàí èëè äèâåðãåíòàí ðåä. Ðåäîâè
+∞∑
n=1

(−1)n è
+∞∑
n=1

(−1)n+1 äèâåðãåíòíè ñó ïîøòî lim
n→+∞

(−1)n è lim
n→+∞

(−1)n+1 íå ïîñòîjå. Ðåä

+∞∑
n=1

(
(−1)n + (−1)n+1

)
jåñòå ðåä ñà îïøòèì ÷ëàíîì 0, êîjè jå, ïðåìà òîìå, êîíâåðãåíòàí.

X(â) Ðåäîâè ñà ïîçèòèâíèì ÷ëàíîâèìà S1 =
+∞∑
n=1

an è S2 =
+∞∑
n=1

bn jåñó åêâèêîíâåðãåíòíè, ïðåìà

äðóãîì ïîðåäáåíîì êðèòåðèjóìó, àêî jå an ∼ bn, n→ +∞. Êàêî jå lim
n→+∞

√
n(n+ 1)

n
= 1,

çàê§ó÷ójåìî äà jå
1

n
∼

1√
n(n+ 1)

, n→ +∞, îäíîñíî äà ñó ðåäîâè

+∞∑
n=1

1

n
è

+∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)

åêâèêîíâåðãåíòíè.

X(ã) Àêî jå ðåä
+∞∑
n=1

|an| êîíâåðãåíòàí, îíäà jå è ðåä
+∞∑
n=1

an êîíâåðãåíòàí.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (à), (â) è (ã).

5. Ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn, q ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî jå |q| < 1.

Çàèñòà, ïàðöèjàëíå ñóìå ãåîìåòðèjñêîã ðåäà jåñó Sn =

n∑
k=0

qk =
1− qn+1

1− q
çà q 6= 1 è Sn = n + 1

çà q = 1. Êàêî jå lim
n→+∞

qn = 0 çà |q| < 1, ñëåäè äà jå S = lim
n→+∞

Sn =
1

1− q
. Çà q = 1 ðåä jå

äèâåðãåíòàí, jåð jå S = lim
n→+∞

Sn = +∞. Àêî jå q > 1, ðåä jå äèâåðãåíòàí, jåð jå lim
n→+∞

qn = +∞,

ïà jå S = lim
n→+∞

Sn = +∞. Çà q ≤ −1, lim
n→+∞

qn íå ïîñòîjè, ïà ïðåìà òîìå íè lim
n→+∞

Sn íå ïîñòîjè

è ðåä jå äèâåðãåíòàí.

6. Ïðèìåòèìî äà ñó åëåìåíòè ïðâå âðñòå ïðîïîðöèîíàëíè åëåìåíòèìà òðå£å. Òàêî¢å, åëåìåíòè
ïðâå âðñòå ïðîïîðöèîíàëíè ñó åëåìåíòèìà äðóãå âðñòå àêî è ñàìî àêî jå r = 16. Ïðåìà òîìå,
çàê§ó÷ójåìî äà jå ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê 2 çà r 6= 16, îäíîñíî 1 çà r = 16.

Äî èñòîã çàê§ó÷êà äîëàçèìî è ïîñìàòðàjó£è êîëîíå. Åëåìåíòè ïðâå êîëîíå ïðîïîðöèîíàëíè
ñó åëåìåíòèìà äðóãå êîëîíå. Åëåìåíòè ïðâå è òðå£å êîëîíå ïðîïîðöèîíàëíè ñó àêî è ñàìî àêî

jå r = 16. Âàæè äà jå rangA =

{
1, r = 16,
2, r 6= 16.

7. Õîìîãåíè ñèñòåì èìà íåòðèâèjàëíî ðåøå»å àêî è ñàìî àêî jå äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå ñèñòåìà
jåäíàêà íóëè. Äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå ñèñòåìà jåäíàêà jå∣∣∣∣ q 2

2 q + 3

∣∣∣∣ = q(q + 3)− 4 = q2 + 3q − 4 = (q + 4)(q − 1).

Ñèñòåì èìà íåòðèâèjàëíî ðåøå»å àêî è ñàìî àêî jå q = −4 èëè q = 1.
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8.

Íåêà ñó äàòè âåêòîðè ~a = (a1, a2, a3), ~b = (b1, b2, b3) è ~c = (c1, c2, c3) èç R3. Ñêà-
ëàðíè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a è ~b jåñòå ðåàëàí áðîj

~a ·~b = (a1, a2, a3) · (b1, b2, b3) = a1b1 + a2b2 + a3b3.

Âåêòîðñêè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a è ~b jåñòå âåêòîð

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣~i− ∣∣∣∣ a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣~j +

∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣~k
= (a2 b3 − a3 b2, a3 b1 − a1 b3, a1 b2 − a2 b1) ,

ãäå jå ~i = (1, 0, 0), ~j = (0, 1, 0) è ~k = (0, 0, 1). Ìåøîâèòè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a, ~b è ~c

ðåàëàí jå áðîj
[
~a,~b,~c

]
= ~a · (~b× ~c). Çà ìåøîâèòè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a, ~b è ~c âàæè[

~a,~b,~c
]

=

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ .
Êàêî çàìåíîì ìåñòà äâåìà âðñòàìà äåòåðìèíàíòà ìå»à çíàê, âàæè äà jå

[
~a,~b,~c

]
=[

~b,~c,~a
]

=
[
~c,~a,~b

]
= −

[
~a,~c,~b

]
= −

[
~c,~b,~a

]
= −

[
~b,~a,~c

]
.

Çà äàòå âåêòîðå ~a, ~b è ~c îäðå¢ójåìî »èõîâ âåêòîðñêè è ìåøîâèòè ïðîèçâîä:

(a) ~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 2 3
1 3 5

∣∣∣∣∣∣ = (2 · 5− 3 · 3, 3 · 1− 1 · 5, 1 · 3− 2 · 1) = (1,−2, 1);

(á)
[
~a,~b,~c

]
=
[
~c,~a,~b

]
= ~c · (~a×~b) = (2, 5, 8) · (1,−2, 1) = 2 · 1 + 5 · (−2) + 8 · 1 = 0.

Ïðèìåòèìî äà âàæè äà jå ~c = ~a+~b, òj. äà ñó âåêòîðè ~a, ~b è ~c ëèíåàðíî çàâèñíè, îäíîñíî

êîïëàíàðíè, îäàêëå äèðåêòíî ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå
[
~a,~b,~c

]
= 0.

9. Êîîðäèíàòå ïðåñå÷íå òà÷êå ïðàâå p è ðàâíè α çàäîâî§àâàjó ïàðàìåòàðñêè çàäàòó jåäíà-
÷èíó ïðàâå è jåäíà÷èíó ðàâíè, ïà ïðåìà òîìå ïðåäñòàâ§àjó ðåøå»å ñèñòåìà ÷åòèðè ëèíåàðíå
àëãåáàðñêå jåäíà÷èíå ñà ÷åòèðè íåïîçíàòå

x = 3 + 2t
y = t
z = 4 − 7t
7x + y + 2z − 30 = 0.

Äàòè ñèñòåì ñâîäè ñå íà jåäíó jåäíà÷èíó 7(3 + 2t) + t+ 2(4− 7t)− 30 = 0, ÷èjå jå jåäèíî ðåøå»å
t = 1. Êîîðäèíàòå ïðåñå÷íå òà÷êå (òà÷êå ïðîäîðà) jåñó (5, 1,−3).

10.

Áðîj ïîäñêóïîâà ñêóïà êîjè èìà n åëåìåíàòà jåäíàê jå 2n. Åâî è jåäíîã jåäíîñòàâ-
íîã äîêàçà. Áðîj ïîäñêóïîâà êîjè èìàjó k åëåìåíàòà ñêóïà îä n åëåìåíàòà jåäíàê

jå

(
n

k

)
. Ïðåìà òîìå, áðîj ñâèõ ïîäñêóïîâà ñêóïà îä n åëåìåíàòà jåäíàê jå

n∑
k=0

(
n

k

)
.

Íà îñíîâó áèíîìíîã îáðàñöà äîáèjàìî
n∑
k=0

(
n

k

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)
1n−k1k = (1 + 1)n = 2n.

Áðîj ïîäñêóïîâà äàòîã ñêóïà êîjè ñàäðæè ñàìî áàáå jåäíàê jå áðîjó ñâèõ ïîäñêóïîâà ñêóïà îä
ïåò åëåìåíòà 25. Áðîj ïîäñêóïîâà äàòîã ñêóïà êîjè ñàäðæè ñàìî æàáå jåäíàê jå áðîjó ñâèõ
ïîäñêóïîâà ñêóïà îä äâà åëåìåíòà 22. Ïðåñåê ñêóïà áàáà è æàáà jåñòå ïðàçàí ñêóï. Ïðåìà
òîìå, òðàæåíè áðîj ïîäñêóïîâà jåäíàê jå 25 + 22 − 1 = 32 + 4− 1 = 35.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 23. 08. 2008.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíå èíòåãðàëå:

(à)

∫
tg x dx;

(á)

∫
3x+1dx.

6. Ó çàâèñíîñòè îä ðåàëíîã ïàðàìåòðà a ðåøèòè
ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà

x+ y + z = 1
x− y − z = 1

y + z = a.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñòè îäðå¢åíèõ èíòåãðàëà:

(à)

∫ π
12

0

dx

cos 2(3x)
;

(á)

∫ 3

2

dx

x 2 + 4x+ 5
.

7. Îäðåäèòè ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå

A =

 1 0 0
2 2 2
1 1 3

 .

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå x dx+ (y + 1) dy = 0.

8. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä jåäíà÷èíà ïðàâèõ
ó ïðîñòîðó R3:

(à) y = 3x+ 2; (á) x = y = z;

(â) x+ y + z = 1; (ã) x = 1− t, y = 2, z = 0;

(ä) 2x+ y − z = 1, z = 0;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

4. Íåêà ñó λ1 = λ2 = 1 è λ3 = 3 êîðåíè êàðàê-
òåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå õîìîãåíå ëèíåàðíå äèôå-
ðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå òðå£åã ðåäà ñà êîíñòàíò-
íèì êîåôèöèjåíòèìà è C1, C2 è C3 ïðîèçâî§íå
ðåàëíå êîíñòàíòå. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä
îïøòåã ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå:

(à) y = C1e
x + C2e

3x;

(á) y = C1(1 + x)e−x + C2e
−3x;

(â) y = C1e
x + C2xe

x + C3e
3x;

(ã) y = C1e
−x + C2xe

−x + C3x
2e−3x

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

9. Íåêà jå p ïðîèçâî§íî èñêàçíî ñëîâî. Çà-
îêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà êîjå
ñó êîíòðàäèêöèjå:

(à) p⇒ p; (á) p ∨ p; (â) p ∧ p;

(ã) p⇒ p; (ä) (p ∨ p)⇒ (p ∧ p);

(¢) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà
íèjå êîíòðàäèêöèjà.

5. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ ðå-
äîâà:

(à)

+∞∑
n=1

(−1)2n

n
; (á)

+∞∑
n=5

1

n6 + 6
; (â)

+∞∑
n=1

3
4
√
n3
;

(ã)

+∞∑
n=1

4
3
√
n4
; (ä)

+∞∑
n=1

(
1− 1

n

)−3n
;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ ðåäîâà íèjå êîíâåð-
ãåíòàí.

10. Êîëèêî ãðàíà èìà ïîòïóíè ãðàô ñà 9 ÷âî-
ðîâà?
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� Ðåøå»à �

!

1. Èíòåãðàë ó ïðèìåðó (à) ðåøàâàìî óâî¢å»åì ñìåíå, äîê jå èíòåãðàë ó ïðèìåðó (á) òàáëè÷íè:

(à)

∫
tg x dx =

∫
sinx

cosx
dx =

{
t = cosx

dt = − sinx dx

}
= −

∫
dt

t
= − ln |t|+ C = − ln | cosx|+ C;

(á)

∫
3x+1 dx =

3x+1

ln 3
+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

2.

Ó îäðå¢åíîì èíòåãðàëó

∫ b

a
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx ìîæåìî óâåñòè ñìåíó t = ϕ(x) óêîëèêî

ñó èñïó»åíè ñëåäå£è óñëîâè:

• ϕ jå ñòðîãî ìîíîòîíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [a, b];

• ψ = ϕ−1 èìà íåïðåêèäàí ïðâè èçâîä íà èíòåðâàëó (ϕ(a), ϕ(b));

• f jå íåïðåêèäíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [ϕ(a), ϕ(b)];

è òàäà âàæè äà jå

∫ b

a
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(t) dt.

Íåêà jå ôóíêöèjà f íåïðåêèäíà íà ñåãìåíòó [a, b] è íåêà jå F ïðîèçâî§íà ïðè-
ìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f íà òîì ñåãìåíòó. Òàäà âàæè �óòí�Ëàjáíèöîâà
ôîðìóëà ∫ b

a
f(x)dx = F (x)

∣∣∣∣b
a

= F (b)− F (a).

Çàäàòàê ðåøàâàìî óâî¢å»åì ñìåíå è ïðèìåíîì �óòí�Ëàjáíèöîâå ôîðìóëå:

(à)

∫ π
12

0

dx

cos 2(3x)
=

{
t = 3x, x = 0⇒ t = 0

dt = 3 dx, x = π
12 ⇒ t = π

4

}
=

1

3

∫ π
4

0

dt

cos2 t
=

1

3
tg t

∣∣∣∣π4
0

=

1

3

(
tg

π

4
− tg 0

)
=

1

3
;

(á)

∫ 3

2

dx

x 2 + 4x+ 5
=

∫ 3

2

dx

(x+ 2)2 + 1
=

{
t = x+ 2, x = 2⇒ t = 4

dt = dx, x = 3⇒ t = 5

}
=

∫ 5

4

dt

t2 + 1
=

arctg t

∣∣∣∣5
4

= arctg 5− arctg 4.

3. Äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà xdx+(y+1)dy = 0 jåñòå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà

ïðîìåí§èâå. Îïøòå ðåøå»å äàòå jåäíà÷èíå jåñòå

∫
xdx+

∫
(y + 1)dy = C, îäíîñíî

x 2

2
+

(y + 1)2

2
= C.

Ïðèìåòèìî äà jå îïøòå ðåøå»å äàòå jåäíà÷èíå ôàìèëèjà êðóæíèöà ñà öåíòðîì ó òà÷êè (0,−1).
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4. Êîðåíè êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå jåñó λ1 = λ2 = 1 è λ3 = 3. Îäãîâàðàjó£à ïàðòèêóëàðíà
ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñó y1 = ex, y2 = x ex è y3 = e3x. Îïøòå
ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå »èõîâà jå ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà, îäíîñíî

y = C1 y1 + C2 y2 + C3 y3 = C1 e
x + C2 x e

x + C3 e
3x.

Òà÷àí îäãîâîð jå (â).

♣ Çà äåòà§àí ïðåãëåä òåîðèjå õîìîãåíèõ ëèíåàðíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà âèøåã ðåäà
ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà ïîãëåäàòè òðå£è çàäàòàê ñà òåñòà 13. 10. 2007.

5.

Aêî íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

an êîíâåðãèðà, îíäà jå lim
n→+∞

an = 0, òj. ïîòðåáàí óñëîâ

äà ðåä êîíâåðãèðà jåñòå äà »åãîâ îïøòè ÷ëàí òåæè íóëè êàäà n→ +∞. Íàïîìå-
íèìî äà äàòè óñëîâ íèjå è äîâî§àí. Ó ïðèìåðó (à) îïøòè ÷ëàí òåæè íóëè êàäà
n → +∞ àëè jå îäãîâàðàjó£è ðåä äèâåðãåíòàí (âèäè äà§å). Ñ äðóãå ñòðàíå, àêî

lim
n→+∞

an íå ïîñòîjè èëè jå ðàçëè÷èò îä íóëå, îíäà ðåä
+∞∑
n=1

an äèâåðãèðà.

Ðåä

+∞∑
n=1

1

nα
, α ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî je α > 1.

Ïîäñåòèìî ñå äà ïî÷åòíà âðåäíîñò èíäåêñà n íå óòè÷å íà êîíâåðãåíöèjó ðåäà.

Íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

an è »åãîâ îñòàòàê
+∞∑

n=k+1

an, k ∈ N, jåñó åêâèêîíâåðãåíòíè,

îáà ðåäà ñó èëè êîíâåðãåíòíà èëè äèâåðãåíòíà.

(à) Ïðèìåòèìî äà jå ðåä

+∞∑
n=1

(−1)2n

n
=

+∞∑
n=1

1

n
õàðìîíèjñêè ðåä. Äàòè ðåä äèâåðãèðà.

X(á) Ïîçèòèâíè íóìåðè÷êè ðåäîâè

+∞∑
n=5

1

n6 + 6
è

+∞∑
n=1

1

n6
jåñó åêâèêîíâåðãåíòíè, ïðåìà äðóãîì

ïîðåäáåíîì êðèòåðèjóìó. Ðåä

+∞∑
n=1

1

n6
êîíâåðãèðà, ïà è ðåä

+∞∑
n=5

1

n6 + 6
êîíâåðãèðà.

(â) Êàêî jå
3

4
< 1, ðåä

+∞∑
n=1

3
4
√
n3

äèâåðãèðà.

X(ã) Ðåä

+∞∑
n=1

4
3
√
n4

êîíâåðãèðà, ïîøòî jå
4

3
> 1.

(ä) Êàêî jå lim
n→+∞

(
1− 1

n

)−3n
= e3 6= 0, çàê§ó÷ójåìî äà ðåä

+∞∑
n=1

(
1− 1

n

)−3n
äèâåðãèðà.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (á) è (ã).
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♦ Ïîêàæèìî ïî äåôèíèöèjè äà jå õàðìîíèjñêè ðåä

+∞∑
n=1

1

n
îäðå¢åíî äèâåðãåíòàí. Ðåä jå îäðå-

¢åíî äèâåðãåíòàí àêî jå ëèìåñ íèçà ïàðöèjàëíèõ ñóìà jåäíàê ±∞. Çà 2k-òó ïàðöèjàëíó ñóìó

íèçà

{
1

n

}
n∈N

âàæè

S2k =

2k∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
+

1

9
+ . . .+

1

2k

> 1 +
1

2
+

(
1

4
+

1

4

)
+

(
1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8

)
+

1

16
+ . . .+

1

2k

= 1 +
k

2
→ +∞, k → +∞.

6.

Íåêà jå äàò ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà ó ìàòðè÷íîì îáëèêóA·x = b,
ãäå jå A = [aij ]m×n ðåàëíà ìàòðèöà òèïàm×n, à b = [bi]m×1 è x = [xj ]n×1 ìàòðèöe-
-êîëîíe òèïîâà m×1 è n×1, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, m,n ∈ N. Ìàòðèöó A íàçèâàìî
ìàòðèöîì êîåôèöèjåíàòà èëè ìàòðèöîì ñèñòåìà, ìàòðèöó-êîëîíó b íàçèâàìî ìà-
òðèöîì ñëîáîäíèõ ÷ëàíîâà, à ìàòðèöó-êîëîíó x ìàòðèöîì íåïîçíàòèõ. Íåêà jå
B = [bij ]m×(n+1) ìàòðèöà òèïà m× (n+ 1) äîáèjåíà êîíêàòåíàöèjîì ìàòðèöà A è
b, îäíîñíî íåêà jå bij = aij è bi (n+1) = bi, çà 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Ìàòðèöó B
íàçèâàìî ïðîøèðåíîì ìàòðèöîì ñèñòåìà. Ïðåìà Êðîíåêåð�Êàïåëèjåâîj òåîðåìè
ñèñòåì A · x = b jåñòå ñàãëàñàí, èìà ðåøå»å, àêî è ñàìî àêî jå rangA = rangB.
Ïðåìà òîìå, óêîëèêî jå rangA < rangB, ñèñòåì íåìà ðåøå»å, íèjå ñàãëàñàí. Àêî
jå rangA = rangB = n, îíäà jå ñèñòåì îäðå¢åí, èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å. Àêî jå
rangA = rangB < n, îíäà jå ñèñòåì íåîäðå¢åí, èìà áåñêîíà÷íî ðåøå»a.

Ïðîøèðåíà ìàòðèöà ñèñòåìà jåñòå

B =

 1 1 1 1
1 −1 −1 1
0 1 1 a

 .
Îäóçèìà»åì åëåìåíàòà ïðâå âðñòå îä îäãîâàðàjó£èõ åëåìåíàòà äðóãå âðñòå, äå§å»åì åëåìåíàòà
äðóãå âðñòå ñà−2 è íà êðàjó îäóçìà»åì åëåìåíàòà äðóãå âðñòå îä îäãîâàðàjó£èõ åëåìåíàòà òðå£å
âðñòå äîáèjàìî

B ∼=

 1 1 1 1
0 −2 −2 0
0 1 1 a

 ∼=
 1 1 1 1

0 1 1 0
0 1 1 a

 ∼=
 1 1 1 1

0 1 1 0
0 0 0 a

 .
Óêîëèêî jå a 6= 0, ðàíã ìàòðèöå ñèñòåìà jåäíàê jå 2, äîê jå ðàíã ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà
jåäíàê 3; êàêî jå 2 6= 3, äàòè ñèñòåì íåìà ðåøå»å, íèjå ñàãëàñàí. Çà a = 0 âàæè äà jå ðàíã
ìàòðèöå ñèñòåìà jåäíàê ðàíãó ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà, jåäíàê 2, øòî jå çà jåäàí ìà»å îä
áðîjà ïðîìåí§èâèõ; ïðåìà òîìå ñèñòåì èìà áåñêîíà÷íî ðåøå»à çà êîjà âàæè

x+ y + z = 1

y + z = 0.

Ó îâîì ñëó÷àjó ðåøå»å ñèñòåìà ãëàñè {(1,−α, α) | α ∈ R}.
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♦ Äî ðåøå»à ëàêî ìîæåìî äî£è è äèðåêòíî. Ñàáèðà»åì ïðâå è äðóãå jåäíà÷èíå ñèñòåìà
äîáèjàìî äà je x = 1, çàìåíîì âðåäíîñòè çà ïðîìåí§èâó x ó ñèñòåì äîáèjàìî åêâèâàëåíòíè
ñèñòåì êîjè ñå ñâîäè íà äâå jåäíà÷èíå

y + z = 0

y + z = a,

êîjè èìà ðåøå»å z = −y = α ∈ R àêî è ñàìî àêî jå a = 0.

7. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå A jåäíàê jå

ϕA(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 0

2 2− λ 2
1 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)

∣∣∣∣ 2− λ 2
1 3− λ

∣∣∣∣
= (1− λ) ((2− λ)(3− λ)− 2) = (1− λ)(λ2 − 5λ+ 4) = −(λ− 1)2(λ− 4).

Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A jåñó íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà ϕA(λ). Ïðåìà òîìå, âàæè
äà ñó ñîïñòâåíå âðåäíîñòè λ1 = λ2 = 1 è λ3 = 4.

8.

Âåêòîðñêè îáëèê jåäíà÷èíå ïðàâå p ó ïðîñòîðó R3 êîjà ñàäðæè òà÷êóM(x0, y0, z0)

è ïàðàëåëíà jå ñà âåêòîðîì ~up = (a, b, c) ãëàñè
−−→
OX −

−−→
OM = t~up, ãäå jå

−−→
OX =

(x, y, z) âåêòîð ïðîèçâî§íå òà÷êå X ïðàâå p è t ∈ R. Çàèñòà, òà÷êà X ïðèïàäà

ïðàâîj p àêî è ñàìî àêî ñó âåêòîðè
−−→
OX −

−−→
OM è ~up êîëèíåàðíè. Ïðåìà òîìå, jåä-

íà÷èíó ïðàâå ìîæåìî çàäàòè è jåäíà÷èíîì (
−−→
OX −

−−→
OM)× ~up = 0. Èç âåêòîðñêîã

îáëèêà jåäíà÷èíå ïðàâå, èçjåäíà÷àâà»åì îäãîâàðàjó£èõ êîîðäèíàòà, äîáèjàìî ïà-
ðàìåòàðñêè îáëèê jåäíà÷èíå ïðàâå

p :
x− x0 = a t
y − y0 = b t
z − z0 = c t

îäíîñíî p :
x = x0 + a t
y = y0 + b t
z = z0 + c t.

Åëèìèíàöèjîì ïàðàìåòðà t èç ïðåòõîäíèõ jåäíà÷èíà äîáèjàìî êàíîíñêè îáëèê
jåäíà÷èíå ïðàâå

p :
x− x0
a

=
y − y0
b

=
z − z0
c

,

çà a, b, c ∈ R \ {0}. Óêîëèêî jå a = 0 è b, c ∈ R \ {0}, êàíîíñêè îáëèê jåäíà÷èíå

ïðàâå ãëàñè p : x = x0,
y − y0
b

=
z − z0
c

. Çà a = 0 è b = 0 è c ∈ R \ {0} êàíîíñêè
îáëèê jåäíà÷èíå ïðàâå ãëàñè p : x = x0, y = y0. Jåäíà÷èíó ïðàâå ó ïðîñòîðó R3

ìîæåìî çàäàòè è êàî ïðåñåê äâå ðàâíè, îäíîñíî ñèñòåìîì äâå ëèíåàðíå àëãåáàðñêå
jåäíà÷èíå ñà òðè íåïîçíàòå.

(à) Äàòà jåäíà÷èíà jå jåäíà÷èíà ðàâíè ó ïðîñòîðó R3, èëè jåäíà÷èía ïðàâå ó ïðîñòîðó R2.

X(á) Ó ïèòà»ó jå êàíîíñêè îáëèê jåäíà÷èíå ïðàâå
x− 0

1
=
y − 0

1
=
z − 0

1
.

(â) Ó îâîì ïðèìåðó äàòà jå jåäíà÷èíà ðàâíè ó ïðîñòîðó R3.

X(ã) Ïðàâà ó îâîì ïðèìåðó äàòà jå ó ïàðàìåòàðñêîì îáëèêó p :
x− 1 = −t
y − 2 = 0

z = 0.

X(ä) È íà êðàjó èìàìî ïðàâó çàäàòó êàî ïðåñåê äâå ðàâíè.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (á), (ã) è (ä).
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9.

(à) Èñêàçíà ôîðìóëà p⇒ p jåäíàêà jå èñêàçíîj ôîðìóëè p, ïà ïðåìà òîìå íèjå íè òàóòîëîãèjà
íè êîíòðàäèêöèjà.

(á) Èñêàçíà ôîðìóëà p ∨ p jåñòå òàóòîëîãèjà, çàêîí èñê§ó÷å»à òðå£åã.

X(â) Èñêàçíà ôîðìóëà p ∧ p jåñòå êîíòðàäèêöèjà, íåãàöèjà çàêîíà èñê§ó÷å»à òðå£åã.
(ã) Èñêàçíà ôîðìóëà p⇒ p jåäíàêà jå èñêàçíîj ôîðìóëè p, ïðåìà òîìå íèjå íè òàóòîëîãèjà

íè êîíòðàäèêöèjà.

X(ä) Êàêî jå èñêàçíà ôîðìóëà p ∨ p òàóòîëîãèjà, à p ∧ p êîíòðàäèêöèjà, çàê§ó÷ójåìî äà jå
èìïëèêàöèjà (p ∨ p)⇒ (p ∧ p) êîíòðàäèêöèjà.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (â) è (ä).

10.

Ïîòïóí ãðàô jå ãðàô êîä êîãà ñó ñâàêà äâà ÷âîðà ñïîjåíà ãðàíîì. Àêî jå n ∈ N

áðîj ÷âîðîâà ïîòïóíîã ãðàôà, îíäà jå »åãîâ áðîj ãðàíà jåäíàê

(
n

2

)
.

Áðîj ãðàíà ïîòïóíîã ãðàôà ñà 9 ÷âîðîâà jåäíàê jå

(
9

2

)
=

9 · 8
2

= 36.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 20. 09. 2008.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíå èíòåãðàëå:

(à)

∫
tg 2 x dx;

(á)

∫
ln(2x)

x
dx.

6. Çà êîjå âðåäíîñòè ðåàëíèõ ïàðàìåòàðà a è b
ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà

x+ 2 y = a

x+ b y = 3

èìà áåñêîíà÷íî ðåøå»à?

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñòè îäðå¢åíèõ èíòåãðàëà:

(à)

∫ 3

−3
x 2 arctg(3x) dx;

(á)

∫ 2

−2
|2x| dx.

7. Äàòå ñó êâàäðàòíå ìàòðèöå A è B èñòîã òèïà
íàä ïî§åì ðåàëíèõ áðîjåâà. Ìàòðèöà B jå äîáè-
jåíà îä ìàòðèöå A ïðèìåíîì êîíà÷íî åëåìåíòàð-
íèõ òðàíñôîðìàöèjà. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä
òà÷íèõ îäãîâîðà.

(à) Ìàòðèöå A è B óâåê èìàjó èñòå êàðàêòåðè-
ñòè÷íå ïîëèíîìå.

(á) Ìàòðèöå A è B óâåê èìàjó èñòå ìèíèìàëíå
ïîëèíîìå.

(â) Ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê jå ðàíãó ìàòðèöå B.

(ã) Ìàòðèöå A è B óâåê èìàjó èñòå ñîïñòâåíå
âðåäíîñòè.

(ä) Íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà-
÷àí.

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′ y − x = 0.

8. Êîjè jå îä ñëåäå£èõ èñêàçà ïîòðåáàí óñëîâ
äà âåêòîðè ~a è ~b âåêòîðñêîã ïðîñòîðà R3 áóäó
ëèíåàðíî çàâèñíè:

(à) ~a‖~b; (á) ~a ∦ ~b; (â) ~a ⊥ ~b; (ã) ~a 6⊥ ~b.

4. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y(4) + 2 y′′ + y = 0.

9. Íåêà ñó äàòå ðàâíè α, β è γ ó ïðîñòîðó R3

ñâîjèì jåäíà÷èíàìà

α : x+ 4y − 5z = 10

β : 3x+ 12y − 15z = 2

γ : −2x− 8y + 10z = 21.

Áðîj çàjåäíè÷êèõ òà÷àêà äàòèõ ðàâíè jåäíàê jå:

(à) 0; (á) 1; (â) 2; (ã) 3; (ä) áåñêîíà÷íî;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

5. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ ðå-
äîâà:

(à)

+∞∑
n=1

(−1)n + 3

n
; (á)

+∞∑
n=1

n3

3n
;

(â)

+∞∑
n=1

3n

n3
; (ã)

+∞∑
n=1

sin
3

n
;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ ðåäîâà íèjå êîíâåð-
ãåíòàí.

10. Íåêà jå (B,∨,∧) Áóëîâà àëãåáðà è íåêà ñó
a, b è c ïðîèçâî§íè åëåìåíòè ñêóïà B. Çàîêðó-
æèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ îäãîâîðà:

(à) a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c); (á) a ∨ 0 = 0;

(â) a ∨ a = a; (ã) 1 ∧ 0 = 0;

(ä) a ∨ a = a; (¢) a ∧ 1 = 1;

(å) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.
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� Ðåøå»à �

!

1. Ó ïðèìåðó (à) êîðèñòèìî îñíîâíè òðèãîíîìåòðèjñêè èäåíòèòåò sin2 x + cos2 x = 1, äîê ó
ïðèìåðó (á) óâîäèìî ñìåíó:

(à)

∫
tg 2 x dx =

∫
sin 2 x

cos 2 x
dx =

∫
1− cos 2 x

cos 2 x
dx =

∫
1

cos 2 x
dx−

∫
dx = tg x− x+ C;

(á)

∫
ln(2x)

x
dx =


t = ln(2x)

dt =
dx

x

 =

∫
t dt =

t 2

2
+ C =

1

2
ln 2(2x) + C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

2.

Àêî jå f íåïðåêèäíà è íåïàðíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [−a, a], îíäà jå

∫ a

−a
f(x) dx=

0. Àêî jå f íåïðåêèäíà è ïàðíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [−a, a], îíäà jå

∫ a

−a
f(x) dx=

2

∫ a

0
f(x) dx.

(à) Ôóíêöèjà f(x) = x 2 arctg(3x) íåïðåêèäíà jå è íåïàðíà íà ñå-
ãìåíòó [−3, 3], êàî ïðîèçâîä ïàðíå x 2 è íåïàðíå arctg(3x) ôóíê-

öèjå. Ïðåìà òîìå, âàæè

∫ 3

−3
x 2 arctg(3x) dx = 0.

(á) Ôóíêöèjà f(x) = |2x| íåïðåêèäíà jå è ïàðíà íà ñåãìåíòó [−2, 2].

Ïðåìà òîìå, âàæè

∫ 2

−2
|2x| dx = 2

∫ 2

0
2x dx = 2x 2

∣∣∣∣2
0

= 8.

♦ Ïðèìåð (á) ìîæåìî ðåøèòè è ãðàôè÷êè. Âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà

∫ 2

0
2x dx jåäíàêà

jå âåëè÷èíè ïîâðøèíå êîjó çàêëàïàjó ïðàâå x = 2, y = 0 è y = 2x. Ó ïèòà»ó jå ïðàâîóãëè
òðîóãàî ÷èjå ñó êàòåòå äóæèíà 2 è 4, ïà jå âåëè÷èíà »åãîâå ïîâðøèíå jåäíàêà 4.

3. Äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà y′ y−x = 0 jåñòå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí-
§èâå. Äàòó jåäíà÷èíó ìîæåìî çàïèñàòè è íà ñëåäå£è íà÷èí y dy−x dx = 0. Îïøòå ðåøå»å äàòå

jåäíà÷èíå jåñòå

∫
y dy−

∫
x dx = C̃, îäíîñíî ôàìèëèjà õèïåðáîëà

y 2

2
− x

2

2
= C̃ èëè y 2−x 2 = C.

4. Ðàçìàòðàìî õîìîãåíó ëèíåàðíó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó ÷åòâðòîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì
êîåôèöèjåíòèìà y(4)+2 y′′+y = 0. Îäãîâàðàjó£à êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà ãëàñè λ4+2λ2+1 =(
λ2 + 1

)2
= 0. Êîðåíè êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå jåñó êîíjóãîâàíî-êîìïëåêñíè áðîjåâè λ1 =

λ2 = i è λ3 = λ4 = −i. Ïðèìåòèìî äà ñó êîðåíè âèøåñòðóêîñòè äâà. Îäãîâàðàjó£à ïàðòèêóëàðíà
ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñó y1 = sinx, y2 = x sinx, y3 = cosx
è y4 = x cosx. Îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå »èõîâà jå ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà,
îäíîñíî y = C1 y1 + C2 y2 + C3 y3 + C4 y4 = C1 sinx+ C2 x sinx+ C3 cosx+ C4 x cosx.

♣ Çà äåòà§àí ïðåãëåä òåîðèjå õîìîãåíèõ ëèíåàðíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà âèøåã ðåäà
ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà ïîãëåäàòè òðå£è çàäàòàê ñà òåñòà 13. 10. 2007.
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5. Ïîäñåòèìî ñå íåêèõ êðèòåðèjóìà çà êîíâåðãåíöèjó íóìåðè÷êèõ ðåäîâà ñà ïîçèòèâíèì
÷ëàíîâèìà è àëòåðíàòèâíèõ ðåäîâà.

I ïîðåäáåíè êðèòåðèjóì. Íåêà jå 0 < an ≤ bn çà ñêîðî ñâàêî n ∈ N. Òàäà èç

äèâåðãåíöèjå ðåäà
+∞∑
n=1

an ñëåäè äèâåðãåíöèjà ðåäà
+∞∑
n=1

bn, à èç êîíâåðãåíöèjå ðåäà

+∞∑
n=1

bn êîíâåðãåíöèjà ðåäà
+∞∑
n=1

an.

II ïîðåäáåíè êðèòåðèjóì. Àêî jå an ∼ bn, n→ +∞, îíäà ñó ðåäîâè ñà ïîçèòèâíèì

÷ëàíîâèìà
+∞∑
n=1

an è
+∞∑
n=1

bn åêâèêîíâåðãåíòíè (îáà ðåäà ñó èëè êîíâåðãåíòíà èëè

äèâåðãåíòíà).

Èíòåãðàëíè êðèòåðèjóì. Íåêà jå f íåïðåêèäíà, ïîçèòèâíà è íåðàñòó£à ôóíêöèjà

íà [k,+∞) çà íåêî k ∈ N. Òàäà ñó íåñâîjñòâåíè èíòåãðàë

∫ +∞

k
f(x) dx è ðåä

+∞∑
n=k

f(n) åêâèêîíâåðãåíòíè.

Êîðèñòå£è èíòåãðàëíè êðèòåðèjóì ìîæå ñå ïîêàçàòè äà ðåä
+∞∑
n=1

nα, α ∈ R, êîí-

âåðãèðà àêî è ñàìî àêî jå α > 1.

Äàëàìáåðîâ êðèòåðèjóì. Íåêà jå
+∞∑
n=1

an ðåä ñà ïîçèòèâíèì ÷ëàíîâèìà è íåêà

ïîñòîjè L = lim
n→+∞

an+1

an
. Òàäà àêî jå L < 1, ðåä

+∞∑
n=k

an êîíâåðãèðà, àêî jå L > 1,

ðåä
+∞∑
n=k

an äèâåðãèðà. Çà L = 1 êðèòåðèjóì jå íåîäëó÷èâ.

Êîøèjåâ êðèòåðèjóì. Íåêà jå
+∞∑
n=1

an ðåä ñà ïîçèòèâíèì ÷ëàíîâèìà è íåêà ïîñòîjè

L = lim
n→+∞

n
√
an. Òàäà àêî jå L < 1, ðåä

+∞∑
n=k

an êîíâåðãèðà, àêî jå L > 1, ðåä
+∞∑
n=k

an

äèâåðãèðà. Çà L = 1 êðèòåðèjóì jå íåîäëó÷èâ.

Ëàjáíèöîâ êðèòåðèjóì. Àëòåðíàòèâíè ðåä
+∞∑
n=1

(−1)nan, an > 0 çà ñâàêî n ∈ N,

êîíâåðãèðà àêî jå íèç {an}n∈N ìîíîòîíî îïàäàjó£è íóëà-íèç.

Íåêà ñó
+∞∑
n=1

an è
+∞∑
n=1

bn êîíâåðãåíòíè ðåäîâè. Òàäà jå è ðåä
+∞∑
n=1

(an + bn) êîíâåð-

ãåíòàí è âàæè äà jå
+∞∑
n=1

(an + bn) =
+∞∑
n=1

an +
+∞∑
n=1

bn.

Íåêà jå
+∞∑
n=1

an êîíâåðãåíòàí è
+∞∑
n=1

bn äèâåðãåíòàí ðåä. Òàäà jå ðåä
+∞∑
n=1

(an + bn)

äèâåðãåíòàí.

Íåêà ñó
+∞∑
n=1

an è
+∞∑
n=1

bn äèâåðãåíòíè ðåäîâè. Òàäà ðåä
+∞∑
n=1

(an + bn) ìîæå áèòè è

êîíâåðãåíòàí è äèâåðãåíòàí.
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(à) Àëòåðíàòèâíè ðåä

+∞∑
n=1

(−1)n

n
jåñòå êîíâåðãåíòàí, jåð jå íèç

{
1

n

}
n∈N

ìîíîòîíî îïàäàjó£è

íóëà-íèç. Õàðìîíèjñêè ðåä

+∞∑
n=1

3

n
= 3

+∞∑
n=1

1

n
jåñòå äèâåðãåíòàí. Ðåä

+∞∑
n=1

(−1)n + 3

n
äèâåð-

ãåíòàí jå êàî çáèð êîíâåðãåíòíîã è äèâåðãåíòíîã ðåäà. Çàäàòàê jå ìîãàî äà ñå ðåøè è

êîðèñòå£è ïðâè ïîðåäáåíè êðèòåðèjóì. Êàêî jå
(−1)n + 3

n
≥ 2

n
çà ñâàêî n ∈ N, èìàìî äà

èç äèâåðãåíöèjå ðåäà

+∞∑
n=1

2

n
ñëåäè è äèâåðãåíöèjà ðåäà

+∞∑
n=1

(−1)n + 3

n
.

X(á) Çà èñïèòèâà»å êîíâåðãåíöèjå ðåäà

+∞∑
n=1

n3

3n
èñêîðèñòè£åìî Äàëàìáåðîâ êðèòåðèjóì. Îï-

øòè ÷ëàí äàòîã ðåäà jåñòå an =
n3

3n
. Îäðå¢ójåìî ãðàíè÷íó âðåäíîñò L = lim

n→+∞

an+1

an
=

lim
n→+∞

(n+ 1)3

3n+1
· 3n

n3
=

1

3
lim

n→+∞

(n+ 1)3

n3
=

1

3
. Êàêî jå L =

1

3
< 1, çàê§ó÷ójåìî äà jå ðåä

êîíâåðãåíòàí. Mîãëè ñìî äà ïðèìåíèìî è Êîøèjåâ êðèòåðèjóì. Ó îâîì ñëó÷àjó èñïèòó-

jåìî ëèìåñ G = lim
n→+∞

n
√
an = lim

n→+∞
n

√
n3

3n
= lim

n→+∞

n
√
n3

3
=

1

3
< 1. Ïðåìà òîìå, êîðèñòå£è

Êîøèjåâ êðèòåðèjóì äîëàçèìî äî èñòîã çàê§ó÷êà, äà jå ðåä êîíâåðãåíòàí.

(â) Ïðèìåòèìî äà jå îïøòè ÷ëàí ðåäà

+∞∑
n=1

3n

n3
jåäíàê ðåöèïðî÷íîj âðåäíîñòè îïøòåã ÷ëàíà

èç ïðåòõîäíîã ïðèìåðà. Ïðèìåíîì Äàëàìáåðîâîã, îäíîñíî Êîøèjåâîã êðèòåðèjóìà äî-
áèjàìî äà çà îäãîâàðàjó£å ãðàíè÷íå âðåäíîñòè âàæè L = G = 3 > 1, îäàêëå çàê§ó÷ójåìî

äà jå ðåä äèâåðãåíòàí. Ìîãëè ñìî jåäíîñòàâíî çàê§ó÷èòè äà jå ðåä

+∞∑
n=1

3n

n3
äèâåðãåíòàí,

ïîøòî jå lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

3n

n3
= +∞ 6= 0.

(ã) Ó îâîì ïðèìåðó èëóñòðîâà£åìî II ïîðåäáåíè êðèòåðèjóì. Âàæè äà jå sin
3

n
∼

3

n
, n→ +∞.

Ïðåìà II ïîðåäáåíîì êðèòåðèjóìó ðåäîâè

+∞∑
n=1

sin
3

n
è

+∞∑
n=1

3

n
jåñó åêâèêîíâåðãåíòíè. Õàð-

ìîíèjñêè ðåä

+∞∑
n=1

3

n
jåñòå äèâåðãåíòàí, îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå è ðåä

+∞∑
n=1

sin
3

n
äèâåð-

ãåíòàí.

Òà÷àí îäãîâîð jå (á).

6.

Íåêà jå äàò ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà ó ìàòðè÷íîì îáëèêóA·x = b,
ãäå jå A = [aij ]m×n ðåàëíà ìàòðèöà òèïàm×n, à b = [bi]m×1 è x = [xj ]n×1 ìàòðèöe-
-êîëîíe òèïîâà m×1 è n×1, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, m,n ∈ N. Ìàòðèöó A íàçèâàìî
ìàòðèöîì êîåôèöèjåíàòà èëè ìàòðèöîì ñèñòåìà, ìàòðèöó-êîëîíó b íàçèâàìî ìà-
òðèöîì ñëîáîäíèõ ÷ëàíîâà, à ìàòðèöó-êîëîíó x ìàòðèöîì íåïîçíàòèõ. Íåêà jå
B = [bij ]m×(n+1) ìàòðèöà òèïà m× (n+ 1) äîáèjåíà êîíêàòåíàöèjîì ìàòðèöà A è
b, îäíîñíî íåêà jå bij = aij è bi (n+1) = bi, çà 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Ìàòðèöó B
íàçèâàìî ïðîøèðåíîì ìàòðèöîì ñèñòåìà. Ïðåìà Êðîíåêåð�Êàïåëèjåâîj òåîðåìè
ñèñòåì A · x = b jåñòå ñàãëàñàí, èìà ðåøå»å, àêî è ñàìî àêî jå rangA = rangB.
Ïðåìà òîìå, óêîëèêî jå rangA < rangB, ñèñòåì íåìà ðåøå»å, íèjå ñàãëàñàí. Àêî
jå rangA = rangB = n, îíäà jå ñèñòåì îäðå¢åí, èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å. Àêî jå
rangA = rangB < n, îíäà jå ñèñòåì íåîäðå¢åí, èìà áåñêîíà÷íî ðåøå»a.

Ïðîøèðåíà ìàòðèöà ñèñòåìà jå

B =

[
1 2 a
1 b 3

]
.
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Îäóçèìà»åì åëåìåíàòà ïðâå âðñòå îä îäãîâàðàjó£èõ åëåìåíàòà äðóãå âðñòå äîáèjàìî

B ∼=
[

1 2 a
0 b− 2 3− a

]
.

Äàòè ñèñòåì èìà áåñêîíà÷íî ðåøå»à àêî jå rangA = rangB = 1 < 2. Äàòè óñëîâ áè£å èñïó»åí
çà a = 3 è b = 2.

♦ Äî ðåøå»à ëàêî ìîæåìî äî£è è äèðåêòíî. Ñèñòåì £å èìàòè áåñêîíà÷íî ðåøå»à àêî ñó
êîåôèöèjåíòè óç ïðîìåí§èâå x è y ïðîïîðöèîíàëíè è àêî èñòà ïðîïîðöèjà âàæè çà ñëîáîäíå
÷ëàíîâå. Êàêî ñó êîåôèöèjåíòè óç ïðîìåí§èâó x jåäíàêè, ñèñòåì £å èìàòè áåñêîíà÷íî ðåøå»à
àêî ñó êîåôèöèjåíòè óç ïðîìåí§èâó y è ñëîáîäíè ÷ëàíîâè jåäíàêè, òj. àêî jå a = 3 è b = 2.

7.

Ïîäñåòèìî ñå, åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå ìàòðèöå jåñó:

• çàìåíà ìåñòà äâåìà âðñòàìà (êîëîíàìà);
• ìíîæå»å åëåìåíàòà jåäíå âðñòå (êîëîíå) ìàòðèöå áðîjåì êîjè jå ðàçëè÷èò îä

íóëå;
• äîäàâà»å åëåìåíàòà jåäíå âðñòå (êîëîíå), ïðåòõîäíî ïîìíîæåíèõ áðîjåì, îä-

ãîâàðàjó£èì åëåìåíòèìà äðóãå âðñòå (êîëîíå).

Çà ìàòðèöå A è B êàæåìî äà ñó åêâèâàëåíòíå, è ïèøåìî A ∼= B, àêî ñå ìàòðèöà
B ìîæå äîáèòè îä ìàòðèöå A ïðèìåíîì êîíà÷íî åëåìåíòàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà.
Åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå íå ìå»àjó ðàíã ìàòðèöå. Ïðåìà òîìå, åêâèâàëåíòíå
ìàòðèöå èìàjó èñòè ðàíã.

Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì, ìèíèìàëíè ïîëèíîì è ñîïñòâåíå âðåäíîñòè íèñó èíâàðèjàíòå åëå-
ìåíòàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà. Ðàçìîòðèìî ìàòðèöå A = 2 I è B = I ðåäà 3. Ìàòðèöà B jå

äîáèjåíà îä ìàòðèöå A ìíîæå»åì åëåìåíàòà ñâàêå îä âðñòà ñà
1

2
. Ìàòðèöå A è B jåñó åêâèâà-

ëåíòíå, àëè èìàjó ðàçëè÷èòå êàðàêòåðèñòè÷íå è ìèíèìàëíå ïîëèíîìå è ñîïñòâåíå âðåäíîñòè.
Ëàêî ñå ïðîâåðàâà äà jå êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå A ïîëèíîì ϕA(λ) = (2 − λ)3.
Ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A jåñòå ïîëèíîì µA(λ) = λ− 2, äîê jå λ = 2 òðîñòðóêà ñîïñòâåíà
âðåäíîñò. Øòî ñå òè÷å ìàòðèöå B = I, êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì jåñòå ϕB(λ) = (1 − λ)3,
ìèíèìàëíè ïîëèíîì jåñòå µB(λ) = λ− 1, òðîñòðóêà ñîïñòâåíà âðåäíîñò jåñòå λ = 1.

Òà÷àí îäãîâîð jå (â).

8.

Íåêà jå äàòà èìïëèêàöèjà A ⇒ B. Òàäà jå A äîâî§àí óñëîâ çà B, à B ïîòðåáàí
óñëîâ çà A. Èíà÷å, äàòà èìïëèêàöèjà ìîæå ñå èñêàçàòè è íà jåäàí îä ñëåäå£èõ
íà÷èíà:
• àêî A îíäà B; • B, àêî A; • èç A ñëåäè B;
• èç ïðåòïîñòàâêå A ìîæå ñå èçâåñòè çàê§ó÷àê B; • A èìïëèöèðà B.

Âåêòîðè ~a è ~b âåêòîðñêîã ïðîñòîðà R3 jåñó ëèíåàðíî çàâèñíè àêî ïîñòîjå ðåàëíè
áðîjåâè s è t, êîjè íèñó èñòîâðåìåíî jåäíàêè íóëè, òàêâè äà jå s~a + t~b = ~0.
Ïðåìà òîìå, âåêòîðè ~a è ~b ðàçëè÷èòè îä íóëà-âåêòîðà jåñó ëèíåàðíî çàâèñíè àêî
jå ~a = t~b çà t ∈ R\{0}. Çà äâà âåêòîðà ~a è ~b âåêòîðñêîã ïðîñòîðà R3 êàæåìî äà ñó
êîëèíåàðíè (ïàðàëåëíè) àêî ñó ëèíåàðíî çàâèñíè. Çà äâà âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3)
è ~b = (b1, b2, b3) âåêòîðñêîã ïðîñòîðà R3 êàæåìî äà ñó îðòîãîíàëíè (íîðìàëíè)
àêî jå »èõîâ ñêàëàðíè ïðîèçâîä ~a ·~b = a1 b1+a2 b2+a3 b3 jåäíàê íóëè. Íåêà ñó ~a, ~b
è ~c âåêòîðè âåêòîðñêîã ïðîñòîðà R3, s è t ðåàëíè áðîjåâè. Çà ñêàëàðíè ïðîèçâîä
âàæè (s~a + t~b) · ~c = s(~a · ~c) + t(~b · ~c), îñîáèíà ëèíåàðíîñòè ñêàëàðíîã ïðîèçâîäà.
Íîðìà (äóæèíà, èíòåçèòåò) âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3) ∈ R3 jåñòå íåíåãàòèâàí ðåàëàí
áðîj |~a| =

√
~a · ~a =

√
a21 + a22 + a23. Âàæè äà jå |~a| = 0 àêî è ñàìî àêî ~a = ~0, îñîáèíà

ïîçèòèâíå äåôèíèòíîñòè.
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Ïðî¢èìî ñàäà êðîç ïîíó¢åíå îäãîâîðå.

X(à) Âåêòîðè ~a è ~b ñó êîëèíåàðíè, ~a‖~b, ïî äåôèíèöèjè, àêî ñó ëèíåàðíî çàâèñíè. Ïðåìà òîìå,
êîëèíåàðíîñò jå ïîòðåáàí è äîâî§àí óñëîâ äà âåêòîðè ~a è ~b áóäó ëèíåàðíî çàâèñíè.

(á) Îäãîâîð íèjå òà÷àí.

(â) Âåêòîðè ~a è ~b ñó îðòîãîíàëíè, ~a ⊥ ~b, ïî äåôèíèöèjè, àêî jå »èõîâ ñêàëàðíè ïðîèçâîä
~a · ~b jåäíàê íóëè. Íåêà ñó ~a è ~b ëèíåàðíî çàâèñíè âåêòîðè ðàçëè÷èòè îä íóëà-âåêòîðà
âåêòîðñêîã ïðîñòîðà R3. Òàäà jå ~a = t~b, t ∈ R \ {0}. Èç ïîçèòèâíå äåôèíèòíîñòè ñëåäè
~a · ~b = t~b · ~b = t |~b|2 6= 0. Ïðåìà òîìå, ~a ⊥ ~b íèjå ïîòðåáàí óñëîâ ëèíåàðíå çàâèñíîñòè
âåêòîðà ~a è ~b.

X(ã) Êàêî èç ëèíåàðíå çàâèñíîñòè âåêòîðà ~a è ~b ñëåäè ~a · ~b 6= 0, çàê§ó÷ójåìî äà jå ~a 6⊥ ~b
ïîòðåáàí óñëîâ çà ëèíåàðíó çàâèñíîñò âåêòîðà ~a è ~b.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (à) è (ã).

9. Äâå ðàâíè ó ïðîñòîðó ìîãó äà ñå ñåêó (»èõîâ ïðåñåê jå ïðàâà), äà ñå ïîêëàïàjó èëè äà áóäó
ïàðàëåëíå. Ðàâíè ñó ïàðàëåëíå óêîëèêî ñó êîåôèöèjåíòè óç ïðîìåí§èâå ïðîïîðöèîíàëíè è
àêî äàòà ïðîïîðöèjà íå âàæè çà ñëîáîäíå ÷ëàíîâå. Ðàâíè ñå ïîêëàïàjó àêî ñó êîåôèöèjåíòè óç
ïðîìåí§èâå ïðîïîðöèîíàëíè è àêî èñòà ïðîïîðöèjà âàæè è çà ñëîáîäíå ÷ëàíîâå. Ó êîíêðåòíîì
ñëó÷àjó çà êîåôèöèjåíòå ðàâíè α è β âàæè 1 : 3 = 4 : 12 = (−5) : (−15) 6= 10 : 2. Ðàâíè α è β ñó
ïàðàëåëíå, îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå áðîj ïðåñå÷íèõ òà÷àêà äàòèõ ðàâíè jåäíàê 0.

Òà÷àí îäãîâîð jå (à).

♦ Òðè ðàâíè ó ïðîñòîðó ìîãó äà ñå ñåêó (»èõîâ ïðåñåê jå ïðàâà èëè òà÷êà), äà ñå ïîêëàïàjó èëè
äà áóäó ïàðàëåëíå. Ïðåìà òîìå, jåäèíè ñìèñëåíè îäãîâðè ñó (à) (àêî ïðàâå íåìàjó çàjåäíè÷êèõ
ïðåñå÷íèõ òà÷àêà), (á) (àêî ñå ñåêó ó jåäíîj òà÷êè) è (ä) (àêî ñå ñåêó ïî ïðàâîj). Äî áðîjà ïðå-
ñå÷íèõ òà÷àêà òðèjó ðàâíè ìîæåìî äî£è êîðèñòå£è Êðîíåêåð�Êàïåëèjåâó òåîðåìó. Jåäíà÷èíå
òðèjó ðàâíè ÷èíå ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà. Àêî jå ðàíã ìàòðèöå ñèñòåìà ìà»è
îä ðàíãà ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà, îíäà ñó áàð äâå îä òðè ðàâíè ïàðàëåëíå. Àêî jå ðàíã
ìàòðèöå ñèñòåìà jåäíàê ðàíãó ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà è ìà»è îä 3, ðàâíè ñå ïîêëàïàjó
èëè ñå ñåêó äóæ ïðàâå. Íà êðàjó, óêîëèêî ñó ðàíãîâè ìàòðèöå ñèñòåìà è ïðîøèðåíå ìàòðèöå
jåäíàêè è jåäíàêè 3, ðàâíè ñå ñåêó ó jåäíîj òà÷êè. Ïðèìåíîì åëåìåíòàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà íà
ïðîøèðåíó ìàòðèöó ñèñòåìà äîáèjàìî 1 4 −5 10

3 12 −15 2
−2 −8 10 21

 ∼=
 1 4 −5 10

0 0 0 −28
0 0 0 41

 ∼=
 1 4 −5 10

0 0 0 −28
0 0 0 0

 ,
îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå ðàíã ìàòðèöå ñèñòåìà jåäíàê 1, äîê jå ðàíã ïðîøèðåíå ìàòðèöå jåäíàê
2. Ïðåìà Êðîíåêåð�Êàïåëèjåâîj òåîðåìè ñèñòåì íåìà ðåøå»å, îäíîñíî áðîj ïðåñå÷íèõ òà÷àêà
äàòèõ òðèjó ðàâíè jåäíàê jå 0.

Òà÷àí îäãîâîð jå (à).

10.

X(à) Áèíàðíà îïåðàöèjà ∨ äèñòðèáóòèâíà jå ó îäíîñó íà áèíàðíó îïåðàöèjó ∧. Ïðåìà òîìå,
çà ïðîèçâî§íå åëåìåíòå a, b, c ∈ B âàæè a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).

(á) Ó Áóëîâîj àëãåáðè (B,∨,∧) åëåìåíò 0 jåñòå íåóòðàëíè åëåìåíò çà áèíàðíó îïåðàöèjó ∨,
òj. çà ñâàêî a ∈ B âàæè a ∨ 0 = a. Çà a 6= 0 âàæè a ∨ 0 6= 0. Òâð¢å»å íèjå òà÷íî.

(â) Ó Áóëîâîj àëãåáðè (B,∨,∧) ñâàêè åëåìåíò jåñòå èäåìïîòåíòàí ó îäíîñó íà áèíàðíó îïå-
ðàöèjó ∨, ïà jå a ∨ a = a 6= a. Çàê§ó÷ójåìî äà òâð¢å»å íèjå òà÷íî.

X(ã) Òâð¢å»å jå òà÷íî, jåð jå 1 íåóòðàëíè åëåìåíò çà áèíàðíó îïåðàöèjó ∧.
(ä) Åëåìåíò a jå êîìïëåìåíò åëåìåíòà a, îäíîñíî âàæè äà jå a ∨ a = 1. Ïðåìà òîìå, çà

ïðîèçâî§àí åëåìåíò a ∈ B, a 6= 1, èìàìî a ∨ a 6= a. Çàê§ó÷ójåìî äà òâð¢å»å íèjå òà÷íî.

(¢) Êàêî jå 1 íåóòðàëíè åëåìåíò Áóëîâå àëãåáðå (B,∨,∧) çà áèíàðíó îïåðàöèjó ∧, çà ñâàêî
a ∈ B âàæè a ∧ 1 = a. Çà a 6= 1 âàæè a ∧ 1 6= 1. Òâð¢å»å íèjå òà÷íî.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (à) è (ã).
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 18. 01. 2009.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
dx√

4x− 3− x 2
.

6. Íåêà jå A ïðîèçâî§íà ðåàëíà êâàäðàòíà ìà-
òðèöà ðåäà n. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ
îäãîâîðà:

(à) detA = 0⇔ rangA < n;

(á) rangA = 0⇔ detA = 0;

(â) rangA = n⇒ detA = 0;

(ã) rangA = rangAT ;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñòè îäðå¢åíèõ èíòåãðàëà:

(à)

∫ 1

−1
x 3ex

2
dx;

(á)

∫ π
12

0
tg(3x) dx.

7. Îäðåäèòè ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå

B =

[
3 0
0 3

]
.

3. Íàâåñòè ïðèìåð:

(à) õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðâîã
ðåäà;

(á) Áåðíóëèjåâå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïð-
âîã ðåäà;

(â) õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå òðå£åã
ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà.

8. Äàòè ñó âåêòîðè ~a = (−1,−1, 0) è ~b = (2, 0, 2)
ó âåêòîðñêîì ïðîñòîðó R3. Îäðåäèòè óãàî êîjè
îáðàçójó âåêòîðè ~a è ~b.

4. Äàòà jå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà y′′−y = 0.
Íåêà ñó C1, C2 è C3 ïðîèçâî§íå ðåàëíå êîí-
ñòàíòå. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä îïøòåã ðå-
øå»à äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå:

(à) y = C1e
x + 2C2e

x; (á) y = C1x+ C2xe
x;

(â) y = C1e
x + C2 + C3; (ã) y = C1 + C2e

−x;

(ä) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ ôóíêöèjà íèjå îï-
øòå ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà-
÷èíå.

9. Íåêà jå p ïðîèçâî§íî èñêàçíî ñëîâî. Çà-
îêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà êîjå
ñó òàóòîëîãèjå:

(à) p ∨ p; (á) p ∧ p; (â) p⇒ p;

(ã) p ↑ p; (ä) p ↓ p;

(¢) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà
íèjå òàóòîëîãèjà.

5. Íàâåñòè ïðèìåð:

(à) êîíâåðãåíòíîã íóìåðè÷êîã ðåäà ñà ïîçè-
òèâíèì ÷ëàíîâèìà;

(á) óñëîâíî êîíâåðãåíòíîã íóìåðè÷êîã àëòåð-
íàòèâíîã ðåäà.

10. Êîëèêî ÷âîðîâà èìà íåîðèjåíòèñàí ðåãóëà-
ðàí ãðàô áåç ïåò§è ñòåïåíà 4 ñà 24 ãðàíå?
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� Ðåøå»à �

!

1. Ñâî¢å»åì êâàäðàòíîã òðèíîìà 4x − 3 − x 2 íà êàíîíñêè îáëèê äàòè èíòåãðàë ïîñòàjå

òàáëè÷íè. Èìàìî

∫
dx√

4x− 3− x 2
=

∫
dx√

1− x 2 + 4x− 4
=

∫
dx√

1− (x− 2)2
= arcsin(x− 2) +

C.
Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

2.

Àêî jå f íåïðåêèäíà è íåïàðíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [−a, a], îíäà jå

∫ a

−a
f(x) dx=0.

Óêîëèêî ñó èñïó»åíè ñëåäå£è óñëîâè:

• ϕ jå ñòðîãî ìîíîòîíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [a, b];

• ψ = ϕ−1 èìà íåïðåêèäàí ïðâè èçâîä íà èíòåðâàëó (ϕ(a), ϕ(b));

• f jå íåïðåêèäíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [ϕ(a), ϕ(b)];

ìîæåìî óâåñòè ñìåíó t = ϕ(x) ó îäðå¢åíîì èíòåãðàëó

∫ b

a
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx. Òàäà

âàæè äà jå

∫ b

a
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(t) dt.

Íåêà jå ôóíêöèjà f íåïðåêèäíà íà ñåãìåíòó [a, b] è íåêà jå F ïðîèçâî§íà ïðè-
ìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f íà òîì ñåãìåíòó. Òàäà âàæè �óòí�Ëàjáíèöîâà
ôîðìóëà ∫ b

a
f(x) dx = F (x)

∣∣∣∣b
a

= F (b)− F (a).

(à) Ôóíêöèjà f(x) = x 3 ex
2
jåñòå íåïðåêèäíà è íåïàðíà íà ñåãìåíòó [−1, 1], êàî ïðîèçâîä

íåïàðíå ôóíêöèjå x 3 è ïàðíå ôóíêöèjå ex
2
. Ïðåìà òîìå, âàæè

∫ 1

−1
x 3 ex

2
dx = 0.

(á) Èíòåãðàë ðåøàâàìî óâî¢å»åì ñìåíå t=ϕ(x) = cos(3x) íà ñåãìåíòó
[
0,
π

12

]
. Ôóíêöèjà ϕ

jå îïàäàjó£à íà ñåãìåíòó
[
0,
π

12

]
. �åíà èíâåðçíà ôóíêöèjà íà äàòîì ñåãìåíòó ψ(x) =

1

3
arccosx èìà íåïðåêèäàí ïðâè èçâîä ψ′(x) = −1

3

1√
1− x 2

íà èíòåðâàëó

(√
2

2
, 1

)
. Ïðåìà

òîìå, èìàìî

∫ π
12

0
tg(3x) dx =

∫ π
12

0

sin(3x)

cos(3x)
dt =

{
t=cos(3x), x=0→ t=1

dt=−3 sin(3x) dx, x= π
12 → t=

√
2
2

}
=

−1

3

∫ √
2

2

1

dt

t
=−1

3
ln | t |

∣∣∣∣
√

2
2

1

=−1

3
ln

√
2

2
=

ln 2

6
.

3.

Õîìîãåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà jåäíà÷èíà jå îáëèêà y′ = f
( y
x

)
,

ãäå jå ôóíêöèjà f íåïðåêèäíà íà çàäàòîì èíòåðâàëó.

Áåðíóëèjåâà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà jåäíà÷èíà jå îáëèêà y′+P (x) y = Q(x) y α,
ãäå ñó P è Q íåïðåêèäíå ôóíêöèjå íà çàäàòîì èíòåðâàëó è α ∈ R.
Õîìîãåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà òðå£åã ðåäà ñà êîíñòàíòèì êîåôèöèjåíòèìà
jåñòå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà îáëèêà y′′′ + a1 y

′′ + a2 y
′ + a3 y = 0, ãäå ñó a1, a2

è a3 ïðîèçâî§íè ðåàëíè áðîjåâè.
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(à) Àêî ó îïøòåì îáëèêó õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà çà f óçìåìî íïð.

èäåíòè÷êî ïðåñëèêàâà»å, äîáèjàìî y′ =
y

x
.

(á) Jåäàí ïðèìåð Áåðíóëèjåâå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî çà íïð. P (x) = x, Q(x) =
3 è α = 2. Çà îâàêî èçàáðàíå ôóíêöèjå P èQ è ïàðàìåòàð α jåäíà÷èíà ãëàñè y′+x y=3 y 2.

(â) Àêî èçàáåðåìî íïð. äà jå a1 = a2 = a3 = 1, äîáèjàìî õîìîãåíó ëèíåàðíó äèôåðåíöèjàëíó
jåäíà÷èíó òðå£åã ðåäà y′′′ + y′′ + y′ + y = 0.!

Íàïîìåíèìî äà ñó îâî ñàìî íåêè ïðèìåðè òðàæåíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà è äà îâàj
çàäàòàê íåìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å. Áèëî êîjå êîíêðåòíå âðåäíîñòè çà ôóíêöèjå P , Q è f è
êîíñòàíòå a1, a2, a3 è α äàjó òà÷àí îäãîâîð.

4. Jåäíà÷èíà y′′−y = 0 jåñòå õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà ñà êîí-
ñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà. Îäãîâàðàjó£à êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà jåñòå λ2 − 1 = 0. Êîðåíè
êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå jåñó λ1,2 = ±1, ðåàëíè è ðàçëè÷èòè áðîjåâè. Îäãîâàðàjó£à ïàðòèêó-
ëàðíà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñó y1 = ex è y2 = e−x. Îïøòå
ðåøå»å ïîëàçíå jåäíà÷èíå »èõîâà jå ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà, òj. y = C1 y1+C2 y2 = C1 e

x+C2 e
−x.

Íèjåäíà îä ïîíó¢åíèõ ôóíêöèjà íèjå îïøòå ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå. Òà÷àí
îäãîâîð jå (ä).

5.

Ðåä
+∞∑
n=1

1

nα
, α ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî jå α > 1.

Ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn, q ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî jå |q| < 1.

Ëàjáíèöîâ êðèòåðèjóì. Àëòåðíàòèâíè ðåä
+∞∑
n=1

(−1)nan, an > 0 çà ñâàêî n ∈ N,

êîíâåðãèðà àêî jå íèç {an}n∈N ìîíîòîíî îïàäàjó£è íóëà-íèç.

Çà ðåä
+∞∑
n=1

an êàæåìî äà jå óñëîâíî êîíâåðãåíòàí àêî ðåä
+∞∑
n=1

an êîíâåðãèðà, à ðåä
+∞∑
n=1

|an| äèâåðãèðà.

(à) Ïðâè ïðèìåðè ðåäîâà ñà êîjèìà ñå ñóñðå£åìî ó Òåîðèjè íóìåðè÷êèõ ðåäîâà jåñó ãåî-

ìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn è õèïåðõàðìîíèjñêè ðåä

+∞∑
n=1

1

nα
, q, α ∈ R. Ãåîìåòðèjñêè ðåä

+∞∑
n=1

qn

êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî jå |q| < 1. Jåäàí ïðèìåð êîíâåðãåíòíîã ðåäà ñà ïîçèòâíèì ÷ëà-

íîâèìà jåñòå íïð. ãåîìåòðèjñêè ðåä

+∞∑
n=1

(
1

2

)n
. Êàêî ðåä

+∞∑
n=1

1

nα
êîíâåðãèðà àêî è ñàìî

àêî jå α > 1, jîø jåäàí ïðèìåð êîíâåðãåíòíîã ðåäà ñà ïîçèòèâíèì ÷ëàíîâèìà äîáèjàìî

çà íïð. α = 2, è òî jå ðåä

+∞∑
n=1

1

n2
.

(á) Àëòåðíàòèâíè ðåä
+∞∑
n=1

(−1)n

n
jåñòå êîíâåðãåíòàí, jåð jå íèç

{
1

n

}
n∈N
ìîíîòîíî îïàäàjó£è íóëà-

-íèç. Õàðìîíèjñêè ðåä
+∞∑
n=1

1

n
jåñòå äèâåðãåíòàí, ïà jå ðåä

+∞∑
n=1

(−1)n

n
óñëîâíî êîíâåðãåíòàí.

6.

Ðàíã ìàòðèöå jåäíàê jå ðåäó »åíå íàjâå£å ðåãóëàðíå ïîäìàòðèöå. Óêîëèêî jå
êâàäðàòíà ìàòðèöà ðåäà n ðåãóëàðíà, »åí ðàíã áè£å jåäíàê n. Çà ñèíãóëàðíó
êâàäðàòíó ìàòðèöó A ðåäà n âàæè äà jå rangA < n. Jåäèíà ìàòðèöà ÷èjè jå ðàíã
jåäíàê íóëè jåñòå íóëà-ìàòðèöà. Ìàòðèöà A è »åíà òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöà AT

èìàjó èñòè ðàíã.
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X(à) Çà ñèíãóëàðíó êâàäðàòíó ìàòðèöó A ðåäà n âàæè äà jå rangA < n. Òâð¢å»å detA =
0⇔ rangA < n jåñòå òà÷íî.

(á) Jåäèíà ìàòðèöà ÷èjè jå ðàíã jåäíàê íóëè jåñòå íóëà-ìàòðèöà. Äåòåðìèíàíòà ñèíãóëàðíå
ìàòðèöå jåäíàêà jå íóëè. Ïîñòîjè ñèíãóëàðíà ìàòðèöà êîjà íèjå íóëà-ìàòðèöà. Ïðåìà

òîìå, òâð¢å»å rangA = 0 ⇔ detA = 0 íèjå òà÷íî. Íïð. ðàíã ìàòðèöå A =

[
1 1
0 0

]
jåäíàê jå 1, äîê jå äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå A jåäíàêà 0.

(â) Óêîëèêî jå ðàíã êâàäðàòíå ìàòðèöå ðåäà n jåäíàê n, äàòà ìàòðèöà jå ðåãóëàðíà. Òâð¢å»å
rangA = n ⇒ detA = 0 íèjå òà÷íî. Òà÷íà âåðçèjà îâîã òâð¢å»à áèëà áè rangA = n ⇒
detA 6= 0 èëè rangA = n⇔ detA 6= 0.

X(ã) Òðàíñïîíîâà»åì êâàäðàòíå ìàòðèöå âðåäíîñò »åíå äåòåðìèíàíòå ñå íå ìå»à. Ïîäìà-
òðèöå ìàòðèöå AT äîáèjàjó ñå òðàíñïîíîâà»åì ïîäìàòðèöà ìàòðèöå A. Ïðåìà òîìå,
âàæè äà jå rangA = rangAT .

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (à) è (ã).

7.

Ìèíèìàëíè ïîëèíîì µB(λ) ðåàëíå êâàäðàòíå ìàòðèöå B jåñòå ìîíè÷íè ïîëèíîì
íàjìà»åã ñòåïåíà êîjè àíóëèðà ìàòðèöó, îäíîñíî òî jå ìîíè÷íè ïîëèíîì íàjìà»åã
ñòåïåíà çà êîjè âàæè µB(B) = 0.

Êàêî çà ìàòðèöó B âàæè äà jå B = 3 I, îäíîñíî B − 3 I = 0, çàê§ó÷ójåìî äà jå ìèíèìàëíè
ïîëèíîì ìàòðèöå B jåäíàê µB(λ) = λ− 3.

8.

Íåêà ñó ~a è~b ïðîèçâî§íè âåêòîðè ðàçëè÷èòè îä íóëà-âåêòîðà âåêòîðñêîã ïðîñòîðà

R3. Çà óãàî ϕ êîjè îáðàçójó âåêòîðè ~a è ~b âàæè äà jå cosϕ =
~a·~b
|~a||~b|

, 0 ≤ ϕ ≤ π,

ãäå jå ~a · ~b ñêàëàðíè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a è ~b, à |~a| =
√
~a · ~a íîðìà âåêòîðà

~a. Ñêàëàðíè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3) è ~b = (b1, b2, b3) ðåàëàí jå áðîj
~a ·~b = (a1, a2, a3) · (b1, b2, b3) = a1b1 + a2b2 + a3b3. Íîðìà âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3)

jåñòå íåíåãàòèâàí ðåàëàí áðîj |~a| =
√
~a · ~a =

√
a21 + a22 + a23 .

Çà óãàî ϕ êîjè îáðàçójó âåêòîðè ~a = (−1,−1, 0) è ~b = (2, 0, 2) âàæè äà jå cosϕ =
~a ·~b
|~a| |~b|

=

(−1,−1, 0) · (2, 0, 2)√
(−1)2 + (−1)2 + 02

√
22 + 02 + 22

=
−1 · 2 + (−1) · 0 + 0 · 2√

2
√

8
= −2

4
= −1

2
. Êàêî çà óãàî ϕ

âàæè cosϕ = −1

2
, 0 ≤ ϕ ≤ π, èìàìî äà jå ϕ =

2π

3
= 120◦.

9. Èñêàçíà àëãåáðà jå Áóëîâà àëãåáðà. Ïðåìà òîìå, ñâå òåîðåìå Áóëîâå àëãåáðå âàæå è ó èñêà-
çíîj àëãåáðè. Ó Áóëîâîj àëãåáðè çà ñâàêè åëåìåíò p âàæè p∨p = p è p∧p = p (èäåìïîòåíòíîñò).
Îäàòëå çàê§ó÷ójåìî äà èñêàçíå ôîðìóëå p ∨ p è p ∧ p íèñó òàóòîëîãèjå (íèñó jåäíàêå 1 çà ñâå
âðåäíîñòè èñêàçíîã ñëîâà p). Ñëè÷íî çà Ïèðñîâó (íèëè) ↓ è Øåôåðîâó (íè) ↑ ôóíêöèjó âàæè
äà jå p ↓ p = p ∨ p = p, îäíîñíî p ↑ p = p ∧ p = p, ïà íè èñêàçíå ôîðìóëå p ↓ p è p ↑ p íèñó
òàóòîëîãèjå. Èñêàçíà ôîðìóëà p⇒ p jåñòå òàóòîëîãèjà.

Òà÷àí îäãîâîð jå (â).

10.

Íåîðèjåíòèñàíè ãðàô áåç ïåò§è íàçèâà ñå ðåãóëàðíèì ñòåïåíà r àêî jå ñòåïåí
ñâàêîã ÷âîðà äàòîã ãðàôà jåäíàê r. Ñòåïåí ÷âîðà ãðàôà áðîj jå ãðàíà êîjå ñó
èíöèäåíòíå ñà òèì ÷âîðîì, îäíîñíî áðîj ÷âîðîâà êîjè ñó ñóñåäíè òîì ÷âîðó. Çáèð
ñòåïåíà ñâèõ ÷âîðîâà ãðàôà jåäíàê jå äâîñòðóêîì áðîjó ãðàíà òîã ãðàôà, jåð jå
ñâàêà ãðàíà èíöèäåíòíà ñà äâà ÷âîðà. Çà ðåãóëàðàí ãðàô ñòåïåíà r êîjè èìà n
÷âîðîâà è m ãðàíà âàæè äà jå n r = 2m.

Äàò íàì jå ðåãóëàðàí ãðàô ñòåïåíà 4 ñà 24 ãðàíå. Áðîj ÷âîðîâà òîã ãðàôà jåäíàê jå
2 · 24

4
= 12.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 08. 02. 2009.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíå èíòåãðàëå:

(à)

∫
x sinx dx;

(á)

∫
cos2 x sin(2x) dx.

6. Îäðåäèòè ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïå-

íîã ðåäà

+∞∑
n=1

n

n+ 1

(x
9

)n
.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñòè îäðå¢åíèõ èíòåãðàëà:

(à)

∫ 1

−1
shx dx;

(á)

∫ 2

1

∣∣∣∣2 + x

x 2

∣∣∣∣ dx.

7. Îäðåäèòè ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå

Q =

[
3 2
2 3

]
.

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå x dx+ (y + 1) dy = 0, à çàòèì îíó èí-
òåãðàëíó êðèâó êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó (0, 0).

8. Çà êîjå âðåäíîñòè ðåàëíèõ ïàðàìåòðà α è β
ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà

x+ βy = 1

αx− αy = β

íåìà ðåøå»å?

4. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′′ − 2 y′ + y = 0.

9. Íåêà ñó ~a è~b ïðîèçâî§íè âåêòîðè âåêòîðñêîã
ïðîñòîðà R3. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ
îäãîâîðà:

(à) |~a×~b| = |~a| |~b|; (á) |~a ·~b| = |~a| |~b|;

(â) ~a ·~b = ~b · ~a; (ã)
√
~a · ~a = |~a|.

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

5. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä äèâåðãåíòíèõ ðå-
äîâà:

(à)

+∞∑
n=1

(−1)2n

n
; (á)

+∞∑
n=5

1

n5 + 5
;

(â)

+∞∑
n=1

3
4
√
n3
; (ã)

+∞∑
n=1

4
3
√
n4
;

(ä)

+∞∑
n=1

(
1− 1

n

)−3n
;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ ðåäîâà íèjå äèâåð-
ãåíòàí.

10. Íàïèñàòè jåäíà÷èíó ðàâíè ó ïðîñòîðó R3

êîjà ñàäðæè òà÷êó M(1, 2, 3) è ïàðàëåëíà jå ñà
îñàìà Ox è Oz.
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� Ðåøå»à �

!

1. Ïðèìåíîì ìåòîäå ïàðöèjàëíå èíòåãðàöèjå ó ïðèìåðó (à) è óâî¢å»åì ñìåíå ó ïðèìåðó (á)
äîáèjàìî:

(à)

∫
x sinx dx =

{
u = x dv = sinx dx
du = dx v = − cosx

}
= −x cosx+

∫
cosx dx = −x cosx+ sinx+ C;

(á)

∫
cos2 x sin(2x) dx = 2

∫
cos3 x sinx dx =

{
t = cosx

dt = − sinx dx

}
= −2

∫
t3 dt = −1

2
t4+C =

−1

2
cos4 x+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

2.

Àêî jå f íåïðåêèäíà è íåïàðíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [−a, a], îíäà jå

∫ a

−a
f(x) dx=0.

(à) Ôóíêöèjà f(x) = shx =
ex − e−x

2
jåñòå íåïðåêèäíà è íåïàðíà íà ñåãìåíòó [−1, 1]. Ïðåìà

òîìå, âàæè äà jå

∫ 1

−1
shx dx = 0.

(á) Êàêî jå x+ 2 > 0 za x > −2, èìàìî äà jå ôóíêöèjà f(x) =
2 + x

x 2
ïîçèòèâíà íà ñåãìåíòó

[1, 2]. Ïðåìà òîìå, âàæè äà jå∫ 2

1

∣∣∣∣2 + x

x 2

∣∣∣∣ dx =

∫ 2

1

2 + x

x 2
dx =

∫ 2

1

2

x 2
dx+

∫ 2

1

1

x
dx = −2

x

∣∣∣∣2
1

+ln |x|
∣∣∣∣2
1

= −1+2+ln 2 = 1+ln 2.

3. Äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà x dx+(y+1) dy = 0 jåñòå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà

ïðîìåí§èâå. Îïøòå ðåøå»å äàòå jåäíà÷èíå jåñòå

∫
x dx+

∫
(y+1) dy = C̃, òj.

x 2

2
+

(y + 1)2

2
= C̃,

îäíîñíî ôàìèëèjà êðóæíèöà x 2 +(y+1)2 = C. Çà x = y = 0 äîáèjàìî äà jå C = 1. Èíòåãðàëàíà
êðèâà äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó (0, 0) jåñòå êðóæíèöà

x 2 + (y + 1)2=1.

4. Äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà y′′ − 2 y′ + y = 0 jåñòå õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà-
÷èíà äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà. Îäãîâàðàjó£à êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà
ãëàñè λ2−2λ+1 = (λ−1)2 = 0. Ðåøå»å êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå ðåàëàí jå êîðåí λ1 = λ2 = 1
âèøåñòðóêîñòè äâà. Îäãîâàðàjó£à ïàðòèêóëàðíà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå jåñó y1 = ex è y2 = x ex. Îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå »èõîâà jå ëèíåàðíà
êîìáèíàöèjà, îäíîñíî

y = C1 y1 + C2 y2 = C1e
x + C2 x e

x.

♣ Çà äåòà§àí ïðåãëåä òåîðèjå õîìîãåíèõ ëèíåàðíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà âèøåã ðåäà
ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà ïîãëåäàòè òðå£è çàäàòàê ñà òåñòà 13. 10. 2007.
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5.

Aêî íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

an êîíâåðãèðà, îíäà jå lim
n→+∞

an = 0, òj. ïîòðåáàí óñëîâ

äà ðåä êîíâåðãèðà jåñòå äà »åãîâ îïøòè ÷ëàí òåæè íóëè êàäà n→ +∞. Íàïîìå-
íèìî äà äàòè óñëîâ íèjå è äîâî§àí. Ó ïðèìåðó (à) îïøòè ÷ëàí òåæè íóëè êàäà
n→+∞, àëè jå îäãîâàðàjó£è ðåä äèâåðãåíòàí (âèäè äà§å). Ñ äðóãå ñòðàíå, àêî

lim
n→+∞

an íå ïîñòîjè èëè jå ðàçëè÷èò îä íóëå, îíäà ðåä
+∞∑
n=1

an äèâåðãèðà.

Ðåä

+∞∑
n=1

1

nα
, α ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî je α > 1.

Ïîäñåòèìî ñå äà ïî÷åòíà âðåäíîñò èíäåêñà n íå óòè÷å íà êîíâåðãåíöèjó ðåäà.

Íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

an è »åãîâ îñòàòàê
+∞∑

n=k+1

an, k ∈ N, jåñó åêâèêîíâåðãåíòíè,

îáà ðåäà ñó èëè êîíâåðãåíòíà èëè äèâåðãåíòíà.

X(à) Ïðèìåòèìî äà jå ðåä

+∞∑
n=1

(−1)2n

n
=

+∞∑
n=1

1

n
õàðìîíèjñêè ðåä. Äàòè ðåä äèâåðãèðà.

(á) Ïîçèòèâíè íóìåðè÷êè ðåäîâè

+∞∑
n=5

1

n5 + 5
è

+∞∑
n=1

1

n5
jåñó åêâèêîíâåðãåíòíè, ïðåìà äðó-

ãîì ïîðåäáåíîì êðèòåðèjóìó. Ðåä

+∞∑
n=1

1

n5
êîíâåðãèðà, jåð jå 5 > 1, ïà è ðåä

+∞∑
n=5

1

n5 + 5
êîíâåðãèðà.

X(â) Êàêî jå
3

4
< 1, ðåä

+∞∑
n=1

3
4
√
n3

äèâåðãèðà.

(ã) Ðåä

+∞∑
n=1

4
3
√
n4

êîíâåðãèðà, ïîøòî jå
4

3
> 1.

X(ä) Êàêî jå lim
n→+∞

(
1− 1

n

)−3n
= e3 6= 0, çàê§ó÷ójåìî äà ðåä

+∞∑
n=1

(
1− 1

n

)−3n
äèâåðãèðà.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (à), (â) è (ã).

6.

Ïðåìà Êîøè�Àäàìàðîâîì ñòàâó, ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå R ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n ìîæå ñå ðà÷óíàòè êàî R = 1

lim
n→+∞

n
√
|an|

èëè R = lim
n→+∞

an
an+1

, óêîëèêî

íàâåäåíè ëèìåñè ïîñòîjå.

Íà îñíîâó Êîøè�Àäàìàðîâîã ñòàâà, ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã ðåäà

+∞∑
n=0

n

n+ 1

(x
9

)n
jåäíàê jå R = lim

n→+∞

n

(n+ 1) 9n
(n+ 2) 9n+1

n+ 1
= 9 lim

n→+∞

n (n+ 2)

(n+ 1)2
= 9.

7. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå Q jåäíàê jå ϕQ(λ) = det(Q − λI) =

∣∣∣∣ 3− λ 2
2 3− λ

∣∣∣∣ =

(3 − λ)2 − 4 = (1 − λ)(5 − λ). Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå Q jåñó íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã
ïîëèíîìà ϕQ(λ). Ïðåìà òîìå, ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ñó λ1 = 1 è λ2 = 5.
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8. Ïðåìà Êðîíåêåð�Êàïåëèjåâîj òåîðåìè ñèñòåì íåìà ðåøå»å àêî jå ðàíã ìàòðèöå ñèñòåìà ìà»è
îä ðàíãà ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà. Ìíîæå»åì åëåìåíàòà ïðâå âðñòå ïðîøèðåíå ìàòðèöå
ñèñòåìà ñà −α è äîäàâà»åì îäãîâàðàjó£èì åëåìåíòèìà äðóãå âðñòå äîáèjàìî[

1 β 1
α −α β

]
∼=
[

1 1 1
0 −α(1 + β) β − α

]
.

Ðàíã ìàòðèöå ñèñòåìà jåäíàê jå 1 àêî jå α = 0 èëè β = −1, îäíîñíî 2 àêî jå α 6= 0 è β 6= −1. Ðàíã
ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà jåäíàê jå 1 àêî jå α = β = 0 èëè α = β = −1; ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà
ðàíã ïðîøèðåíå ìàòðèöå jåäíàê jå 2. Çàê§ó÷ójåìî äà ñèñòåì íèjå ñàãëàñàí, òj. íåìà ðåøå»å
àêî jå α = 0 è β 6= 0 èëè β = −1 è α 6= −1.

9.

Ñêàëàðíè è âåêòîðñêè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3) è ~b = (b1, b2, b3) èç R3

äåôèíèøåìî, ðåäîì

~a ·~b = (a1, a2, a3) · (b1, b2, b3) = a1 b1 + a2 b2 + a3 b3

è

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ ,
ãäå jå ~i = (1, 0, 0), ~j = (0, 1, 0) è ~k = (0, 0, 1).

Íîðìó âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3) èç R3 äåôèíèøåìî êàî íåíåãàòèâàí ðåàëàí áðîj

|~a| =
√
~a · ~a =

√
a21 + a22 + a23 .

Çà ñêàëàðíè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a è ~b âàæè ~a · ~b = |~a| |~b| cosϕ, äîê çà èíòåíçèòåò
âåêòîðà ~a × ~b èìàìî |~a × ~b| = |~a| |~b| sinϕ, ãäå jå ϕ óãàî èçìå¢ó âåêòîðà ~a è ~b,
0 ≤ ϕ ≤ π.

Ïðî¢èìî ñàäà êðîç ïîíó¢åíå îäãîâîðå.

(à) Èìàìî äà jå |~a × ~b| = |~a| |~b| àêî è ñàìî àêî çà óãàî ϕ èçìå¢ó âåêòîðà ~a è ~b âàæè äà jå

sinϕ = 1, îäíîñíî àêî è ñàìî àêî jå ϕ =
π

2
. Ó îïøòåì ñëó÷àjó òâð¢å»å íèjå òà÷íî.

(á) Àïñîëóòíà âðåäíîñò ñêàëàðíîã ïðîèçâîäà âåêòîðà ~a è ~b jåäíàêà jå ïðîèçâîäó »èõîâèõ
èíòåíçèòåòà àêî è ñàìî àêî jå ~a ·~b = ±|~a| |~b|, òj. àêî è ñàìî àêî çà óãàî ϕ èçìå¢ó âåêòîðà
~a è ~b âàæè äà jå cosϕ = ±1, îäíîñíî àêî è ñàìî àêî jå ϕ = 0 èëè ϕ = π. Ó îïøòåì
ñëó÷àjó òâð¢å»å íèjå òà÷íî.

X(â) Èç äåôèíèöèjå ñêàëàðíîã ïðîèçâîäà äèðåêòíî ñëåäè äà jå ~a ·~b = ~b · ~a, òj. äà jå ñêàëàðíè
ïðîèçâîä êîìóòàòèâàí.

X(ã) Ó ïèòà»ó jå äåôèíèöèjà íîðìå âåêòîðà.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (â) è (ã).

10. Âåêòîð ðàâíè jåñòå âåêòîð íîðìàëàí íà äàòó ðàâàí. Âåêòîð ïðàâå jåñòå âåêòîð ïàðàëåëàí
ñà äàòîì ïðàâîì. Ðàâàí è ïðàâà ïàðàëåëíå ñó àêî ñó èì âåêòîðè îðòîãîíàëíè. Òðàæåíà ðàâàí jå
ïàðàëåëíà ñà îñàìà Ox è Oz, ïà jå âåêòîð ðàâíè íîðìàëàí íà âåêòîðå ~i = (1, 0, 0) è ~k = (0, 0, 1),
îäíîñíî âåêòîð òðàæåíå ðàâíè jåñòå âåêòîð ~j = (0, 1, 0). Jåäíà÷èíà ðàâíè êîjà ñàäðæè òà÷êó
M(1, 2, 3) è ÷èjè jå âåêòîð ~j = (0, 1, 0) ãëàñè 0 (x− 1) + 1 (y− 2) + 0 (z− 3) = 0, îäíîñíî y− 2 = 0.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 07. 06. 2009.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
dx

x 2 + 4x+ 5
.

6. Îäðåäèòè áðîj êîìáèíàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì
r-òå êëàñå n-òî÷ëàíîã ñêóïà.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ π
12

0

dx

cos2(3x)
.

7. Íåêà jå p ïðîèçâî§íî èñêàçíî ñëîâî. Çà-
îêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà êîjå
ñó òàóòîëîãèjå:

(à) p⇒ p; (á) p ∨ p; (â) p ∧ p;

(ã) p⇒ p; (ä) p⇔ p;

(¢) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà
íèjå òàóòîëîãèjà.

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y(4) − y′′ = 0.

8. Ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðà-
ìåòðà q ðåøèòè ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ
jåäíà÷èíà

x+ y = 1

x+ qy = q.

4. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ ðå-
äîâà:

(à)
+∞∑
n=1

(−1)n; (á)
+∞∑
n=5

5;

(â)

+∞∑
n=100

(
2008

2009

)n
; (ã)

+∞∑
n=1

(−1)ne−n;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ ðåäîâà íèjå êîíâåð-
ãåíòàí.

9. Íåêà ñó ~a, ~b è ~c ïðîèçâî§íè âåêòîðè âåê-
òîðñêîã ïðîñòîðà R3. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä
òà÷íèõ îäãîâîðà:

(à) âåêòîðè ~a è ~b êîëèíåàðíè ñó àêî jå »èõîâ
ñêàëàðíè ïðîèçâîä jåäíàê íóëè;

(á) âåêòîðè ~a è ~b îðòîãîíàëíè ñó àêî jå »èõîâ
âåêòîðñêè ïðîèçâîä jåäíàê íóëà-âåêòîðó;

(â) âåêòîðè ~a, ~b è ~c êîïëàíàðíè ñó àêî jå »èõîâ
ìåøîâèòè ïðîèçâîä ðàçëè÷èò îä íóëå;

(ã) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

5. Äàò jå ñòåïåíè ðåä

+∞∑
n=1

1

n

(x
2

)n
. Îâàj ðåä èìà

îáëàñò êîíâåðãåíöèjå:

(à)(−1, 1); (á)
(
−1

2 ,
1
2

]
; (â)

[
−1

2 ,
1
2

]
; (ã) [−2, 2);

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ èíòåðâàëà.

10. Äàòà jå ðàâàí α : x − 2y − 2z − 7 = 0 ó
ïðîñòîðó R3.

(à) Îäðåäèòè jåäíó òà÷êó êîjà ïðèïàäà ðàâíè α.

(á) Îäðåäèòè jåäàí âåêòîð êîjè jå îðòîãîíàëàí
íà ðàâàí α.
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� Ðåøå»à �

!

1. Äàòè èíòåãðàë ñå ñìåíîì ñâîäè íà òàáëè÷íè

∫
dx

x 2 + 4x+ 5
=

∫
dx

(x+ 2)2 + 1
=

{
t = x+ 2
dt = dx

}
=

∫
dt

t2 + 1
= arctg t+ C = arctg(x+ 2) + C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

2. Èíòåãðàë ðåøàâàìî ñìåíîì è ïðèìåíîì �óòí�Ëàjáíèöîâå ôîðìóëå∫ π
12

0

dx

cos2(3x)
=

{
t = 3x, x = 0⇒ t = 0

dt = 3 dx, x = π
12 ⇒ t = π

4

}
=

1

3

∫ π
4

0

dt

cos2 t
=

1

3
tg t

∣∣∣∣π4
0

=
1

3

(
tg

π

4
− tg 0

)
=

1

3
.

3. Jåäíà÷èíà y(4) − y′′ = 0 jåñòå õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ÷åòâðòîã ðåäà
ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà. Îäãîâàðàjó£à êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà ãëàñè λ4 − λ2 =
λ2
(
λ2 − 1

)
= λ2(λ − 1)(λ + 1) = 0. Êîðåíè êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå ðåàëíè ñó áðîjåâè λ1 =

λ2 = 0, λ3 = 1 è λ4 = −1. Ïðèìåòèìî äà jå jåäàí êîðåí âèøåñòðóêîñòè äâà, äîê ñó äðóãà
äâà êîðåíà ïðîñòà. Îäãîâàðàjó£à ïàðòèêóëàðíà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå jåñó y1 = 1, y2 = x, y3 = ex è y4 = e−x. Îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå
»èõîâà jå ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà, îäíîñíî y = C1y1+C2y2+C3y3+C4y4 = C1+C2x+C3e

x+C4e
−x.

♣ Çà äåòà§àí ïðåãëåä òåîðèjå õîìîãåíèõ ëèíåàðíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà âèøåã ðåäà
ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà ïîãëåäàòè òðå£è çàäàòàê ñà òåñòà 13. 10. 2007.

4.

Aêî íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

an êîíâåðãèðà, îíäà jå lim
n→+∞

an = 0. Åêâèâàëåíòíî,

àêî lim
n→+∞

an íå ïîñòîjè èëè íèjå jåäíàê íóëè, îíäà ðåä
+∞∑
n=1

an äèâåðãèðà.

Ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn, q ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî jå |q| < 1.

Çàèñòà, ïàðöèjàëíå ñóìå ãåîìåòðèjñêîã ðåäà jåñó Sn =

n∑
k=0

qk =
1− qn+1

1− q
çà q 6= 1

è Sn = n+ 1 çà q = 1. Êàêî jå lim
n→+∞

qn = 0 çà |q| < 1, ñëåäè äà jå S = lim
n→+∞

Sn =

1

1− q
. Çà q = 1 ðåä jå äèâåðãåíòàí, jåð jå S = lim

n→+∞
Sn = +∞. Àêî jå q > 1,

ðåä jå äèâåðãåíòàí, jåð jå lim
n→+∞

qn = +∞, ïà jå S = lim
n→+∞

Sn = +∞. Çà q ≤ −1,

lim
n→+∞

qn íå ïîñòîjè, ïà ïðåìà òîìå íè lim
n→+∞

Sn íå ïîñòîjè è ðåä jå äèâåðãåíòàí.

Ïîäñåòèìî ñå äà ïî÷åòíà âðåäíîñò èíäåêñà n íå óòè÷å íà êîíâåðãåíöèjó ðåäà.

Íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

an è »åãîâ îñòàòàê
+∞∑

n=k+1

an, k ∈ N, jåñó åêâèêîíâåðãåíòíè,

îáà ðåäà ñó èëè êîíâåðãåíòíà èëè äèâåðãåíòíà.
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(à) Êàêî lim
n→+∞

(−1)n íå ïîñòîjè, (íèç {(−1)n}n∈N èìà äâå òà÷êå íàãîìèëàâà»à 1 è −1);

çàê§ó÷ójåìî äà íóìåðè÷êè ðåä ñà àëòåðíèðàjó£èì ÷ëàíîâèìà
+∞∑
n=1

(−1)n äèâåðãèðà.

(á) Ðåä ñà êîíñòàíòíèì ÷ëàíîâèìà
+∞∑
n=5

5 äèâåðãèðà, jåð lim
n→+∞

5 = 5 6= 0. Jåäèíè êîíâåðãåíòàí

ðåä ñà êîíñòàíòíèì ÷ëàíîâèìà jåñòå îíàj êîä êîãà jå îïøòè ÷ëàí jåäíàê 0.

X(â) Ðåä

+∞∑
n=0

(
2008

2009

)n
è »åãîâ îñòàòàê

+∞∑
n=100

(
2008

2009

)n
jåñó åêâèêîíâåðãåíòíè. Ãåîìåòðèjñêè

ðåä

+∞∑
n=0

(
2008

2009

)n
êîíâåðãèðà, jåð çà »åãîâ êîëè÷íèê q =

2008

2009
âàæè |q| < 1. Ïðåìà òîìå,

ðåä

+∞∑
n=100

(
2008

2009

)n
êîíâåðãèðà.

X(ã) Ðåä
+∞∑
n=1

(−1)ne−n jåñòå ãåîìåòðèjñêè ðåä ñà êîëè÷íèêîì q = −1

e
. Êàêî jå |q| < 1, äàòè ðåä

êîíâåðãèðà.
Òà÷íè îäãîâîðè ñó (â) è (ã).

5.

Ïðåìà Êîøè�Àäàìàðîâîì ñòàâó, ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå R ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n ìîæå ñå ðà÷óíàòè êàî R = 1

lim
n→+∞

n
√
|an|

èëè R = lim
n→+∞

an
an+1

, óêîëèêî

íàâåäåíè ëèìåñè ïîñòîjå.

Íà îñíîâó Êîøè�Àäàìàðîâîã ñòàâà, ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã ðåäà

+∞∑
n=0

1

n

(x
2

)n
jåä-

íàê jå R = lim
n→+∞

(n+ 1) 2n+1

n 2n
= 2. Çà x = 2 ðåä ïîñòàjå õàðìîíèjñêè ðåä

+∞∑
n=0

1

n
êîjè äèâåðãèðà.

Çà x = −2 ðåä ïîñòàjå

+∞∑
n=0

(−1)n

n
. Ïðåìà Ëàjáíèöîâîì êðèòåðèjóìó òàj ðåä êîíâåðãèðà. Çíà÷è,

îáëàñò êîíâåðãåíöèjå ïîëàçíîã ñòåïåíîã ðåäà jåñòå ïîëóîòâîðåíè èíòåðâàë [−2, 2).

Òà÷àí îäãîâîð jå (ã).

6.

Êîìáèíàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì n-òî÷ëàíîã ñêóïà X = {x1, x2, . . . , xn} r-òå êëàñå
jåñòå áèëî êîjè »åãîâ r-òî÷ëàíè ìóëòèïîäñêóï. Êîìáèíàöèjó ñà ïîíàâ§à»åì
ñêóïà X r-òå êëàñå ìîæåìî ïîñìàòðàòè êàî ðå÷ äóæèíå r ñàñòàâ§åíó îä ñëîâà
{x1, x2, . . . , xn} êîä êîjå ñå ñëîâà ìîãó ïîíàâ§àòè è êîä êîjå jå ñëîâî xi èñïðåä
ñëîâà xj àêî jå 1 ≤ i < j ≤ n. Ó îâàêî ôîðìèðàíîj ðå÷è ñâå ñèìáîëå x1, àêî
ïîñòîjå, çàìåíèìî ñà ∗, à ïîòîì äîäàìî |, çàòèì ñèìáîëå x2, àêî èõ èìà, çàìåíèìî
ñà ∗, à ïîòîì äîäàìî |; îâàj ïîñòóïàê ïðèìå»ójåìî ñâå äîê ñâå ñèìáîëå xn, àêî
ó÷åñòâójó ó ðå÷è, íå çàìåíèìî ñà ∗. Ïðåìà òîìå, ñâàêîj ðå÷è êîjà ïðåäñòàâ§à
jåäíó êîìáèíàöèjó ñêóïà X r-òå êëàñå äîäå§ójåìî jåäíó íèñêó ñàñòàâ§åíó îä r ∗
è n − 1 |. Îâà äîäåëà jå jåäíîñòðàíî îáîçíà÷íà. Ïðåìà òîìå, áðîj êîìáèíàöèjà
ñêóïà X r-òå êëàñå jåäíàê jå áðîjó íèñêè äóæèíå n+ r − 1 ñàñòàâ§åíèõ îä r ∗ è
n− 1 |, òj. áðîjó íà÷èíà íà êîjè îä n+ r − 1 ïîçèöèjà áèðàìî r ïîçèöèjà íà êîjå

£åìî óïèñàòè ∗. Äàòè áðîj jåäíàê jå

(
n+ r − 1

r

)
.

Áðîj êîìáèíàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì n-òî÷ëàíîã ñêóïà r-òå êëàñå jåñòå

(
n+ r − 1

r

)
.
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7. Èñêàçíà àëãåáðà jå Áóëîâà àëãåáðà. Ïðåìà òîìå, ñâå òåîðåìå Áóëîâå àëãåáðå âàæå è ó èñ-
êàçíîj àëãåáðè. Ó Áóëîâîj àëãåáðè çà ñâàêè åëåìåíò p âàæè p ∨ p = 1 è p ∧ p = 0 (ïîñòîjà»å
êîìïëåìåíòà). Îäàòëå çàê§ó÷ójåìî äà jå èñêàçíà ôîðìóëà p∨ p òàóòîëîãèjå, à p∧ p êîíòðàäèê-
öèjà. Èñêàçíå ôîðìóëå p ⇒ p è p ⇒ p íèñó òàóòîëîãèjå jåð âàæè (p ⇒ p) = p è (p ⇒ p) = p.
Íà îñíîâó òåîðåìå î èíâîëóöèjè ó Áóëîâîj àëãåáðè çà ñâàêè åëåìåíò p âàæè äà jå p = p. Êàêî
jå èñêàçíà ôîðìóëà A ⇔ B òàóòîëîãèjà àêî è ñàìî àêî ñó èñêàçíå ôîðìóëå A è B jåäíàêå,
çàê§ó÷ójåìî äà jå èñêàçíà ôîðìóëà p⇔ p òàóòîëîãèjà.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (á) è (ä).

8.

Íåêà jå äàò ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà ó ìàòðè÷íîì îáëèêóA·x = b,
ãäå jå A = [aij ]m×n ðåàëíà ìàòðèöà òèïàm×n, à b = [bi]m×1 è x = [xj ]n×1 ìàòðèöe-
-êîëîíe òèïîâà m×1 è n×1, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, m,n ∈ N. Ìàòðèöó A íàçèâàìî
ìàòðèöîì êîåôèöèjåíàòà èëè ìàòðèöîì ñèñòåìà, ìàòðèöó-êîëîíó b íàçèâàìî ìà-
òðèöîì ñëîáîäíèõ ÷ëàíîâà, à ìàòðèöó-êîëîíó x ìàòðèöîì íåïîçíàòèõ. Íåêà jå
B = [bij ]m×(n+1) ìàòðèöà òèïà m× (n+ 1) äîáèjåíà êîíêàòåíàöèjîì ìàòðèöà A è
b, îäíîñíî íåêà jå bij = aij è bi (n+1) = bi, çà 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Ìàòðèöó B
íàçèâàìî ïðîøèðåíîì ìàòðèöîì ñèñòåìà. Ïðåìà Êðîíåêåð�Êàïåëèjåâîj òåîðåìè
ñèñòåì A · x = b jåñòå ñàãëàñàí, èìà ðåøå»å, àêî è ñàìî àêî jå rangA = rangB.
Ïðåìà òîìå, óêîëèêî jå rangA < rangB, ñèñòåì íåìà ðåøå»å, íèjå ñàãëàñàí. Àêî
jå rangA = rangB = n, îíäà jå ñèñòåì îäðå¢åí, èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å. Àêî jå
rangA = rangB < n, îíäà jå ñèñòåì íåîäðå¢åí, èìà áåñêîíà÷íî ðåøå»a.

Îäóçèìà»åì åëåìåíàòà ïðâå âðñòå ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà îä îäãîâàðàjó£èõ åëåìåíàòà
äðóãå âðñòå äîáèjàìî [

1 1 1
1 q q

]
∼=
[

1 1 1
0 q − 1 q − 1

]
.

Ðàíã ìàòðèöå ñèñòåìà jåäíàê jå ðàíãó ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà è òî 1 àêî jå q = 1, îäíîñíî 2
àêî jå q 6= 1. Çàê§ó÷ójåìî äà jå ñèñòåì ñàãëàñàí çà ñâàêî q ∈ R. Çà q = 1 ñèñòåì èìà áåñêîíà÷íî
ðåøå»à, {(α, 1− α)|α ∈ R}. Óêîëèêî jå q 6= 1, ñèñòåì èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å, x = 0 è y = 1.

9.

(à) Àêî jå ñêàëàðíè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a è ~b jåäíàê íóëè, äàòè âåêòîðè ñó îðòîãîíàëíè (íîð-
ìàëíè), ïà ñàìèì òèì íå ìîãó äà áóäó êîëèíåàðíè (ïàðàëåëíè).

(á) Àêî jå âåêòîðñêè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a è ~b jåäíàê íóëà-âåêòîðó, èç äåôèíèöèjå âåêòîðñêîã
ïðîèçâîäà äèðåêòíî ñëåäè äà ñó äàòè âåêòîðè ëèíåàðíî çàâèñíè, òj. êîëèíåàðíè, ïà
ñàìèì òèì íå ìîãó äà áóäó îðòîãîíàëíè.

(â) Àêî jå ìåøîâèòè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a, ~b è ~c ðàçëè÷èò îä íóëå, íà îñíîâó òâð¢å»à äà
jå ìåøîâèòè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a, ~b è ~c jåäíàê âðåäíîñòè äåòåðìèíàíòå ìàòðèöå ÷èjå ñó
âðñòå óïðàâî âåêòîðè ~a, ~b è ~c, çàê§ó÷ójåìî äà ñó âåêòîðè ~a, ~b è ~c ëèíåàðíî íåçàâèñíè,
ïà íèñó êîïëàíàðíè.

Òà÷àí îäãîâîð jå (ã).

10.

(à) Êîîðäèíàòå òà÷êå êîjà ïðèïàäà ðàâíè α çàäîâî§àâàjó jåäíà÷èíó ðàâíè. Òà÷êà êîjà ïðè-
ïàäà ðàâíè α èìà êîîðäèíàòå (2 t+ 2 s+ 7, t, s), ãäå ñó t è s ïðîèçâî§íè ðåàëíè áðîjåâè,
íïð. çà t = 0 è s = 0 äîáèjàìî òà÷êó M(7, 0, 0).

(á) Âåêòîð íîðìàëå ~nα ðàâíè α jåñòå ñâàêè âåêòîð îáëèêà ~nα = t (1,−2,−2), ãäå jå t ∈ R\{0},
íïð. çà t = 1 äîáèjàìî âåêòîð ~nα = (1,−2,−2).
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 25. 08. 2009.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
(x+ 1)

(
x 2 + 1

)
x 3

dx.

6. Îäðåäèòè áðîj ïåðìóòàöèjà ñêóïà
{1, 2, 3, 4, 5} ó êîjèìà ñå öèôðà 3 íàëàçè íà
÷åòâðòîì ìåñòó.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ 2

0
f(x) dx, ãäå jå f(x) =

{
x2, 0 ≤ x < 1,

2− x, 1 ≤ x ≤ 2.

7. Íåêà ñó p è q ïðîèçâî§íà èñêàçíà ñëîâà. Çà-
îêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà êîjå
ñó òàóòîëîãèjå:

(à) p ∧ p; (á) (p⇒ q)⇒ (p⇒ q);

(â) p ∨ p; (ã) (p⇒ q)⇒ (q ⇒ p);

(ä) (p⇒ q)⇒ p;

(å) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà
íèjå òàóòîëîãèjà.

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′′ − 5y′ + 6y = 0.

8. Ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìå-
òðà α îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå

A =

 1 4 3
2 8 α
4 16 12

 .

4. Îäðåäèòè ñóìó êîíâåðãåíòíîã ãåîìåòðèjñêîã

ðåäà

+∞∑
n=0

(
1

2

)n
.

9. Äàòè ñó âåêòîðè ~a = (3, 0, 1) è ~b = (0, 4, 1) ó
âåêòîðñêîì ïðîñòîðó R3. Îäðåäèòè:

(à) ~a ·~b;

(á) ~a×~b.

5. Äàò jå ñòåïåíè ðåä

+∞∑
n=1

(x
e

)n
. Îâàj ðåä èìà

îáëàñò êîíâåðãåíöèjå:

(à)(−e, e); (á)

(
−1

e
,
1

e

]
; (â) [−1, 1]; (ã)

[
−1

e
,
1

e

)
;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ èíòåðâàëà.

10. Ãðàô íà ñëèöè (ñà 6 ÷âîðîâà) jåñòå:

(à) îðèjåíòèñàí; (á) íåîðèjåíòèñàí;

(â) ïîâåçàí; (ã) ðåãóëàðàí;

(ä) ñòàáëî; (¢) ïîòïóí;

(å) êîíòóðà; (æ) íèøòà îä ïðåòõîäîíîã.
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� Ðåøå»à �

!

1. Èíòåãðàë ìîæåìî ïðåäñòàâèòè êàî çáèð ÷åòèðè òàáëè÷íà èíòåãðàëà∫
(x+ 1)

(
x 2 + 1

)
x 3

dx =

∫
x 3 + x 2 + x+ 1

x 3
dx =

∫
dx+

∫
1

x
dx+

∫
1

x 2
dx+

∫
1

x 3
dx

= x+ ln |x| − 1

x
− 1

2x 2
+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

2. Êàêî ôóíêöèjà f(x) =

{
x 2, 0 ≤ x < 1,

2− x, 1 ≤ x ≤ 2
ìå»à ñâîj àíàëèòè÷êè îáëèê ó òà÷êè x = 1,

èñêîðèñòè£åìî îñîáèíó àäèòèâíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà

∫ 2

0
f(x) dx =

∫ 1

0
f(x) dx+

∫ 2

1
f(x) dx.

Äà§å èìàìî∫ 2

0
f(x) dx =

∫ 1

0
x 2 dx+

∫ 2

1
(2−x) dx =

∫ 1

0
x 2 dx−

∫ 2

1
(2−x) d(2−x) =

x 3

3

∣∣∣∣1
0

−(2− x)2

2

∣∣∣∣2
1

=
1

3
+

1

2
=

5

6
.

3. Äàòà jåäíà÷èíà y′′−5y′+6y = 0 jåñòå õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà
ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà. Îäãîâàðàjó£à êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà ãëàñè λ2− 5λ+ 6 =
(λ− 2) (λ− 3) = 0. Êîðåíè êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå ðåàëíè ñó è ðàçëè÷èòè áðîjåâè λ1 = 2 è
λ2 = 3. Îäãîâàðàjó£à ïàðòèêóëàðíà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñó
y1 = e2x è y2 = e3x. Îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå »èõîâà jå ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà,
îäíîñíî y = C1 y1 + C2 y2 = C1 e

2x + C2 e
3x.

♣ Çà äåòà§àí ïðåãëåä òåîðèjå õîìîãåíèõ ëèíåàðíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà âèøåã ðåäà
ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà ïîãëåäàòè òðå£è çàäàòàê ñà òåñòà 13. 10. 2007.

4.

Ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn, q ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî jå |q| < 1.

Çàèñòà, ïàðöèjàëíå ñóìå ãåîìåòðèjñêîã ðåäà jåñó Sn =
n∑
k=0

qk =
1− qn+1

1− q
çà q 6= 1

è Sn = n+ 1 çà q = 1. Êàêî jå lim
n→+∞

qn = 0 çà |q| < 1, ñëåäè äà jå S = lim
n→+∞

Sn =

1

1− q
. Çà q = 1 ðåä jå äèâåðãåíòàí, jåð jå S = lim

n→+∞
Sn = +∞. Àêî jå q > 1,

ðåä jå äèâåðãåíòàí, jåð jå lim
n→+∞

qn = +∞, ïà jå S = lim
n→+∞

Sn = +∞. Çà q ≤ −1,

lim
n→+∞

qn íå ïîñòîjè, ïà ïðåìà òîìå íè lim
n→+∞

Sn íå ïîñòîjè è ðåä jå äèâåðãåíòàí.

Ó ïèòà»ó jå ãåîìåòðèjñêè ðåä ñà êîëè÷íèêîì q =
1

2
êîjè jå êîíâåðãåíòàí è ÷èjà jå ñóìà jåäíàêà

+∞∑
n=0

(
1

2

)n
=

1

1− 1
2

= 2.

66



5.

Ïðåìà Êîøè�Àäàìàðîâîì ñòàâó, ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå R ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n ìîæå ñå ðà÷óíàòè êàî R = 1

lim
n→+∞

n
√
|an|

èëè R = lim
n→+∞

an
an+1

, óêîëèêî

íàâåäåíè ëèìåñè ïîñòîjå.

Aêî íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

an êîíâåðãèðà, îíäà jå lim
n→+∞

an = 0. Åêâèâàëåíòíî,

àêî lim
n→+∞

an íå ïîñòîjè èëè íèjå jåäíàê íóëè, îíäà ðåä
+∞∑
n=1

an äèâåðãèðà.

Íà îñíîâó Êîøè�Àäàìàðîâîã ñòàâà, ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã ðåäà

+∞∑
n=0

(x
e

)n
jåäíàê

jå R = lim
n→+∞

en+1

en
= e. Çà x = e ðåä ïîñòàjå

+∞∑
n=0

1. Äàòè ðåä äèâåðãèðà, jåð lim
n→+∞

1 = 1 6= 0. Çà

x = −e ðåä ïîñòàjå
+∞∑
n=0

(−1)n, êîjè jå òàêî¢å äèâåðãåíòàí, jåð lim
n→+∞

(−1)n íå ïîñòîjè.

Òà÷àí îäãîâîð jå (à).

6.

Ïåðìóòàöèjà n-òî÷ëàíîã ñêóïà jåñòå áèëî êîjà óðå¢åíà n-òîðêà ðàçëè÷èòèõ åëå-
ìåíàòà èç òîã ñêóïà. Áðîj ïåðìóòàöèjà n-òî÷ëàíîã ñêóïà jåäíàê jå n!.

Áðîj 3 jå ôèêñèðàí íà ÷åòâðòîì ìåñòó. Ïîòðåáíî jå ïîïóíèòè îñòàëå ÷åòèðè ïîçèöèjå. Íà ïðâîì
ìåñòó ìîæå áèòè óïèñàí áèëî êîjè áðîj èç ñêóïà {1, 2, 4, 5}. Çà ïðâó ïîçèöèjó èìàìî ÷åòèðè
ìîãó£íîñòè. Íà äðóãîj ïîçèöèjè ìîæå ñå íà£è áèëî êîjè îä ïðåîñòàëà òðè áðîjà. Íà òðå£îj
ïîçèöèjè jåäàí jå îä äâà áðîjà èç ñêóïà {1, 2, 4, 5} êîjè íèjå íà ïðâå äâå ïîçèöèjå. È íà êðàjó,
ïîñëåä»å ïåòî ìåñòî ïîïó»àâàìî jåäèíèì ïðåîñòàëèì áðîjåì. Ïðåìà ïðèíöèïó ïðîèçâîäà
èìàìî äà jå áðîj òðàæåíèõ ïåðìóòàöèjà jåäíàê 4 · 3 · 2 · 1 · 1 = 4! = 24.

7. Ôîðìèðàjìî òàáëèöå èñòèíèòîñòè çà äàòå èñêàçíå ôîðìóëå

p q p q p⇒ q p⇒ q q ⇒ p p ∧ p p ∨ p (p⇒ q)⇒ (p⇒ q) (p⇒ q)⇒ (q ⇒ p) (p⇒ q)⇒ p
0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0
0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1

Èñêàçíà ôîðìóëà p∧p jåñòå êîíòðàäèêöèjà, äîê ñó ôîðìóëå p∨p è (p⇒ q)⇒ (q ⇒ p) òàóòîëîãèjå,
çàêîí èñê§ó÷å»à òðå£åã è çàêîí êîíòðàïîçèöèjå. Ôîðìóëå (p ⇒ q) ⇒ (p ⇒ q) è (p ⇒ q) ⇒ p
íèñó òàóòîëîãèjå. Èç òàáëèöå èñòèíèòîñòè âèäè ñå äà âàæè jåäíàêîñò ((p ⇒ q) ⇒ p) = p.
Äàòó jåäíàêîñò ìîæåìî äîêàçàòè è äèñêóñèjîì ïî ñëîâó p. Èìïëèêàöèjà jå jåäíàêà 0 óêîëèêî
jå ïðåòïîñòàâêà jåäíàêà 1, à ïîñëåäèöà jåäíàêà 0. Ó ñâèì îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà èìïëèêàöèjà
jå jåäíàêà 1. Çà p = 0 ïîñëåäèöà p jåäíàêà jå 0, à ïðåòïîñòàâêà p ⇒ q jåäíàêà jå 1, îäàêëå
çàê§ó÷ójåìî äà jå èìïëèêàöèjà (p⇒ q)⇒ q jåäíàêà 0. Çà p = 1 ïîñëåäèöà p jåäíàêà jå 1, îäàêëå
îäìàõ çàê§ó÷ójåìî äà jå èìïëèêàöèjà (p⇒ q)⇒ q òàêî¢å jåäíàêà 1.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (á) è (ã).

8. Ïðèìåòèìî äà ñó åëåìåíòè ïðâå âðñòå ìàòðèöå A =

 1 4 3
2 8 α
4 16 12

 ïðîïîðöèîíàëíè åëå-

ìåíòèìà òðå£å. Òàêî¢å, åëåìåíòè ïðâå âðñòå ïðîïîðöèîíàëíè ñó åëåìåíòèìà äðóãå âðñòå àêî è
ñàìî àêî jå α = 6. Ïðåìà òîìå, çàê§ó÷ójåìî äà jå ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê 2 çà α 6= 6 è äà jå ðàíã
ìàòðèöå A jåäíàê 1 çà α = 6.
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9.

Íåêà ñó äàòè âåêòîðè ~a = (a1, a2, a3) è ~b = (b1, b2, b3) èç R3. Ñêàëàðíè ïðîèçâîä
âåêòîðà ~a è ~b ðåàëàí jå áðîj ~a ·~b = (a1, a2, a3) · (b1, b2, b3) = a1 b1 + a2 b2 + a3 b3.
Âåêòîðñêè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a è ~b jåñòå âåêòîð

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣~i− ∣∣∣∣ a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣~j +

∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣~k
= (a2 b3 − a3 b2, a3 b1 − a1 b3, a1 b2 − a2 b1) ,

ãäå jå ~i = (1, 0, 0), ~j = (0, 1, 0) è ~k = (0, 0, 1).

Çà äàòå âåêòîðå ~a è ~b îäðå¢ójåìî »èõîâ ñêàëàðíè è âåêòîðñêè ïðîèçâîä:

(à) ~a ·~b = (3, 0, 1) · (0, 4, 1) = 3 · 0 + 0 · 4 + 1 · 1 = 1;

(á) ~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
3 0 1
0 4 1

∣∣∣∣∣∣ = (0 · 1− 1 · 4, 1 · 0− 3 · 1, 3 · 4− 0 · 0) = (−4,−3, 12).

10.

Ãðàô äåôèíèøåìî êàî óðå¢åíè ïàð (X, ρ), ãäå jå X íåïðàçàí ñêóï è ρ áèíàðíà ðå-
ëàöèjà äåôèíèñàíà íà òîì ñêóïó. Åëåìåíòå ñêóïà X íàçèâàìî ÷âîðîâèìà ãðàôà,
à åëåìåíòå ñêóïà ρ ãðàíàìà.
Ãðàô ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè è ãðàôè÷êè. ×âîðîâå ãðàôà ïðåäñòàâ§àìî òà÷êàìà.
Àêî ñó åëåìåíòè xi è xj ñêóïà X ó ðåëàöèjè ρ, îíäà òà÷êó êîjà ïðåäñòàâ§à ÷âîð xi
ñïàjàìî ëèíèjîì êîjà jå îðèjåíòèñàíà ñòðåëèöîì ñà òà÷êîì êîjà ïðåäñòàâ§à ÷âîð
xj . Àêî åëåìåíòè xi è xj íèñó ó ðåëàöèjè ρ, îíäà òà÷êå êîjå ïðåäñòàâ§àjó ÷âîðîâå
xi è xj íèñó äèðåêòíî ïîâåçàíå. Ãðàíà êîjà ñïàjà ÷âîð ñà ñàìèì ñîáîì íàçèâà ñå
ïåò§à.
Çà ãðàô (X, ρ) êàæåìî äà jå íåîðèjåíòèñàí àêî jå ðåëàöèjà ρ ñèìåòðè÷íà. Êîä
íåîðèjåíòèñàíèõ ãðàôîâà ñâå ãðàíå ñó äâîñòðàíî îðèjåíòèñàíå, îäíîñíî íåîðèjåí-
òèñàíå, ïà ñå ñòðåëèöå íà öðòåæó èçîñòàâ§àjó.
Çà äâà ÷âîðà íåîðèjåíòèñàíîã ãðàôà áåç ïåò§è êàæåìî äà ñó ñóñåäíè àêî ñó ñïî-
jåíè ãðàíîì. Áðîj ñóñåäíèõ ÷âîðîâà ñà ÷âîðîì x íàçèâà ñå ñòåïåíîì òîã ÷âîðà.
Íåîðèjåíòèñàí ãðàô áåç ïåò§è íàçèâàìî ðåãóëàðíèì ñòåïåíà r àêî jå ñòåïåí ñâà-
êîã ÷âîðà òîã ãðàôà jåäíàê r.
Ðåãóëàðàí ãðàô ñà n ÷âîðîâà ñòåïåíà n − 1 íàçèâà ñå ïîòïóí (êîìïëåòàí) ãðàô.
Ïîòïóí ãðàô jå ãðàô êîä êîãà ñó ñâàêà äâà ÷âîðà ñïîjåíà ãðàíîì. Áðîj ãðàíà ó

ïîòïóíîì ãðàôó jåäíàê jå
n(n− 1)

2
=

(
n

2

)
.

Ó íåîðèjåíòèñàíîì ãðàôó ïóò äóæèíå k íàèçìåíè÷íè jå íèç ÷âîðîâà xi è ãðàíà
ui îáëèêà x1, u1, x2, u2, . . . , xk, uk, xk+1, ïðè ÷åìó jå çà ñâàêî 1 ≤ i ≤ k ÷âîð xi
ïî÷åòíè, à ÷âîð xi+1 êðàj»è çà ãðàíó ui. Íåîðèjåíòèñàí ãðàô áåç ïåò§è ïîâåçàí
jå àêî ñå ïðîèçâî§íà äâà »åãîâà ÷âîðà ìîãó ïîâåçàòè ïóòåì.
Êîíà÷àí, ïîâåçàí ðåãóëàðàí ãðàô ñòåïåíà 2 íàçèâàìî êîíòóðîì.
Ïîâåçàí ãðàô ñà n, n > 1, ÷âîðîâà è n− 1 ãðàíîì íàçèâàìî ñòàáëîì.

Äàòè ãðàô jå íåîðèjåíòèñàí áóäó£è äà »åãîâå ãðàíå íà öðòåæó êîjèì jå ïðåäñòàâ§åí íèñó
îðèjåíòèñàíå. Jàñíî jå è äà jå äàòè ãðàô ïîâåçàí, áóäó£è äà ñå ñâàêà äâà îä »åãîâèõ øåñò
÷âîðîâà ìîãó ïîâåçàòè ïóòåì. Äàòè ãðàô jå ðåãóëàðàí, jåð je ñòåïåí ñâàêîã »åãîâîã ÷âîðà
jåäíàê 3. Ãðàô íèjå ñòàáëî, jåð èìà øåñò ÷âîðîâà è äåâåò ãðàíà. Ñòàáëî ñà øåñò ÷âîðîâà èìà
ïåò ãðàíà. Ãðàô íèjå íè ïîòïóí, jåð ïîòïóí ãðàô ñà øåñò ÷âîðîâà èìà ïåòíàåñò ãðàíà. Êàêî jå
äàòè ãðàô ðåãóëàðàí ãðàô ñòåïåíà 3, à íå 2, íèjå íè êîíòóðà.
Òà÷íè îäãîâîðè ñó (á), (â) è (ã).

♣ Óïîðåäèòè çàäàòàê ñà äåñåòèì çàäàòêîì ñà òåñòà 29. 06. 2013.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 19. 09. 2009.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
2√
3x

dx.

6. Êîëèêî ðàçëè÷èòèõ ïàðíèõ ïðèðîäíèõ òðî-
öèôðåíèõ áðîjåâà ìîæå äà ñå íàïèøå êîðèñòå£è
öèôðå 1, 4 è 7? (Öèôðå ìîãó äà ñå ïîíàâ§àjó.)

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñòè îäðå¢åíèõ èíòåãðàëà:

(à)

∫ π

−π
cosx sin(2x) dx;

(á)

∫ 1

−3
|2x+ 2| dx.

7. Íàïèñàòè ó îáëèêó ÑÊÍÔ Áóëîâó ôóíêöèjó
f(p, q) = p ↑ q.

3. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä ëèíåàðíèõ äèôå-
ðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà:

(à) (y′)2 + y + 1 = 0; (á) x dy + y dx = 0;

(â) y′ − y = e2x; (ã) y′ + y + x = 0;

(ä) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ
jåäíà÷èíà íèjå ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà
jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà.

8. Ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìå-
òðà α îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå

A =

[
1 α
1 α

]
.

4. Îäðåäèòè âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà s çà

êîjå ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

(2 s)n êîíâåðãèðà.

9. Îäðåäèòè ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå

B =

[
5 3
−2 0

]
.

5. Íåêà jå äàò ñòåïåíè ðåä S(x) =

+∞∑
n=0

xn

n!
. Îäðå-

äèòè S(1).

10. Íàïèñàòè jåäíà÷èíó ïðàâå ó ïðîñòîðó R3

êîjà ñàäðæè òà÷êó M(1, 1, 1) è íîðìàëíà jå íà
ðàâàí σ : z = 0.
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� Ðåøå»à �

!

1. Ó ïèòà»ó jå òàáëè÷íè èíòåãðàë. Èìàìî∫
2√
3x

dx =
2√
3

∫
dx√
x

=
4√
3

√
x+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

2.

Àêî jå f íåïðåêèäíà è íåïàðíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [−a, a], îíäà jå

∫ a

−a
f(x) dx=0.

(à) Ôóíêöèjà f(x) = cosx sin(2x) jåñòå íåïðåêèäíà è íåïàðíà íà ñåãìåíòó [−π, π], êàî ïðî-

èçâîä ïàðíå cosx è íåïàðíå sin(2x) ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âàæè

∫ π

−π
cosx sin(2x) dx = 0.

(á) Çíàìî äà jå

|2x+ 2| =
{

2 (x+ 1), x ≥ −1
−2 (x+ 1), x < −1.

Íà îñíîâó àäèòèâíîñòè îäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîáèjàìî∫ 1

−3
|2x+ 2| dx = −2

∫ −1
−3

(x+ 1) dx+ 2

∫ 1

−1
(x+ 1) dx =

−(x+ 1)2
∣∣∣∣−1
−3

+ (x+ 1)2
∣∣∣∣1
−1

= 4 + 4 = 8.

Òàêî¢å, âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà

∫ 1

−3
|2x+ 2| dx jåä-

íàêà jå çáèðó âåëè÷èíà ïîâðøèíà äâà ïðàâîóãëà òðîóãëà

÷èjå ñó êàòåòå äóæèíà 2 è 4, îäíîñíî jåäíàêà jå 2· 2 · 4
2

= 8.

♦ Åâî jîø jåäíîã ðåøå»à ïðèìåðà (á). Êàêî jå ãðàôèê ôóíêöèjå f(x) = |2x+2| ñèìåòðè÷àí ó

îäíîñó íà ïðàâó x = −1, çàê§ó÷ójåìî äà jå

∫ 1

−3
|2x+2| dx = 2

∫ 1

−1
2 (x+1) dx = 2 (x+1)2

∣∣∣∣1
−1

= 8.

3.

Ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà jåñòå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà
îáëèêà y′ + P (x) y = Q(x), ãäå ñó P è Q íåïðåêèäíå ôóíêöèjå íà çàäàòîì èíòåð-
âàëó.

(à) Äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà (y′)2 + y + 1 = 0 íèjå ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà,
ïîøòî ñå ïðâè èçâîä ôóíêöèjå y ó jåäíà÷èíè ïîjàâ§ójå êâàäðèðàí.

X(á) Äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà x dy + y dx = 0 ìîæå ñå çàïèñàòè è ó îáëèêó y′ +
1

x
y =

0, îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå ó ïèòà»ó õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà

ïðâîã ðåäà, çà êîjó jå P (x) =
1

x
. Ïðèìåòèìî äà ñå äàòà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà

ìîæå ñâðñòàòè è ó äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êîjå ðàçäâàjàjó ïðîìåí§èâå è õîìîãåíå
äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà, êàî è äà jå äàòà jåäíà÷èíà ñïåöèjàëàí ñëó÷àj
Áåðíóëèjåâå è Ðèêàòèjåâå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå.

X(â) Jåäíà÷èíà y′−y=e2x jåñòå ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà çà P (x)=−1 è Q(x)=e2x.

X(ã) Jåäíà÷èíà y′+y+x =0 jåñòå ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà çà P (x)=1 è Q(x)=−x.
Òà÷íè îäãîâîðè ñó (á), (â) è (ã).
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4.

Ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn, q ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî jå |q| < 1.

Ó ïèòà»ó jå ãåîìåòðèjñêè ðåä ñà êîëè÷íèêîì 2s, êîjè jå êîíâåðãåíòàí àêî è ñàìî àêî jå

−1 < 2s < 1, îäíîñíî àêî jå s ∈
(
−1

2
,
1

2

)
.

5.

Ìàêëîðåíîâ ðåä ôóíêöèjå f(x) = ex jåñòå S(x) =
+∞∑
n=0

xn

n!
. Çà ñâàêî x ∈ R âàæè äà

jå ex =
+∞∑
n=0

xn

n!
.

Äîêàæèìî, êîðèñòå£è îñîáèíå ñòåïåíèõ ðåäîâà, äà çàèñòà çà ñâàêî x ∈ R âàæè

ex =
+∞∑
n=0

xn

n!
. Îäðåäèìî ïðâî ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå R ñòåïåíîã ðåäà S(x) =

+∞∑
n=0

xn

n!
. Ïðåìà Êîøè�Àäàìàðîâîì ñòàâó R = lim

n→+∞

(n+ 1)!

n!
= lim

n→+∞
n = +∞.

Äàêëå, ðåä êîíâåðãèðà çà ñâàêî x ∈ R, òj. îáëàñò êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã ðåäà
jåñòå R. Ñóìà ñòåïåíîã ðåäà èìà êîíà÷àí ïðâè èçâîä íà èíòåðâàëó êîíâåðãåíöèjå
è îí ñå ìîæå èçðà÷óíàòè äèôåðåíöèðà»åì ÷ëàí ïî ÷ëàí. Ó êîíêðåòíîì ñëó÷àjó

èìàìî äà jå S′(x) =

+∞∑
n=1

xn−1

(n− 1)!
=

+∞∑
n=0

xn

n!
, çà ñâàêî x ∈ R, îäíîñíî äà jå S(x) =

S′(x). Îïøòå ðåøå»å ëèíåàðíå äèôåðåíöèjàëíå jåäà÷èíå ïðâîã ðåäà S′(x) = S(x)
jåñòå S(x) = C ex. Êàêî jå S(0) = 1, çàê§ó÷ójåìî äà jå S(x) = ex.

Çà x = 1 äîáèjàìî äà jå S(1) = e.

6. Êàêî ñó ó ïèòà»ó ïàðíè áðîjåâè, ïîñëåä»à öèôðà ìîðà áèòè 4. Ïîøòî ñå öèôðå ìîãó
ïîíàâ§àòè, ïðâå äâå öèôðå òðàæåíîã òðîöèôðåíîã áðîjà ìîãó áèòè áèëî êîjè áðîj îä ïîíó¢åía
òðè, 1, 4 èëè 7. Ïðåìà ïðèíöèïó ïðîèçâîäà, áðîj òðàæåíèõ òðîöèôðåíèõ áðîjåâà jåäíàê jå
3 · 3 = 9.

7.

Ïðîèçâî§íà Áóëîâà ôóíêöèjà f : {0, 1}2 → {0, 1} (èçóçåâ ôóíêöèjå êîjà jå èäåí-
òè÷êè jåäíàêà 1) ìîæå ñå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó ñàâðøåíå êîíjóíêòèâíå íîðìàëíå
ôîðìå (ÑÊÍÔ)

f(p, q) = (f(1, 1) ∨ p ∨ q) ∧ (f(1, 0) ∨ p ∨ q) ∧ (f(0, 1) ∨ p ∨ q) ∧ (f(0, 0) ∨ p ∨ q).

Ïðîèçâî§íà Áóëîâà ôóíêöèjà f : {0, 1}2 → {0, 1} (èçóçåâ ôóíêöèjå êîjà jå èäåí-
òè÷êè jåäíàêà 0) ìîæå ñå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó ñàâðøåíå äèñjóíêòèâíå íîðìàëíå
ôîðìå (ÑÄÍÔ)

f(p, q) = (f(1, 1) ∧ p ∧ q) ∨ (f(1, 0) ∧ p ∧ q) ∨ (f(0, 1) ∧ p ∧ q) ∨ (f(0, 0) ∧ p ∧ q).
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Øåôåðîâà (íè) ôóíêöèjà ↑ äåôèíèñàíà jå ïîìî£ó Êåjëèjåâå òàáëèöå

↑ 0 1

0 1 1
1 1 0

.

Øåôåðîâà ôóíêöèjà jå íåãàöèjà êîíjóíêöèjå, îäíîñíî âàæè p ↑ q = p ∧ q.

Ïèðñîâà (íèëè) ôóíêöèjà ↓ äåôèíèñàíà jå ïîìî£ó Êåjëèjåâå òàáëèöå

↓ 0 1

0 1 0
1 0 0

.

Ïèðñîâà ôóíêöèjà jå íåãàöèjà äèñjóíêöèjå, îäíîñíî âàæè p ↓ q = p ∨ q.

Çà ôóíêöèjó f(p, q) = p ↑ q, íà îñíîâó Äå Ìîðãàíîâèõ çàêîíà, âàæè

f(p, q) = p ↑ q = p ∧ q = p ∨ q,

øòî jå è ñàâðøåíà êîíjóíêòèâíà íîðìàëíà ôîðìà Øåôåðîâå ôóíêöèjå.

8. Çà ìàòðèöó A âàæè A =

[
1 α
1 α

]
∼=
[

1 α
0 0

]
. Ðàíã ìàòðèöå jåäíàê jå 1 çà ñâàêî α ∈ R.

♦ Èëóñòðójìî íà îâîì ïðèìåðó êàêî ñå ðà÷óíà ðàíã ìàòðèöå ïî äåôèíèöèjè. Ðàíã ìàòðèöå
äåôèíèøåìî êàî ðåä »åíå íàjâå£å ðåãóëàðíå ïîäìàòðèöå. Ó ñëó÷àjó ìàòðèöå A èìàìî äà jå

detA =

∣∣∣∣ 1 α
1 α

∣∣∣∣ = 0. Ìàòðèöà A jå ñèíãóëàðíà, àëè ïîñòîjè ðåãóëàðíà ïîäìàòðèöà ðåäà 1

(äîáèjåíà óêëà»à»åì äðóãå âðñòå è êîëîíå), ïà çàê§ó÷ójåìî äà jå ðàíã ìàòðèöå jåäíàê 1 çà
ñâàêî α ∈ R.

9. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå B jåäíàê jå ϕB(λ) = det(B − λI) =

∣∣∣∣ 5− λ 3
−2 −λ

∣∣∣∣ =

−λ(5 − λ) + 6 = λ2 − 5λ + 6 = (λ − 2)(λ − 3). Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå B jåñó íóëå
êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà ϕB(λ). Ïðåìà òîìå, ñîïñòâåíå âðåäíîñòè jåñó λ1 = 2 è λ2 = 3.

10.

Ïàðàìåòàðñêè îáëèê jåäíà÷èíå ïðàâå p ó ïðîñòîðó R3 êîjà ñàäðæè òà÷êó
M(x0, y0, z0) è ïàðàëåëíà jå ñà âåêòîðîì ~up = (a, b, c) ãëàñè

p :
x = x0 + a t
y = y0 + b t
z = z0 + c t.

Âåêòîð ðàâíè jå âåêòîð íîðìàëàí íà äàòó ðàâàí. Âåêòîð ïðàâå jå âåêòîð ïàðàëåëàí ñà äàòîì
ïðàâîì. Âåêòîð ðàâíè σ jå ~nσ = (0, 0, 1). Ðàâàí è ïðàâà îðòîãîíàëíå ñó àêî ñó èì âåêòîðè
ïàðàëåëíè. Jåäíà÷èíà ïðàâå êîjà ñàäðæè òà÷êó M(1, 1, 1) è ÷èjè jå âåêòîð ~up = (0, 0, 1) ãëàñè

p :
x = 1
y = 1
z = 1 + t, t ∈ R.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 03. 10. 2009.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
(x+ 1)

(
x 2 + 1

)
x 3

dx.

6. Êîëèêî ðàçëè÷èòèõ ïàðíèõ ïðèðîäíèõ òðî-
öèôðåíèõ áðîjåâà êîä êîjèõ öèôðå íå ìîãó äà ñå
ïîíàâ§àjó ìîæå äà ñå íàïèøå êîðèñòå£è öèôðå
1, 4, 6 è 7?

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñòè îäðå¢åíèõ èíòåãðàëà:

(à)

∫ π

−π
x e−x

2
dx ;

(á)

∫ 1

−1
|x| dx.

7. Íàïèñàòè ó îáëèêó ÑÊÍÔ Áóëîâó ôóíêöèjó
f(p, q) = p ↓ q.

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y(4) − y′′ = 0.

8. Ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìå-
òðà α îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå

A =

 1 2 4
4 8 α
3 6 12

 .

4. Îäðåäèòè âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà s çà

êîjå ãåîìåòðèjñêè ðåä

+∞∑
n=0

(s
4

)n
êîíâåðãèðà.

9. Çà êîjå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà u õîìî-
ãåíè ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà

ux+ 2y = 0

2x+ (u+ 3)y = 0

èìà íåòðèâèjàëíî ðåøå»å.

5. Íåêà jå äàò ñòåïåíè ðåä S(x) =

+∞∑
n=1

xn

n!
. Îäðå-

äèòè S(2).

10. Äàòè ñó âåêòîðè ~a = (1, 2, 3), ~b = (1, 3, 5)
è ~c = (2, 5, 8) ó âåêòîðñêîì ïðîñòîðó R3. Îäðå-
äèòè:

(à) ~b× ~a;

(á) [~a,~c,~c].
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� Ðåøå»à �

!

1. Èíòåãðàë ìîæåìî ïðåäñòàâèòè êàî çáèð ÷åòèðè òàáëè÷íà èíòåãðàëà∫
(x+ 1)

(
x 2 + 1

)
x 3

dx =

∫
x 3 + x 2 + x+ 1

x 3
dx =

∫
dx+

∫
1

x
dx+

∫
1

x 2
dx+

∫
1

x 3
dx

= x+ ln |x| − 1

x
− 1

2x 2
+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

2.

Àêî jå f íåïðåêèäíà è íåïàðíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [−a, a], îíäà jå

∫ a

−a
f(x) dx=0.

Àêî jå f íåïðåêèäíà è ïàðíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [−a, a], îíäà jå

∫ a

−a
f(x) dx=

2

∫ a

0
f(x) dx.

(à) Ôóíêöèjà f(x) = x e−x
2
jåñòå íåïðåêèäíà è íåïàðíà íà ñåãìåíòó

[−π, π]. Ïðåìà òîìå, âàæè

∫ π

−π
x e−x

2
dx = 0.

(á) Ôóíêöèjà f(x) = |x| jåñòå íåïðåêèäíà è ïàðíà íà ñåãìåíòó [−1, 1].

Ïðåìà òîìå, âàæè

∫ 1

−1
|x| dx = 2

∫ 1

0
x dx = 2

x 2

2

∣∣∣∣1
0

= 1.

♦ Ïðèìåð (á) ìîæåìî ðåøèòè è ãðàôè÷êè. Âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà

∫ 1

0
x dx jåäíàêa

jå âåëè÷èíè ïîâðøèíå äåëà ðàâíè êîjè îãðàíè÷àâàjó ïðàâå x = 1, y = 0 è y = x. Ó ïèòà»ó
jå jåäíàêîêðàêè ïðàâîóãëè òðîóãàî ÷èjå ñó êàòåòå äóæèíà 1, ïà jå âåëè÷èíà »åãîâå ïîâðøèíå

jåäíàêà
1

2
.

3. Äàòà jåäíà÷èíà y(4) − y′′ = 0 jåñòå õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ÷åòâðòîã
ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà. Îäãîâàðàjó£à êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà jåñòå λ4−λ2 =
λ2
(
λ2 − 1

)
= λ2(λ − 1)(λ + 1) = 0. Êîðåíè êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå ðåàëíè ñó áðîjåâè λ1 =

λ2 = 0, λ3 = 1 è λ4 = −1. Ïðèìåòèìî äà jå jåäàí êîðåí âèøåñòðóêîñòè äâà, äîê ñó äðóãà
äâà êîðåíà ïðîñòà. Îäãîâàðàjó£à ïàðòèêóëàðíà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå jåñó y1 = 1, y2 = x, y3 = ex è y4 = e−x. Îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå
»èõîâà jå ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà, îäíîñíî

y = C1 y1 + C2 y2 + C3 y3 + C4 y4 = C1 + C2 x+ C3 e
x + C4 e

−x.

♣ Çà äåòà§àí ïðåãëåä òåîðèjå õîìîãåíèõ ëèíåàðíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà âèøåã ðåäà
ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà ïîãëåäàòè òðå£è çàäàòàê ñà òåñòà 13. 10. 2007.

4.

Ãåîìåòðèjñêè ðåä

+∞∑
n=0

qn, q ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî jå |q| < 1.

Ó ïèòà»ó jå ãåîìåòðèjñêè ðåä ñà êîëè÷íèêîì
s

4
, êîjè jå êîíâåðãåíòàí àêî è ñàìî àêî jå

−1 <
s

4
< 1, îäíîñíî àêî jå s ∈ (−4, 4).
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5.

Ìàêëîðåíîâ ðåä ôóíêöèjå f(x) = ex jåñòå

+∞∑
n=0

xn

n!
. Çà ñâàêî x ∈ R âàæè äà jå

ex =

+∞∑
n=0

xn

n!
.

Çà ñâàêî x ∈ R âàæè äà jå ex =

+∞∑
n=0

xn

n!
. Ïðåìà òîìå, èìàìî äà jå S(x) =

+∞∑
n=1

xn

n!
=

+∞∑
n=0

xn

n!
− 1 =

ex − 1. Çà x = 2 äîáèjàìî äà jå S(2) = e2 − 1.

6. Êàêî ñó ó ïèòà»ó ïàðíè áðîjåâè, ïîñëåä»à öèôðà jå 4 èëè 6. Óêîëèêî jå ïîñëåä»à öèôðà
4, ïîøòî öèôðå íå ìîãó äà ñå ïîíàâ§àjó, ïðâà öèôðà jå jåäàí îä ïðåîñòàëà òðè áðîjà, 1, 6
èëè 7. Êàäà ñìî èçàáðàëè ïðâó öèôðó, äðóãà £å áèòè jåäàí îä ïðåîñòàëà äâà áðîjà. Ïðåìà
òîìå, òðîöèôðåíèõ áðîjåâà ñàñòàâ§åíèõ îä öèôàðà 1, 4, 6 è 7, êîä êîjèõ ñå öèôðå ðàçëèêójó
è êîä êîjèõ jå òðå£à öèôðà 4, èìà ïðåìà ïðèíöèïó ïðîèçâîäà 3 · 2 = 6. Èñòèì ðåçîíîâà»åì
çàê§ó÷ójåìî äà òðîöèôðåíèõ áðîjåâà ñàñòàâ§åíèõ îä öèôàðà 1, 4, 6 è 7, êîä êîjèõ ñå öèôðå
ðàçëèêójó è êîjè ñå çàâðøàâàjó öèôðîì 6, èìà 6. Êàêî ñå òðàæåíè áðîj çàâðøàâà èëè öèôðîì
4 èëè öèôðîì 6, ïðåìà ïðèíöèïó çáèðà çàê§ó÷ójåìî äà ïàðíèõ òðîöèôðåíèõ áðîjåâà êîä êîjèõ
ñå öèôðå ðàçëèêójó è êîjè ñó ñàñòàâ§åíè îä öèôàðà 1, 4, 6 è 7 èìà 6 + 6 = 12.

7.

Ïðîèçâî§íà Áóëîâà ôóíêöèjà f : {0, 1}2 → {0, 1} (èçóçåâ ôóíêöèjå êîjà jå èäåí-
òè÷êè jåäíàêà 1) ìîæå ñå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó ñàâðøåíå êîíjóíêòèâíå íîðìàëíå
ôîðìå (ÑÊÍÔ)

f(p, q) = (f(1, 1) ∨ p ∨ q) ∧ (f(1, 0) ∨ p ∨ q) ∧ (f(0, 1) ∨ p ∨ q) ∧ (f(0, 0) ∨ p ∨ q).

Ïðîèçâî§íà Áóëîâà ôóíêöèjà f : {0, 1}2 → {0, 1} (èçóçåâ ôóíêöèjå êîjà jå èäåí-
òè÷êè jåäíàêà 0) ìîæå ñå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó ñàâðøåíå äèñjóíêòèâíå íîðìàëíå
ôîðìå (ÑÄÍÔ)

f(p, q) = (f(1, 1) ∧ p ∧ q) ∨ (f(1, 0) ∧ p ∧ q) ∨ (f(0, 1) ∧ p ∧ q) ∨ (f(0, 0) ∧ p ∧ q).

Øåôåðîâà (íè) ôóíêöèjà ↑ äåôèíèñàíà jå ïîìî£ó Êåjëèjåâå òàáëèöå

↑ 0 1

0 1 1
1 1 0

.

Øåôåðîâà ôóíêöèjà jå íåãàöèjà êîíjóíêöèjå, îäíîñíî âàæè p ↑ q = p ∧ q.

Ïèðñîâà (íèëè) ôóíêöèjà ↓ äåôèíèñàíà jå ïîìî£ó Êåjëèjåâå òàáëèöå

↓ 0 1

0 1 0
1 0 0

.

Ïèðñîâà ôóíêöèjà jå íåãàöèjà äèñjóíêöèjå, îäíîñíî âàæè p ↓ q = p ∨ q.

Ñàâðøåíà êîíjóíêòèâíà íîðìàëíà ôîðìà ôóíêöèjó f(p, q) = p ↓ q jåñòå

f(p, q) = (p ∨ q) ∧ (p ∨ q) ∧ (p ∨ q).

8. Ïðèìåòèìî äà ñó åëåìåíòè ïðâå âðñòå ïðîïîðöèîíàëíè åëåìåíòèìà òðå£å. Òàêî¢å, åëåìåíòè
ïðâå âðñòå ïðîïîðöèîíàëíè ñó åëåìåíòèìà äðóãå âðñòå àêî è ñàìî àêî jå α = 16. Ïðåìà òîìå,
çàê§ó÷ójåìî äà jå ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê 2 çà α 6= 16 è äà jå ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê 1 çà α = 16.
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Äî èñòîã çàê§ó÷êà äîëàçèìî è ïîñìàòðàjó£è êîëîíå. Åëåìåíòè ïðâå êîëîíå ïðîïîðöèîíàëíè
ñó åëåìåíòèìà äðóãå êîëîíå. Åëåìåíòè ïðâå è òðå£å êîëîíå ïðîïîðöèîíàëíè ñó àêî è ñàìî àêî

jå α = 16. Âàæè äà jå rangA =

{
1, α = 16,
2, α 6= 16.

9. Õîìîãåíè ñèñòåì èìà íåòðèâèjàëíî ðåøå»å àêî è ñàìî àêî jå äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå ñèñòåìà
jåäíàêà íóëè. Äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå ñèñòåìà jåäíàêà jå∣∣∣∣ u 2

2 u+ 3

∣∣∣∣ = u(u+ 3)− 4 = u2 + 3, u− 4 = (u+ 4)(u− 1).

Ñèñòåì èìà íåòðèâèjàëíî ðåøå»å àêî è ñàìî àêî jå u = −4 èëè u = 1.

10.

Íåêà ñó äàòè âåêòîðè ~a = (a1, a2, a3), ~b = (b1, b2, b3) è ~c = (c1, c2, c3) èç R3. Âåê-
òîðñêè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a è ~b jåñòå âåêòîð

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣~i− ∣∣∣∣ a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣~j +

∣∣∣∣ a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣~k
= (a2 b3 − a3 b2, a3 b1 − a1 b3, a1 b2 − a2 b1) ,

ãäå jå ~i = (1, 0, 0), ~j = (0, 1, 0) è ~k = (0, 0, 1). Ìåøîâèòè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a, ~b è ~c

ðåàëàí jå áðîj
[
~a,~b,~c

]
= ~a · (~b× ~c). Çà ìåøîâèòè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a, ~b è ~c âàæè[

~a,~b,~c
]

=

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ .
Çà âåêòîðå ~a, ~b è ~c îäðå¢ójåìî îäãîâàðàjó£è âåêòîðñêè è ìåøîâèòè ïðîèçâîä

(a) ~b× ~a =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 3 5
1 2 3

∣∣∣∣∣∣ = (3 · 3− 5 · 2, 5 · 1− 1 · 3, 1 · 2− 3 · 1) = (−1, 2,−1).

(á) [~a,~c,~c] = 0.

76



� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 07. 02. 2010.

1. Êîëèêî ðàçëè÷èòèõ íåïàðíèõ ïðèðîäíèõ
òðîöèôðåíèõ áðîjåâà ìîæå äà ñå íàïèøå êîðè-
ñòå£è öèôðå 1, 4, 6 è 7 (öèôðå ñå íå ìîãó ïîíà-
â§àòè)?

6. Äàòà jå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà y′′ − y =
0. Çàîêðóæèòè ñëîâî èñïðåä »åíîã îïøòåã ðå-
øå»à:

(à) y = C1e
x + 2C2e

x;

(á) y = C1x+ C2xe
x;

(â) y = C1e
x + C2 + C3;

(ã) y = C1 + C2e
−x;

(ãäå ñó C1, C2, è C3 ïðîèçâî§íå ðåàëíå êîíñòàíòå)

(ä) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ ôóíêöèjà íèjå îïøòå
ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå.

2. Íåêà jå a ïðîèçâî§íî èñêàçíî ñëîâî. Çà-
îêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà êîjå
ñó òàóòîëîãèjå:

(à) a ∨ a; (á) a ∧ a; (â) a⇒ a;

(ã) a ↑ a; (ä) a ↓ a;

(¢) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà
íèjå òàóòîëîãèjà.

7. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ íó-
ìåðè÷êèõ ðåäîâà:

(à)
+∞∑
n=1

(−1)n + 3

n
; (á)

+∞∑
n=1

n3

3n
;

(â)
+∞∑
n=1

3n

n3
; (ã)

+∞∑
n=1

sin
3

n
;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ íóìåðè÷êèõ ðåäîâà
íèjå êîíâåðãåíòàí.

3. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
dx√

4x− 3− x 2
. 8. Îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå A =

[
1 a
1 a

]
ó

çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà a.

4. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ 1

−1
x3ex

2
dx.

9. Îäðåäèòè ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå

B =

[
3 0
0 3

]
.

5. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà y′y − x = 0.

10. Íàïèñàòè jåäíà÷èíó ïðàâå ó ïðîñòîðó R3

êîjà ñàäðæè òà÷êó C(0, 1, 0) è íîðìàëíà jå íà
ðàâàí θ : z = 0.
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� Ðåçóëòàòè �

1. Òðàæåíèõ òðîöèôðåíèõ áðîjåâà èìà 12.

♣ Âèäåòè øåñòè çàäàòàê íà òåñòó 03. 10. 2009.

2. Òà÷àí jå îäãîâîð (â).

♣ Âèäåòè äåâåòè çàäàòàê íà òåñòó 18. 01. 2009.

3.

∫
dx√

4x− 3− x 2
=

∫
dx√

1− x 2 + 4x− 4
=

∫
dx√

1− (x− 2)2
= arcsin(x− 2) + C.

♣ Âèäåòè ïðâè çàäàòàê íà òåñòó 18. 01. 2009.

4.

∫ 1

−1
x 3 ex

2
dx = 0.

♣ Âèäåòè äðóãè çàäàòàê ïîä (à) íà òåñòó 18. 01. 2009.

5. Îïøòå ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ãëàñè y 2 = x 2 + C èëè y = ±
√
x 2 + C.

♣ Âèäåòè òðå£è çàäàòàê íà òåñòó 23. 06. 2007.

6. Òà÷àí jå îäãîâîð (ä).

♣ Âèäåòè ÷åòâðòè çàäàòàê íà òåñòó 18. 01. 2009.

7. Òà÷àí jå îäãîâîð (á).

♣ Âèäåòè ïåòè çàäàòàê íà òåñòó 20. 09. 2008.

8. Ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê jå 1 çà ñâàêî a ∈ R.

♣ Âèäåòè îñìè çàäàòàê íà òåñòó 19. 09. 2009.

9. Ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå B jåäíàê jå µB(λ) = λ− 3.

♣ Âèäåòè ñåäìè çàäàòàê íà òåñòó 18. 01. 2009.

10. Jåäíà÷èíà ïðàâå êîjà ñàäðæè òà÷êó C(0, 1, 0) è ÷èjè jå âåêòîð ~up = (0, 0, 1) ãëàñè

p :
x = 0
y = 1
z = t, t ∈ R.

♣ Âèäåòè äåñåòè çàäàòàê íà òåñòó 19. 09. 2009.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 20. 06. 2010.

1. Íåêà jå p ïðîèçâî§íî èñêàçíî ñëîâî. Çà-
îêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà êîjå
ñó êîíòðàäèêöèjå:

(à) p⇒ p; (á) p ∨ p; (â) p ∧ p;

(ã) p⇒ p; (ä) (p ∨ p)⇒ (p ∧ p);

(¢) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà
íèjå êîíòðàäèêöèjà.

6. Íàâåñòè ïðèìåð:

(à) êîíâåðãåíòíîã ãåîìåòðèjñêîã ðåäà;

(á) äèâåðãåíòíîã ãåîìåòðèjñêîã ðåäà.

2. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
dx√

4x− 3− x 2
. 7. Äàò jå ñòåïåíè ðåä

+∞∑
n=1

1

n

(x
2

)n
. Îâàj ðåä èìà

îáëàñò êîíâåðãåíöèjå:

(à)(−1, 1); (á)
(
−1

2 ,
1
2

]
; (â)

[
−1

2 ,
1
2

]
; (ã) [−2, 2);

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ èíòåðâàëà.

3. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ π

π
2

cos
x

2
dx.

8. Çà êîjå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà a õîìî-
ãåíè ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà

ax+ 2y = 0

2x+ (a+ 3)y = 0

èìà íåòðèâèjàëíî ðåøå»å?

4. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå xdx+ (y+ 1)dy = 0, à çàòèì è îíó èí-
òåãðàëíó êðèâó êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó (0, 0).

9. Íåêà ñó ~a è ~b ïðîèçâî§íè âåêòîðè èç R3, è
íåêà jå ñà · îçíà÷åí ñêàëàðíè ïðîèçâîä âåêòîðà
ó R3, à ñà × âåêòîðñêè ïðîèçâîä âåêòîðà ó R3.
Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ òâð¢å»à:

(à) |~a×~b| = |~a| |~b|; (á) |~a ·~b| = |~a| |~b|;

(â) ~a ·~b = ~b · ~a; (ã) ~a×~b = ~b× ~a;

(ä) íèjåäíî îä ïðåòõîäíèõ òâð¢å»à íèjå òà÷íî.

5. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′′ − 5y′ + 6y = 0.

10. Êîëèêî ãðàíà èìà ïîòïóí ãðàô ñà 10 ÷âî-
ðîâà?
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� Ðåçóëòàòè �

1.

(à) Èñêàçíà ôîðìóëà p⇒ p jåäíàêà jå èñêàçíîj ôîðìóëè p, ïà ïðåìà òîìå íèjå íè òàóòîëîãèjà
íè êîíòðàäèêöèjà.

(á) Èñêàçíà ôîðìóëà p ∨ p jåñòå òàóòîëîãèjà, çàêîí èñê§ó÷å»à òðå£åã.

X(â) Èñêàçíà ôîðìóëà p ∧ p jåñòå êîíòðàäèêöèjà, íåãàöèjà çàêîíà èñê§ó÷å»à òðå£åã.

(ã) Èñêàçíà ôîðìóëà p⇒ p jåäíàêà jå èñêàçíîj ôîðìóëè p, ïðåìà òîìå íèjå íè òàóòîëîãèjà
íè êîíòðàäèêöèjà.

X(ä) Êàêî jå èñêàçíà ôîðìóëà p ∨ p òàóòîëîãèjà, à p ∧ p êîíòðàäèêöèjà, çàê§ó÷ójåìî äà jå
èìïëèêàöèjà (p ∨ p)⇒ (p ∧ p) êîíòðàäèêöèjà.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (â) è (ä).

♣ Óïîðåäèòè çàäàòàê ñà ïåòèì çàäàòêîì ñà òåñòà 20. 02. 2008.

!

2. Ñâî¢å»åì êâàäðàòíîã òðèíîìà 4x−3−x 2 íà êàíîíñêè îáëèê äàòè èíòåãðàë ïîñòàjå òàáëè÷íè.

Èìàìî

∫
dx√

4x− 3− x 2
=

∫
dx√

1− x 2 + 4x− 4
=

∫
dx√

1− (x− 2)2
= arcsin(x− 2) + C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

♣ Óïîðåäèòè çàäàòàê ñà ïðâèì çàäàòêîì ñà òåñòà 18. 01. 2009.

3. Ïðèìåíîì �óòí�Ëàjáíèöîâå ôîðìóëå èìàìî:∫ π

π
2

cos
x

2
dx = 2

∫ π

π
2

cos
x

2
d(
x

2
) = 2 sin

x

2

∣∣∣∣π
π
2

= 2(sin
π

2
− sin

π

4
) = 2

(
1−
√

2

2

)
= 2−

√
2.

4. Äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà x dx+(y+1) dy = 0 jåñòå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà

ïðîìåí§èâå. Îïøòå ðåøå»å äàòå jåäíà÷èíå ãëàñè

∫
x dx +

∫
(y + 1) dy = C̃, îäíîñíî

x 2

2
+

(y + 1)2

2
= C̃, òj. òî jå ôàìèëèjà êðóæíèöà x 2 + (y + 1)2 = C. Çà x = y = 0 äîáèjàìî äà jå

C = 1. Èíòåãðàëíà êðèâà äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó (0, 0) jåñòå
êðóæíèöà x 2 + (y + 1)2=1.

♣ Óïîðåäèòè çàäàòàê ñà òðå£èì çàäàòêîì ñà òåñòà îäðæàíîã 08. 02. 2009.

5. Îïøòå ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ãëàñè y = C1 e
2x + C2 e

3x.

♣ Óïîðåäèòè çàäàòàê ñà òðå£èì çàäàòêîì ñà òåñòà îäðæàíîã 25. 08. 2009.

6. Ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn, q ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî jå |q| < 1. Äàêëå, ïîä (à) ñó òà÷íè

ñâè îäãîâîðè
+∞∑
n=0

qn, çà |q| < 1 (íïð.
+∞∑
n=0

(
1

2

)n
), à ïîä (á) ñó òà÷íè ñâè îäãîâîðè

+∞∑
n=0

qn, çà |q| ≥ 1

(íïð.
+∞∑
n=0

2n).
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♣ Óïîðåäèòè ñà ïåòèì çàäàòêîì ñà òåñòà îäðæàíîã 28. 06. 2008. ãîäèíå.

7. Íà îñíîâó Êîøè�Àäàìàðîâîã ñòàâà, ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã ðåäà

+∞∑
n=0

1

n

(x
2

)n
jåäíàê jå R = lim

n→+∞

(n+ 1) 2n+1

n 2n
= 2. Çà x = 2 ðåä ïîñòàjå õàðìîíèjñêè ðåä

+∞∑
n=0

1

n
êîjè äèâåðãèðà.

Çà x = −2 ðåä ïîñòàjå

+∞∑
n=0

(−1)n

n
. Ïðåìà Ëàjáíèöîâîì êðèòåðèjóìó òàj ðåä êîíâåðãèðà. Çíà÷è,

îáëàñò êîíâåðãåíöèjå ïîëàçíîã ñòåïåíîã ðåäà jåñòå ïîëóîòâîðåíè èíòåðâàë [−2, 2).

Òà÷àí jå îäãîâîð (ã).

♣ Óïîðåäèòè ñà ïåòèì çàäàòêîì ñà òåñòà îäðæàíîã 07. 06. 2009. ãîäèíå.

8. Õîìîãåíè ñèñòåì èìà íåòðèâèjàëíî ðåøå»å àêî è ñàìî àêî jå äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå ñèñòåìà
jåäíàêà íóëè. Äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå ñèñòåìà jåäíàêà jå∣∣∣∣ a 2

2 a+ 3

∣∣∣∣ = a(a+ 3)− 4 = a2 + 3a− 4 = (a+ 4)(a− 1).

Ñèñòåì èìà íåòðèâèjàëíî ðåøå»å àêî è ñàìî àêî jå a = −4 èëè a = 1.

♣ Óïîðåäèòè ñà ñåäìèì çàäàòêîì ñà òåñòà îäðæàíîã 28. 06. 2008. ãîäèíå.

9.

(à) Èìàìî äà jå |~a × ~b| = |~a| |~b| àêî è ñàìî àêî çà óãàî ϕ èçìå¢ó âåêòîðà ~a è ~b âàæè äà jå

sinϕ = 1, îäíîñíî àêî è ñàìî àêî jå ϕ =
π

2
. Ó îïøòåì ñëó÷àjó òâð¢å»å íèjå òà÷íî.

(á) Àïñîëóòíà âðåäíîñò ñêàëàðíîã ïðîèçâîäà âåêòîðà ~a è ~b jåäíàêà jå ïðîèçâîäó »èõîâèõ
èíòåíçèòåòà àêî è ñàìî àêî jå ~a ·~b = ±|~a| |~b|, òj. àêî è ñàìî àêî çà óãàî ϕ èçìå¢ó âåêòîðà
~a è ~b âàæè äà jå cosϕ = ±1, îäíîñíî àêî è ñàìî àêî jå ϕ = 0 èëè ϕ = π. Ó îïøòåì
ñëó÷àjó òâð¢å»å íèjå òà÷íî.

X(â) Èç äåôèíèöèjå ñêàëàðíîã ïðîèçâîäà äèðåêòíî ñëåäè äà jå ~a ·~b = ~b · ~a, òj. äà jå ñêàëàðíè
ïðîèçâîä êîìóòàòèâàí.

(ã) Âàæè ~a ×~b = −~b × ~a, øòî jå ïîñëåäèöà äåôèíèöèjå âåêòîðñêîã ïðîèçâîäà è îñîáèíå äà
äåòåðìèíàíòà ìå»à çíàê óêîëèêî äâå »åíå âðñòå çàìåíå ìåñòà.

Òà÷àí jå ñàìî îäãîâîð (â).

♣ Óïîðåäèòè ñà äåâåòèì çàäàòêîì ñà òåñòà îäðæàíîã 08. 02. 2009. ãîäèíå.

10. Áðîj ãðàíà ïîòïóíîã ãðàôà ñà 10 ÷âîðîâà jåäíàê jå

(
10

2

)
=

10 · 9
2

= 45.

♣ Óïîðåäèòè ñà äåñåòèì çàäàòêîì ñà òåñòà îäðæàíîã 23. 08. 2008. ãîäèíå.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 02. 10. 2010.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
dx

sin2(2x+ 3)
.

6. Íåêà jå A ïðîèçâî§íà ðåàëíà êâàäðàòíà ìà-
òðèöà ðåäà n. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ
òâð¢å»à:

(à) detA = 0⇐⇒ rangA < n;

(á) rangA = n⇐⇒ detA > 0;

(â) rangA = n =⇒ ∃A−1;

(ã) rangA = n⇐⇒ detA 6= 0;

(ä) íèjåäíî îä ïðåòõîäíèõ òâð¢å»à íèjå òà÷íî.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñòè îäðå¢åíèõ èíòåãðàëà:

(à)

∫ 2

0
|1− x| dx ;

(á)

∫ e
2

− e
2

x

ex2
dx.

7. Îäðåäèòè jåäàí ñîïñòâåíè âåêòîð ìàòðèöå

B =

[
2 0
0 3

]
.

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà y′ = 3y.

8. Çà êîjå ñó âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà α
âåêòîðè ~u = (2, 8, 6) è ~v = (1, α, 3) âåêòîðñêîã
ïðîñòîðà R3:

(à) êîëèíåàðíè;

(á) îðòîãîíàëíè.

4. Èçðà÷óíàòè:
+∞∑
n=1

(
1

2

)2n

.
9. Íåêà jå a ïðîèçâî§íî èñêàçíî ñëîâî. Çà-
îêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà êîjå
ñó òàóòîëîãèjå:

(à) a ∨ a; (á) a ∧ a; (â) a⇒ a;

(ã) a ↑ a; (ä) a⇔ a; (¢) a;

(å) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà
íèjå òàóòîëîãèjà.

5. Îäðåäèòè ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïå-

íîã ðåäà
+∞∑
n=0

(
1 +

1

n

)n2

xn.

10. Êîëèêî ÷âîðîâà èìà ñòàáëî ñà 100 ãðàíà?
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� Ðåçóëòàòè �

!

1. Óâî¢å»åì ñìåíå äîáèjàìî òàáëè÷íè èíòåãðàë:∫
dx

sin2(2x+ 3)
=

{
t = 2x+ 3
dt = 2 dx

}
=

1

2

∫
dt

sin2 t
= −1

2
ctg t+ C = −1

2
ctg(2x+ 3) + C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

2.

Àêî jå f íåïðåêèäíà è íåïàðíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [−a, a], îíäà jå

∫ a

−a
f(x) dx=0.

(à) Èìàìî äà jå

∫ 2

0
|1− x| dx =

∫ 1

0
(1− x) dx+

∫ 2

1
(x− 1) dx =

(
x− x2

2

) ∣∣∣∣1
0

+

(
x2

2
− x
) ∣∣∣∣2

1

=(
1− 1

2
− 0 + 0

)
+

(
2− 2− 1

2
+ 1

)
= 1.

(á) Ôóíêöèjà f(x) =
x

ex2
íåïðåêèäíà jå è íåïàðíà íà ñåãìåíòó

[
− e

2 ,
e
2

]
. Ïðåìà òîìå, âàæè∫ e

2

− e
2

x

ex2
dx = 0.

♦ Ïðèìåð (à) ìîæåìî ðåøèòè è ãðàôè÷êè.

Âðåäíîñò èíòåãðàëà

∫ 2

0
|1 − x| dx jåäíàêà jå âåëè÷èíè ïîâðøèíå

äåëà ðàâíè êîjè îãðàíè÷àâàjó ïðàâå x = 0, x = 1, y = 0 è êðèâà y =
|1−x|. Ó ïèòà»ó ñó äâà ïîäóäàðíà jåäíàêîêðàêà ïðàâîóãëà òðîóãëà
÷èjå ñó îáå êàòåòå äóæèíà 1, ïà jå âåëè÷èíà ïîâðøèíå ñâàêîã îä

»èõ jåäíàêà
1

2
. Âðåäíîñò ïîëàçíîã îäðå¢åíîã èíòåãðàëà jåäíàêà jå

1

2
+

1

2
= 1.

3. Îâî jå jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå, è äî »åíîã îïøòåã ðåøå»à äîëàçèìî èíòåãðà-

öèjîì: y′ = 3y ⇒ dy

dx
= 3y ⇒ dy

y
= 3dx ⇒

∫
dy

y
=

∫
3dx. Èíòåãðàëè ñà ëåâå è äåñíå ñòðàíå

ïîñëåä»å jåäíàêîñòè òàáëè÷íè ñó èíòåãðàëè, òå jå: ln |y| = 3x + C, îäíîñíî y = C1e
3x. Äàêëå,

îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ãëàñè y = C1e
3x, øòî ñå jåäíîñòàâíî ìîæå

ïðîâåðèòè.

4.

Âàæè:
+∞∑
n=0

qn =
1

1− q
, ãäå jå q ðåàëíà êîíñòàíòà êîjà çàäîâî§àâà q ∈ (−1, 1).

Òàêî¢å, çà q ∈ (−1, 1), âàæè è:
+∞∑
n=1

qn =
+∞∑
n=0

qn − 1 =
1

1− q
− 1 =

q

1− q
.

Äàêëå:
+∞∑
n=1

(
1

2

)2n

=
+∞∑
n=1

((
1

2

)2
)n

=
+∞∑
n=1

(
1

4

)n
=

1
4

1− 1
4

=
1
4
3
4

=
1

3
.
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5.

Íà îñíîâó Êîøè�Àäàìàðîâîã ñòàâà ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå R ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n ìîæå ñå èçðà÷óíàòè êàî R = 1

lim
n→+∞

n
√
|an|

, èëè R = lim
n→+∞

an
an+1

, óêîëèêî

íàâåäåíè ëèìåñè ïîñòîjå.

Äàêëå, ïîëóïðå÷íèê (ðàäèjóñ) êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)n2

xn jåñòå:

R =
1

lim
n→+∞

n

√(
1 +

1

n

)n2
=

1

lim
n→+∞

((
1 +

1

n

)n2
) 1

n

=
1

lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n
= e−1.

6.

Ðàíã ìàòðèöå jåäíàê jå ðåäó »åíå íàjâå£å ðåãóëàðíå ïîäìàòðèöå. Óêîëèêî jå
êâàäðàòíà ìàòðèöà ðåäà n ðåãóëàðíà, »åí ðàíã £å áèòè jåäíàê n, è îáðíóòî,
óêîëèêî jå ðàíã êâàäðàòíå ìàòðèöå ðåäà n jåäíàê n, òàäà jå îíà ðåãóëàðíà. Çà
ñèíãóëàðíó êâàäðàòíó ìàòðèöó A ðåäà n âàæè äà jå rangA < n.

Äàêëå, òâð¢å»å (ã) jåñòå òà÷íî (ìàòðèöà jå ðåãóëàðíà àêî è ñàìî àêî jå »åíà äåòåðìèíàíòà
ðàçëè÷èòà îä íóëå).
Òàêî¢å, óêîëèêî jå ìàòðèöà ðåãóëàðíà, òàäà ïîñòîjè »åíà èíâåðçíà ìàòðèöà A−1, ïà jå è òâð¢å»å
(â) òà÷íî.
Òâð¢å»å (á) íèjå òà÷íî, jåð èç ÷è»åíèöå äà jå ðàíã êâàäðàòíå ìàòðèöå ðåäà n jåäíàê n ñëåäè
äà jå »åíà äåòåðìèíàíòà ðàçëè÷èòà îä íóëå, àëè òî íå çíà÷è äà »åíà äåòåðìèíàíòà ìîðà áèòè
ïîçèòèâíà (»åíà äåòåðìèíàíòà ìîæå áèòè è íåãàòèâàí áðîj).
Òâð¢å»å (à) jåñòå òà÷íî (ìàòðèöà jå ñèíãóëàðíà àêî è ñàìî àêî jå »åíà äåòåðìèíàíòà jåäíàêà
íóëè).
Äàêëå, òà÷íà ñó òâð¢å»à (à), (â) è (ã).

7. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå A jåñòå ϕA(λ) = det(A − λI) =

∣∣∣∣ 2− λ 0
0 3− λ

∣∣∣∣ = (2 −

λ)(3− λ).
Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A jåñó íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà ϕA(λ).
Ïðåìà òîìå, âàæè äà ñó ñîïñòâåíå âðåäíîñòè λ1 = 2 è λ2 = 3.
Ñîïñòâåíè âåêòîðè ñó íåòðèâèjàëíà ðåøå»à ìàòðè÷íèõ jåäíà÷èíà (A− λ1I)X1 = 0 è
(A− λ2I)X2 = 0.

Íåêà jå X1 =

[
x1
y1

]
è X2 =

[
x2
y2

]
.

Òàäà èç

[
2− 2 0

0 3− 2

]
·
[
x1
y1

]
=

[
0
0

]
äîáèjàìî y1 = 0.

Ñîïñòâåíè âåêòîð X1 jåäíàê jå âåêòîðó

[
α
0

]
, α ∈ R \ {0}.

Èç

[
2− 3 0

0 3− 3

]
·
[
x2
y2

]
=

[
0
0

]
äîáèjàìî x2 = 0.

Ñîïñòâåíè âåêòîð X2 jåäíàê jå âåêòîðó

[
0
β

]
, β ∈ R \ {0}.

♣ Óïîðåäèòè ñà îñìèì çàäàòêîì ñà òåñòà îäðæàíîã 13. 02. 2011. ãîäèíå.
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8.

(à) Âåêòîðè ~a è~b áè£å êîëèíåàðíè àêî è ñàìî àêî ïîñòîjè t ∈ R òàêâî äà âàæè ~a = t~b, îäíîñíî
àêî ïîñòîjè t ∈ R òàêâî äà âàæè (2, 8, 6) = t (1, α, 3). Èçjåäíà÷àâà»åì îäãîâàðàjó£èõ
êîîðäèíàòà äîáèjàìî äà jå t = 2 è α = 4. Ïðåìà òîìå, âåêòîðè ~u è ~v êîëèíåàðíè ñó çà
α = 4.

(á) Âåêòîðè ~u è ~v áè£å îðòîãîíàëíè àêî è ñàìî àêî jå »èõîâ ñêàëàðíè ïðîèçâîä jåäíàê íóëè,
òj. àêî âàæè äà jå

~u · ~v = (2, 8, 6) · (1, α, 3) = 2 · 1 + 8 · α+ 6 · 3 = 20 + 8α = 0.

Ïðåìà òîìå, âåêòîðè ~u è ~v îðòîãîíàëíè ñó çà α = −5

2
.

♣ Óïîðåäèòè ñà îñìèì çàäàòêîì ñà òåñòà îäðæàíîã 27. 08. 2011. ãîäèíå.

9. Èñêàçíà àëãåáðà jå Áóëîâà àëãåáðà. Ïðåìà òîìå, ñâå òåîðåìå Áóëîâå àëãåáðå âàæå è ó èñêàçíîj
àëãåáðè. Ó Áóëîâîj àëãåáðè çà ñâàêè åëåìåíò a âàæè a∨ a = a è a∧ a = a (èäåìïîòåíòíîñò), ïà
çàê§ó÷ójåìî äà èñêàçíå ôîðìóëå a∨ a è a∧ a íèñó òàóòîëîãèjå (íèñó jåäíàêå 1 çà ñâå âðåäíîñòè
èñêàçíîã ñëîâà a � óêîëèêî èñêàçíî ñëîâî a èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 0, èñêàçíå ôîðìóëå a∨ a
è a ∧ a èìàjó èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 0). Òàêî¢å, jàñíî jå äà èñêàçíà ôîðìóëà a íèjå òàóòîëîãèjà
(óêîëèêî a èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 1, a èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 0). Ñëè÷íî, çà Øåôåðîâó
(íè) ↑ ôóíêöèjó âàæè äà jå a ↑ a = a ∧ a = a, ïà íè èñêàçíà ôîðìóëà a ↑ a íèjå òàóòîëîãèjà.
Ëàêî ñå ïðîâåðàâà äà èñêàçíå ôîðìóëå a⇒ a è a⇔ a jåñó òàóòîëîãèjå (òà÷íå ñó, îäíîñíî èìàjó
èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 1 è ó ñëó÷àjó äà èñêàçíî ñëîâî a èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 1 è ó ñëó÷àjó
äà èñêàçíî ñëîâî a èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 0).

Òà÷íè ñó îäãîâîðè (â) è (ä).

10.

Ïîäñåòèìî ñå äåôèíèöèjå ñòàáëà: òî jå ïîâåçàí ãðàô ñà n (n > 1) ÷âîðîâà è
m = n− 1 ãðàíà.

Äàêëå, ñòàáëî ñà 100 ãðàíà èìà 101 ÷âîð.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 09. 10. 2010.

1. Êîëèêî èìà ïðèðîäíèõ áðîjåâà ñà íàjâèøå n
öèôàðà (0 íèjå ïðèðîäàí áðîj)? 6. Èçðà÷óíàòè:

+∞∑
n=1

(
1

2

)2n

.

2. Íåêà jå p ïðîèçâî§íî èñêàçíî ñëîâî. Çà-
îêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà êîjå
ñó êîíòðàäèêöèjå:

(à) p⇒ p; (á) p ∨ p; (â) p ∧ p;

(ã) p⇒ p; (ä) (p ∨ p)⇒ (p ∧ p);

(¢) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà
íèjå êîíòðàäèêöèjà.

7. Îäðåäèòè jåäàí ñîïñòâåíè âåêòîð ìàòðèöå

B =

[
2 0
0 3

]
.

3. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
dx√

4x− 3− x 2
.

8. Íåêà jå A ðåàëíà êâàäðàòíà ìàòðèöà ðåäà
n ∈ N. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ îäãî-
âîðà:

(à)êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå A jåñòå
ñòåïåíà n;

(á)ìàòðèöà A óâåê èìà n ðàçëè÷èòèõ ñîïñòâå-
íèõ âðåäíîñòè;

(â)ñòåïåí ìèíèìàëíîã ïîëèíîìà ìàòðèöå A
ñòðîãî jå ìà»è îä ñòåïåíà »åíîã êàðàêòåðè-
ñòè÷íîã ïîëèíîìà;

(ã) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

4. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ π
2

0
sinx
√

cosxdx.

9. Çà êîjå ñó âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà α
âåêòîðè ~a = (2, 8, 6) è ~b = (1, α, 3) âåêòîðñêîã
ïðîñòîðà R3:

(à) êîëèíåàðíè;

(á) îðòîãîíàëíè.

5. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà y′ = 3y.

10. Êîëèêî (íåîðèjåíòèñàíèõ) ãðàíà èìà ïîò-
ïóí ãðàô ñà 10 ÷âîðîâà?
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� Ðåçóëòàòè �

1. Ó ïèòà»ó ñó ñâè jåäíîöèôðåíè, äâîöèôðåíè, ..., n-òîöèôðåíè áðîjåâè, äàêëå, ñâè áðîjåâè
ìà»è îä 10n (10n jå íàjìà»è ïðèðîäàí áðîj ñà n+1 öèôðîì). Òàêâèõ áðîjåâà, jàñíî, èìà 10n−1.

2. Òà÷íè îäãîâîðè ñó (â) è (ä).

♣ Âèäåòè ïåòè çàäàòàê íà òåñòó 20. 02. 2008.

3.

∫
dx√

4x− 3− x 2
=

∫
dx√

1− x 2 + 4x− 4
=

∫
dx√

1− (x− 2)2
= arcsin(x− 2) + C.

♣ Âèäåòè ïðâè çàäàòàê íà òåñòó 18. 01. 2009.

4.

Ó îäðå¢åíîì èíòåãðàëó

∫ b

a
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx ìîæåìî óâåñòè ñìåíó t = ϕ(x) óêîëèêî

ñó èñïó»åíè ñëåäå£è óñëîâè:

• ϕ jå ñòðîãî ìîíîòîíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [a, b];

• ψ = ϕ−1 èìà íåïðåêèäàí ïðâè èçâîä íà èíòåðâàëó (ϕ(a), ϕ(b));

• f jå íåïðåêèäíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [ϕ(a), ϕ(b)];

è òàäà âàæè äà jå

∫ b

a
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(t) dt.

Íåêà jå ôóíêöèjà f íåïðåêèäíà íà ñåãìåíòó [a, b] è íåêà jå F ïðîèçâî§íà ïðè-
ìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f íà òîì ñåãìåíòó. Òàäà âàæè �óòí�Ëàjáíèöîâà
ôîðìóëà ∫ b

a
f(x)dx = F (x)

∣∣∣∣b
a

= F (b)− F (a).

Òàêî¢å, çà ñâàêó èíòåãðàáèëíó ôóíêöèjó f íà ñåãìåíòó [a, b] âàæè:∫ b

a
f(x)dx = −

∫ a

b
f(x)dx.

Çàäàòàê ðåøàâàìî óâî¢å»åì ñìåíå è ïðèìåíîì �óòí�Ëàjáíèöîâå ôîðìóëå:∫ π
2

0
sinx
√

cosxdx =

{
t = cosx, x = 0⇒ t = cos 0 = 1

dt = − sinx dx, x = π
2 ⇒ t = cos π2 = 0

}
= −

∫ 0

1

√
tdt =

∫ 1

0

√
tdt =

2

3
t
3
2

∣∣∣∣1
0

=
2

3
(1− 0) =

2

3
.

5. Îïøòå ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ãëàñè y = C1e
3x.

♣ Âèäåòè òðå£è çàäàòàê íà òåñòó 02. 10. 2010.
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6.

+∞∑
n=1

(
1

2

)2n

=
1

3
.

♣ Âèäåòè ÷åòâðòè çàäàòàê íà òåñòó 02. 10. 2010.

7. Ñîïñòâåíè âåêòîð X1 jåäíàê jå âåêòîðó

[
α
0

]
, α ∈ R \ {0}. Ñîïñòâåíè âåêòîð X2 jåäíàê jå

âåêòîðó

[
0
β

]
, β ∈ R \ {0}.

♣ Âèäåòè ñåäìè çàäàòàê íà òåñòó 02. 10. 2010.

8. Òà÷àí jå ñàìî îäãîâîð (à).

♣ Âèäåòè äåâåòè çàäàòàê íà òåñòó 28. 02. 2007.

9.

(à) Âåêòîðè ~a è ~b êîëèíåàðíè ñó çà α = 4.

(á) Âåêòîðè ~a è ~b îðòîãîíàëíè ñó çà α = −5

2
.

♣ Âèäåòè îñìè çàäàòàê íà òåñòó 02. 10. 2010.

10. Áðîj ãðàíà ïîòïóíîã ãðàôà ñà 10 ÷âîðîâà jåäíàê jå

(
10

2

)
=

10 · 9
2

= 45.

♣ Âèäåòè äåñåòè çàäàòàê íà òåñòó 20. 06. 2010.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 23. 01. 2011.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë

∫
dx

1 + cosx
.

6. Íåêà jå äàò ñòåïåíè ðåä S(x)=

+∞∑
n=1

(−1)n−1
xn

n
.

Îäðåäèòè S

(
1

2

)
.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ 1

−1
|x+ 1|dx.

7. Îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå

A =

 1 0 1 2
0 0 0 1
1 0 1 3

 .

3. Íàïèñàòè äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó ïðâîã
ðåäà ÷èjå jå îïøòå ðåøå»å y = Ce 3x.

8. Íàâåñòè êâàäðàòíó ìàòðèöó ðåäà 2 ÷èjè
ñó ìèíèìàëíè è êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì jåä-
íàêè.

4. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′′′ − y = 0.

9. Íàïèñàòè jåäíà÷èíó ïðàâå ó ïðîñòîðó R3

êîjà ñàäðæè òà÷êó M(0, 2, 0) è ïàðàëåëíà jå ñà
x-îñîì.

5. Çà êîjå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà α íó-

ìåðè÷êè ðåä

+∞∑
n=0

1√
(n+ 1)α

êîíâåðãèðà?

10. Íåêà ñó p è q ïðîèçâî§íà èñêàçíà ñëîâà. Çà-
îêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà êîjå
íèñó òàóòîëîãèjå:

(à) p ∨ p; (á) p ∧ p; (â) p⇒ p;

(ã) p⇒ q; (ä) p;

(¢) ñâå ïðåòõîäíå èñêàçíå ôîðìóëå jeñó òàóòî-
ëîãèjå.
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� Ðåçóëòàòè �

1. Êàêî jå 1 + cosx = 2 cos2 x2 , èìàìî äà jå

∫
dx

1 + cosx
=

∫
dx

2 cos2 x2
= tg

x

2
+ C.

2. Âàæè äà jå

∫ 1

−1
|x+ 1| dx =

∫ 1

−1
(x+ 1) dx =

(x+ 1)2

2

∣∣∣∣1
−1

= 2.

3. Õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà y′ = 3 y èìà ðåøå»å y = Ce3x.

♣ Óïîðåäèòè çàäàòàê ñà òðå£èì çàäàòêîì ñà òåñòà 02. 10. 2010.

4. Çàäàòàê jå èñòè êàî òðå£è çàäàòàê ñà òåñòà 26. 01. 2008.

5. Ðåäîâè

+∞∑
n=0

1√
(n+ 1)α

è

+∞∑
n=1

1

n
α
2

jåñó åêâèêîíâåðãåíòíè. Ðåä

+∞∑
n=1

1

n
α
2

êîíâåðãèðà çà
α

2
> 1,

îäíîñíî çà α > 2. Ïðåìà òîìå, è ðåä

+∞∑
n=0

1√
(n+ 1)α

êîíâåðãèðà çà α > 2.

6. Ìàêëîðåíîâ ðåä ôóíêöèjå S(x) = ln(1 +x) jåñòå

+∞∑
n=1

(−1)n−1
xn

n
. Çà ñâàêî x ∈ (−1, 1] âàæè äà

jå S(x) = ln(1 + x) =

+∞∑
n=1

(−1)n−1
xn

n
. Ïðåìà òîìå, èìàìî äà jå S

(
1

2

)
= ln

(
1 +

1

2

)
= ln

(
3

2

)
.

7. Ïðèìåòèìî äà ñó ïðâà è äðóãà âðñòà ìàòðèöå A ëèíåàðíî íåçàâèñíå, êàî è äà ñó åëåìåíòè
òðå£å âðñòå jåäíàêè çáèðó îäãîâàðàjó£èõ åëåìåíàòà ïðâå è äðóãå âðñòå. Ïðåìà òîìå, ðàíã
ìàòðèöå A jåäíàê jå 2.

8. Ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå äåëè »åí êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì. Íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã
ïîëèíîìà òàêî¢å ñó íóëå ìèíèìàëíîã ïîëèíîìà èñòîã èëè ìà»åã ðåäà. Ïðåìà òîìå, óêîëèêî
êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöe ðåäà 2 èìà äâå ðàçëè÷èòå íóëå, »åíè ìèíèìàëíè è êàðàê-
òåðèñòè÷íè ïîëèíîìè jåñó jåäíàêè. Íïð. ìèíèìàëíè è êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîìè ìàòðèöå

A =

[
1 0
0 2

]
jåäíàêè ñó. Àêî êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå èìà jåäíó íóëó âèøåñòðóêîñòè

2, èìàìî äâå ìîãó£íîñòè. Ïðâà ìîãó£íîñò jå äà jå ìèíèìàëíè ïîëèíîì jåäíàê êàðàêòåðèñòè÷-

íîì êàî êîä ìàòðèöå B =

[
2 1
0 2

]
. Ó äðóãîì ñëó÷àjó ìèíèìàëè ïîëèíîì èìà jåäíó ïðîñòó

íóëó, êàî êîä ìàòðèöå C =

[
2 0
0 2

]
.

9. Ïðàâà ïàðàëåëíà ñà x-îñîì ïàðàëåëíà jå è ñà âåêòîðîì ~i = (1, 0, 0). Jåäíà÷èíà ïðàâå êîjà
ñàäðæè òà÷êó M(0, 2, 0) è ïàðàëåëíà jå ñà âåêòîðîì ~i = (1, 0, 0) ãëàñè

x = t
y = 2
z = 0.

10.

(à) Èñêàçíà ôîðìóëà p ∨ p jåñòå òàóòîëîãèjà.
X(á) Èñêàçíà ôîðìóëà p ∧ p jåäíàêà jå p. Ïðåìà òîìå, íèjå òàóòîëîãèjà.
(â) Èñêàçíà ôîðìóëà p⇒ p jåñòå òàóòîëîãèjà.

X(ã) Èñêàçíà ôîðìóëà p ⇒ q íèjå òàóòîëîãèjà, jåð çà p = 1 è q = 0 äàòà èìïëèêàöèjà èìà
âðåäíîñò 0.

X(ä) Èñêàçíà ôîðìóëà p íèjå òàóòîëîãèjà.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (á), (ã) è (ä).
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 13. 02. 2011.

1. Íà êîëèêî íà÷èíà ìîæåìî ôîðìèðàòè ðåãè-
ñòàðñêó òàáëèöó êîjà èìà äâà ïðîèçâî§íà ñëîâà
ñðïñêå àçáóêå íà ñâîì ïî÷åòêó, à çàòèì ÷åòèðè
ïðîèçâî§íå öèôðå.

6. Äàò jå ñòåïåíè ðåä

+∞∑
n=0

1

n+ 1

(x
2

)n+1
. Îâàj

ðåä èìà îáëàñò êîíâåðãåíöèjå:

(à)(−1, 1); (á)
(
−1

2 ,
1
2

]
; (â)

[
−1

2 ,
1
2

]
; (ã) [−2, 2);

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ èíòåðâàëà.

2. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
dx√

x+ 1−
√
x
.

7. Ïðåäñòàâèòè âåêòîð ~x = (1, 2, 3) ó âåêòîð-
ñêîì ïðîñòîðó R3 êàî ëèíåàðíó êîìáèíàöèjó
âåêòîðà ~a = (1, 0, 0), ~b = (1, 1, 0) è ~c = (1, 0, 1).

3. Èçðà÷óíàòè âåëè÷èíó ïîâðøèíå äåëà ðàâíè

êîjè îãðàíè÷àâàjó êðèâà y = lnx è ïðàâå x =
1

e
,

x = e è y = 0.

8. Îäðåäèòè ñîïñòâåíå âåêòîðå ìàòðèöå

A =

[
2 0
0 3

]
.

4. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′′′ = x.

9. Îäðåäèòè âåêòîð íîðìàëå ðàâíè α ó ïðî-
ñòîðó R3 äàòå jåäíà÷èíîì 2x− 2y + z = 1.

5. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ ðå-
äîâà:

(à)

+∞∑
n=2

(−1)2n

n2 + 2
; (á)

+∞∑
n=5

(−1)5n

5n+ 5
;

(â)

+∞∑
n=3

3
4
√
n3
; (ã)

+∞∑
n=4

4
3
√
n4
;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ ðåäîâà íèjå êîíâåð-
ãåíòàí.

10. Êîëèêî ÷âîðîâà èìà ïîòïóí ãðàô ñà 45
ãðàíà?
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� Ðåøå»à �

1. Ñðïñêà àçáóêà èìà 30 ñëîâà. Íà ïðâîj è äðóãîj ïîçèöèjè ó ðåãèñòàðñêîj òàáëèöè ìîæå áèòè
çàïèñàíî áèëî êîjå îä 30 ñëîâà àçáóêå. Íà îñòàëå ÷åòèðè ïîçèöèjå ðåãèñòàðñêå òàáëèöå ìîæå
áèòè çàïèñàíà áèëî êîjà öèôðà èç äåñåòî÷ëàíîã ñêóïà öèôàðà {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Áðîj
íà÷èíà çà ôîðìèðà»å ðåãèñòàðñêå òàáëèöå, ïðåìà ïðàâèëó ïðîèçâîäà, jåñòå

n = 30 · 30 · 10 · 10 · 10 · 10 = 9000000.

!

2. Ðàöèîíàëèñà»åì èìåíèîöà ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå äàòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñâîäè ñå íà
çáèð äâà òàáëè÷íà èíòåãðàëà∫

dx√
x+ 1−

√
x

=

∫
1√

x+ 1−
√
x
·
√
x+ 1 +

√
x√

x+ 1 +
√
x
dx

=

∫ √
x+ 1 +

√
x

x+ 1− x
dx =

∫ (√
x+ 1 +

√
x
)
dx

=

∫ √
x+ 1 dx+

∫ √
x dx =

2

3

√
(x+ 1)3 +

2

3

√
x3 + C

=
2

3

(
(x+ 1)

3
2 + x

3
2

)
+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

3. Äåî ðàâíè îãðàíè÷åí êðèâîì y = lnx è ïðàâàìà x = 1
e , x = e è y = 0 íàëàçè ñå èñïîä, à äåî

èçíàä x-îñå. Âåëè÷èíó ïîâðøèíå òðàæåíîã äåëà ðàâíè ìîæåìî ïðåäñòàâèòè êàî çáèð âåëè÷èíà
ïîâðøèíà äåëîâà ðàâíè íà ñëèöè îçíà÷åíèõ ñà P1 è P2. Íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ôóíêöèjå y = lnx
îäðå¢ójåìî ìåòîäîì ïàðöèjàëíå èíòåãðàöèjå, äîê îäãîâàðàjó£å îäðå¢åíå èíòåãðàëå ðà÷óíàìî
êîðèø£å»åì �óòí�Ëàjáíèöîâå ôîðìóëå.

∫
lnx dx =

{
u = lnx dv = dx

du =
dx

x
v = x

}
= x lnx−

∫
dx = x lnx− x+ C

P = P1 + P2 = −
∫ 1

1
e

lnx dx+

∫ e

1
lnx dx

= − (x lnx− x)

∣∣∣∣1
1
e

+ (x lnx− x)

∣∣∣∣e
1

= 1− 1

e
− 1

e
+ e− e+ 1 = 2− 2

e

4. Ó ïèòà»ó jå íåïîòïóíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà òðå£åã ðåäà. Óçàñòîïíîì ïðèìåíîì ïî-
ñòóïêà èíòåãðàöèjå äîáèjàìî

y′′′ = x

y′′ =

∫
x dx =

x 2

2
+ C̃1

y′ =

∫ (
x 2

2
+ C̃1

)
dx =

x 3

6
+ C̃1 x+ C2

y =

∫ (
x 3

6
+ C̃1x+ C2

)
dx =

x4

24
+ C̃1

x2

2
+ C2 x+ C3

y =
x4

24
+ C1 x

2 + C2 x+ C3.
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♦ Jåäíà÷èíà y′′′ = x jåñòå íåõîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà òðå£åã ðåäà ñà êîí-
ñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà. Îïøòå ðåøå»å õîìîãåíå jåäíà÷èíå y′′′=0 jåñòå yh=C1x

2 +C2x+C3,
jåð îäãîâàðàjó£à êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà λ3 = 0 èìà jåäàí êîðåí λ = 0 âèøåñòðóêîñòè òðè.
Ìåòîäîì íåîäðå¢åíèõ êîåôèöèjåíàòà îäðå¢ójåìî jåäíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å äàòå íåõîìîãåíå
jåäíà÷èíå. Êàêî λ = 0 jåñòå êîðåí âèøåñòðóêîñòè òðè êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå, òðàæåíî ïàð-
òèêóëàðíî ðåøå»å îáëèêà jå yp = x3 (Ax+B) = Ax4 +B x 3. Èìàìî äà jå y′p = 4Ax 3 + 3B x 2,
y′′p = 12Ax 2 + 6B x è y′′′p = 24Ax+ 6B. Çàìåíîì y′′′p = 24Ax+ 6B ó ïîëàçíó jåäíà÷èíó y′′′ = x,
äîáèjàìî äà jå 24Ax+6B = x. Èçjåäíà÷àâà»åì êîåôèöèjåíàòà óç èñòè ñòåïåí ïðîìåí§èâå x ñà

ëåâå è äåñíå ñòðàíå, äîáèjàìî äà jå A =
1

24
è B = 0. Ïðåìà òîìå, jåäíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å íå-

õîìîãåíå jåäíà÷èíå jåñòå yp =
x 4

24
, à »åíî îïøòå ðåøå»å jåñòå y = yh+yp = C1 x

2+C2 x+C3+
x4

24
.

5.

Ðåä

+∞∑
n=1

1

nα
, α ∈ R, êîíâåðãèðà àêî è ñàìî àêî je α > 1.

Ïîäñåòèìî ñå äà ïî÷åòíà âðåäíîñò èíäåêñà n íå óòè÷å íà êîíâåðãåíöèjó ðåäà.

Íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

an è »åãîâ îñòàòàê
+∞∑

n=k+1

an, k ∈ N, åêâèêîíâåðãåíòíè ñó, îáà

ðåäà ñó èëè êîíâåðãåíòíà èëè äèâåðãåíòíà.

X(à) Íóìåðè÷êè ðåäîâè

+∞∑
n=2

(−1)2n

n2 + 2
=

+∞∑
n=2

1

n2 + 2
è

+∞∑
n=1

1

n2
jåñó åêâèêîíâåðãåíòíè. Íà îñíîâó

íàâåäåíîã òâð¢å»à èìàìî äà jå ðåä

+∞∑
n=1

1

n2
êîíâåðãåíòàí. Èç äðóãîã ïîðåäáåíîã êðèòåðè-

jóìà ñëåäè äà jå ðåä

+∞∑
n=2

(−1)2n

n2 + 2
êîíâåðãåíòàí.

X(á) Ïðèìåíîì Ëàjáíèöîâîã êðèòåðèjóìà çàê§ó÷ójåìî äà jå ðåä

+∞∑
n=5

(−1)5n

5n+ 5
= −1

5

+∞∑
n=6

(−1)n

n
êîíâåðãåíòàí.

(â) Êàêî jå
4

3
> 1, ðåä

+∞∑
n=3

3
4
√
n3

jå äèâåðãåíòàí.

X(ã) Ðåä

+∞∑
n=4

4
3
√
n4

jå êîíâåðãåíòàí, jåð jå
3

4
< 1.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (à), (á) è (ã).

6.

Ïðåìà Êîøè�Àäàìàðîâîì ñòàâó, ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå R ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n ìîæå ñå ðà÷óíàòè êàî R = 1

lim
n→+∞

n
√
|an|

èëè R = lim
n→+∞

an
an+1

, óêîëèêî

íàâåäåíè ëèìåñè ïîñòîjå.

Íà îñíîâó Êîøè�Àäàìàðîâîã ñòàâà ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

1

n+ 1

(x
2

)n+1
jåäíàê jå R = lim

n→+∞

(n+ 2) 2n+2

(n+ 1) 2n+1
= 2. Çà x = 2 ðåä ïîñòàjå õàðìîíèj-

ñêè ðåä

+∞∑
n=0

1

n+ 1
=

+∞∑
n=1

1

n
êîjè äèâåðãèðà. Çà x = −2 ðåä ïîñòàjå

+∞∑
n=0

(−1)n+1

n+ 1
=

+∞∑
n=1

(−1)n

n
.

Ïðåìà Ëàjáíèöîâîì êðèòåðèjóìó òàj ðåä êîíâåðãèðà. Çíà÷è, îáëàñò êîíâåðãåíöèjå ïîëàçíîã
ñòåïåíîã ðåäà jåñòå ïîëóîòâîðåíè èíòåðâàë [−2, 2).

Òà÷àí îäãîâîð jå (ã).
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7. Âåêòîðè ~a, ~b è ~c jåñó ëèíåàðíî íåçàâèñíè, øòî ñëåäè íà îñíîâó ÷è»åíèöå äà jå [~a,~b,~c] =∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 1 0
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0. Ïðåìà òîìå, îâè âåêòîðè ÷èíå jåäíó áàçó âåêòîðñêîã ïðîñòîðà R3. Ñâàêè

âåêòîð âåêòîðñêîã ïðîñòîðà R3 ìîæå ñå íà jåäèíñòâåíè íà÷èí ïðåäñòàâèòè êàî ëèíåàðíà êîì-
áèíàöèjà âåêòîðà ~a, ~b è ~c.

Çà âåêòîð ~x âàæè

~x = α~a+ β~b+ γ ~c

(1, 2, 3) = α (1, 0, 0) + β (1, 1, 0) + γ (1, 1, 1)

= (α+ β + γ, β + γ, γ).

Îñòàëî jå jîø äà ðåøèìî ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà

α+ β + γ = 1
β + γ = 2

γ = 3.

Ðåøå»å ñèñòåìà jå γ = 3, β = −1 è α = −1. Äàêëå, âåêòîð ~x ïðåäñòàâ§àìî ó áàçè {~a,~b,~c}
âåêòîðñêîã ïðîñòîðà R3 êàî ëèíåàðíó êîìáèíàöèjó ~x = −~a−~b+ 3~c.

8. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå A jåñòå

ϕA(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣ 2− λ 0
0 3− λ

∣∣∣∣ = (2− λ) · (3− λ).

Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A jåñó íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà ϕA(λ). Ïðåìà òîìå,
âàæè äà ñó ñîïñòâåíå âðåäíîñòè λ1 = 2 è λ2 = 3. Ñîïñòâåíè âåêòîðè ñó íåòðèâèjàëíà ðåøå»à

ìàòðè÷íèõ jåäíà÷èíà (A− λ1I) ·X1 = 0 è (A− λ2I) ·X2 = 0. Íåêà jå X1 =

[
x1
y1

]
è X2 =

[
x2
y2

]
.

Òàäà èç

[
2− 2 0

0 3− 2

]
·
[
x1
y1

]
=

[
0
0

]
äîáèjàìî y1 = 0. Ñîïñòâåíè âåêòîðX1 jåäíàê jå êîëîíà-

-ìàòðèöè

[
α
0

]
, α ∈ R \ {0}. Èç

[
2− 3 0

0 3− 3

]
·
[
x2
y2

]
=

[
0
0

]
äîáèjàìî x2 = 0. Ñîïñòâåíè

âåêòîð X2 jåäíàê jå êîëîíà-ìàòðèöè

[
0
β

]
, β ∈ R \ {0}.

9. Âåêòîð íîðìàëå ~nα ðàâíè α ñâàêè jå âåêòîð îáëèêà ~nα = t (2,−2, 1), ãäå jå t ∈ R \ {0}.

10.

Ïîòïóí ãðàô jå ãðàô êîä êîãà ñó ñâàêà äâà ÷âîðà ñïîjåíà ãðàíîì. Àêî jå n ∈ N

áðîj ÷âîðîâà ïîòïóíîã ãðàôà, îíäà jå »åãîâ áðîj ãðàíà jåäíàê

(
n

2

)
.

Èç óñëîâà çàäàòêà âàæè äà jå

(
n

2

)
= 45. Èìàìî äà jå

n (n− 1)

2
= 45, îäíîñíî n2 − n − 90 = 0.

Ðåøå»à äàòå êâàäðàòíå jåäíà÷èíå jåñó n = −9 è n = 10. Áðîj ÷âîðîâà ïîòïóíîã ãðàôà ñà 45
ãðàíà jåäíàê jå 10.

♣ Óïîðåäèòè çàäàòàê ñà îñìèì çàäàòêîì ñà òåñòà 03. 02. 2007.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 11. 06. 2011.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë

∫
x+ 1√
x

dx.
6. Ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðà-
ìåòðà a ðåøèòè ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ
jåäíà÷èíà

x+ y = 1

x+ a y = a.

2. Äàòà jå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà y′′−y = 0.
Íåêà ñó C1, C2 è C3 ïðîèçâî§íå ðåàëíå êîí-
ñòàíòå. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä îïøòåã ðå-
øå»à äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå:

(à) y = C1e
x + 2C2e

x; (á) y = C1e
x + C2 + C3;

(â) y = C1e
x + C2e

−x; (ã) y = C1x+ C2xe
x;

(ä) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ ôóíêöèjà íèjå îï-
øòå ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà-
÷èíå.

7. Îäðåäèòè ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå

B =

[
2 3
3 2

]
.

3. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ ðå-
äîâà:

(à)

+∞∑
n=2

3; (á)

+∞∑
n=5

(−1)2n

n+ 1
;

(â)

+∞∑
n=3

3
4
√
n3
; (ã)

+∞∑
n=4

4
3
√
n4
;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ ðåäîâà íèjå êîíâåð-
ãåíòàí.

8. Äàòè ñó âåêòîðè ~u = (1, 0, 1) è ~v = (2, 3, 2) ó
âåêòîðñêîì ïðîñòîðó R3. Îäðåäèòè:

(à) ~u · ~v;

(á) ~u× ~v.

4. Îäðåäèòè ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïå-

íîã ðåäà

+∞∑
n=0

1

n+ 1

(x
2

)n+1
.

9. Îäðåäèòè âåêòîð íîðìàëå ðàâàíè α ó ïðî-
ñòîðó R3 äàòå jåäíà÷èíîì 2x+ 5z = 1.

5. Ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìå-
òðà α îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå

A =

 1 4 3
2 8 α
4 16 12

 .
10. Íåêà ñó p è q ïðîèçâî§íà èñêàçíà ñëîâà. Çà-
îêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà êîjå
ñó òàóòîëîãèjå:

(à) p ∧ p; (á) (p⇒ q)⇒ (p⇒ q);

(â) p ∨ p; (ã) (p⇒ q)⇒ (q ⇒ p);

(ä) (p⇒ q)⇒ p;

(¢) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà
íèjå òàóòîëîãèjà.
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� Ðåçóëòàòè �

1. Âàæè äà jå

∫
x+ 1√
x

dx =

∫ √
x dx+

∫
dx√
x

=
2

3

√
x3 + 2

√
x+ C.

2. Çà äåòà§íî ðåøå»å ïîãëåäàòè ÷åòâðòè çàäàòàê ñà òåñòà 18. 01. 2009. Òà÷àí îäãîâîð jå (â).

3. Òà÷àí îäãîâîð jå (ã). Ðåä ñà êîíñòàíòíèì ÷ëàíîâèìà è õàðìîíèjñêè ðåä jåñó äèâåðãåíòíè
ðåäîâè. Ïðèìåðè (â) è (ã) ðàçìàòðàíè ñó ó ïåòîì çàäàòêó ñà òåñòà 08. 02. 2009.

4. Ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå jå R = 2. Ïîãëåäàòè øåñòè çàäàòàê ñà òåñòà 13. 02. 2011. çà
äåòà§íî ðåøå»å.

5. Çàäàòàê jå èñòè êàî îñìè çàäàòàê ñà òåñòà 25. 08. 2009. Çà ðàíã ìàòðèöå A âàæè rangA ={
1, α = 6;
2, α 6= 6.

6. Çàäàòàê jå èñòè êàî îñìè çàäàòàê ñà òåñòà 07. 06. 2009. Çà a = 1 ñèñòåì èìà áåñêîíà÷íî
ðåøå»à {(r, 1− r) | r ∈ R}. Óêîëèêî jå a 6= 1, ñèñòåì èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å, x = 0 è y = 1.

7. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå B jåäíàê jå ϕB(λ) = det(B − λI) =

∣∣∣∣ 2− λ 3
3 2− λ

∣∣∣∣ =

(2 − λ)2 − 9 = (−1 − λ)(5 − λ). Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå B jåñó íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã
ïîëèíîìà ϕB(λ). Ïðåìà òîìå, ñîïñòâåíå âðåäíîñòè jåñó λ1 = −1 è λ2 = 5.

8. Ñëè÷àí îâîì çàäàòêó jåñòå äåâåòè çàäàòàê ñà òåñòà 25. 08. 2009. Çà äàòå âåêòîðå ~u è ~v âàæè:

(à) ~u · ~v = (1, 0, 1) · (2, 3, 2) = 1 · 2 + 0 · 3 + 1 · 2 = 4;

(á) ~u× ~v =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 0 1
2 3 2

∣∣∣∣∣∣ = (0 · 2− 1 · 3, 1 · 2− 1 · 2, 1 · 3− 0 · 2) = (−3, 0, 3).

9. Âåêòîð íîðìàëå ~nα ðàâíè α ñâàêè jå âåêòîð îáëèêà ~nα = t · (2, 0, 5), ãäå jå t ∈ R \ {0}.

10. Çàäàòàê jå èñòè êàî ñåäìè çàäàòàê ñà òåñòà 25. 08. 2009.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 27. 08. 2011.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
x 2 dx

x 2 − 3x+ 2
.

6. Çà êîjå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà a õîìî-
ãåíè ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà

a x+ 2 y = 0

2x+ (a+ 3) y = 0

èìà íåòðèâèjàëíî ðåøå»å?

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ 3

1

∣∣∣∣3 + x

x 2

∣∣∣∣ dx.
7. Îäðåäèòè ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå

B =

[
4 2
1 3

]
.

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå x y′ = y + x íà èíòåðâàëó (0,+∞).

8. Çà êîjå ñó âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà α
âåêòîðè ~u = (3, 9, 6) è ~v = (1, α, 2) âåêòîðñêîã
ïðîñòîðà R3:

(à) êîëèíåàðíè;

(á) îðòîãîíàëíè.

4. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ îäãîâîðà:

(à) çáèð äâà êîíâåðãåíòíà ðåäà jåñòå êîíâåð-
ãåíòàí ðåä;

(á) çáèð äâà äèâåðãåíòíà ðåäà óâåê jå äèâåð-
ãåíòàí ðåä;

(â) ðåäîâè

+∞∑
n=1

3
√
n2

(2n− 1)(5 3
√
n− 1)

è

+∞∑
n=1

1

10
3
√
n2

jåñó åêâèêîíâåðãåíòíè;

(ã) àêî jå ðåä
+∞∑
n=1

|an| êîíâåðãåíòàí, îíäà jå è

ðåä
+∞∑
n=1

an êîíâåðãåíòàí;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

9. Îäðåäèòè êîîðäèíàòå ïðåñå÷íå òà÷êå ïðàâå

p :
x = 1 + 2t
y = t
z = 2− t

è ðàâíè σ : 2x + y − 3z + 12 = 0

ó ïðîñòîðó R3.

5. Îäðåäèòè ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïå-

íîã ðåäà

+∞∑
n=0

n

n+ 1

(x
4

)n
.

10. Êîëèêî ðàçëè÷èòèõ ïðèðîäíèõ ñåäìîöè-
ôðåíèõ áðîjåâà ìîæå äà ñå íàïèøå îä öèôàðà
1, 1, 1, 2, 2, 3, 3?
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� Ðåçóëòàòè �

1. Ó ïèòà»ó jå èíòåãðàë íåïðàâå ðàöèîíàëíå ôóíêöèjå. Ïðåäñòàâèìî äàòó ðàöèîíàëíó

ôóíêöèjó êàî çáèð ïîëèíîìà è ïðàâå ðàöèîíàëíå ôóíêöèjå. Âàæè äà jå
x 2

x 2 − 3x+ 2
=

x 2 − 3x+ 2 + 3x− 2

x 2 − 3x+ 2
= 1 +

3x− 2

x 2 − 3x+ 2
. Ðàçëîæèìî ðàöèîíàëíó ôóíêöèjó

3x− 2

x 2 − 3x+ 2
íà

çáèð ïàðöèjàëíèõ ðàçëîìàêà. Èìàìî äà jå
3x− 2

(x− 1) (x− 2)
=

A

x− 1
+

B

x− 2
. Íà¢èìî êîåôèöè-

jåíòå A è B èç ïðåòõîäíå jåäíàêîñòè. Ìíîæå»åì äàòå jåäíàêîñòè ñà (x − 1)(x − 2) äîáèjàìî
äà jå 3x − 2 = A (x − 2) + B (x − 1) = (A + B)x − 2A − B. Óïîðå¢èâà»åì êîåôèöèjåíàòà óç
îäãîâàðàjó£å ñòåïåíå èìàìî ñèñòåì jåäíà÷èíà

A+B = 3

2A+B = 2

÷èjå jå ðåøå»å A = −1 è B = 4.

Ïðåìà òîìå, âàæè äà jå∫
x 2 dx

x2 − 3x+ 2
=

∫
dx−

∫
dx

x− 1
+ 4

∫
dx

x− 2
= x+ ln

(x− 2)4

|x− 1|
+ C.

♦ Äðóãè íà÷èí çà îäðå¢èâà»å êîåôèöèjåíàòà A è B jåñòå çàìåíà, ðåäîì, âðåäíîñòè x = 2 è
x = 1 ó jåäíàêîñò 3x− 2 = A (x− 2) +B (x− 1). Îäìàõ äîáèjàìî çà x = 2 äà jå B = 4, à çà x = 1
äà jå A = −1. Îâàj ìåòîä jå çãîäíî ïðèìå»èâàòè êàäà ñó íóëå ïîëèíîìà ó èìåíèîöó ðàöèîíàëíå
ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå ðåàëíå è ðàçëè÷èòå.

2. Âàæè äà jå

∫ 3

1

∣∣∣∣3 + x

x 2

∣∣∣∣ dx = 2 + ln 3.

♣ Ïîãëåäàòè äðóãè çàäàòàê ñà òåñòà 08. 02. 2009.

3. Äàòà jåäíà÷èíà jå íà èíòåðâàëó (0,+∞) åêâèâàëåíòíà õîìîãåíîj äèôåðåíöèjàëíîj jåäíà÷èíè

y′ = 1 +
y

x
. Óâî¢å»åì ñìåíå z =

y

x
äîáèjàìî jåäíà÷èíó z′ x+ z = 1 + z, îäíîñíî äèôåðåíöèjàëíó

jåäíà÷èíó êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå dz =
dx

x
÷èjå jå îïøòå ðåøå»å z = ln |x| + C. Îïøòå

ðåøå»å ïîëàçíå jåäíà÷èíå íà èíòåðâàëó (0,+∞) ãëàñè y = x lnx+ C x.

♣ Çà äåòà§å ïîãëåäàòè òðå£è çàäàòàê ñà òåñòà 08. 02. 2015.

4. Òà÷íè îäãîâîðè ñó (à), (â) è (ã). Ïðîêîìåíòàðèøèìî ïðèìåð (â). Ðåäîâè ñà ïîçèòèâ-

íèì ÷ëàíîâèìà
+∞∑
n=1

an è
+∞∑
n=1

bn jeñó åêâèêîíâåðãåíòíè, ïðåìà äðóãîì ïîðåäáåíîì êðèòåðèjóìó,

àêî jå an ∼ bn, n → +∞. Êàêî jå lim
n→+∞

3
√
n2

(2n− 1)(5 3
√
n− 1)

10
3
√
n2 = 1, çàê§ó÷ójåìî äà

jå
3
√
n2

(2n− 1)(5 3
√
n− 1)

∼
1

10
3
√
n2
, n → +∞, îäíîñíî äà ñó ðåäîâè

+∞∑
n=1

3
√
n2

(2n− 1)(5 3
√
n− 1)

è

+∞∑
n=1

1

10
3
√
n2

åêâèêîíâåðãåíòíè.

♣ Ïîãëåäàòè ÷åòâðòè çàäàòàê ñà òåñòà 28. 06. 2008.
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5. Ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå jåñòå R = 4.

♣ Ïîãëåäàòè øåñòè çàäàòàê ñà òåñòà 08. 02. 2009.

6. Çàäàòàê jå èñòè êàî ñåäìè çàäàòàê ñà òåñòà 28. 06. 2008.

7. Ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå äåëè »åí êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì. Íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã
ïîëèíîìà òàêî¢å ñó íóëå ìèíèìàëíîã ïîëèíîìà èñòîã èëè ìà»åã ðåäà. Ïðåìà òîìå, óêîëèêî
êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöe ðåäà 2 èìà äâå ðàçëè÷èòå íóëå, »åíè ìèíèìàëíè è êàðàê-
òåðèñòè÷íè ïîëèíîìè jåñó jåäíàêè. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå B jåäíàê jå

ϕB(λ) = det(B − λI) =

∣∣∣∣ 4− λ 2
1 3− λ

∣∣∣∣ = (4− λ) (3− λ)− 2 = λ2 − 7λ+ 10 = (λ− 2)(λ− 5).

Êàêî êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå B èìà äâå ðàçëè÷èòå íóëå, çàê§ó÷ójåìî äà jå »åí
ìèíèìàëíè ïîëèíîì jåäíàê µB(λ) = (λ− 2)(λ− 5).

8.

(à)
Âåêòîðè ~u è ~v áè£å êîëèíåàðíè àêî è ñàìî àêî ïîñòîjè t ∈ R òàêâî äà âàæè ~u = t~v, îäíî-
ñíî àêî ïîñòîjè t ∈ R òàêâî äà âàæè (3, 9, 6) = t (1, α, 2). Èçjåäíà÷àâà»åì îäãîâàðàjó£èõ
êîîðäèíàòà äîáèjàìî äà jå t = 3 è α = 3. Ïðåìà òîìå, âåêòîðè ~u è ~v jåñó êîëèíåàðíè çà
α = 3.

(á) Âåêòîðè ~u è ~v áè£å îðòîãîíàëíè àêî è ñàìî àêî jå »èõîâ ñêàëàðíè ïðîèçâîä jåäíàê íóëè,
òj. àêî âàæè äà jå

~u · ~v = (3, 9, 6) · (1, α, 2) = 3 · 1 + 9 · α+ 6 · 2 = 15 + 9α = 0.

Ïðåìà òîìå, âåêòîðè ~u è ~v jåñó îðòîãîíàëíè çà α = −5

3
.

9. Êîîðäèíàòå ïðåñå÷íå òà÷êå ïðàâå p è ðàâíè α çàäîâî§àâàjó ïàðàìåòàðñêè çàäàòó jåäíà÷èíó
ïðàâå è jåäíà÷èíó ðàâíè, ïðåìà òîìå ïðåäñòàâ§àjó ðåøå»å ñèñòåìà ÷åòèðè ëèíåàðíå àëãåáàðñêå
jåäíà÷èíå ñà ÷åòèðè íåïîçíàòå

x = 1 + 2t
y = t
z = 2 − t
2x + y − 3z + 12 = 0.

Äàòè ñèñòåì ñâîäè ñå íà jåäíó jåäíà÷èíó

2 (1 + 2 t) + t− 3 (2− t) + 12 = 0,

÷èjå jå jåäèíî ðåøå»å t = −1. Êîîðäèíàòå ïðåñå÷íå òà÷êå (òà÷êå ïðîäîðà) jåñó (−1,−1, 3).

10. Ó ïèòà»ó ñó ïåðìóòàöèjå ñà ïîíàâ§à»åì ñêóïà îä 7 åëåìåíàòà, êîä êîjèõ ñå jåäàí åëå-
ìåíò ïîíàâ§à òðè ïóòà, à äðóãà äâà ïî äâà ïóòà. Áðîj ðàçëè÷èòèõ ñåäìîöèôðåíèõ áðîjåâà
ñàñòàâ§åíèõ îä öèôàðà 1, 1, 1, 2, 2, 3, 3 jåñòå

7!

3! · 2! · 2!
=

7 · 6 · 5 · 4
2 · 2

= 210.
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♦ Çàäàòàê ìîæåìî ðåøèòè êîðèñòå£è êîìáèíàöèjå áåç ïîíàâ§à»à. Îä ñåäàì ïîçèöèjà ó çàïèñó
îäãîâàðàjó£åã áðîjà íà òðè óïèñójåìî öèôðó 1. Áðîj íà÷èíà íà êîjè òî ìîæåìî óðàäèòè jåäíàê jå

áðîjó êîìáèíàöèjà òðå£å êëàñå ñêóïà îä ñåäàì åëåìåíàòà, òj. jåäíàê jå

(
7

3

)
. Çàòèì, îä ïðåîñòàëå

÷åòèðè ïîçèöèjå áèðàìî äâå, íà êîjå £åìî óïèñàòè öèôðó 2, íà

(
4

2

)
íà÷èíà. Öèôðó 3 óïèñójåìî

íà ïðåîñòàëå äâå ïîçèöèjå. Ïðåìà ïðèíöèïó ïðîèçâîäà, áðîj ðàçëè÷èòèõ ñåäìîöèôðåíèõ áðîjåâà
ñàñòàâ§åíèõ îä öèôàðà 1, 1, 1, 2, 2, 3, 3 jåñòå(

7

3

)
·
(

4

2

)
=

7!

3! · 4!

4!

2! · 2!
= 210.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 20. 01. 2013.

1. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä ïðèìèòèâíèõ
ôóíêöèjà ôóíêöèjå f(x) = 6x2, íà èíòåðâàëó
(−∞,+∞):

(à)2x3; (á)x3 + 1;

(â)4x3 + 2; (ã) 2x3 + 5;

(ä) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ ôóíêöèjà íèjå ïðè-
ìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f(x) = 6x2.

6. Äàòà jå ôóíêöèjà S(x) =
+∞∑
n=1

xn, x ∈ (−1, 1).

Òàäà jå S

(
1

3

)
jåäíàêî (çàîêðóæèòè ñëîâî èñ-

ïðåä òà÷íîã îäãîâîðà):

(à)1; (á) 1
2 ; (â) 3

2 ; (ã) 2
3 ;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

2. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä ôóíêöèjà êîjå ñó
èíòåãðàáèëíå íà ñåãìåíòó [0, 1]:

(à)f(x) = x; (á)f(x) = lnx;

(â)f(x) = sinx; (ã) f(x) = arctg x;

(ä) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ ôóíêöèjà íèjå èíòå-
ãðàáèëía íà ñåãìåíòó [0, 1].

7. Íåêà jå A ïðîèçâî§íà ðåàëíà êâàäðàòíà ìà-
òðèöà ðåäà n. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ
òâð¢å»à:

(à) detA 6= 0⇐⇒ rangA = n;

(á) detA = 0⇐⇒ rangA = 0;

(â) rangA < n =⇒ detA = 0;

(ã) rangA = rangAT ;

(ä) íèjåäíî îä ïðåòõîäíèõ òâð¢å»à íèjå òà÷íî.

3. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä ëèíåàðíèõ äèôå-
ðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà:

(à) y′ = x2; (á) y′y = sinx+ x;

(â) y′ = y
x ; (ã) y′′ − 4y = 0;

(ä) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ jåäíà÷èíà íèjå ëè-
íåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã
ðåäà.

8. Íàïèñàòè ìèíèìàëíè ïîëèíîì jåäèíè÷íå ìà-
òðèöå I ïðîèçâî§íîã ðåäà.

4. Äàòà jå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà y′′ − 4y =
0. Çàîêðóæèòè ñëîâî èñïðåä »åíîã îïøòåã ðå-
øå»à:

(à) y = 2C1e
x + 2C2e

x;

(á) y = C1e
2x + C2e

−2x;

(â) y = C1e
2x + C2e

−2x + C3e
x;

(ã) y = C1e
−x + C2e

−x;
(ãäå ñó C1, C2, è C3 ïðîèçâî§íå ðåàëíå êîíñòàíòå)

(ä) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ ôóíêöèjà íèjå îïøòå
ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå.

9. Íàïèñàòè jåäíà÷èíó ðàâíè êîjà jå ïàðàëåëíà
ñà ïðàâîì x = y = 1 è ñàäðæè òà÷êó A(1, 1, 1).

5. Êîëèêî ãðàíà èìà ïîòïóí ãðàô (íåîðèjåíòè-
ñàí è áåç ïåò§è) ñà 10 ÷âîðîâà?

10. Äàòà jå èñêàçíà ôîðìóëà (p⇒ q)⇒ (p∨ p).
Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ òâð¢å»à:

(à) äàòà èñêàçíà ôîðìóëà jå òàóòîëîãèjà;

(á) äàòà èñêàçíà ôîðìóëà jå êîíòðàäèêöèjà;

(â) äàòà èñêàçíà ôîðìóëà íèjå íè òàóòîëîãèjà
íè êîíòðàäèêöèjà;

(ã) íèjåäíî îä ïðåòõîäíèõ òâð¢å»à íèjå òà÷íî.

101



� Ðåøå»à �

1.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå F (x) ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f(x) (äåôèíèñàíå íà
èíòåðâàëó (a, b), êîjè ìîæå áèòè êîíà÷àí èëè áåñêîíà÷àí) íà èíòåðâàëó (a, b) àêî
çà a < x < b âàæè F ′(x) = f(x).

Íà¢èìî, ðåäîì, ïðâè èçâîä ñâàêå îä ïîíó¢åíèõ ôóíêöèjà F (x):

X(à) (2x3)′ = 6x2;

(á) (x3 + 1)′ = 3x2;

(â) (4x3 + 2)′ = 12x2;

X(ã) (2x3 + 5)′ = 6x2.

Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (à) è (ã).

♦ Ðåøèòè çàäàòàê äèðåêòíèì îäðå¢èâà»åì èíòåãðàëà

∫
6x2dx. Ðåçóëòàò jå 2x3 + C, ãäå jå C

ïðîèçâî§íà ðåàëíà êîíñòàíòà.

2.

Ïîäñåòèìî ñå ñëåäå£èõ âàæíèõ ÷è»åíèöà:

• ñâàêà ìîíîòîíà ôóíêöèjà íà [a, b], a, b ∈ R, èíòåãðàáèëíà jå íà òîì èíòåðâàëó;

• ñâàêà èíòåãðàáèëíà ôóíêöèjà íà [a, b], a, b ∈ R, îãðàíè÷åíà jå íà [a, b].

Ôóíêöèjå f(x) = x è f(x) = arctg x äåôèíèñàíå ñó è ìîíîòîíî ðàñòó£å çà ñâàêî x ∈ R ⊇ [0, 1],
ïà ñó ñàìèì òèì è èíòåãðàáèëíå íà ñåãìåíòó [0, 1].
Ôóíêöèjà f(x) = sinx äåôèíèñàíà jå çà ñâàêî x ∈ R, è ìîíîòîíî jå ðàñòó£à íà èíòåðâàëó [0, π2 ]
êîjè ñàäðæè èíòåðâàë [0, 1], ïà jå èíòåãðàáèëíà íà ñåãìåíòó [0, 1].
Áóäó£è äà ôóíêöèjà lnx íèjå îãðàíè÷åíà íà ñåãìåíòó [0, 1] (ñåòèìî ñå äà jå äîìåí ôóíêöèjå lnx
èíòåðâàë (0,+∞)), îíà íà òîì ñåãìåíòó íèjå íè èíòåãðàáèëíà.
Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (à), (â) è (ã).

3.

Jåäíà÷èíà y′(x) + P (x)y(x) = Q(x), ãäå ñó P (x) è Q(x) íåïðåêèäíå ôóíêöèjå íà
(a, b), íàçèâà ñå ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà.

Îäìàõ ìîæåìî óî÷èòè äà jå jåäíà÷èíà y′′ − 4y = 0 jåäíà÷èíà ðåäà äâà, òå íèjå ëèíåàðíà äè-
ôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà. Òàêî¢å, jåäíà÷èíó y′y = sinx + x ìîæåìî çàïèñàòè êàî
y′ = (sinx + x)y−1, ïà íè îíà íèjå ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà, jåð jå íå
ìîæåìî çàïèñàòè ó îäãîâàðàjó£åì îáëèêó (ïðèìåòèìî äà jå òà jåäíà÷èíà, ó ñòâàðè, Áåðíóëèjåâà
äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà).
Jåäíà÷èíà y′ = x2 jåñòå ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà, çà P (x) = 0 è Q(x) =

x2, à òàêî¢å jå òî è jåäíà÷èíà y′ =
y

x
, çà P (x) = −1

x
è Q(x) = 0.

Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (à) è (â).
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4. Ó ïèòà»ó jå õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì
êîåôèöèjåíòèìà. Êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà îâå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ãëàñè λ2−4 = 0, è
»åíà ðåøå»à ñó: λ1 = 2 è λ2 = −2. Ðåøå»à êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå äàòå õîìîãåíå ëèíåàðíå
äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà ðåàëíà ñó è ðàçëè÷èòà.
Òî çíà÷è äà ñó äâà ïàðòèêóëàðíà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå
y1 = e2x è y2 = e−2x, ïà jå »åíî îïøòå ðåøå»å »èõîâà ïðîèçâî§íà ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà:
yo = C1e

2x + C2e
−2x. Äàêëå, òà÷àí jå îäãîâîð (á).

♦ Çàäàòàê ñìî ìîãëè óðàäèòè è ìåòîäîì åëèìèíàöèjå íåòà÷íèõ îäãîâîðà. Íàèìå, îïøòå ðå-
øå»å õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ðåäà n, n ∈ N, jåñòå ïðîèçâî§íà ëèíåàðíà êîìáèíà-
öèjà »åíèõ n ëèíåàðíî íåçàâèñíèõ ïàðòèêóëàðíèõ ðåøå»à, à çà ðåøå»à ïîíó¢åíà ïîä (à) è ïîä
(ã) âàæè y = (2C1 + 2C2)e

x = C3e
x, îäíîñíî y = (C1 + C2)e

−x = C4e
−x, ïà ñó òî îïøòà ðåøå»à

õîìîãåíå ëèíåàðíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà, à áóäó£è äà ñó y1 = e2x, y2 = e−2x è
y3 = ex ëèíåàðíî íåçàâèñíå ôóíêöèjå, ðåøå»å ïîíó¢åíî ïîä (â) jåñòå îïøòå ðåøå»å õîìîãåíå
ëèíåàðíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ðåäà òðè. Äàêëå, ñàìî ðåøå»å ïîíó¢åíî ïîä (á) ïðåäñòà-
â§à îïøòå ðåøå»å õîìîãåíå ëèíåàðíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå äðóãîã ðåäà. Îâî jîø óâåê íå
çíà÷è äà jå òî ðåøå»å îïøòå ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå. Ïîòðåáíî jå jîø, äèðåêò-
íîì çàìåíîì ó äàòó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó, ïðîâåðèòè äà ëè îïøòå ðåøå»å ïîíó¢åíî ïîä
(á) çàèñòà çàäîâî§àâà äàòó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó. Áóäó£è äà çà y = C1e

2x +C2e
−2x âàæè

y′′ = 4C1e
2x + 4C2e

−2x, âèäèìî äà ïîíó¢åíî îïøòå ðåøå»å çàäîâî§àâà äàòó äèôåðåíöèjàëíó
jåäíà÷èíó, ïà jå îäãîâîð ïîä (á) òà÷àí.

5.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ïîòïóí ãðàô îíàj ãðàô êîä êîãà ñó ñâàêà äâà ÷âîðà ñïîjåíà
ãðàíîì. Àêî jå n áðîj ÷âîðîâà ïîòïóíîã ãðàôà, îíäà jå »åãîâ áðîj ãðàíà jåäíàê(
n
2

)
.

Êîðèñòå£è íàâåäåíå ÷è»åíèöå, jåäíîñòàâíî ìîæåìî èçðà÷óíàòè áðîj ãðàíà ïîòïóíîã ãðàôà ñà

10 ÷âîðîâà:

(
10

2

)
= 45.

♣ Óïîðåäèòè ñà äåñåòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 13. 02. 2011. ãîäèíå.

6.

Ïîäñåòèìî ñå ôîðìóëe çà èçðà÷óíàâà»å ñóìå ãåîìåòðèjñêîã ðåäà:

+∞∑
n=0

qn =
1

1− q
,

ãäå jå q ðåàëíà êîíñòàíòà êîjà çàäîâî§àâà q ∈ (−1, 1).
Òàêî¢å, çà q ∈ (−1, 1) âàæè è

+∞∑
n=1

qn =

+∞∑
n=0

qn − 1 =
1

1− q
− 1 =

q

1− q
.

Äàêëå:

S

(
1

3

)
=

+∞∑
n=1

(
1

3

)n
=

1
3

1− 1
3

=
1

2
.

Òà÷àí jå îäãîâîð (á).
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7.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ðàíã ìàòðèöå ðåä »åíå íàjâå£å êâàäðàòíå ðåãóëàðíå ïîäìà-
òðèöå. Òàêî¢å, çà ïðîèçâî§íó êâàäðàòíó ìàòðèöó A âàæè ðåëàöèjà rangAT =
rangA.

Íà îñíîâó íàâåäåíå ÷è»åíèöå, jàñíî jå äà jå òâð¢å»å (ã) òà÷íî. Ðàçìîòðèìî ñàäà ïðåîñòàëà
òðè òâð¢å»à.
Óêîëèêî jå äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå A ðàçëè÷èòà îä íóëå, òàäà jå îíà ñàìà ñâîjà íàjâå£à ðåãóëàðíà
ïîäìàòðèöà, ïà jå »åí ðàíã ìàêñèìàëàí, îäíîñíî jåäíàê jå n, è îáðíóòî, àêî jå ðàíã ìàòðèöå
A jåäíàê »åíîì ðåäó, òàäà jå ñàìà ìàòðèöà ðåãóëàðíà, ïà jå »åíà äåòåðìèíàíòà ðàçëè÷èòà îä
íóëå. Äàêëå, òâð¢å»å (à) jå òà÷íî.
Òâð¢å»å (á) íèjå òà÷íî, jåð èç ÷è»åíèöå äà jå äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå A jåäíàêà íóëè ñëåäè äà
»åí ðàíã íèjå ìàêñèìàëàí, îäíîñíî ìîðà áèòè ìà»è îä n, àëè íå ìîðà áèòè jåäíàê íóëè (jåäèíà
êâàäðàòíà ìàòðèöà ðåäà n ÷èjè jå ðàíã jåäíàê íóëè jåñòå íóëà-ìàòðèöà).
Òâð¢å»å (â) jå òà÷íî, jåð óêîëèêî jå ðàíã êâàäðàòíå ìàòðèöå A ìà»è îä »åíîã ðåäà, îäíîñíî
íèjå ìàêñèìàëàí, òî çíà÷è äà îíà ñàìà íèjå ñâîjà íàjâå£à ðåãóëàðíà ïîäìàòðèöà, äàêëå ñàìà
ìàòðèöà A íèjå ðåãóëàðíà, ïà jîj jå äåòåðìèíàíòà jåäíàêà íóëè.
Äàêëå, òà÷íà ñó òâð¢å»à (à), (â) è (ã).

8.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A (jåäèíñòâåíè) ïîëèíîì P (λ)
íàjìà»åã ñòåïåíà çà êîjè âàæè P (A) = 0 è ÷èjè jå âîäå£è êîåôèöèjåíò (êîåôèöè-
jåíò óç íàjâå£è ñòåïåí) jåäíàê jåäàí.

Áóäó£è äà î÷èãëåäíî âàæè I− I = 0, òî jå ïîëèíîì íàjìà»åã ñòåïåíà ñà âîäå£èì êîåôèöèjåíòîì
jåäàí çà êîjè âàæè P (I) = 0 P (λ) = λ− 1, ïà jå òî òðàæåíè ìèíèìàëíè ïîëèíîì.

9.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ïðàìåí ðàâíè ñêóï ðàâíè êîjå ñàäðæå jåäíó ôèêñèðàíó ïðàâó.
Óêîëèêî jå òà ïðàâà çàäàòà êàî ïðåñåê ðàâíè ñà jåäíà÷èíàìà A1x+B1y+C1z+D1 =
0 è A2x+B2y+C2z+D2 = 0, îíäà jå jåäíà÷èíà ïðàìåíà ðàâíè A1x+B1y+C1z+
D1 + λ(A2x+B2y + C2z +D2) = 0, λ ∈ R.

Óî÷èìî äà êîîðäèíàòå òà÷êå A(1, 1, 1) çàäîâî§àâàjó jåäíà÷èíó ïðàâå x = y = 1, ïà çàê§ó÷ójåìî
äà òà÷êà A ïðèïàäà äàòîj ïðàâîj. Äàêëå, ðàâàí êîjà ñàäðæè òà÷êó A è ïàðàëåëíà jå äàòîj
ïðàâîj ìîðà ñàäðæàòè òó ïðàâó (èíà÷å jîj íèjå ïàðàëåëíà, âå£ jå ñå÷å ó òà÷êè A). Ðåøå»å jå
ñâàêà ðàâàí êîjà ñàäðæè äàòó ïðàâó, îäíîñíî áèëî êîjà ðàâàí êîjà ïðèïàäà ïðàìåíó ðàâíè
îäðå¢åíîì äàòîì ïðàâîì. Êàêî jå äàòà ïðàâà ïðåñåê ðàâíè x − 1 = 0 è y − 1 = 0, jåäíà÷èíà
ïðàìåíà ðàâíè îäðå¢åíîã äàòîì ïðàâîì ãëàñè x− 1 + λ(y − 1) = 0, λ ∈ R, ïà jå ðåøå»å çàäàòêà
ñâàêà ðàâàí ÷èjà jåäíà÷èíà èìà îáëèê x+ λy = 1 + λ, λ ∈ R.

10.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå òàóòîëîãèjà èñêàçíà ôîðìóëà êîjà çà ñâå èñòèíèòîñíå âðåäíî-
ñòè èñêàçíèõ ñëîâà êîjà ñå ó »îj ïîjàâ§ójó èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 1. Òàêî¢å,
êîíòðàäèêöèjà jå èñêàçíà ôîðìóëà êîjà çà ñâå èñòèíèòîñíå âðåäíîñòè èñêàçíèõ
ñëîâà êîjà ñå ó »îj ïîjàâ§ójó èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 0.
Ïîäñåòèìî ñå è äà èìïëèêàöèjà èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 0 àêî è ñàìî àêî ëåâà
ñòðàíà èìïëèêàöjå èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 1, à äåñíà 0 (ó ñâèì îñòàëèì ñëó-
÷àjåâèìà èìïëèêàöèjà èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 1), êàî è äà ó èñêàçíîj àëãåáðè
âàæè òåîðåìà p ∨ p = p.
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Íà îñíîâó íàâåäåíå òåîðåìå äàòà èñêàçíà ôîðìóëà åêâèâàëåíòíà jå èñêàçíîj ôîðìóëè (p ⇒
q)⇒ p. Áóäó£è äà jå öåíòðàëíà îïåðàöèjà ó ïîñìàòðàíîj ôîðìóëè èìïëèêàöèjà, jåäíîñòàâíî jå
ðàçìîòðèòè äà ëè jå ôîðìóëà òàóòîëîãèjà. Äîâî§íî jå èñïèòàòè äà ëè jå ìîãó£å äà äàòà èñêàçíà
ôîðìóëà èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 0, à òî ñå ìîæå äîãîäèòè ñàìî àêî p ⇒ q èìà èñòèíèòîñíó
âðåäíîñò 1, à p èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 0. Áóäó£è äà jå èñòèíèòîñíà âðåäíîñò èçðàçà p ⇒ q
jåäíàêà 1 óêîëèêî p èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 0 (áåç îáçèðà íà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò èñêàçíîã
ñëîâà q), òî çíà÷è äà àêî èñêàçíî ñëîâî p èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 0 è ñàìà èñêàçíà ôîðìóëà
èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 0, ïà ñàìèì òèì íèjå òàóòîëîãèjà.
Íà ñëè÷àí íà÷èí ìîæåìî âèäåòè äà äàòà èñêàçíà ôîðìóëà íèjå íè êîíòðàäèêöèjà: óêîëèêî jå
èñòèíèòîñíà âðåäíîñò èñêàçíîã ñëîâà p jåäíàêà 1, òàäà jå è èñòèíèòîñíà âðåäíîñò öåëå ôîðìóëå
jåäíàêà 1, jåð je èñòèíèòîñía âðåäíîñò èìïëèêàöèjå 1 àêî jå èñòèíèòîñíà âðåäíîñò äåñíå ñòðàíå
òå èìïëèêàöèjå jåäíàêà 1.
Äàêëå, äàòà èñêàçíà ôîðìóëà íèjå íè òàóòîëîãèjà íè êîíòðàäèêöèjà, ïà jå òà÷àí îäãîâîð (â).

♦ Ðåøèòè çàäàòàê ôîðìèðà»åì èñòèíèòîñíå òàáëèöå çà äàòó èñêàçíó ôîðìóëó.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 10. 02. 2013.

1. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä ôóíêöèjà çà êîjå
jå F (x) = 2e3x + 5 ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà íà èí-
òåðâàëó (−∞,+∞):

(à)2e3x + 5; (á)6e3x;

(â)6e3x + 2; (ã) 2
3e

3x + 5x;

(ä) íè çà jåäíó îä ïðåòõîäíèõ ôóíêöèjà ôóíê-
öèjà F (x) íèjå ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà íà èí-
òåðâàëó (−∞,+∞).

6. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ íó-
ìåðè÷êèõ ðåäîâà:

(à)
+∞∑
n=0

(π
3

)n+2
; (á)

+∞∑
n=0

(
sin

π

3

)n
;

(â)
+∞∑
n=2

(−1)n lnn; (ã)
+∞∑
n=1

cos2 n

n2
;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ íóìåðè÷êèõ ðåäîâà
íèjå êîíâåðãåíòàí.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò èíòåãðàëà

∫ 1

−1

dx

1 + x2
.

7. Ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

(
1 +

1

n

)2n2

xn jåäíàê jå (çàîêðóæèòè ñëîâî

èñïðåä òà÷íîã îäãîâîðà):

(à)e; (á)e−1; (â)e2; (ã)e−2;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.3. Äàòà jå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà y′ =
y + 1. Çàîêðóæèòè ñëîâî èñïðåä »åíîã îïøòåã
ðåøå»à:

(à) y = C1e
x + 1; (á) y = C1e

x − 1;

(â) y = C1x+ 1; (ã) y = C1x+ C2e
x;

(ä) y = C1e
x + C2e

−x;
(ãäå ñó C1 è C2 ïðîèçâî§íå ðåàëíå êîíñòàíòå)

(¢) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ ôóíêöèjà íèjå îï-
øòå ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà-
÷èíå.

8. Çà êîjå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà a jå
ñàãëàñàí ñèñòåì ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà:

x+ y + az = 0

x− 2y + z = 0

ax− y − z = 0

.

4. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä õîìîãåíèõ ëèíå-
àðíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà:

(à) y′ + 2y = 0; (á) y′′ = x2y;

(â) y = y′′ − y′ + 3; (ã) y = y′′ − x;
(ä) y − y′′ = y′ + 2y;

(¢) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ ôóíêöèjà íèjå õîìî-
ãåía ëèíåàðía äèôåðåíöèjàëía jåäíà÷èíà
äðóãîã ðåäà.

9. Çáèð ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå

J =

[
1 2
2 −1

]
jåäíàê jå (çàîêðóæèòè ñëîâà èñï-

ðåä òà÷íèõ îäãîâîðà):

(à)2; (á)1; (â)0; (ã)−1; (ä)−2;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

5. Èñêàçíó ôîðìóëó (p ∨ q) ⇒ p íàïèñàòè ó
îáëèêó ÑÄÍÔ.

10. Äàòè ñó âåêòîðè ~a = (1, 1, 2) è ~b = (2, 2, 4).
Èçðà÷óíàòè ~a×~b è ~b× ~a.
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� Ðåøå»à �

1.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå F (x) ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f(x) (äåôèíèñàíå íà
èíòåðâàëó (a, b), êîjè ìîæå áèòè êîíà÷àí èëè áåñêîíà÷àí) íà èíòåðâàëó (a, b) àêî
çà a < x < b âàæè F ′(x) = f(x).

Áóäó£è äà âàæè F ′(x) = (2e3x + 5)′ = 6e3x, âèäèìî äà jå òà÷àí îäãîâîð (á).

2.

Ïîäñåòèìî ñå äà, óêîëèêî jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà f(x) íåïðåêèäíà íà èíòåð-

âàëó [−a, a] è ïàðíà, òàäà âàæè

∫ a

−a
f(x)dx = 2

∫ a

0
f(x)dx.

Ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà f(x) =
1

1 + x2
íåïðåêèäíà jå çà ñâàêî x ∈ R è ïàðíà, ïà ìîæåìî

ïðèìåíèòè íàâåäåíó jåäíàêîñò:

∫ 1

−1

dx

1 + x2
= 2

∫ 1

0

dx

1 + x2
. Èíòåãðàë

∫
dx

1 + x2
jå òàáëè÷íè, è

jåäíàê jå arctg x + C, ïà çà èçðà÷óíàâà»å òðàæåíå âðåäíîñòè êîðèñòèìî �óòí�Ëàjáíèöîâó

ôîðìóëó:

∫ 1

−1

dx

1 + x2
= 2

∫ 1

0

dx

1 + x2
= 2

arctg x

∣∣∣∣∣
1

0

 = 2 (arctg 1− arctg 0) = 2
(π

4
− 0
)

=
π

2
.

Äàêëå,

∫ 1

−1

dx

1 + x2
=
π

2
.

3.

Jåäíà÷èíà y′(x) + P (x)y(x) = Q(x), ãäå ñó P (x) è Q(x) íåïðåêèäíå ôóíêöèjå íà
(a, b), íàçèâà ñå ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà. �åíî îïøòå
ðåøå»å äàòî jå ôîðìóëîì:

y = e−
∫
P (x)dx

(
C +

∫
Q(x)e

∫
P (x)dxdx

)
.

Ìîæåìî óî÷èòè äà jå äàòà jåäíà÷èíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà, çà
P (x) = −1 è Q(x) = 1, ïà çà îäðå¢èâà»å »åíîã îïøòåã ðåøå»à êîðèñòèìî íàâåäåíó ôîðìóëó:

y = e
∫
dx
(
C +

∫
e−

∫
dxdx

)
= ex

(
C +

∫
e−xdx

)
= ex

(
C − e−x

)
= Cex − 1.

Äàêëå, òà÷àí jå îäãîâîð (á).

♦ Äàòà jåäíà÷èíà jå òàêî¢å è jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå, jåð jå ìîæåìî çàïèñàòè

íà ñëåäå£è íà÷èí:
dy

y + 1
= dx. Äî »åíîã îïøòåã ðåøå»à äîëàçèìî èíòåãðàöèjîì ôóíêöèjà

ñà ëåâå è äåñíå ñòðàíå ïîñëåä»å jåäíàêîñòè:

∫
dy

y + 1
=

∫
dx. Äàêëå, îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå

äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñòå ln |y + 1| = x+ C, îäíîñíî, y + 1 = C1e
x.
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4.

Äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà y(n) +f1(x)y(n−1) + · · ·+fn−1(x)y′+fn(x)y = F (x), ãäå
ñó f1(x), . . . , fn(x) è F (x) ôóíêöèjå äåôèíèñàíå è íåïðåêèäíå íà íåêîì èíòåðâàëó
(a, b), êîjè ìîæå áèòè è áåñêîíà÷àí, íàçèâà ñå ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà
ðåäà n. Àêî jå F (x) ≡ 0 íà èíòåðâàëó (a, b), òàäà êàæåìî äà jå jåäíà÷èíà õîìîãåíà,
ó ïðîòèâíîì jå íåõîìîãåíà.

Ðàçìîòðè£åìî, ðåäîì, ñâå ïîíó¢åíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå.
Jåäíà÷èíà y′ + 2y = 0 î÷èãëåäíî jå jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà, ïà íèjå õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåí-
öèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà.
Jåäíà÷èíà y′′ = x2y ìîæå ñå çàïèñàòè êàî y′′ − x2y = 0, ïà jåñòå õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöè-
jàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà, çà f1(x) = −x2 è f2(x) = 0.
Jåäíà÷èíà y = y′′ − y′ + 3 ìîæå ñå çàïèñàòè êàî y′′ − y′ − y = −3. Âèäèìî äà jå F (x) = −3, è
ñòîãà jåäíà÷èíà jåñòå ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà, àëè íèjå õîìîãåíà.
Ñëè÷íî, jåäíà÷èíó y = y′′ − x ìîæåìî çàïèñàòè êàî y′′ − y = x, è îíà jåñòå ëèíåàðíà äèôåðåí-
öèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà, àëè íèjå õîìîãåíà, jåð jå F (x) = x.
Àêî jåäíà÷èíó y−y′′ = y′+2y çàïèøåìî êàî y′′+y′+y = 0, âèäèìî äà îíà jåñòå õîìîãåíà ëèíåàðíà
äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà, çà f1(x) = 1 è f2(x) = 1 (ïðèìåòèìî äà jå îâà jåäíà÷èíà
õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà).
Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (á) è (ä).

5.

Ñâàêà Áóëîâà ôóíêöèjà f(p, q) äâå ïðîìåí§èâå (îäíîñíî, èñêàçíà ôîðìóëà êîjà
ñàäðæè äâà èñêàçíà ñëîâà), îñèì ôóíêöèjå êîjà jå èäåíòè÷êè jåäíàêà íóëè, ìîæå
ñå íà ñëåäå£è íà÷èí ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó ñàâðøåíå äèñjóíêòèâíå íîðìàëíå
ôîðìå (ÑÄÍÔ):

f(p, q) = (f(1, 1) ∧ p ∧ q) ∨ (f(1, 0) ∧ p ∧ q) ∨ (f(0, 1) ∧ p ∧ q) ∨ (f(0, 0) ∧ p ∧ q).

Áóäó£è äà ñâàêà èñêàçíà ôîðìóëà êîjà ñàäðæè äâà èñêàçíà ñëîâà äåôèíèøå îäãîâàðàjó£ó
Áóëîâó ôóíêöèjó äâå ïðîìåí§èâå, êîðèñòå£è íàâåäåíó ÷è»åíèöó, jåäíîñòàâíî äîëàçèìî äî
òðàæåíå ñàâðøåíå äèñjóíêòèâíå íîðìàëíå ôîðìå.
Íàjïðå èçðà÷óíàjìî âðåäíîñòè ôóíêöèjå f(p, q) = (p ∨ q) =⇒ p:

f(1, 1) = (1 ∨ 1)⇒ 1 = 1⇒ 1 = 1

f(1, 0) = (1 ∨ 0)⇒ 1 = 1⇒ 1 = 1

f(0, 1) = (0 ∨ 1)⇒ 0 = 1⇒ 0 = 0

f(0, 0) = (0 ∨ 0)⇒ 0 = 0⇒ 0 = 1.

Ñàäà jå:

f(p, q) = (f(1, 1) ∧ p ∧ q) ∨ (f(1, 0) ∧ p ∧ q) ∨ (f(0, 1) ∧ p ∧ q) ∨ (f(0, 0) ∧ p ∧ q) =

(1 ∧ p ∧ q) ∨ (1 ∧ p ∧ q) ∨ (0 ∧ p ∧ q) ∨ (1 ∧ p ∧ q) = (p ∧ q) ∨ (p ∧ q) ∨ (p ∧ q).

Äàêëå, ÑÄÍÔ çà äàòó èñêàçíó ôîðìóëó jåñòå (p ∧ q) ∨ (p ∧ q) ∨ (p ∧ q).

6.

Ïîäñåòèìî ñå ñëåäå£å òåîðåìå:
Îïøòè ÷ëàí ñâàêîã êîíâåðãåíòíîã íóìåðè÷êîã ðåäà òåæè íóëè.
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Îâî çíà÷è äà óêîëèêî îïøòè ÷ëàí íåêîã íóìåðè÷êîã ðåäà íå òåæè íóëè, òàäà òàj
ðåä äèâåðãèðà. Îâó òåîðåìó jå çàòî ïîãîäíî êîðèñòèòè êàäà æåëèìî äà ïîêàæåìî
äà ðåä äèâåðãèðà. Âðëî jå âàæíî çàïàìòèòè äà îáðàò îâîã òâð¢å»à íå âàæè,
îäíîñíî ïîñòîjå ðåäîâè êîjè íå êîíâåðãèðàjó, à îïøòè ÷ëàí èì òåæè íóëè.

Ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn êîíâåðãèðà çà |q| < 1, à çà |q| ≥ 1 äèâåðãèðà.

Íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

1

nα
êîíâåðãèðà çà α > 1, à ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà äèâåðãèðà.

Òàêî¢å âàæè è ñëåäå£è ïðâè ïîðåäáåíè êðèòåðèjóì çà ïîçèòèâíå íóìåðè÷êå ðå-
äîâå:
Àêî çà ñêîðî ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n âàæè an ≤ bn, òàäà, àêî ðåä

∑
bn êîíâåðãèðà,

êîíâåðãèðà è ðåä
∑
an, à óêîëèêî ðåä

∑
an äèâåðãèðà, äèâåðãèðà è ðåä

∑
bn.

Ëàêî jå óî÷èòè äà îïøòè ÷ëàí ðåäà
+∞∑
n=2

(−1)n lnn íå òåæè íóëè, ïà jå ðåä äèâåðãåíòàí.

Çà ðåä
+∞∑
n=0

(π
3

)n+2
âàæè

+∞∑
n=0

(π
3

)2 (π
3

)n
=
(π

3

)2 +∞∑
n=0

(π
3

)n
. Áóäó£è äà jå ðåä

(π
3

)n
ãåîìåòðèjñêè

ðåä çà q =
π

3
> 1, îí jå äèâåðãåíòàí, ïà jå è ïîëàçíè ðåä äèâåðãåíòàí.

Òàêî¢å jå è ðåä
+∞∑
n=0

(
sin

π

3

)n
ãåîìåòðèjñêè çà q = sin

π

3
=

√
3

2
< 1, ïà jå êîíâåðãåíòàí.

Çà îïøòè ÷ëàí ðåäà
+∞∑
n=1

cos2 n

n2
âàæè

cos2 n

n2
≤ 1

n2
, à ðåä ñà îïøòèì ÷ëàíîì

1

n2
êîíâåðãèðà (òî

jå ðåä
+∞∑
n=1

1

nα
, ãäå jå α = 2 > 1), ïà ìîæåìî ïðèìåíèòè ïðâè ïîðåäáåíè êðèòåðèjóì, íà îñíîâó

êîãà jå ïîñìàòðàíè ðåä êîíâåðãåíòàí.

Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (á) è (ã).

7.

Íà îñíîâó Êîøè�Àäàìàðîâîã ñòàâà, ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå R ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n ìîæå ñå èçðà÷óíàòè êàî R = 1

lim
n→+∞

n
√
|an|

, èëè R = lim
n→+∞

an
an+1

, óêîëèêî

íàâåäåíè ëèìåñè ïîñòîjå.

Äàêëå, ïîëóïðå÷íèê (ðàäèjóñ) êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)2n2

xn jåñòå:

R =
1

lim
n→+∞

n

√(
1 +

1

n

)2n2
=

1

lim
n→+∞

((
1 +

1

n

)2n2
) 1

n

=
1

lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)2n

=
1

lim
n→+∞

((
1 +

1

n

)n)2 = e−2.

Äàêëå, òà÷àí jå îäãîâîð (ã).

109



8.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ñèñòåìm ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà ñà n íåïîçíàòèõ ñà-
ãëàñàí óêîëèêî ïîñòîjè áàð jåäíà óðå¢åíà n-òîðêà (x1, x2, . . . , xn) êîjà çàäîâî§àâà
ñâàêó îä m jåäíà÷èíà ñèñòåìà. Äðóãèì ðå÷èìà, ñèñòåì m ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ
jåäíà÷èíà ñà n íåïîçíàòèõ ñàãëàñàí jå óêîëèêî èìà áàð jåäíî ðåøå»å.
Òàêî¢å âàæè è ÷è»åíèöà äà õîìîãåí ñèñòåì m ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà
ñà n íåïîçíàòèõ óâåê èìà áàð jåäíî ðåøå»å, è òî ðåøå»å jå óðå¢åíà n-òîðêà
(0, 0, . . . , 0).

Íà îñíîâó èçëîæåíèõ ÷è»åíèöà ñëåäè äà jå äàòè ñèñòåì, áóäó£è äà jå õîìîãåí, óâåê ñàãëàñàí,
îäíîñíî ñàãëàñàí jå çà ñâàêî a ∈ R.

9.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå çáèð ñâèõ ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè äàòå êâàäðàòíå ìàòðèöå A
jåäíàê »åíîì òðàãó (çáèðó ñâèõ åëåìåíàòà êîjè ñå íàëàçå íà »åíîj ãëàâíîj äèjà-
ãîíàëè).

Äàêëå, ïîòðåáíî jå ñàìî îäðåäèòè òðàã ìàòðèöå A, îäíîñíî ñàáðàòè äâà åëåìåíòà ñà »åíå
ãëàâíå äèjàãîíàëå. Áóäó£è äà jå î÷èãëåäíî trA = 1 + (−1) = 0, òà÷àí jå îäãîâîð (â).

♦ Óðàäèòè çàäàòàê äèðåêòíèì èçðà÷óíàâà»åì ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå A, îäíîñíî îäðå-
¢èâà»åì íóëà »åíîã êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà. Ðåçóëòàò jå λ1 =

√
5, λ2 = −

√
5.

!

10.

Ïîäñåòèìî ñå äà, óêîëèêî ñó ~a è ~b êîëèíåàðíè âåêòîðè, âàæè ~a×~b = ~b× ~a = ~0.

Äâà âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3) è ~b = (b1, b2, b3) ó ïðîñòîðó R3 êîëèíåàðíè ñó (ïàðà-
ëåëíè) àêî è ñàìî àêî çà íåêî s ∈ R \ {0} âàæè ~a = s~b.

Óî÷èìî äà ñó âåêòîðè ~a è ~b êîëèíåàðíè jåð âàæè ~b = (2, 2, 4) = 2 · (1, 1, 2) = 2~a. Äàêëå, »èõîâ
âåêòîðñêè ïðîèçâîä jå ~0, îäíîñíî, ~a×~b = ~b× ~a = ~0.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå âåêòîðñêè ïðîèçâîä äâà âåêòîðà óâåê âåêòîð, à íå ñêàëàð, ïà jå ïîãðåøíî
íàïèñàòè ~a×~b = ~b× ~a = 0, øòî jå ÷åñòà ãðåøêà ó ñëè÷íèì çàäàöèìà.

♦ Ðåøèòè çàäàòàê äèðåêòíèì èçðà÷óíàâà»åì òðàæåíèõ âåêòîðñêèõ ïðîèçâîäà ~a×~b è ~b× ~a.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 08. 06. 2013.

1. Îäðåäèòè èíòåãðàë

∫
dx

x2 − x+ 2
.

6. Ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã ðåäà:
+∞∑
n=1

n! (x− 3)n−1

2n+1
jåäíàê jå (çàîêðóæèòè ñëîâî

èñïðåä òà÷íîã îäãîâîðà):

(à)1; (á)+∞; (â)0; (ã)3;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

2. Èçðà÷óíàòè âåëè÷èíó ïîâðøèíå äåëà ðàâíè
îãðàíè÷åíîã êðèâîì y = −x2 + 3x+ 10 è x-îñîì.

7. Äàò jå ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà-
÷èíà

x+ y = 5

x+ ay = 7
.

Çà êîjó âðåäíîñò ðåàëíîã ïàðàìåòðà a äàòè ñè-
ñòåì íåìà ðåøå»à?

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′′ = 0.

8. Îäðåäèòè êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìà-

òðèöå A =

[
5 3
2 4

]
.

4. Êîëèêî èìà ðàçëè÷èòèõ Áóëîâèõ ôóíêöèjà
f : {0, 1}2 → {0, 1} òàêâèõ äà jå ôîðìóëà
f(x1, x2)⇒ (x1 ∨ x2) òàóòîëîãèjà?

9. Çà êîjå α ∈ R ñó âåêòîðè ~a = (1, α,−2) è
~b = (−2, 6, 1− α)

(à) îðòîãîíàëíè?

(á) êîëèíåàðíè?

5. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó íóìåðè÷êîã ðåäà
+∞∑
n=1

3n · n+ 1

2n
.

10. Íàïèñàòè jåäíà÷èíó ðàâíè êîjà ñàäðæè
òà÷êó M(−2, 7, 3) è ïàðàëåëíà jå ðàâíè α : x −
4y + 5z − 1 = 0.

111



� Ðåøå»à �

!

1. Óî÷èìî äà jå

∫
dx

x2 − x+ 2
=

∫
dx(

x− 1
2

)2
+ 7

4

=
4

7

∫
dx

4
7

(
x− 1

2

)2
+ 1

=
4

7

∫
dx(

2x−1√
7

)2
+ 1

.

Äîáèjåíè èíòåãðàë ðåøàâàìî óâîäå£è ñìåíó t =
2x− 1√

7
:

4

7

∫
dx(

2x−1√
7

)2
+ 1

=


t =

2x− 1√
7

dt = d

(
2x− 1√

7

)
=

2√
7
dx

 =

√
7

2

4

7

∫
dt

t2 + 1
=

=
2√
7

arctg t+ C =
2√
7

arctg
2x− 1√

7
+ C.

Äàêëå,

∫
dx

x2 − x+ 2
=

2√
7

arctg
2x− 1√

7
+ C.

Ïðèëèêîì îäðå¢èâà»à îâîã èíòåãðàëà êîðèñòèëè ñìî ÷è»åíèöó äà jå

∫
dx

x2 + 1
òàáëè÷íè èíòå-

ãðàë, è äà jå jåäíàê arctg x+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó íà ÷è»åíèöó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë jåäíàê ïðîèçâî§íîj ïðèìèòèâíîj
ôóíêöèjè ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå, ïà jå âðëî âàæíî äà äîäàìî êîíñòàíòó ïðèìèòèâíîj ôóíê-
öèjè êîjó ñìî îäðåäèëè ðåøàâàjó£è çàäàòàê.

2.

Ïîäñåòèìî ñå äà, óêîëèêî jå y = f(x) íåíåãàòèâíà êðèâà, ãäå jå f(x) ôóíêöèjà

èíòåãðàáèëíà íà îäñå÷êó [a, b], òàäà âðåäíîñò
∫ b
a f(x) dx ïðåäñòàâ§à âåëè÷èíó

ïîâðøèíå îãðàíè÷åíå êðèâîì y = f(x), x-îñîì è ïðàâàìà x = a è x = b.

Ôóíêöèjà f(x) = −x2 + 3x + 10 êâàäðàòíà jå ôóíêöèjà ñà ìàêñèìóìîì ÷èjå ñó íóëå x1 = −2
è x2 = 5 (òî ñó òà÷êå ó êîjèìà êðèâà y = f(x) ñå÷å x-îñó), ïà jå íåíåãàòèâíà íà èíòåðâàëó
[−2, 5]. Âåëè÷èíà ïîâðøèíå äåëà ðàâíè îãðàíè÷åíîã êðèâîì y = −x2 + 3x+ 10 è x-îñîì jåäàêà

jå, äàêëå, P =

∫ 5

−2
(−x2 +3x+10) dx. Íà îñíîâó ëèíåàðíîñòè èíòåãðàëà ñëåäè P = −

∫ 5

−2
x2 dx+

3

∫ 5

−2
x dx+ 10

∫ 5

−2
dx. Èíòåãðàëè

∫
x3 dx,

∫
x2 dx è

∫
dx òàáëè÷íè ñó èíòåãðàëè è jåäíàêè ñó,

ðåäîì,
x3

3
+C,

x2

2
+C è x+C. Çà èçðà÷óíàâà»å ïîñëåä»à òðè îäðå¢åíà èíòåãðàëà èñêîðèñòè£åìî

�óòí�Ëàjáíèöîâó ôîðìóëó:∫ 5

−2
x2 dx =

x3

3

∣∣∣∣∣
5

−2

=
53

3
− (−2)3

3
=

53 + 23

3
=

133

3
,

∫ 5

−2
x dx =

x2

2

∣∣∣∣∣
5

−2

=
52

2
− (−2)2

2
=

52 − (−2)2

2
=

21

2
,

∫ 5

−2
dx = x

∣∣∣∣∣
5

−2

= 5− (−2) = 5 + 2 = 7.

Íà êðàjó jå P = −133

3
+ 3

21

2
+ 10 · 7 = −266

6
+

189

6
+

420

6
=

343

6
.
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3.

Ïîäñåòèìî ñå äåôèíèöèjå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ðåäà n:
Íåêà jå F ðåàëíà ôóíêöèjà n+ 2 ïðîìåí§èâå. Jåäíà÷èíà
F (x, y(x), y′(x), . . . , y(n)(x)) = 0, x ∈ (a, b),
ãäå jå y íåïîçíàòà n ïóòà äèôåðåíöèjàáèëíà ôóíêöèjà, íàçèâà ñå äèôåðåíöèjàë-
íîì jåäíà÷èíîì ðåäà n àêî ñå ó »îj åôåêòèâíî ïîjàâ§ójå èçâîä y(n). Èíòåðâàë
(a, b) íà êîìå íåçàâèñíà ïðîìåí§èâà x óçèìà âðåäíîñòè (è íà êîjåì òðàæèìî
ðåøå»å äàòå jåäíà÷èíå) ìîæå áèòè êîíà÷àí èëè áåñêîíà÷àí.
Óêîëèêî íåêè îä àðãóìåíàòà ôóíêöèjå F ó äèôåðåíöèjàëíîj jåäíà÷èíè ðåäà n
íåäîñòàjó, jåäíà÷èíà ñå ÷åñòî ìîæå îäìàõ èíòåãðàëèòè, èëè jîj ñå ïîãîäíîì ñìåíîì
ìîæå ñíèçèòè ðåä. Ó òîì ñëó÷àjó çà jåäíà÷èíó êàæåìî äà jå íåïîòïóíà.

Ó ïèòà»ó jå íåïîòïóíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà, êîjó äèðåêòíî ìîæåìî èíòåãðàëèòè:

y′′ = 0 ⇒ (y′)′ = 0 ⇒ y′ = C ⇒ dy

dx
= C ⇒ dy = Cdx ⇒

∫
dy =

∫
C dx ⇒ y = Cx+D,

ïà jå òðàæåíî îïøòå ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y = Cx+D.

♦ Áóäó£è äà jå äàòà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà õîìîãåíà jåäíà÷èíà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåí-
òèìà, äî »åíîã îïøòåã ðåøå»à ìîãó£å jå äî£è è ïðèìåíîì ìåòîäå çà ðåøàâà»å õîìîãåíèõ
äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà. Êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà äàòå
jåäíà÷èíå ãëàñè λ2 = 0, ïà ñó »åíà ðåøå»à λ1 = λ2 = 0, òj. êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà
èìà jåäíî äâîñòðóêî ðåàëíî ðåøå»å. Äàêëå, îïøòå ðåøå»å jå y = C1e

0·x + C2xe
0·x, îäíîñíî

y = C1 + C2x.

4.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå òàóòîëîãèjà èñêàçíà ôîðìóëà êîjà çà ñâå èñòèíèòîñíå âðåäíî-
ñòè èñêàçíèõ ñëîâà êîjà ñå ó »îj ïîjàâ§ójó èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 1.

Ñâàêà Áóëîâà ôóíêöèjà f : {0, 1}2 → {0, 1} îäðå¢åíà jå íèçîì (äóæèíå ÷åòèðè) ñâî-
jèõ ñëèêà (f(0, 0), f(0, 1), f(1, 0), f(1, 1)), ãäå f(x1, x2) ïðåäñòàâ§à ñëèêó åëåìåíòà (x1, x2) ∈
{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}. Áóäó£è äà jå êîäîìåí ôóíêöèjå f äâîåëåìåíòíè ñêóï {0, 1}, çíà÷è
äà åëåìåíòè íèçà (f(0, 0), f(0, 1), f(1, 0), f(1, 1)) ìîãó óçèìàòè âðåäíîñòè èç ñêóïà N = {0, 1}, ïà
jå óêóïàí áðîj ðàçëè÷èòèõ Áóëîâèõ ôóíêöèjà f : {0, 1}2 → {0, 1} jåäíàê 2 · 2 · 2 · 2 = 24 = 16.
Ðàçìîòðèìî ñàäà çà êîëèêî £å îä òèõ 16 ðàçëè÷èòèõ Áóëîâèõ ôóíêöèjà äàòà ôîðìóëà áèòè
òàóòîëîãèjà. Ñåòèìî ñå äà èìïëèêàöèjà èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 0 ñàìî ó ñëó÷àjó äà »åíà
ëåâà ñòðàíà èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 1, à äåñíà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 0. Äàêëå, äàòà ôîðìóëà
ìîæå èìàòè èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 0 ñàìî àêî jå f(x1, x2) = 1 è èñòîâðåìåíî x1 ∨ x2 = 0 (ó ñâèì
îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà äàòà ôîðìóëà èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 1). Áóäó£è äà jå x1∨x2 = 0 ñàìî
óêîëèêî âàæè x1 ∨ x2 = 0, çàê§ó÷ójåìî äà çà x1 ∨ x2 = 0 ôóíêöèjà f ìîðà èìàòè âðåäíîñò 0.
Äàêëå, äà áè äàòà ôîðìóëà áèëà òàóòîëîãèjà ìîðà âàæèòè f(0, 0) = 0, îäíîñíî ïðâè åëåìåíò
íèçà (f(0, 0), f(0, 1), f(1, 0), f(1, 1)) ìîðà áèòè jåäíàê 0. Ïðåîñòàëà òðè åëåìåíòà òîã íèçà ìîãó
óçèìàòè âðåäíîñòè èç ñêóïà N = {0, 1}, ïà jå óêóïàí áðîj ðàçëè÷èòèõ Áóëîâèõ ôóíêöèjà f :
{0, 1}2 → {0, 1} çà êîjå jå äàòà ôîðìóëà òàóòîëîãèjà jåäíàê 2 · 2 · 2 = 23 = 8.

♦ Çàäàòàê ñìî ìîãëè äà óðàäèìî è ôîðìèðà»åì èñòèíèòîñíå òàáëèöå çà äàòó ôîðìóëó.

x1 x2 x1 ∨ x2 f(x1, x2)⇒ (x1 ∨ x2)

0 0 0 f(0, 0)
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 1 1
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Äà áè äàòà ôîðìóëà áèëà òàóòîëîãèjà, ó ïîñëåä»îj êîëîíè òàáëèöå ìîðàjó ñå ïîjàâèòè ñàìî
jåäèíèöå (òàj óñëîâ jå åêâèâàëåíòàí óñëîâó äà jå ôîðìóëà òà÷íà çà ñâå âðåäíîñòè èñêàçíèõ
ñëîâà êîjå ñå ó »îj ïîjàâ§ójó). Áóäó£è äà èç òàáëèöå âèäèìî äà èñòèíèòîñíà âðåäíîñò ôîðìóëå
çàâèñè îä âðåäíîñòè ôóíêöèjå f ñàìî àêî jå x1 = 0 è x2 = 0, à íå çàâèñè îä âðåäíîñòè ôóíêöèjå
f óêîëèêî (x1, x2) ∈ {(0, 1), (1, 0), (1, 1)}, òî çíà÷è äà çà x1 = x2 = 0 ôóíêöèjà f ìîðà èìàòè
âðåäíîñò 0 (îäíîñíî äà âàæè f(0, 0) = 0), à äà çà (x1, x2) ∈ {(0, 1), (1, 0), (1, 1)} ôóíêöèjà f ìîæå
óçèìàòè âðåäíîñòè èç ñêóïà {0, 1}. Äàêëå, íèç êîjèì jå îäðå¢åíà ñâàêà ôóíêöèjà f çà êîjó jå
äàòà ôîðìóëà òàóòîëîãèjà ñëåäå£åã jå îáëèêà: (0, f(0, 1), f(1, 0), f(1, 1)), ãäå åëåìåíòè f(0, 1),
f(1, 0) è f(1, 1) óçèìàjó âðåäíîñòè èç ñêóïà {0, 1}, ïà òðàæåíèõ ôóíêöèjà f èìà 2 ·2 ·2 = 23 = 8.

5.

Ïîäñåòèìî ñå ïðâîã ïîðåäáåíîã êðèòåðèjóìà çà ïîçèòèâíå íóìåðè÷êå ðåäîâå:
Àêî çà ñêîðî ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n âàæè an ≤ bn, òàäà, óêîëèêî ðåä

∑
bn êîí-

âåðãèðà, êîíâåðãèðà è ðåä
∑
an, à óêîëèêî ðåä

∑
an äèâåðãèðà, äèâåðãèðà è ðåä∑

bn.

Òàêî¢å âàæè äà ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn êîíâåðãèðà çà q ∈ (−1, 1), à ó îñòàëèì

ñëó÷àjåâèìà äèâåðãèðà.

Çà îïøòè ÷ëàí äàòîã ðåäà âàæè
3n · n+ 1

2n
≥ 3n

2n
n ≥ 3n

2n
=

(
3

2

)n
, à ðåä ñà îïøòèì ÷ëàíîì

(
3

2

)n
äèâåðãèðà (òî jå ãåîìåòðèjñêè ðåä ñà êîëè÷íèêîì q =

3

2
> 1), ïà jå íà îñíîâó ïðâîã ïîðåäáåíîã

êðèòåðèjóìà äàòè ðåä äèâåðãåíòàí.

6.

Íà îñíîâó Êîøè�Àäàìàðîâîã ñòàâà, ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå R ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n ìîæå ñå èçðà÷óíàòè êàî R = 1

lim
n→+∞

n
√
|an|

, èëè R = lim
n→+∞

an
an+1

, óêîëèêî

íàâåäåíè ëèìåñè ïîñòîjå.
Ïîäñåòèìî ñå è ÷è»åíèöå äà, óêîëèêî jå R ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã

ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n, òàäà òàj ðåä àïñîëóòíî êîíâåðãèðà çà ñâàêî x êîjå ïðèïàäà èíòåð-

âàëó (−R,R), à äèâåðãèðà çà |x| > R.

Óâåäèìî ó äàòè ñòåïåíè ðåä ñìåíó x − 3 = t. Íà òàj íà÷èí äîëàçèìî äî ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=1

n!

2n+1
tn−1. Î÷èãëåäíî jå

+∞∑
n=1

n!

2n+1
tn−1 =

+∞∑
n=0

(n+ 1)!

2n+2
tn.

Îäðåäèìî ñàäà ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

(n+ 1)!

2n+2
tn: R = lim

n→+∞

an
an+1

=

lim
n→+∞

(n+1)!
2n+2

(n+2)!
2n+3

= lim
n→+∞

(n+1)!
2n+2

(n+2)(n+1)!
2n+3

= lim
n→+∞

2

n+ 2
= 0.

Äàêëå, ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ðåäà
+∞∑
n=0

(n+ 1)!

2n+2
tn jåäíàê jå íóëà, îäíîñíî îí jå àïñîëóòíî

êîíâåðãåíòàí ñàìî çà t = 0. Òî çíà÷è äà jå ïîëàçíè ðåä àïñîëóòíî êîíâåðãåíòàí ñàìî çà x−3 = 0,
òj. x = 3, îäíîñíî ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå äàòîã ðåäà òàêî¢å jå íóëà (jåð êîíâåðãèðà ñàìî ó
jåäíîj òà÷êè).
Äàêëå, òà÷àí jå îäãîâîð (â).
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7.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ñèñòåì m ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà ñà n íåïîçíàòèõ:

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

ñàãëàñàí óêîëèêî ïîñòîjè áàð jåäíà óðå¢åíà n-òîðêà (x1, x2, . . . , xn) êîjà çàäîâî-
§àâà ñâàêó îä m jåäíà÷èíà ñèñòåìà. Äðóãèì ðå÷èìà, ñèñòåì m ëèíåàðíèõ àëãå-
áàðñêèõ jåäíà÷èíà ñà n íåïîçíàòèõ ñàãëàñàí jå óêîëèêî èìà áàð jåäíî ðåøå»å.

Ìàòðèöå A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

am1 am2 · · · amn

 è B =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

am1 am2 · · · amn bm


íàçèâàjó ñå, ðåäîì, ìàòðèöà ñèñòåìà è ïðîøèðåíà ìàòðèöà ñèñòåìà.

Âàæè è ñëåäå£à, Êðîíåêåð�Êàïåëèjåâà òåîðåìà:
Ñèñòåì m ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà ñà n íåïîçíàòèõ ñàãëàñàí je àêî è
ñàìî àêî jå rangA = rangB.
Ïîäñåòèìî ñå äà jå ðàíã ìàòðèöå ðåä »åíå íàjâå£å ðåãóëàðíå êâàäðàòíå ïîäìà-
òðèöå, êàî è äà åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå íå ìå»àjó ðàíã ìàòðèöå.

Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã äàòè ñèñòåì íå£å èìàòè ðåøå»à óêîëèêî jå ðàíã ìàòðèöå ñèñòåìà ðàçëè-

÷èò îä ðàíãà ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà. Ïðîøèðåíà ìàòðèöà ñèñòåìà jå B =

[
1 1 5
1 a 7

]
.

Èçâðøèìî íà »îj ñëåäå£ó åëåìåíòàðíó òðàíñôîðìàöèjó: ïîìíîæèìî »åíó ïðâó âðñòó áðîjåì

−1 è äîäàjìî jå äðóãîj âðñòè. Íà òàj íà÷èí äîëàçèìî äî ìàòðèöå B′ =

[
1 1 5
0 a− 1 2

]
.

Íàjâå£à ðåãóëàðíà êâàäðàòíà ïîäìàòðèöà ìàòðèöå B′ jåñòå ïîäìàòðèöà êîjà jå îáðàçîâàíà îä
åëåìåíàòà ìàòðèöå B′ êîjè ñå íàëàçå ó ïðåñåöèìà »åíå ïðâå è äðóãå âðñòå è ïðâå è òðå£å

êîëîíå, òî jåñò ìàòðèöà

[
1 5
0 2

]
, ïà jå »åí ðàíã jåäíàê äâà. Áóäó£è äà âàæè rangB = rangB′,

è ðàíã ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà jå òàêî¢å 2, è òî çà ñâàêî a ∈ R. Óî÷èìî äà jå ìàòðèöà

ñèñòåìà A =

[
1 1
1 a

]
ïîäìàòðèöà ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà, ïà èñòèì åëåìåíòàðíèì

òðàíñôîðìàöèjàìà êîjå ñìî èçâðøèëè íà ïðîøèðåíîj ìàòðèöè ñèñòåìà, îä ìàòðèöå A äîáèjàìî

ìàòðèöó A′ =

[
1 1
0 a− 1

]
, ÷èjè jå ðàíã jåäíàê äâà óêîëèêî jå a 6= 1 (òàäà jå detA′ 6= 0, ïà jå

ñàìà ìàòðèöà A′ ñâîjà íàjâå£à ðåãóëàðíà ïîäìàòðèöà), à jåäíàê jå jåäàí óêîëèêî jå a = 1 (ó òîì
ñëó÷àjó ìàòðèöà A′ î÷èãëåäíî íèjå ðåãóëàðíà jåð ñó jîj ñâè åëåìåíòè ó äðóãîj âðñòè jåäíàêè
íóëè). Âàæè è äà jå rangA = rangA′, ïà jå ðàíã ìàòðèöå ñèñòåìà ðàçëè÷èò îä äâà àêî jå a = 1.
Äàêëå, óñëîâ äà jå ðàíã ìàòðèöå ñèñòåìà ðàçëè÷èò îä ðàíãà ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà (òàäà
ñèñòåì íèjå ñàãëàñàí, îäíîñíî íåìà ðåøå»å), èñïó»åí jå óêîëèêî jå a = 1.

♦ Çàäàòàê ñìî ìîãëè óðàäèòè è äèðåêòíèì ðåøàâà»åì äàòîã ñèñòåìà. Íàèìå, óêîëèêî ïðâó
jåäíà÷èíó ïîìíîæèìî áðîjåì −1 è äîäàìî jå äðóãîj jåäíà÷èíè (êàêî áèñìî ó äðóãîj jåäíà÷èíè

åëèìèíèñàëè íåïîçíàòó x), äîëàçèìî äî åêâèâàëåíòíîã ñèñòåìà
x+ y = 5

x+ (a− 1)y = 2
. Îäìàõ

ìîæåìî óî÷èòè, äà óêîëèêî jå a − 1 6= 0, îäíîñíî a 6= 1, äðóãó jåäíà÷èíó ó äîáèjåíîì ñèñòåìó
ìîæåìî ïîäåëèòè ñà a− 1. Íà òàj íà÷èí äîáèjàìî äà jå y = 2

a−1 , à çàòèì êàäà îâó âðåäíîñò çà y

óâðñòèìî ó ïðâó jåäíà÷èíó, äîáèjàìî äà jå x = 5a−7
a−1 . Òî çíà÷è äà àêî jå èñïó»åí óñëîâ a 6= 1,
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îâàj ñèñòåì, çà ñâàêî a ∈ R êîjå òàj óñëîâ èñïó»àâà, èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å, è òî jå óðå¢åí ïàð
(5a−7a−1 ,

2
a−1).

Ñ äðóãå ñòðàíå, àêî jå a− 1 = 0, îäíîñíî a = 1, äðóãà jåäíà÷èíà ñå ñâîäè íà íåòà÷íó jåäíàêîñò
0 = 2, ïà ó òîì ñëó÷àjó ñèñòåì íåìà ðåøå»å.
Äàêëå, äàòè ñèñòåì íåìà ðåøå»å óêîëèêî jå a = 1.

8.

Ïîäñåòèìî ñå äà çà äàòó êâàäðàòíó ìàòðèöó A ìîæåìî äåôèíèñàòè »åí êàðàê-
òåðèñòè÷íè ïîëèíîì PA(λ) = det(A − λI), ãäå jå I jåäèíè÷íà ìàòðèöà èñòîã ðåäà
êàî è ìàòðèöà A.

Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå A ãëàñè:

PA(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣ 5− λ 3
2 4− λ

∣∣∣∣ = (5− λ)(4− λ)− 6 = λ2 − 9λ+ 14 = (λ− 2)(λ− 7).

9.

Äâà âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3) è ~b = (b1, b2, b3), îä êîjèõ íèjåäàí íèjå íóëà-âåêòîð, ó
ïðîñòîðó R3 ñó îðòîãîíàëíè, àêî è ñàìî àêî jå »èõîâ ñêàëàðíè ïðîèçâîä jåäíàê
íóëè.
Ñêàëàðíè ïðîèçâîä äâà âåêòîðà ~m = (m1,m2,m3) è ~n = (n1, n2, n3) èç âåêòîðñêîã
ïðîñòîðà R3 jåñòå áðîj ~m · ~n = m1n1 +m2n2 +m3n3.
Äâà âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3) è~b = (b1, b2, b3) ó ïðîñòîðó R3 ëèíåàðíî ñó çàâèñíè, òj.
êîëèíåàðíè, îäíîñíî ïàðàëåëíè, àêî è ñàìî àêî çà íåêî s ∈ R \ {0} âàæè ~a = s~b.

(à) Âåêòîðè ~a = (1, α,−2) è ~b = (−2, 6, 1 − α) áè£å îðòîãîíàëíè àêî è ñàìî àêî âàæè
~a ·~b = 0, îäíîñíî óêîëèêî jå 1 · (−2) + 6α−2(1−α) = 0. Äàêëå, 8α−4 = 0, ïà jå α = 1

2 .

Òî çíà÷è äà ñó âåêòîðè ~a è ~b îðòîãîíàëíè óêîëèêî jå α = 1
2 .

(á) Âåêòîðè ~a = (1, α,−2) è ~b = (−2, 6, 1−α) áè£å êîëèíåàðíè àêî è ñàìî àêî çà íåêî s ∈
R\{0} âàæè ~a = s~b, îäíîñíî óêîëèêî jå çà íåêî s ∈ R\{0} (1, α,−2) = (−2s, 6s, (1−α)s).
Äàêëå, 1 = −2s, α = 6s è −2 = (1 − α)s. Èç ïðâå jåäíàêîñòè ñëåäè äà jå s = −1

2 , èç
äðóãå äà jå α = −3, à òðå£à jåäíàêîñò jå çàäîâî§åíà çà s = −1

2 è α = −3. Òî çíà÷è äà

ñó âåêòîðè ~a è ~b êîëèíåàðíè óêîëèêî jå α = −3.

10.

Ïîäñåòèìî ñå äà jåäíà÷èíà ðàâíè α ó ïðîñòîðó R3, ÷èjè jå âåêòîð íîðìàëå ~n =
(n1, n2, n3) è êîjà ñàäðæè òà÷êó T (T1, T2, T3), ãëàñè: n1(x−T1)+n2(y−T2)+n3(z−
T3) = 0.

Òàêî¢å âàæè è ñëåäå£à ÷è»åíèöà: ðàâíè α è β ó ïðîñòîðó R3 ïàðàëåëíå ñó àêî è
ñàìî àêî ñó »èõîâè âåêòîðè íîðìàëà ~nα è ~nβ ïàðàëåëíè.

Âåêòîð íîðìàëå ðàâíè α jåñòå âåêòîð ~n = (1,−4, 5). Çà âåêòîð òðàæåíå ðàâíè ìîæåìî óçåòè
âåêòîð ~n = (1,−4, 5). Áóäó£è äà ñó äàòå è êîîðäèíàòå òà÷êå M(−2, 7, 3) êîjó òðàæåíà ðàâàí
ñàäðæè, »åíà jåäíà÷èíà jå 1 · (x− (−2))− 4 · (y− 7) + 5 · (z− 3) = 0, îäíîñíî x− 4y+ 5z+ 15 = 0.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 29. 06. 2013.

1. Îäðåäèòè èíòåãðàë

∫
6x5

x6 + 5
dx.

6. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ íó-
ìåðè÷êèõ ðåäîâà:

(à)
+∞∑
n=4

(−1)4n

n4 + 4
; (á)

+∞∑
n=3

(−1)3n

3n+ 3
;

(â)
+∞∑
n=3

3
4
√
n3
; (ã)

+∞∑
n=4

3
3
√
n4
;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ íóìåðè÷êèõ ðåäîâà
íèjå êîíâåðãåíòàí.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ √3
−
√
3
|x| arctg xdx.

7. Îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå A =

 1 2 3
2 3 a
1 2 0

 ó

çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà a.

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå xdx+ (y+ 1)dy = 0, à çàòèì è îíó èí-
òåãðàëíó êðèâó êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó (0, 0).

8. Íåêà ñó ~a è ~b ïðîèçâî§íè âåêòîðè èç R3 è
íåêà jå ñà · îçíà÷åí ñêàëàðíè ïðîèçâîä âåêòîðà
ó R3, à ñà × âåêòîðñêè ïðîèçâîä âåêòîðà ó R3.
Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ òâð¢å»à:

(à) ~a ·~b = ~b · ~a; (á) ~a×~b = ~b× ~a;

(â) ~a · ~a = 0; (ã) ~b×~b = ~0;

(ä) [~a,~a,~b] = [~a,~b,~b];

(¢) íèjåäíî îä ïðåòõîäíèõ òâð¢å»à íèjå òà÷íî.

4. Ôîðìèðàòè ëèíåàðíó õîìîãåíó äèôåðåíöè-
jàëíó jåäíà÷èíó äðóãîã ðåäà àêî ñå çíà äà ñó äâà
»åíà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à
y1 = e2x è y2 = 2xe2x.

9. Îäðåäèòè ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå

A =

[
0 1
4 0

]
.

5. Àêî jå A áðîj ðàçëè÷èòèõ íà÷èíà äà ñå èç
ñêóïà îä 13 ðàçëè÷èòèõ êóãëèöà èçäâîjè ïîä-
ñêóï îä 8 êóãëèöà, îíäà jå (çàîêðóæèòè ñëîâî
èñïðåä òà÷íîã òâð¢å»à):

(à) A < 2013; (á) A = 138;

(â) A = 813; (ã) A > 813;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

10. Ãðàô íà ñëèöè jå (çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä
òà÷íèõ îäãîâîðà):

(à) íåîðèjåíòèñàí; (á) ïîâåçàí;

(â) ðåãóëàðàí; (ã) ïîòïóí;

(ä) íåìà íèjåäíó îä ïðåòõîäíî íàâåäåíèõ îñî-
áèíà.
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� Ðåøå»à �

!

1.

Ïîäñåòèìî ñå äà óêîëèêî jå F (x) ïðîèçâî§íà ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå

f(x) íà èíòåðâàëó (a, b), òàäà âàæè

∫
f(x)dx = F (x) + C, x ∈ (a, b), ãäå jå C

ïðîèçâî§íà ðåàëíà êîíñòàíòà.
Òàêî¢å, óêîëèêî jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà çàäàòà êàî ðàçëîìàê, è àêî jå èç-
âîä èìåíèîöà òîã ðàçëîìêà jåäíàê »åãîâîì áðîjèîöó, òàäà èíòåãðàë èìà ñëåäå£è

îáëèê

∫
d(f(x))

f(x)
=

∫
f ′(x)

f(x)
dx, ïà ãà ðåøàâàìî óâî¢å»åì ñìåíå t = f(x):

∫
f ′(x)

f(x)
dx =

{
t = f(x)
dt = f ′(x)dx

}
=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln |f(x)|+ C.

Ïîòðåáíî jå îäðåäèòè

∫
6x5

x6 + 5
dx. Óî÷èìî äà âàæè (x6 + 5)′ = 6x5, ïà jå:

∫
6x5

x6 + 5
dx =

{
t = x6 + 5

dt = 6x5 dx

}
=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln |x6 + 5|+ C.

Áóäó£è äà çà ñâàêî x ∈ R âàæè x6 + 5 > 0, ñëåäè |x6 + 5| = x6 + 5, ïà jå

∫
6x5

x6 + 5
dx =

ln
(
x6 + 5

)
+ C, ãäå jå C ïðèçâî§íà ðåàëíà êîíñòàíòà.

Îáðàòèòè ïàæ»ó íà ÷è»åíèöó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë jåäíàê ïðîèçâî§íîj ïðèìèòèâíîj
ôóíêöèjè ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå, ïà jå âðëî âàæíî äà äîäàìî êîíñòàíòó ïðèìèòèâíîj ôóíê-
öèjè êîjó ñìî îäðåäèëè ðåøàâàjó£è çàäàòàê.

2.

Ïîäñåòèìî ñå äà óêîëèêî jå èíòåðâàë èíòåãðàöèjå îáëèêà [−a, a],
òj. ñèìåòðè÷àí ó îäíîñó íà íóëó, íàjïðå èñïèòójåìî ïàð-
íîñò ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå, jåð âàæå ñëåäå£å ÷è»åíèöå:
• àêî jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà f(x) íåïðåêèäíà íà èíòåðâàëó [−a, a] è íå-

ïàðíà, òàäà jå

∫ a

−a
f(x)dx jåäíàê íóëè;

• àêî jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà f(x) íåïðåêèäíà íà èíòåðâàëó [−a, a] è ïàðíà,

òàäà jå

∫ a

−a
f(x)dx = 2

∫ a

0
f(x)dx.

Ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà |x| arctg x íåïðåêèäíà jå íà èíòåðâàëó [−
√

3,
√

3] (äîìåí ôóíêöèjå
|x| arctg x jå R), à òàêî¢å jå è íåïàðíà (çà ñâàêî x èç R âàæè arctg(−x) = − arctg x, êàî è
|−x| = |x|, òå jå |−x| arctg(−x) = −|x| arctg x), ïà jå òðàæåíà âðåäíîñò äàòîã èíòåãðàëà jåäíàêà
0.

♦ Çàäàòàê ñå ìîæå óðàäèòè è äèðåêòíèì èçðà÷óíàâà»åì äàòîã îäðå¢åíîã èíòåãðàëà
(íàjïðå èñêîðèñòèòè îñîáèíó àäèòèâíîñòè îäðå¢åíîã èíòåãðàëà, îäíîñíî ïðèìåòèòè äà jå∫ √3
−
√
3
|x| arctg xdx = −

∫ 0

−
√
3
x arctg xdx +

∫ √3
0

x arctg xdx, à çàòèì ó îáà èíòåãðàëà ïðèìåíèòè

ìåòîä ïàðöèjàëíå èíòåãðàöèjå). Òàj íà÷èí jå, èàêî êîðåêòàí, çíàòíî çàõòåâíèjè.
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3.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå èíòåãðàëíà êðèâà äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ñâàêî »åíî ïàð-
òèêóëàðíî èëè ñèíãóëàðíî ðåøå»å ïîñìàòðàíî êàî êðèâà y = y(x) èëè ó èìïëè-
öèòíîì îáëèêó G(x, y) = 0.
Òàêî¢å, ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà jåñòå ñâàêî
ðåøå»å êîjå ñå ìîæå äîáèòè èç »åíîã îïøòåã ðåøå»à çà íåêó âðåäíîñò (êîíà÷íó
èëè áåñêîíà÷íó) êîíñòàíòå êîjà ó îïøòåì ðåøå»ó ôèãóðèøå, äîê jå ñèíãóëàðíî
ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà îíî ðåøå»å êîjå ñå íå ìîæå äîáèòè
èç »åíîã îïøòåã ðåøå»à íè çà jåäíó âðåäíîñò (êîíà÷íó èëè áåñêîíà÷íó) êîíñòàíòå
êîjà ó îïøòåì ðåøå»ó ôèãóðèøå.

Äàòà jåäíà÷èíà jåñòå jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå, è äî »åíîã îïøòåã ðåøå»à äîëàçèìî
èíòåãðàöèjîì: xdx+ (y + 1)dy = 0 ⇒

∫
dx+

∫
(y + 1) dy = 0. Èíòåãðàëè ñà ëåâå è äåñíå ñòðàíå

ïîñëåä»å jåäíàêîñòè òàáëè÷íè ñó èíòåãðàëè, ïà jå
x2

2
+

(y + 1)2

2
= C, îäíîñíî, íàêîí ìíîæå»à

ïîñëåä»å jåäíàêîñòè ñà 2, x2 + (y + 1)2 = C1, è îâî jå îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå. Èíòåãðàëíó êðèâó êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó (0, 0) íàëàçèìî çàìåíîì ó jåäíà÷èíó:
02 + (0 + 1)2 = C1, òj. C1 = 1. Äàêëå, òðàæåíà èíòåãðàëíà êðèâà jå x2 + (y + 1)2 = 1.

4. Äàòà ñó äâà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå
äðóãîã ðåäà. Òî ñó y1 = e2x è y2 = 2xe2x. Ïðèìåòèìî äà jå ôóíêöèjà y2 = 2xe2x ëèíåàðíî
çàâèñíà ñà ôóíêöèjîì y3 = xe2x (âàæè y2 = 2y3), ïà jå è ôóíêöèjà y3 = xe2x jåäíî ïàðòèêóëàðíî
ðåøå»å äàòå õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå äðóãîã ðåäà êîjå jå ëèíåàðíî íåçàâèñíî ñà
»åíèì ïàðòèêóëàðíèì ðåøå»åì y1 = e2x. Äàêëå, èìàìî äâà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ïàðòèêóëàðíà
ðåøå»à äàòå õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå äðóãîã ðåäà îáëèêà y1 = e2x è y3 = xe2x, ïà ñó
ðåøå»à êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå òðàæåíå õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå äðóãîã ðåäà
λ1 = λ2 = 2. Êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà jåñòå äðóãîã ñòåïåíà (jåð jå òðàæåíà äèôåðåíöèjàëíà
jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà), è ïîçíàòà ñó íàì »åíà îáà ðåøå»à, ïà êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà ãëàñè
(λ − 2)2 = 0, îäíîñíî λ2 − 4λ + 4 = 0. Ñàäà jå jàñíî äà jå òðàæåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà
y′′ − 4y′ + 4y = 0.

5.

Íåêà jå äàò ñêóï X = {x1, x2, . . . , xn} êîjè èìà n åëåìåíàòà. Êîìáèíàöèjà k-òå
êëàñå, k ≤ n, ñêóïà X jåñòå áèëî êîjè »åãîâ ïîäñêóï ñà òà÷íî k åëåìåíàòà. Ïîä-
ñåòèìî ñå äà jå áðîj êîìáèíàöèjà k-òå êëàñå, k ≤ n, ñêóïà X êîjè èìà n åëåìåíàòà
(îäíîñíî áðîj k-òî÷ëàíèõ ïîäñêóïîâà, k ≤ n, ñêóïà êîjè èìà n åëåìåíàòà) jåäíàê

Cn,k =

(
n

k

)
.

Áóäó£è äà ñó êóãëèöå ðàçëè÷èòå, îíå ÷èíå ñêóï X êîjè èìà 13 åëåìåíàòà. Ñâàêè èçáîð 8
êóãëèöà èç äàòîã ñêóïà X ñà 13 êóãëèöà ïðåäñòàâ§à èçáîð jåäíîã ïîäñêóïà êîjè èìà îñàì
åëåìåíàòà, îäíîñíî ïðåäñòàâ§à jåäíó êîìáèíàöèjó êëàñå 8 ñêóïà X. Ïîòðåáíî jå ïðåáðîjàòè
ñâå òàêâå ïîäñêóïîâå, òj. ñâå êîìáèíàöèjå êëàñå 8 ñêóïà êîjè èìà 13 åëåìåíàòà, ïà jå ó ïèòà»ó
áðîj êîìáèíàöèjà êëàñå 8 ñêóïà êîjè èìà 13 åëåìåíàòà, à òàj áðîj jåäíàê jå:

C13,8 =

(
13

8

)
=

13!

8! · (13− 8)!
=

13 · 12 · 11 · 10 · 9 · 8!

8! · 5!
=

13 · 12 · 11 · 10 · 9
5 · 4 · 3 · 2 · 1

= 13 · 11 · 9 = 1287.

Ðàçìîòðèìî ñàäà ïîíó¢åíå îäãîâîðå. Çà áðîj 1287 âàæè 1287 < 2013, ïà jå îäãîâîð (à) òà÷àí.
Çà áðîj 138 âàæè 138 > 132 · 10 = 1690, ïà îäãîâîð (á) íèjå òà÷àí. Çà áðîj 813 âàæè 813 > 642 >
602 = 3600, ïà îäãîâîðè (â) è (ã) íèñó òà÷íè.
Äàêëå, òà÷àí jå ñàìî îäãîâîð (à).

119



6.

Ïîäñåòèìî ñå ÷è»åíèöå äà íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

1

nα
êîíâåðãèðà çà α > 1, à ó îñòàëèì

ñëó÷àjåâèìà äèâåðãèðà.

Òàêî¢å âàæè è äðóãè ïîðåäáåíè êðèòåðèjóì çà ïîçèòèâíå íóìåðè÷êå ðåäîâå:

Àêî âàæè an ∼ bn, èëè àêî ïîñòîjè lim
n→+∞

an
bn

= K, 0 < K < +∞, òàäà ñó ðåäîâè∑
an è

∑
bn åêâèêîíâåðãåíòíè.

Ïîäñåòèìî ñå è äà çà àëòåðíàòèâíè ðåä
+∞∑
n=1

(−1)n−1 an êàæåìî äà jå ðåä Ëàjáíèöî-

âîã òèïà àêî jå íèç {an} ìîíîòîíî îïàäàjó£è íóëà-íèç, êàî è äà jå ðåä Ëàjáíèöîâîã
òèïà êîíâåðãåíòàí.

Êîíà÷íî, ïî÷åòíà âðåäíîñò "áðîjà÷à" íå óòè÷å íà êîíâåðãåíöèjó ðåäà áóäó£è äà

ñó ðåä
+∞∑
n=1

an è »åãîâ îñòàòàê
+∞∑
n=k

an, ãäå jå k ïðîèçâî§àí ïðèðîäàí áðîj, åêâè-

êîíâåðãåíòíè (àëè çàòî óòè÷å íà âðåäíîñò ñóìå ðåäà, ïà jå ïîòðåáíî îáðàòèòè
ïîñåáíó ïàæ»ó íà ïî÷åòíó âðåäíîñò "áðîjà÷à" ó çàäàöèìà ó êîjèìà îäðå¢ójåìî
ñóìó äàòîã ðåäà).

Âàæè
+∞∑
n=4

(−1)4n

n4 + 4
=

+∞∑
n=4

1

n4 + 4
, ïà jå, íà îñíîâó äðóãîã ïîðåäáåíîã êðèòåðèjóìà, äàòè ðåä êîíâåð-

ãåíòàí. Íàèìå, î÷èãëåäíî âàæè lim
n→+∞

1
n4+4
1
n4

= lim
n→+∞

n4

n4 + 4
= 1, ïà jå äàòè ðåä åêâèêîíâåðãåíòàí

ñà ðåäîì
+∞∑
n=4

1

n4
, êîjè jå êîíâåðãåíòàí jåð jå α = 4 > 1.

Ñëè÷íî jå, íà îñíîâó äðóãîã ïîðåäáåíîã êðèòåðèjóìà, ðåä
+∞∑
n=3

3
4
√
n3

åêâèêîíâåðãåíòàí ñà ðåäîì

+∞∑
n=3

1
4
√
n3

çàòî øòî jå lim
n→+∞

3
4√
n3

1
4√
n3

= 3. Ðåä ñà îïøòèì ÷ëàíîì
+∞∑
n=3

1
4
√
n3

íèjå êîíâåðãåíòàí jåð jå

α =
3

4
< 1, ïà íè ðåä

+∞∑
n=3

3
4
√
n3

íèjå êîíâåðãåíòàí.

Òàêî¢å jå, íà îñíîâó äðóãîã ïîðåäáåíîã êðèòåðèjóìà, ðåä
+∞∑
n=4

4
3
√
n4

åêâèêîíâåðãåíòàí ñà ðåäîì

+∞∑
n=4

1
3
√
n4

çàòî øòî jå lim
n→+∞

4
3√
n4

1
3√
n4

= 4. Ðåä ñà îïøòèì ÷ëàíîì
+∞∑
n=4

1
3
√
n4

jåñòå êîíâåðãåíòàí jåð jå

α =
4

3
> 1, ïà jå è ðåä

+∞∑
n=3

3
4
√
n3

êîíâåðãåíòàí.

Âàæè
+∞∑
n=3

(−1)3n

3n+ 3
=

+∞∑
n=3

(
(−1)3

)n
3n+ 3

=
+∞∑
n=3

(−1)n

3n+ 3
, ïà jå ó ïèòà»ó ðåä Ëàjáíèöîâîã òèïà çàòî øòî

jå íèç an =
1

3n+ 3
ìîíîòîíî îïàäàjó£è íèç áóäó£è äà jå an+1 − an =

1

3(n+ 1) + 3
− 1

3n+ 3
=

1

3

(
1

n+ 2
− 1

n+ 1

)
=

−1

3 · (n+ 2)(n+ 1)
< 0 (îäíîñíî an+1 < an çà n ∈ N), ÷èjà jå ãðàíè÷íà âðåä-

íîñò êàäà n òåæè áåñêîíà÷íîñòè î÷èãëåäíî jåäíàêà íóëè. Çàòî jå ðåä
+∞∑
n=3

(−1)3n

3n+ 3
êîíâåðãåíòàí.

Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (à), (á) è (ã).
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7.

Ïîäñåòèìî ñå äà åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå íå ìå»àjó ðàíã ìàòðèöå, êàî è äà jå,
ïî äåôèíèöèjè, ðàíã ìàòðèöå ðåä »åíå íàjâå£å ðåãóëàðíå êâàäðàòíå ïîäìàòðèöå.

Èçâðøèìî íà äàòîj ìàòðèöè A, ðåäîì, ñëåäå£å äâå åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå: äîäàjìî
åëåìåíòèìà äðóãå âðñòå åëåìåíòå ïðâå âðñòå ïîìíîæåíå áðîjåì −2, à çàòèì äîäàjìî åëåìåí-
òèìà òðå£å âðñòå åëåìåíòå ïðâå âðñòå ïîìíîæåíå áðîjåì −1. Íà òàj íà÷èí äîáèjàìî ìàòðèöó

A′ =

 1 2 3
0 −1 a− 6
0 0 −3

. Âèäèìî äà jå ìàòðèöà A′ ãîð»å òðîóãàîíà ìàòðèöà, ïà jå »åíà

äåòåðìèíàíòà jåäíàêà ïðîèçâîäó åëåìåíàòà ñà ãëàâíå äèjàãîíàëå, îäíîñíî 1 · (−1) · (−3) = 3.
Äàêëå, ìàòðèöà A′ ðåãóëàðíà jå (çà ñâàêî a ∈ R), ïà jå îíà ñàìà ñâîjà íàjâå£à ðåãóëàðíà
ïîäìàòðèöà, è »åí ðàíã jå ñòîãà jåäíàê òðè. Áóäó£è äà jå rangA = rangA′, âàæè äà jå ðàíã äàòå
ìàòðèöå A jåäíàê òðè çà ñâàêî a ∈ R.

8.

Ïîäñåòèìî ñå íåêèõ îñîáèíà ñêàëàðíîã è âåêòîðñêîã ïðîèçâîäà äâà âåêòîðà èç
R3.
Ñêàëàðíè ïðîèçâîä âåêòîðà jåñòå áèíàðíà îïåðàöèjà êîjà ïàðó âåêòîðà èç âåêòîð-
ñêîã ïðîñòîðà R3 äîäå§ójå ðåàëàí áðîj, òj. · : R3 ×R3 → R. Çà ñâàêà äâà âåêòîðà
~a è ~b èç R3 âàæè ~a ·~b = ~b ·~a, îäíîñíî ñêàëàðíè ïðîèçâîä âåêòîðà jåñòå êîìóòàòèâíà
îïåðàöèjà. Ñêàëàðíè ïðîèçâîä äâà âåêòîðà èç R3 jåäíàê jå íóëè àêî è ñàìî àêî
ñó òà äâà âåêòîðà îðòîãîíàëíà, òj. àêî jå óãàî èçìå¢ó »èõ jåäíàê π

2 , èëè óêîëèêî
jå áàð jåäàí îä òà äâà âåêòîðà íóëà-âåêòîð.
Âåêòîðñêè ïðîèçâîä âåêòîðà jåñòå áèíàðíà îïåðàöèjà êîjà ïàðó âåêòîðà èç âåê-
òîðñêîã ïðîñòîðà R3 äîäå§ójå âåêòîð èç R3, òj. × : R3 × R3 → R3. Çà ñâàêà äâà
âåêòîðà ~a è ~b èç R3 âàæè ~a × ~b = −~b × ~a. Âåêòîðñêè ïðîèçâîä äâà âåêòîðà èç
R3 jåäíàê jå íóëà-âåêòîðó àêî è ñàìî àêî ñó òà äâà âåêòîðà ïàðàëåëíà (êîëèíå-
àðíà, òj. ëèíåàðíî çàâèñíà), îäíîñíî àêî jå óãàî èçìå¢ó »èõ jåäíàê 0 èëè π, èëè
óêîëèêî jå áàð jåäàí îä òà äâà âåêòîðà íóëà-âåêòîð.
Àêî ñó ~a, ~b è ~c âåêòîðè èç R3, òàäà ñå »èõîâ ìåøîâèòè ïðîèçâîä îçíà÷àâà ñà
[~a,~b,~c] è jåäíàê jå [~a,~b,~c] = ~a · (~b× ~c). Àêî ñó ó ìåøîâèòîì ïðîèçâîäó [~a,~b,~c] áàð
äâà âåêòîðà jåäíàêà, ìåøîâèòè ïðîèçâîä jåäíàê jå íóëè.

Íà îñíîâó íàâåäåíèõ ÷è»åíèöà, îäìàõ çàê§ó÷ójåìî äà ñó òâð¢å»à íàâåäåíà ïîä (à) è (ä)
òà÷íà, à òâð¢å»å íàâåäåíî ïîä (á) íåòà÷íî. Áóäó£è äà jå ñâàêè âåêòîð êîëèíåàðàí ñàì ñà
ñîáîì, òà÷íî jå òâð¢å»å íàâåäåíî ïîä (ã), à òâð¢å»å íàâåäåíî ïîä (â) íåòà÷íî.
Äàêëå, òà÷íà ñó òâð¢å»à (à), (ã) è (ä).

9.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A (jåäèíñòâåíè) ïîëèíîì P (λ)
íàjìà»åã ñòåïåíà çà êîjè âàæè P (A) = O è ÷èjè jå âîäå£è êîåôèöèjåíò (êîåôè-
öèjåíò óç íàjâå£è ñòåïåí) jåäíàê jåäàí. Òàêî¢å, âàæè äà jå ìèíèìàëíè ïîëèíîì
ìàòðèöå A äåëèëàö »åíîã êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà.

Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå A jåäíàê jå:

PA(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣ 0− λ 4
1 0− λ

∣∣∣∣ = (−λ)2 − 4 = (−λ− 2)(−λ+ 2) = (λ+ 2)(λ− 2),

ïà ñó jåäèíè äåëèîöè ïîëèíîìà PA(λ), ÷èjè jå âîäå£è êîåôèöèjåíò jåäíàê jåäàí, ïîëèíîìè
P1(λ) = λ+ 2 è P2(λ) = λ− 2, è ñàì êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì PA(λ).
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Òî ñó jåäèíè "êàíäèäàòè" çà ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A.

Áóäó£è äà jå P1(A) = A+ 2I =

[
2 4
1 2

]
6= 0, ïîëèíîì P1(λ) íèjå ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå

A.

Òàêî¢å, P2(A) = A − 2I =

[
−2 4

1 −2

]
6= 0, ïà íè ïîëèíîì P2(λ) íèjå ìèíèìàëíè ïîëèíîì

ìàòðèöå A.
Äàêëå, ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A jåäíàê jå »åíîì êàðàêòåðèñòè÷íîì ïîëèíîìó, îäíîñíî
»åí ìèíèìàëíè ïîëèíîì jå P (λ) = (λ+ 2)(λ− 2) = λ2 − 4.

10.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ãðàô óðå¢åí ïàð (X, ρ), ãäå jå X íåïðàçàí ñêóï è ρ áèíàðíà
ðåëàöèjà äåôèíèñàíà íà òîì ñêóïó. Åëåìåíòè ñêóïà X jåñó ÷âîðîâè ãðàôà, à
åëåìåíòè ñêóïà ρ »åãîâå ãðàíå. Ãðàô ñå î÷èãëåäíî ìîæå ïðåäñòàâèòè öðòåæîì ó
ðàâíè (èëè ïðîñòîðó) íà ñëåäå£è íà÷èí. ×âîðîâå ãðàôà ïðåäñòàâ§àìî ïðîèçâî§-
íèì ìå¢óñîáíî ðàçëè÷èòèì òà÷êàìà ó ðàâíè (èëè ïðîñòîðó). Àêî ñó, çà xi, xj ∈ X,
åëåìåíòè xi è xj ó ðåëàöèjè ρ, îäíîñíî àêî âàæè xiρxj , òà÷êó êîjà ïðåäñòàâ§à
÷âîð xi ñïàjàìî íåïðåêèäíîì ãëàòêîì ëèíèjîì ñà òà÷êîì êîjà ïðåäñòàâ§à ÷âîð
xj . Îâà ëèíèjà ñå îðèjåíòèøå íà öðòåæó ñòðåëèöîì îä xi êà xj è îíà íå ïðîëàçè
êðîç íåêè òðå£è ÷âîð ãðàôà. Àêî çà xi, xj ∈ X, åëåìåíòè xi è xj íèñó ó ðåëàöèjè
ρ, îäíîñíî àêî íå âàæè xiρxj , ÷âîðîâè xi è xj íèñó íà öðòåæó äèðåêòíî ïîâåçàíè.
Ãðàíà êîjà ñïàjà ÷âîð ñà ñàìèì ñîáîì íàçèâà ñå ïåò§à (àêî êîä ÷âîðà xi ïîñòîjè
ïåò§à, îíäà jå åëåìåíò xi ñêóïà X ó ðåëàöèjè ρ ñà ñàìèì ñîáîì, òj. âàæè xiρxi).
Ãðàô (X, ρ) íåîðèjåíòèñàí jå èëè ñèìåòðè÷àí àêî è ñàìî àêî jå ρ ñèìåòðè÷íà
ðåëàöèjà. Êîä íåîðèjåíòèñàíèõ ãðàôîâà ñâå ãðàíå ñó äâîñòðàíî îðèjåíòèñàíå,
îäíîñíî íåîðèjåíòèñàíå, ïà ñå ñòðåëèöå íà öðòåæó èçîñòàâ§àjó.
Çà äâà ÷âîðà íåîðèjåíòèñàíîã ãðàôà áåç ïåò§è êàæåìî äà ñó ñóñåäíè àêî ñó ñïî-
jåíè ãðàíîì. Áðîj ñóñåäíèõ ÷âîðîâà çà ÷âîð x íàçèâà ñå ñòåïåí òîã ÷âîðà. Íåîðè-
jåíòèñàí ãðàô áåç ïåò§è íàçèâà ñå ðåãóëàðàí ñòåïåíà r àêî jå ñòåïåí ñâàêîã ÷âîðà
òîã ãðàôà jåäíàê r. Ðåãóëàðàí ãðàô ñà n ÷âîðîâà ñòåïåíà n− 1 íàçèâà ñå ïîòïóí
(êîìïëåòàí) ãðàô (êîä ïîòïóíîã ãðàôà ñó ñâàêà äâà ÷âîðà ñïîjåíà ãðàíîì).
Ó íåîðèjåíòèñàíîì ãðàôó ïóò äóæèíå k jåñòå íàèçìåíè÷íè íèç ÷âîðîâà xi è ãðàíà
ui îáëèêà x1, u1, x2, u2, . . . , xk, uk, xk+1, ïðè ÷åìó jå çà ñâàêî 1 ≤ i ≤ k ÷âîð xi
ïî÷åòíè, à ÷âîð xi+1 êðàj»è çà ãðàíó ui.
Íåîðèjåíòèñàí ãðàô jå ïîâåçàí àêî ñå ñâàêà äâà »åãîâà ÷âîðà ìîãó ïîâåçàòè ïó-
òåì. Àêî ó íåîðèjåíòèñàíîì ãðàôó ïîñòîjå äâà ÷âîðà êîjè ñå íå ìîãó ïîâåçàòè
ïóòåì, êàæåìî äà jå òàj ãðàô íåïîâåçàí.

Íà îñíîâó èçëîæåíèõ ÷è»åíèöà äàòè ãðàô jåñòå íåîðèjåíòèñàí áóäó£è äà »åãîâå ãðàíå íà
öðòåæó êîjèì jå ïðåäñòàâ§åí íèñó îðèjåíòèñàíå. Jàñíî jå è äà jå äàòè ãðàô ïîâåçàí, jåð ñå
ñâàêà äâà îä »åãîâèõ øåñò ÷âîðîâà ìîãó ïîâåçàòè ïóòåì. Äàòè ãðàô íèjå ðåãóëàðàí, jåð ó
»åìó ïîñòîjå ÷åòèðè ÷âîðà ñòåïåíà òðè è äâà ÷âîðà ñòåïåíà äâà, îäíîñíî íèñó ñâè ÷âîðîâè
èñòîã ñòåïåíà. Òàêî¢å, ãðàô íèjå íè ïîòïóí, jåð èìà øåñò ÷âîðîâà, è îíè íèñó ñâè ñòåïåíà ïåò
(î÷èãëåäíî jå è äà ó äàòîì ãðàôó íèñó ñâàêà äâà ÷âîðà ñïîjåíà ãðàíîì, òj. ïîñòîjå ÷âîðîâè
êîjè íèñó ñïîjåíè ãðàíîì).
Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (à) è (á).

122



� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 24. 08. 2013.

1. Îäðåäèòè îíó ïðèìèòèâíó ôóíêöèjó F (x)
ôóíêöèjå lnx, çà êîjó jå F (e) = 0.

6. Çà êîjå a ∈ R êîíâåðãèðà íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=10

(
3

a

)n
?

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò èíòåãðàëà

∫ 2

0
|x−1|dx. 7. Èçðà÷óíàòè S

(
1

2

)
àêî jå S(x) =

+∞∑
n=1

(−1)nxn.

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà y′ + 2xy2 = 0.

8. Îäðåäèòè ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå

B =

 1 −2 4
0 1 5
0 0 2

 .

4. Ôîðìèðàòè õîìîãåíó ëèíåàðíó äèôåðåí-
öèjàëíó jåäíà÷èíó ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåí-
òèìà àêî ñå çíà äà jå »åíî îïøòå ðåøå»å y(x) =
C1e

x + 2C2e
x + C3e

−x.

9. Äàòè ñó âåêòîðè ~a = (1, 0, 0), ~b = (1, 2, 1) è
~c = (2, t, 2), t ∈ R. Çà êîjó âðåäíîñò ïàðàìåòðà
t îâè âåêòîðè íå ÷èíå áàçó âåêòîðñêîã ïîñòîðà
R3?

5. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà
êîjå ñó òàóòîëîãèjå:

(à)p ∧ p; (á) p ∨ p; (â)p⇒ p;

(ã) p⇒ p; (ä)p ↑ p;

(¢) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà
íèjå òàóòîëîãèjà.

10. Íàïèñàòè jåäíà÷èíó ðàâíè ó ïðîñòîðó R3

êîjà ñå÷å x-îñó ó òà÷êè A(1, 0, 0), y-îñó ó òà÷êè
B(0, 2, 0) è z-îñó ó òà÷êè C(0, 0, 3).
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� Ðåøå»à �

1.

Ïîäñåòèìî ñå äà óêîëèêî jå F (x) ïðîèçâî§íà ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå

f(x) íà èíòåðâàëó (a, b), òàäà âàæè

∫
f(x)dx = F (x) + C, x ∈ (a, b), ãäå jå C

ïðîèçâî§íà ðåàëíà êîíñòàíòà.

Ïîòðåáíî jå îäðåäèòè F (x) =

∫
lnxdx, à çà îäðå¢èâà»å òîã èíòåãðàëà êîðèñòèìî ìåòîäó ïàð-

öèjàëíå èíòåãðàöèjå:

F (x) =

∫
lnx dx =

{
u = lnx dv = dx

du =
dx

x
v = x

}
= x lnx−

∫
dx = x lnx− x+ C.

Êîðèñòå£è äàòè óñëîâ F (e) = 0, èçðà÷óíàâàìî âðåäíîñò êîíñòàíòå C:

0 = F (e) = e ln e− e+ C = e− e+ C = C,

ïà jå òðàæåíà ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå lnx F (x) = x lnx− x.

2.

Ïîäñåòèìî ñå îñîáèíå àäèòèâíîñòè îäðå¢åíîã èíòåãðàëà: óêîëèêî ñó a, b è c ïðîèç-
âî§íè ðåàëíè áðîjåâè è óêîëèêî jå ôóíêöèjà f(x) èíòåãðàáèëíà íà íàjâå£åì îä

èíòåðâàëà [a, b], [a, c], [b, c], òàäà jå

∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx+

∫ b

c
f(x) dx.

Çà ïîäèíòåãðàëíó ôóíêöèjó âàæè |x− 1| =
{
−x+ 1, x ∈ [0, 1]
x− 1, x ∈ [1, 2]

}
. Èñêîðèñòèìî ñàäà îñîáèíó

àäèòèâíîñòè îäðå¢åíîã èíòåãðàëà:∫ 2

0
|x− 1| dx =

∫ 1

0
|x− 1| dx+

∫ 2

1
|x− 1| dx =

∫ 1

0
(−x+ 1) dx+

∫ 2

1
(x− 1) dx.

Çáîã ëèíåàðíîñòè îäðå¢åíîã èíòåãðàëà jå

∫ 1

0
(−x + 1) dx = −

∫ 1

0
x dx +

∫ 1

0
dx, êàî è

∫ 2

1
(x −

1) dx =

∫ 2

1
x dx−

∫ 2

1
dx. Èíòåãðàëè

∫
x dx è

∫
dx òàáëè÷íè ñó è jåäíàêè ñó, ðåäîì,

x2

2
+ C è

x+C, ïà çà èçðà÷óíàâà»å ïîñëåä»à ÷åòèðè èíòåãðàëà ìîæåìî èñêîðèñòèòè �óòí�Ëàjáíèöîâó

ôîðìóëó: −
∫ 1

0
x dx = −

x2
2

∣∣∣∣∣
1

0

 = −
(

1

2
− 0

)
= −1

2
,

∫ 1

0
dx = x

∣∣∣∣∣
1

0

= 1 − 0 = 1,

∫ 2

1
x dx =x2

2

∣∣∣∣∣
2

1

 =

(
4

2
− 1

2

)
=

3

2
,

∫ 2

1
dx = x

∣∣∣∣∣
2

1

= 2−1 = 1. Íà êðàjó jå

∫ 2

0
|x−1| dx = −1

2
+1+

3

2
−1 = 1.

♦ Çàäàòàê ìîæåìî ðåøèòè è ãðàôè÷êè. Âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà

∫ 2

0
|x−1| dx jåäíàêà jå

âåëè÷èíè ïîâðøèíå êîjó çàêëàïàjó ïðàâå x = 0, x = 2, y = 0 è ãðàôèê ôóíêöèjå f(x) = |x− 1|.
Ó ïèòà»ó ñó äâà ïîäóäàðíà ïðàâîóãëà òðîóãëà ñà êàòåòàìà äóæèíå 1, ïà jå âåëè÷èíà ïîâðøèíå
jåäíîã îä »èõ jåäíàêà 1

2 , à òðàæåíà âðåäíîñò jå 1.

124



3. Íàïèøèìî jåäíà÷èíó íà ñëåäå£è íà÷èí: y′ = −2xy2. Îâî jå jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà
ïðîìåí§èâå, è äî »åíîã îïøòåã ðåøå»à äîëàçèìî èíòåãðàöèjîì:

y′ = −2xy2 ⇒ dy

dx
= −2xy2 ⇒ dy

y2
= −2x dx⇒

∫
dy

y2
=

∫
−2x dx.

Èíòåãðàëè ñà ëåâå è äåñíå ñòðàíå ïîñëåä»å jåäíàêîñòè jåñó òàáëè÷íè èíòåãðàëè, òå jå: −1

y
=

−x2 + C1, îäíîñíî
1

y
= x2 + C. Äàêëå, îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñòå

y =
1

x2 + C
, øòî ñå jåäíîñòàâíî ìîæå ïðîâåðèòè.

4. Óî÷èìî íàjïðå äà ñå äàòî îïøòå ðåøå»å ìîæå çàïèñàòè êàî y = (C1 + C2)e
x + C3e

−x =
Cex +C3e

−x, ïà íà îñíîâó îáëèêà îïøòåã ðåøå»à çàê§ó÷ójåìî äà jå ðå÷ î õîìîãåíîj ëèíåàðíîj
äèôåðåíöèjàëíîj jåäíà÷èíè äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà ÷èjà ñó äâà ëèíåàðíî
íåçàâèñíà ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à y1 = ex è y2 = e−x. Íà îñíîâó îáëèêà äâà ëèíåàðíî íåçàâèñíà
ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà ñó ðåøå»à êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå òðàæåíå
äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà λ1 = 1 è λ2 = −1.
Êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà jå äðóãîã ñòåïåíà (jåð jå òðàæåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã
ðåäà), è ïîçíàòà ñó íàì îáà »åíà ðåøå»à, ïà jå êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà (λ− 1)(λ+ 1) = 0,
îäíîñíî λ2 − 1 = 0. Äàêëå, òðàæåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ãëàñè y′′ − y = 0.

5.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå òàóòîëîãèjà èñêàçíà ôîðìóëà êîjà çà ñâå èñòèíèòîñíå âðåäíî-
ñòè èñêàçíèõ ñëîâà êîjà ñå ó »îj ïîjàâ§ójó èìà èñòèíèòîñíó âðåäíîñò 1.

(à) âàæè p ∧ p = 0 (íàâåäåíà jåäíàêîñò jå àêñèîìà Áóëîâå àëãåáðå), ïà äàòà ôîðìóëà íèjå
òàóòîëîãèjà;

X(á) âàæè p ∨ p = 1 (íàâåäåíà jåäíàêîñò jå àêñèîìà Áóëîâå àëãåáðå), ïà äàòà ôîðìóëà jåñòå
òàóòîëîãèjà;

(â) âàæè p⇒ p = p∨ p = p (ïðâà jåäíàêîñò ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà jå p⇒ q = p∨ q, à äðóãà
èç ÷è»åíèöå äà âàæè p∨p = p), ïà äàòà ôîðìóëà íèjå íè òàóòîëîãèjà íè êîíòðàäèêöèjà;

X(ã) âàæè p⇒ p = p ∨ p, ïà äàòà ôîðìóëà jåñòå òàóòîëîãèjà;

X(ä) âàæè p ↑ p = p ∧ p = p∨p (ïîñëåä»à jåäíàêîñò ñëåäè èç Äå Ìîðãàíîâèõ çàêîíà è çàêîíà
èíâîëóöèjå), ïà äàòà ôîðìóëà jåñòå òàóòîëîãèjà.

Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (á), (ã) è (ä).

6.

Ïîäñåòèìî ñå äà ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn êîíâåðãèðà çà |q| < 1, à ó îñòàëèì ñëó-

÷àjåâèìà äèâåðãèðà.

Äàòè ðåä jå ãåîìåòðèjñêè ðåä çà q =
3

a
. Äàêëå, êîíâåðãåíòàí jå óêîëèêî âàæè

∣∣∣∣3a
∣∣∣∣ < 1, îäíîñíî∣∣∣a

3

∣∣∣ > 1, òj. |a| > 3.
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7.

Ïîäñåòèìî ñå äà çà |q| < 1 âàæè
+∞∑
n=0

qn =
1

1− q
.

Óî÷èìî äà jå S(x) =
+∞∑
n=1

(−1)nxn =
+∞∑
n=0

(−x)n − 1 =
1

1− (−x)
− 1 =

1

1 + x
− 1 = − x

1 + x
, ïà jå

òðàæåíà âðåäíîñò S

(
1

2

)
= −

1
2

1 + 1
2

= −1

3
.

8.

Ïîäñåòèìî ñå äà çà äàòó êâàäðàòíó ìàòðèöó A ìîæåìî äåôèíèñàòè »åí êàðàê-
òåðèñòè÷íè ïîëèíîì PA(λ) = det(A − λI), ãäå jå I jåäèíè÷íà ìàòðèöà èñòîã ðåäà
êàî è ìàòðèöà A. Íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà ìàòðèöå A jåñó »åíå êàðàê-
òåðèñòè÷íå (ñîïñòâåíå) âðåäíîñòè.

Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå B jå:

PB(λ) = det(B − λI) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ −2 4

0 1− λ 5
0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)2(2− λ).

�åãîâå íóëå ñó λ1 = λ2 = 1 è λ3 = 2, è òî ñó ñîïñòâåíå âðåäíîñòè äàòå ìàòðèöå B.

9.

Ïîäñåòèìî ñå äà áàçó âåêòîðñêîã ïðîñòîðà R3 ÷èíå áèëî êîjà òðè ëèíåàðíî íåçà-
âèñíà âåêòîðà èç R3.
Òàêî¢å, òðè âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3), ~b = (b1, b2, b3) è ~c = (c1, c2, c3) ó ïðîñòîðó
R3 ëèíåàðíî ñó çàâèñíè àêî è ñàìî àêî jå »èõîâ ìåøîâèòè ïðîèçâîä [~a,~b,~c] =∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ jåäíàê íóëè.

Íà îñíîâó íàâåäåíèõ ÷è»åíèöà, äàòè âåêòîðè ñó ëèíåàðíî çàâèñíè àêî è ñàìî àêî âàæè

0 = [~a,~b,~c] =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 2 1
2 t 2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 2 1
t 2

∣∣∣∣ = 4− t,

îäíîñíî çà t = 4.
Äàêëå, äàòà òðè âåêòîðà ëèíåàðíî ñó çàâèñíè, îäíîñíî íå ÷èíå áàçó âåêòîðñêîã ïðîñòîðà R3,
óêîëèêî âàæè t = 4.

10.

Ïîäñåòèìî ñå ñåãìåíòíîã îáëèêà jåäíà÷èíå ðàâíè α ó ïðîñòîðó R3:
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1.

Ðàâàí α îäñåöà íà êîîðäèíàòíèì îñàìà Ox, Oy, Oz, ðåäîì, îäñå÷êå a, b, c, îäíîñíî
ñàäðæè òà÷êå ñà êîîðäèíàòàìà (a, 0, 0), (0, b, 0), (0, 0, c).

Jåäíà÷èíà òðàæåíå ðàâíè jå, äàêëå,
x

1
+
y

2
+
z

3
= 1, îäíîñíî 6x+ 3y + 2z − 6 = 0.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 07. 09. 2013.

1. Îäðåäèòè èíòåãðàë

∫
xdx

x4 − 4x2 + 4
.

6. Çà êîjå α ∈ R êîíâåðãèðà íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=3

nα+3?

2. Èçðà÷óíàòè âåëè÷èíó ïîâðøèíå äåëà ðàâíè
îãðàíè÷åíîã êðèâîì y = x3 è ïðàâîì y = 2x.

7. Îäðåäèòè ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïå-

íîã ðåäà
+∞∑
n=1

n+ 1

n+ 2
(3x)n.

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå

jåäíà÷èíå y′ =
1

2
y.

8. Îäðåäèòè ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå

A =

[
1 2
2 1

]
.

4. Êîëèêî èìà ðàçëè÷èòèõ Áóëîâèõ ôóíêöèjà
f : {0, 1}2 → {0, 1} òàêâèõ äà âàæè:(
∀(x1, x2) ∈ {0, 1}2

)
f(x1, x2) = f(x1, x2)?

9. Äàò jå ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà-
÷èíà:

2x+ y = 1

ax+ 5y = 2
.

Çà êîjó âðåäíîñò ðåàëíîã ïàðàìåòðà a äàòè ñè-
ñòåì íèjå ñàãëàñàí?

5. Íà êîëèêî ðàçëè÷èòèõ íà÷èíà ìîæåìî ïîñëà-
ãàòè íà ïîëèöó 10 ê»èãà, îä êîjèõ ñó 4 çåëåíå,
3 öðâåíå, 2 æóòå è jåäíà ïëàâà?

10. Íàïèñàòè jåäíà÷èíó ðàâíè êîjà ñàäðæè
òà÷êó M(−2, 1, 3) è íîðìàëíà jå íà âåêòîð ~n =
4~i+ 2~j − ~k.
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� Ðåøå»à �

!

1. Óî÷èìî äà jå

∫
xdx

x4 − 4x2 + 4
=

∫
xdx

(x2 − 2)2
. Äîáèjåíè èíòåãðàë ðåøàâàìî óâîäå£è ñìåíó

t = x2:∫
xdx

(x2 − 2)2
=

{
t = x2

dt = d
(
x2
)

= 2x dx

}
=

1

2

∫
dt

(t− 2)2
= −1

2
· 1

t− 2
+ C = −1

2
· 1

x2 − 2
+ C.

Äàêëå,

∫
xdx

x4 − 4x2 + 4
= − 1

2 (x2 − 2)
+ C.

Ïðèëèêîì îäðå¢èâà»à îâîã èíòåãðàëà êîðèñòèëè ñìî äà jå

∫
dt

(t− 2)2
= − 1

t− 2
+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó íà ÷è»åíèöó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë jåäíàê ïðîèçâî§íîj ïðèìèòèâíîj
ôóíêöèjè ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå, ïà jå âðëî âàæíî äà äîäàìî êîíñòàíòó ïðèìèòèâíîj ôóíê-
öèjè êîjó ñìî îäðåäèëè ðåøàâàjó£è çàäàòàê.

!

2.

Ïîäñåòèìî ñå äà óêîëèêî ñó y1 = f1(x) è y2 = f2(x) äâå êðèâå èñòîã çíàêà íà
îäñå÷êó [a, b] (îäíîñíî àêî çà ñâàêî x ∈ [a, b] âàæè f1(x) ≥ 0 è f2(x) ≥ 0 èëè f1(x) ≤
0 è f2(x) ≤ 0), ïðè ÷åìó jå f1(x) ≥ f2(x) çà x ∈ [a, b] à f1(x) è f2(x) ôóíêöèjå

èíòåãðàáèëíå íà îäñå÷êó [a, b], òàäà âðåäíîñò
∫ b
a (f1(x)− f2(x)) dx ïðåäñòàâ§à

âåëè÷èíó ïîâðøèíå îãðàíè÷åíå êðèâaìa y1 = f1(x), y2 = f2(x) è ïðàâàìà x = a è
x = b.
Óêîëèêî, äîäàòíî, âàæè è f1(a) = f2(a) è f1(b) = f2(b) (îäíîñíî óêîëèêî ñå
êðèâå y1 = f1(x) è y2 = f2(x) ñåêó ó òà÷êàìà A(a, f1(a)) è B(b, f1(b))), òàäà îíå
çà x ∈ [a, b] ÷èíå ãðàíèöó jåäíå ôèãóðå ó ðàâíè è ïîâðøèíà òå ôèãóðå jåñòå∫ b
a (f1(x)− f2(x)) dx.

Îäðåäèìî, íàjïðå, ïðåñå÷íå òà÷êå êðèâèõ y1 = f1(x) = x3 è y2 = f2(x) = 2x, îäíîñíî ðåøèìî
jåäíà÷èíó f1(x) = f2(x), òj. x3 = 2x. Èìàìî äà jå x3 − 2x = 0, îäíîñíî x(x −

√
2)(x +

√
2) = 0,

ïà âèäèìî äà ïîñòîjå òðè ïðåñå÷íå òà÷êå äàòèõ êðèâèõ: A(
√

2, 2
√

2), B(−
√

2,−2
√

2) è O(0, 0).
Ñêèöèðàjìî ñàäà ãðàôèêå ôóíêöèjà y1 = f1(x) = x3 è y2 = f2(x) = 2x. Âèäèìî äà äàòå
êðèâå îãðàíè÷àâàjó jåäíó ôèãóðó ó ïðâîì è jåäíó ó òðå£åì êâàäðàíòó, êàî è äà ñó òå äâå
ôèãóðå ïîäóäàðíå, øòî ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà ñó ôóíêöèjå f1 è f2 íåïàðíå (çà ñâàêî x ∈ R
âàæè f1(−x) = −f1(x) è f2(−x) = −f2(x)), ïà ñó »èõîâè ãðàôèöè ñèìåòðè÷íè ó îäíîñó íà
êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê. Çàòî, àêî ñà P1 îçíà÷èìî âåëè÷èíó ïîâðøèíå äåëà ôèãóðå êîjè ñå íàëàçè
ó ïðâîì êâàäðàíòó, à ñà P2 âåëè÷èíó ïîâðøèíå äåëà ôèãóðå êîjè ñå íàëàçè ó òðå£åì êâàäðàíòó,
òàäà jå òðàæåíà ïîâðøèíà P = P1 + P2 = 2P1. Âèäèìî è äà ñå çà x ∈ [0,

√
2], îäíîñíî ó ïðâîì

êâàäðàíòó, ãðàôèê êðèâå y2 = f2(x) = 2x íàëàçè èçíàä ãðàôèêà êðèâå y1 = f1(x) = x3, îäíîñíî

çà x ∈ [0,
√

2] âàæè f2(x) = 2x ≥ x3 = f1(x). Çàòî jå P1 =

∫ √2
0

(
2x− x3

)
dx. Çáîã ëèíåàðíîñòè

èíòåãðàëà âàæè

∫ √2
0

(
2x− x3

)
dx = 2

∫ √2
0

x dx −
∫ √2
0

x3 dx. Èíòåãðàëè

∫
x dx è

∫
x3 dx jåñó

òàáëè÷íè èíòåãðàëè è jåäíàêè ñó, ðåäîì,
x2

2
+ C è

x4

4
+ C, ïà çà èçðà÷óíàâà»å ïîâðøèíå P1

êîðèñòèìî �óòí�Ëàjáíèöîâó ôîðìóëó:
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P1 =

∫ √2
0

(
2x− x3

)
dx =

= 2

∫ √2
0

x dx−
∫ √2
0

x3 dx =

= 2
x2

2

∣∣∣∣∣
√
2

0

− x4

4

∣∣∣∣∣
√
2

0

=

=
(

(
√

2)2 − 0
)
−

(
(
√

2)4

4
− 0

)
= 2− 1 = 1

Äàêëå, òðàæåíà ïîâðøèíà jå P = P1 + P2 = 2P1 = 2 · 1 = 2.

♦ Âåëè÷èíó ïîâðøèíå P2 ìîãëè ñìî, òàêî¢å, ðà÷óíàòè ïðèìåíîì îäðå¢åíîã èíòåãðàëà è òî íà

èñòè íà÷èí êàî øòî ñìî èçðà÷óíàëè âåëè÷èíó ïîâðøèíå P1. Äàêëå, P2 =

∫ 0

−
√
2

(
x3 − 2x

)
dx, à

âðåäíîñò îâîã îäðå¢åíîã èíòåãðàëà jåñòå 1.

Ó çàäàöèìà ó êîjèìà jå ïîòðåáíî èçðà÷óíàòè âåëè÷èíó ïîâðøèíå îãðàíè÷åíå äàòèì ôóíêöèjàìà
(îäíîñíî êðèâàìà) ïðèìåíîì îäðå¢åíîã èíòåãðàëà, âðëî jå âàæíî ïðàâèëíî ñêèöèðàòè ãðàôèêå
òèõ ôóíêöèjà (êðèâèõ). Òî íàì ÷åñòî (êàî ó îâîì çàäàòêó) îëàêøàâà èçðàäó çàäàòêà, à ïî-
ìàæå íàì è ïðèëèêîì îäðå¢èâà»à ìå¢óñîáíîã ïîëîæàjà äàòèõ êðèâèõ ó ðàâíè. Ïîñåáíó ïàæ»ó
òðåáàëî áè îáðàòèòè íà ÷è»åíèöó äà jå èíòåãðàë íåãàòèâíå ôóíêöèjå f(x) íà èíòåðâàëó [a, b]
íåãàòèâàí áðîj, ïà óêîëèêî æåëèìî äà èçðà÷óíàìî âåëè÷èíó ïîâðøèíå P îãðàíè÷åíå ãðàôèêîì
ôóíêöèjå f(x) è x-îñîì, òàäà jå P = −

∫ b
a f(x) dx.

3. Îâî jå jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå, è äî »åíîã îïøòåã ðåøå»à äîëàçèìî èíòåãðà-
öèjîì:

y′ =
1

2
y ⇒ dy

dx
=

1

2
y ⇒ dy

y
=

1

2
dx⇒

∫
dy

y
=

∫
1

2
dx.

Èíòåãðàëè ñà ëåâå è äåñíå ñòðàíå ïîñëåä»å jåäíàêîñòè òàáëè÷íè ñó èíòåãðàëè, ïà jå: ln |y| =
1

2
x + C, îäíîñíî y = C1e

x
2 . Äàêëå, îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ãëàñè

y = C1e
x
2 , øòî ñå jåäíîñòàâíî ìîæå ïðîâåðèòè.

4. Ñâàêà Áóëîâà ôóíêöèjà f : {0, 1}2 → {0, 1} îäðå¢åíà jå íèçîì (äóæèíå ÷åòèðè) ñâî-
jèõ ñëèêà (f(0, 0), f(0, 1), f(1, 0), f(1, 1)), ãäå f(x1, x2) ïðåäñòàâ§à ñëèêó åëåìåíòà (x1, x2) ∈
{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}. Áóäó£è äà jå êîäîìåí ôóíêöèjå f äâîåëåìåíòíè ñêóï {0, 1}, çíà÷è
äà åëåìåíòè íèçà (f(0, 0), f(0, 1), f(1, 0), f(1, 1)) ìîãó óçèìàòè âðåäíîñòè èç ñêóïà N = {0, 1}
(îäíîñíî, çà ñâàêî (x1, x2) ∈ {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} âàæè f(x1, x2) = 0 èëè f(x1, x2) = 1), ïà
jå óêóïàí áðîj ðàçëè÷èòèõ Áóëîâèõ ôóíêöèjà f : {0, 1}2 → {0, 1} jåäíàê 2 · 2 · 2 · 2 = 24 = 16.
Ðàçìîòðèìî ñàäà êîëèêî îä òèõ 16 ðàçëè÷èòèõ Áóëîâèõ ôóíêöèjà çàäîâî§àâà òðàæåíó îñîáèíó.

Áóäó£è äà âàæè:
(
∀(x1, x2) ∈ {0, 1}2

)
f(x1, x2) = f(x1, x2), òî çíà÷è äà jå f(0, 0) = f(1, 1), êàî è

f(0, 1) = f(1, 0), ïà jå íèç ñëèêà êîjèì jå îäðå¢åíà ñâàêà Áóëîâà ôóíêöèjà ñà òðàæåíîì îñîáèíîì
ñëåäå£åã îáëèêà: (f(0, 0), f(0, 1), f(0, 1), f(0, 0)). Òî çíà÷è äà jå òàj íèç îäðå¢åí ñà ñâîjà ïðâà äâà
åëåìåíòà (òðå£è åëåìåíò jå jåäíàê äðóãîì, à ÷åòâðòè ïðâîì), à ïðâà äâà åëåìåíòà ìîãó óçèìàòè
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âðåäíîñòè èç ñêóïà N = {0, 1}, ïà jå óêóïàí áðîj ðàçëè÷èòèõ Áóëîâèõ ôóíêöèjà ñà òðàæåíîì
îñîáèíîì jåäíàê 2 · 2 = 4.

♦ Ñâàêà Áóëîâà ôóíêöèjà ìîæå ñå çàäàòè è òàáëèöîì ñâîjèõ âðåäíîñòè (òàäà jå Áóëîâà ôóíê-
öèjà îäðå¢åíà âðåäíîñòèìà ó ïîñëåä»îj êîëîíè òàáëèöå, à òå âðåäíîñòè ìîãó áèòè 0 èëè 1), ïà
ñìî çàäàòàê ìîãëè äà óðàäèìî è ôîðìèðà»åì òàáëèöå âðåäíîñòè òðàæåíèõ ôóíêöèjà. Òàáëèöà
âðåäíîñòè ñâàêå Áóëîâå ôóíêöèjå êîjà çàäîâî§àâà òðàæåíó îñîáèíó èìà ñëåäå£è îáëèê:

x1 x2 f(x1, x2)

0 0 f(0, 0)
0 1 f(0, 1)
1 0 f(0, 1)
1 1 f(0, 0)

Äàêëå, ïèòà»å jå êîëèêî ðàçëè÷èòèõ òàáëèöà äàòîã îáëèêà ìîæåìî ôîðìèðàòè. Áóäó£è äà
ïîïó»àâàìî ñàìî ïðâà äâà ìåñòà ó ïîñëåä»îj êîëîíè, à òðå£å è ÷åòâðòî ìåñòî ïðåïèñójåìî
(òðå£å ìåñòî ó ïîñëåä»îj êîëîíè jåäíàêî jå äðóãîì, à ÷åòâðòî ïðâîì), è äà íà òèì ìåñòèìà
ìîæåìî áèðàòè äà ëè £åìî èõ ïîïóíèòè íóëîì èëè jåäèíèöîì, òðàæåíèõ Áóëîâèõ ôóíêöèjà
èìà 2 · 2 = 4.

5.

Íåêà jå äàò ñêóï X = {x1, x2, . . . , xn}. Ïðåáðîjìî êîëèêî èìà ïåðìóòàöèjà åëåìå-
íàòà ñêóïà X ó êîjèìà ñå ñâàêè îä åëåìåíàòà ïîjàâ§ójå ïðîïèñàí áðîj ïóòà, îäíî-
ñíî ó êîjèìà ñå åëåìåíòè x1, x2, . . . , xn ïîjàâ§ójó, ðåäîì, òà÷íî m1,m2, . . . ,mn

ïóòà. Jàñíî jå äà jå ñâàêà òàêâà ïåðìóòàöèjà, ó ñòâàðè, jåäàí íèç äóæèíå
m1 +m2 + · · ·+mn = r. Óêîëèêî áèñìî òèõ r åëåìåíàòà ïåðìóòîâàëè íå âîäå£è
ïðè òîìå ðà÷óíà äà ìå¢ó »èìà èìà è jåäíàêèõ, óêóïàí áðîj òàêâèõ íèçîâà (ïåð-
ìóòàöèjà) áèî áè jåäíàê r!. Ìå¢óòèì, ïðîèçâî§àí íèç (ïåðìóòàöèjà), óêîëèêî
ñå jåäíàêè åëåìåíòè ïåðìóòójó (ïðåìåøòàjó) ó îêâèðó ïîçèöèjà êîjå çàóçèìàjó,
äàjå èñòè òàêàâ íèç (ïåðìóòàöèjó). Äàêëå, àêî ó jåäíîì òàêâîì íèçó (ïåðìóòà-
öèjè) åëåìåíòå jåäíàêå x1 ïåðìóòójåìî ó îêâèðó m1 ïîçèöèjà íà êîjèìà ñå íàëàçå,
äîáèjàìî m1! èñòèõ íèçîâà (ïåðìóòàöèjà). Èñòî âàæè è çà ñâå îñòàëå åëåìåíòå
ñêóïà X: àêî ó jåäíîì äàòîì íèçó (ïåðìóòàöèjè) åëåìåíòå jåäíàêå xi ïåðìóòó-
jåìî ó îêâèðó mi ïîçèöèjà íà êîjèìà ñå íàëàçå, äîáèjàìî mi! èñòèõ òàêâèõ íèçîâà
(ïåðìóòàöèjà), è îâî âàæè çà ñâàêî i ∈ {1, 2, . . . , n}. Ïðåìà ïðèíöèïó ïðîèçâîäà
âèäèìî äà ïåðìóòîâà»åì äîáèjàìîm1!m2! · · ·mn! èñòèõ ïåðìóòàöèjà çà ñâàêó ïåð-
ìóòàöèjó êîä êîjå ïîjåäèíè ìå¢óñîáíî jåäíàêè åëåìåíòè çàóçèìàjó èñòå ïîçèöèjå.
Àêî ñà Pm1,m2,...,mn îçíà÷èìî áðîj ïåðìóòàöèjà åëåìåíàòà ñêóïà X ó êîjèìà ñå
åëåìåíòè x1, x2, . . . , xn ïîjàâ§ójó, ðåäîì, òà÷íî m1,m2, . . . ,mn ïóòà, âèäèìî, íà
îñíîâó ïðåòõîäíå äèñêóñèjå, äà jå:

Pm1,m2,...,mn =
r!

m1!m2! · · ·mn!

Ó ïèòà»ó jå áðîj ïåðìóòàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì ñêóïà îä ÷åòèðè åëåìåíòà (èìàìî çåëåíå, öðâåíå,
æóòå è ïëàâå ê»èãå), ó êîjèìà ñå ïðâè åëåìåíò ïîjàâ§ójå òà÷íî ÷åòèðè ïóòà (jåð èìàìî ÷åòèðè
ìå¢óñîáíî jåäíàêå çåëåíå ê»èãå), äðóãè åëåìåíò òà÷íî òðè ïóòà (jåð èìàìî òðè ìå¢óñîáíî
jåäíàêå öðâåíå ê»èãå), òðå£è åëåìåíò òà÷íî äâà ïóòà (jåð èìàìî äâå ìå¢óñîáíî jåäíàêå æóòå
ê»èãå) è ÷åòâðòè åëåìåíò òà÷íî jåäíàíïóò (jåð èìàìî jåäíó ïëàâó ê»èãó).
Äàêëå, m1 = 4, m2 = 3, m3 = 2, m4 = 1, è âàæè m1 + m2 + m3 + m4 = 10, ïà jå, íà îñíîâó
ïðåòõîäíîã, òðàæåíè áðîj jåäíàê P 4,3,2,1 = 10!

4!3!2!1! = 12600.
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6.

Ïîäñåòèìî ñå ÷è»åíèöå äà íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

1

nα
êîíâåðãèðà çà α > 1, à ó îñòàëèì

ñëó÷àjåâèìà äèâåðãèðà.

Îïøòè ÷ëàí äàòîã ðåäà ìîæåìî íàïèñàòè êàî 1
n−α−3 . Çáîã íàâåäåíå ÷è»åíèöå, äàòè ðåä êîí-

âåðãèðà çà −α− 3 > 1, îäíîñíî çà α < −4.

7.

Íà îñíîâó Êîøè�Àäàìàðîâîã ñòàâà ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå R ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n ìîæå ñå èçðà÷óíàòè êàî R = 1

lim
n→+∞

n
√
|an|

, èëè R = lim
n→+∞

an
an+1

, óêîëèêî

íàâåäåíè ëèìåñè ïîñòîjå.

Âàæè
+∞∑
n=1

n+ 1

n+ 2
(3x)n =

+∞∑
n=1

n+ 1

n+ 2
3nxn, ïà jå ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå äàòîã ðåäà

R = lim
n→+∞

an
an+1

= lim
n→+∞

n+1
n+23n

n+2
n+33n+1

= lim
n→+∞

(n+ 1)(n+ 3)

3(n+ 2)2
=

1

3
lim

n→+∞

n2 + 4n+ 3

n2 + 4n+ 4
=

1

3
, áó-

äó£è äà âàæè lim
n→+∞

n2 + 4n+ 3

n2 + 4n+ 4
= 1 (jåð ñó ïîëèíîìè ó áðîjèîöó è èìåíèîöó ðàçëîìêà ó

ïîñëåä»îj ãðàíè÷íîj âðåäíîñòè èñòîã ñòåïåíà è èìàjó èñòè êîåôèöèjåíò óç íàjâå£è ñòåïåí
ïðîìåí§èâå n).

♣ Óïîðåäèòè ñà øåñòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 08. 06. 2013. ãîäèíå.

8.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A (jåäèíñòâåíè) ïîëèíîì P (λ)
íàjìà»åã ñòåïåíà çà êîjè âàæè P (A) = O è ÷èjè jå âîäå£è êîåôèöèjåíò (êîåôè-
öèjåíò óç íàjâå£è ñòåïåí) jåäíàê jåäàí.
Òàêî¢å, âàæè äà jå ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A äåëèëàö »åíîã êàðàêòåðè-
ñòè÷íîã ïîëèíîìà.

Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå A jåñòå:

PA(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣ 1− λ 2
2 1− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)2 − 4 = (1− λ− 2)(1− λ+ 2) = (λ+ 1)(λ− 3),

ïà ñó jåäèíè äåëèîöè ïîëèíîìà PA(λ) ÷èjè jå âîäå£è êîåôèöèjåíò jåäíàê jåäàí ïîëèíîìè P1(λ) =
λ + 1, P2(λ) = λ − 3 è ñàì êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì PA(λ). Òî ñó jåäèíè "êàíäèäàòè" çà
ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A.

Áóäó£è äà jå P1(A) = A + I =

[
2 2
2 2

]
6= 0, ïîëèíîì P1(λ) íèjå ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå

A.

Òàêî¢å, P2(A) = A − 3I =

[
−2 2
2 −2

]
6= 0, ïà íè ïîëèíîì P2(λ) íèjå ìèíèìàëíè ïîëèíîì

ìàòðèöå A.
Äàêëå, ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A jåäíàê jå »åíîì êàðàêòåðèñòè÷íîì ïîëèíîìó, îäíîñíî
»åí ìèíèìàëíè ïîëèíîì jå P (λ) = (λ+ 1)(λ− 3) = λ2 − 2λ− 3.

♣ Óïîðåäèòè ñà äåâåòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 29. 06. 2013. ãîäèíå.
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9.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ñèñòåì m ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà ñà n íåïîçíàòèõ:

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

ñàãëàñàí óêîëèêî ïîñòîjè áàð jåäíà óðå¢åíà n-òîðêà (x1, x2, . . . , xn) êîjà çàäîâî-
§àâà ñâàêó îä m jåäíà÷èíà ñèñòåìà. Äðóãèì ðå÷èìà, ñèñòåì m ëèíåàðíèõ àëãå-
áàðñêèõ jåäíà÷èíà ñà n íåïîçíàòèõ ñàãëàñàí jå óêîëèêî èìà áàð jåäíî ðåøå»å.

Ìàòðèöå A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

am1 am2 · · · amn

 è B =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

am1 am2 · · · amn bm


íàçèâàjó ñå, ðåäîì, ìàòðèöà ñèñòåìà è ïðîøèðåíà ìàòðèöà ñèñòåìà.

Âàæè è ñëåäå£à, Êðîíåêåð�Êàïåëèjåâà òåîðåìà:
Ñèñòåì m ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà ñà n íåïîçíàòèõ ñàãëàñàí jå àêî è
ñàìî àêî jå rangA = rangB.
Ïîäñåòèìî ñå äà jå ðàíã ìàòðèöå ðåä »åíå íàjâå£å ðåãóëàðíå êâàäðàòíå ïîäìà-
òðèöå, êàî è äà åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå íå ìå»àjó ðàíã ìàòðèöå.

Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã äàòè ñèñòåì íå£å áèòè ñàãëàñàí, îäíîñíî íå£å èìàòè ðåøå»à, óêîëèêî
jå ðàíã ìàòðèöå ñèñòåìà ðàçëè÷èò îä ðàíãà ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà. Ïðîøèðåíà ìàòðèöà

ñèñòåìà jåñòå B =

[
2 1 1
a 5 2

]
. Èçâðøèìî íà »îj ñëåäå£ó åëåìåíòàðíó òðàíñôîðìàöèjó:

ïîìíîæèìî »åíó ïðâó âðñòó áðîjåì −5 è äîäàjìî jå äðóãîj âðñòè. Íà òàj íà÷èí äîëàçèìî äî

ìàòðèöå B′ =

[
2 1 1

a− 10 0 −3

]
. Íàjâå£à ðåãóëàðíà êâàäðàòíà ïîäìàòðèöà ìàòðèöå B′ jåñòå

ïîäìàòðèöà êîjà jå îáðàçîâàíà îä åëåìåíàòà ìàòðèöå B′ êîjè ñå íàëàçå ó ïðåñåöèìà »åíå ïðâå

è äðóãå âðñòå è äðóãå è òðå£å êîëîíå, òî jåñò ìàòðèöà

[
1 1
0 −3

]
, ïà jå »åí ðàíã jåäíàê äâà.

Áóäó£è äà âàæè rangB = rangB′, è ðàíã ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà òàêî¢å jå 2, è òî çà ñâàêî

a ∈ R. Óî÷èìî äà jå ìàòðèöà ñèñòåìà A =

[
2 1
a 5

]
ïîäìàòðèöà ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà,

ïà èñòèì åëåìåíòàðíèì òðàíñôîðìàöèjàìà êîjå ñìî èçâðøèëè íà ïðîøèðåíîj ìàòðèöè ñèñòåìà,

îä ìàòðèöå A äîáèjàìî ìàòðèöó A′ =

[
2 1

a− 10 0

]
, ÷èjè jå ðàíã jåäíàê äâà óêîëèêî jå a 6= 10

(òàäà jå detA′ = 10 − a 6= 0, ïà jå ñàìà ìàòðèöà A′ ñâîjà íàjâå£à ðåãóëàðíà ïîäìàòðèöà), à
jåäíàê jå jåäàí óêîëèêî jå a = 10 (ó òîì ñëó÷àjó ìàòðèöà A′ î÷èãëåäíî íèjå ðåãóëàðíà jåð ñó jîj
ñâè åëåìåíòè ó äðóãîj âðñòè jåäíàêè íóëè). Âàæè è äà jå rangA = rangA′, ïà jå ðàíã ìàòðèöå
ñèñòåìà ðàçëè÷èò îä äâà àêî jå a = 10. Äàêëå, óñëîâ äà jå ðàíã ìàòðèöå ñèñòåìà ðàçëè÷èò îä
ðàíãà ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà (òàäà ñèñòåì íèjå ñàãëàñàí, îäíîñíî íåìà ðåøå»å), èñïó»åí
jå óêîëèêî jå a = 10.

♦ Çàäàòàê ñìî ìîãëè óðàäèòè è äèðåêòíèì ðåøàâà»åì äàòîã ñèñòåìà. Íàèìå, óêîëèêî ïðâó
jåäíà÷èíó ïîìíîæèìî áðîjåì −5 è äîäàìî jå äðóãîj jåäíà÷èíè (êàêî áèñìî ó äðóãîj jåäíà÷èíè

åëèìèíèñàëè íåïîçíàòó y), äîëàçèìî äî åêâèâàëåíòíîã ñèñòåìà
2x+ y = 1

(a− 10)x+ = −3
.

Îäìàõ ìîæåìî óî÷èòè äà, óêîëèêî jå a− 10 6= 0, îäíîñíî a 6= 10, äðóãó jåäíà÷èíó ó äîáèjåíîì
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ñèñòåìó ìîæåìî ïîäåëèòè ñà a−10. Íà òàj íà÷èí äîáèjàìî äà jå x = − 3
a−10 , à êàäà îâó âðåäíîñò

çà x óâðñòèìî ó ïðâó jåäíà÷èíó, äîáèjàìî äà jå y = a−4
a−10 . Òî çíà÷è äà àêî jå èñïó»åí óñëîâ

a 6= 10, îâàj ñèñòåì, çà ñâàêî a ∈ R êîjå òàj óñëîâ èñïó»àâà, èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å, è òî jå
óðå¢åí ïàð ( a−4a−10 ,−

3
a−10).

Ñ äðóãå ñòðàíå, àêî jå a−10 = 0, îäíîñíî a = 10, äðóãà jåäíà÷èíà ñâîäè ñå íà íåòà÷íó jåäíàêîñò
0 = −3, ïà ó òîì ñëó÷àjó ñèñòåì íåìà ðåøå»å, òj. íèjå ñàãëàñàí.
Äàêëå, äàòè ñèñòåì íèjå ñàãëàñàí óêîëèêî jå a = 10.

♣ Óïîðåäèòè ñà ñåäìèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 08. 06. 2013. ãîäèíå.

10.

Ïîäñåòèìî ñå äà jåäíà÷èíà ðàâíè α ó ïðîñòîðó R3 ÷èjè jå âåêòîð íîðìàëå ~n =
(n1, n2, n3) è êîjà ñàäðæè òà÷êó T (T1, T2, T3) ãëàñè: n1(x−T1)+n2(y−T2)+n3(z−
T3) = 0.

Âåêòîð íîðìàëå òðàæåíå ðàâíè jåñòå äàòè âåêòîð ~n = 4~i + 2~j − ~k, îäíîñíî ~n = (4, 2,−1).
Áóäó£è äà ñó äàòå è êîîðäèíàòå òà÷êå M(−2, 1, 3) êîjó òðàæåíà ðàâàí ñàäðæè, »åíà jåäíà÷èíà
jå 4 · (x− (−2)) + 2 · (y − 1)− 1 · (z − 3) = 0, îäíîñíî 4x+ 2y − z + 9 = 0.

♣ Óïîðåäèòè ñà äåñåòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 08. 06. 2013. ãîäèíå.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 19. 01. 2014.

1. Îäðåäèòè èíòåãðàë

∫
x
√
xdx.

6. Ðåä
+∞∑
n=1

nk êîíâåðãèðà çà ñâàêî k, ãäå jå (çà-

îêðóæèòè ñëîâî èñïðåä òà÷íîã îäãîâîðà):

(à)k > 1; (á) k ≤ 1; (â)k ≤ 0;

(ã) k < −1; (ä)k ≥ −1;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

2. Âðåäíîñò ïàðàìåòðà b ∈ R, b > −1, òàêâîã

äà âàæè jåäíàêîñò
1

b+ 1

∫ b

−1
(3x2 + 2x)dx = 4,

jåäíàêà jå (çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ îä-
ãîâîðà):

(à)1; (á)2; (â)3; (ã)4;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

7. Ñóìà ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=1

xn, íà èíòåðâà-

ëó (−1, 1) ó çàòâîðåíîì îáëèêó jå (çàîêðóæèòè
ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ îäãîâîðà):

(à)
1

1− x
; (á)

1

1 + x
; (â)

x

1− x
;

(ã)
x

1 + x
; (ä)− x

1 + x
;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà tg ydx = x lnxdy.

8. Îäðåäèòè ñâå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà a

çà êîjå jå ðàíã ìàòðèöå A =

 1 2 3
2 3 a
2 4 6

 jåäíàê

äâà.

4. Ôîðìèðàòè õîìîãåíó ëèíåàðíó äèôåðåíöè-
jàëíó jåäíà÷èíó ÷åòâðòîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì
êîåôèöèjåíòèìà àêî ñå çíà äà ñó ÷åòèðè »åíà
ëèíåàðíî íåçàâèñíà ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à y1 =
ex, y2 = e−x, y3 = xe−x è y4 = x2e−x.

9. Îäðåäèòè ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå

A =

[
3 1
0 3

]
.

5. Êîëèêî èìà ÷åòâîðîöèôðåíèõ áðîjåâà êîä
êîjèõ jå äðóãà öèôðà âå£à îä 6, à òðå£à ìà»à îä
2? Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ îäãîâîðà:

(à)600; (á)540; (â)486; (ã)360; (ä)270;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

10. Êîëèêî ÷âîðîâà èìà íåîðèjåíòèñàí ïîòïóí
ãðàô ñà 21 ãðàíîì? Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä
òà÷íèõ îäãîâîðà:

(à)13 ÷âîðîâà; (á)42 ÷âîðà;

(â)7 ÷âîðîâà; (ã) 6 ÷âîðîâà;

(ä) òàêàâ ãðàô íå ïîñòîjè;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.
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� Ðåøå»à �

!

1. Äàòè èíòåãðàë jå òàáëè÷íè èíòåãðàë:

∫
x
√
xdx =

∫
x

3
2dx =

2

5
x

5
2 + C. Îáðàòèòè ïàæ»ó íà

÷è»åíèöó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë jåäíàê ïðîèçâî§íîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Äàêëå, âðëî jå âàæíî äà ïðè èçðàäè îâàêâèõ çàäàòàêà äîäàìî êîíñòàíòó ïðèìèòèâíîj
ôóíêöèjè êîjó ñìî îäðåäèëè ðåøàâàjó£è çàäàòàê.

2. Èñêîðèñòè£åìî îñîáèíó ëèíåàðíîñòè îäðå¢åíîã èíòåãðàëà êàêî áèñìî èçðà÷óíàëè âðåäíîñò
ñà ëåâå ñòðàíå äàòå jåäíàêîñòè:

1

b+ 1

∫ b

−1
(3x2 + 2x)dx =

1

b+ 1

(∫ b

−1
3x2dx+

∫ b

−1
2xdx

)
.

Îáà íåîäðå¢åíà èíòåãðàëà
∫

3x2dx è
∫

2xdx jåñó òàáëè÷íè èíòåãðàëè, è »èõîâå ïðèìèòèâíå
ôóíêöèjå ñó, ðåäîì, x3 + C è x2 + C. Äà áèñìî èçðà÷óíàëè îäãîâàðàjó£å îäðå¢åíå èíòåãðàëå,
êîðèñòèìî �óòí�Ëàjáíèöîâó ôîðìóëó:∫ b

−1
3x2dx = x3

∣∣∣∣∣
b

−1

= b3 − (−1)3 = b3 + 1 è

∫ b

−1
2xdx = x2

∣∣∣∣∣
b

−1

= b2 − (−1)2 = b2 − 1.

Ñàäà jå:
1

b+ 1

∫ b

−1
(3x2 + 2x)dx =

1

b+ 1
(b3 + 1 + b2 − 1) =

b2(b+ 1)

b+ 1
= b2. Äà áè âðåäíîñò èçðàçà

1

b+ 1

∫ b

−1
(3x2 +2x)dx áèëà jåäíàêà 4, ìîðà âàæèòè b2 = 4, îäíîñíî b = 2 èëè b = −2, àëè áóäó£è

äà jå ó çàäàòêó ïîñòàâ§åí óñëîâ b > −1, çàê§ó÷ójåìî äà jå b = 2. Òà÷àí jå îäãîâîð (á).

3.

Ïîäñåòèìî ñå ñëåäå£å ÷è»åíèöå: óêîëèêî jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà çàäàòà
êàî ðàçëîìàê, è óêîëèêî jå èçâîä èìåíèîöà èçðàçà êîjèì jå çàäàòà ïîäèíòå-
ãðàëíà ôóêöèjà jåäíàê áðîjèîöó òîã èçðàçà, òàäà jå èíòåãðàë ñëåäå£åã îáëèêà∫

d(f(x))

f(x)
=

∫
f ′(x)

f(x)
dx, è ðåøàâàìî ãà óâî¢å»åì ñìåíå t = f(x):

∫
f ′(x)

f(x)
dx =

{
t = f(x)
dt = f ′(x)dx

}
=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln |f(x)|+ C.

Îâî jå jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå, è äî »åíîã îïøòåã ðåøå»à äîëàçèìî èíòåãðàöèjîì:

tg ydx = x lnxdy ⇒ dx

x lnx
=

dy

tg y
⇒
∫

dx

x lnx
=

∫
dy

tg y
. Ðåøèìî ñàäà èíòåãðàëå ñà ëåâå è äåñíå

ñòðàíå ïîñëåä»å jåäíàêîñòè.
Èíòåãðàë ñà ëåâå ñòðàíå jåäíàêîñòè ðåøàâàìî óâî¢å»åì ñìåíå t = lnx:∫

dx

x lnx
=

{
t = lnx

dt =
dx

x

}
=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln | lnx|+ C.

Çíàìî äà jå
1

tg y
= ctg y, ïà jå ïîòðåáíî ðåøèòè èíòåãðàë

∫
ctg ydy =

∫
cos y

sin y
dy.

Áóäó£è äà âàæè (sin y)′ = cos y, èìàìî:
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∫
cos y

sin y
dy =

{
t = sin y
dt = cos ydy

}
=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln | sin y|+ C.

Ñàäà ìîæåìî îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå: ln | lnx| + C =
ln | sin y|, èëè sin y = C1 lnx, îäíîñíî y = arcsin(C1 lnx), øòî ñå ëàêî ìîæå íåïîñðåäíî ïðî-
âåðèòè.

4. Äàòà ñó ÷åòèðè ëèíåàðíî íåçàâèñíà ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à jåäíà÷èíå êîjó jå ïîòðåáíî ôîð-
ìèðàòè, è îíà ñó y1 = ex, y2 = e−x, y3 = xe−x è y4 = x2e−x. Ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà ñó
ðåøå»à êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå òðàæåíå õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ÷åòâðòîã ðåäà
ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà λ1 = 1 è λ2 = λ3 = λ4 = −1. Áóäó£è äà jå òðàæåíà äèôå-
ðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ÷åòâðòîã ðåäà, »åíà êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà ÷åòâðòîã jå ñòåïåíà, è
ïîçíàòà ñó íàì ñâà »åíà ðåøå»à, ïà jå êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà (λ− 1)(λ+ 1)3 = 0, îäíîñíî
λ4 + 2λ3 − 2λ− 1 = 0. Tðàæåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ãëàñè y(4) + 2y′′′ − 2y′ − y = 0.

♣ Óïîðåäèòè ñà ÷åòâðòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 29. 06. 2013. ãîäèíå.

5. Ñâàêè ÷åòâîðîöèôðåí áðîj ìîæå ñå ïðåäñòàâèòè êàî íèç äóæèíå ÷åòèðè (íèç ñà ÷åòèðè
åëåìåíòà), ãäå i-òè åëåìåíò íèçà ïðåäñòàâ§à i-òó öèôðó òîã áðîjà, i ∈ {1, 2, 3, 4}. Íèç êîjè
ïðåäñòàâ§à íåêè îä òðàæåíèõ áðîjåâà èìà ñëåäå£å îñîáèíå: »åãîâ ïðâè åëåìåíò ìîæåìî áèðàòè
èç ñêóïà A1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} (çàòî øòo ïðâà öèôðà íå ñìå áèòè íóëà), äðóãè åëåìåíò èç
ñêóïà A2 = {7, 8, 9}, çàòî øòî jå äðóãà öèôðà âå£à îä 6, òðå£è åëåìåíò èç ñêóïà A3 = {0, 1},
çàòî øòî jå òðå£à öèôðà ìà»à îä 2 è ÷åòâðòè åëåìåíò èç ñêóïà A4 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.
Ñêóïîâè A1, A2, A3 è A4 èìàjó, ðåäîì, 9, 3, 2 è 10 åëåìåíàòà, ïà jå, ïðåìà ïðàâèëó ïðîèçâîäà,
áðîj ðàçëè÷èòèõ íèçîâà ñà íàâåäåíèì îñîáèíàìà jåäíàê: 9·3·2·10 = 540.Äàêëå, ÷åòâîðîöèôðåíèõ
áðîjåâà êîä êîjèõ jå äðóãà öèôðà âå£à îä 6, à òðå£à ìà»à îä 2 èìà 540. Òà÷àí jå îäãîâîð (á).

6.

Ïîäñåòèìî ñå ÷è»åíèöå äà íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

1

nα
êîíâåðãèðà çà α > 1, à ó îñòàëèì

ñëó÷àjåâèìà äèâåðãèðà.

Îïøòè ÷ëàí äàòîã ðåäà ìîæåìî íàïèñàòè êàî 1
n−k

. Çáîã íàâåäåíå ÷è»åíèöå, äàòè ðåä êîíâåð-
ãèðà çà −k > 1, îäíîñíî çà k < −1. Òà÷àí jå îäãîâîð (ã).

♣ Óïîðåäèòè ñà øåñòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 07. 09. 2013. ãîäèíå.

7.

Ïîäñåòèìî ñå äà çà ñâàêî t ∈ (−1, 1) è ñâàêè áðîj a ∈ R \ N âàæè áèíîìíè ðàçâîj

(1 + t)a =

+∞∑
n=0

(
a

n

)
tn.

Òàêî¢å, çà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n jå

(
−1

n

)
=

(−1)(−2)(−3) · · · (−1− n+ 1)

n!
=

(−1)nn!

n!
= (−1)n, ïà áèíîìíè ðàçâîj çà a = −1 ãëàñè:

1

1 + t
=

+∞∑
n=0

(−1)ntn.
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Óâåäèìî ó ïîñëåä»îj jåäíàêîñòè ñìåíó x = −t, è óî÷èìî äà, óêîëèêî t ∈ (−1, 1),

òàäà è x ∈ (−1, 1). Íà òàj íà÷èí äîáèjàìî íîâè ðàçâîj
1

1− x
=

+∞∑
n=0

(−1)n(−x)n =

+∞∑
n=0

(−1)2nxn =
+∞∑
n=0

xn, êîjè òàêî¢å âàæè çà ñâàêî x ∈ (−1, 1).

Ñàäà jå jàñíî äà jå
+∞∑
n=1

xn =

+∞∑
n=0

xn − 1 =
1

1− x
− 1 =

x

1− x
. Òà÷àí jå îäãîâîð (â).

Ó çàäàöèìà ó êîjèìà jå ïîòðåáíî ñóìèðàòè äàòè ðåä, òðåáàëî áè îáðàòèòè ïîñåáíó ïàæ»ó íà
ïî÷åòíó âðåäíîñò "áðîjà÷à" (ñåòèìî ñå äà ïî÷åòíà âðåäíîñò "áðîjà÷à" íå óòè÷å íà êîíâåðãåíöèjó
ðåäà, àëè, íàðàâíî, óòè÷å íà »åãîâó ñóìó).

♦ Ìîæåìî óî÷èòè äà jå ó ïèòà»ó ñóìà ãåîìåòðèjñêîã ðåäà ÷èjè jå êîëè÷íèê q = x, à ïðâè ÷ëàí
b1 = x. Ãåîìåòðèjñêè ðåä êîíâåðãèðà çà |x| < 1, è »åãîâà ñóìà jå b1

1−q = x
1−x , ïà jå òà÷àí îäãîâîð

(â).

8.

Ïîäñåòèìî ñå äà åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå íå ìå»àjó ðàíã ìàòðèöå, êàî è äà jå,
ïî äåôèíèöèjè, ðàíã ìàòðèöå ðåä »åíå íàjâå£å ðåãóëàðíå êâàäðàòíå ïîäìàòðèöå.

Èçâðøèìî íà äàòîj ìàòðèöè A ñëåäå£ó åëåìåíòàðíó òðàíñôîðìàöèjó: äîäàjìî åëåìåíòèìà
òðå£å âðñòå åëåìåíòå ïðâå âðñòå ïîìíîæåíå áðîjåì −2. Íà òàj íà÷èí äîáèjàìî ìàòðèöó

A′ =

 1 2 3
2 3 a
0 0 0

.
Äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå A′ jåäíàêà jå íóëè, ñ îáçèðîì íà òî äà ñó ñâè åëåìåíòè »åíå òðå£å âðñòå
jåäíàêè íóëè.
Âèäèìî äà jå rangA′ = 2 jåð jå »åíà íàjâå£à ðåãóëàðíà êâàäðàòíà ïîäìàòðèöà îíà êîjó îáðàçójó
åëåìåíòè ìàòðèöå A′ êîjè ñå íàëàçå ó ïðåñåöèìà »åíå ïðâå è äðóãå âðñòå è ïðâå è äðóãå êîëîíå,

îäíîñíî ìàòðèöà

[
1 2
2 3

]
. Áóäó£è äà âàæè rangA = rangA′ = 2, ðàíã ìàòðèöå A íå çàâèñè îä

a, è jåäíàê jå äâà çà ñâàêî a ∈ R.

♦ Ìîæåìî óî÷èòè äà ñó åëåìåíòè ïðâå âðñòå ïðîïîðöèîíàëíè åëåìåíòèìà òðå£å âðñòå, àëè
íèñó ïðîïîðöèîíàëíè åëåìåíòèìà äðóãå âðñòå. Òî çíà÷è äà ìàòðèöà èìà äâå ëèíåàðíî íåçàâèñíå
âðñòå, ïà jå ïî òåîðåìè »åí ðàíã jåäíàê 2, çà ñâàêî a ∈ R.

♣ Óïîðåäèòè ñà îñìèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 09. 02. 2014. ãîäèíå.

9.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A (jåäèíñòâåíè) ïîëèíîì P (λ)
íàjìà»åã ñòåïåíà çà êîjè âàæè P (A) = O è ÷èjè jå âîäå£è êîåôèöèjåíò (êîåôè-
öèjåíò óç íàjâå£è ñòåïåí) jåäíàê jåäàí. Òàêî¢å, âàæè äà jå ìèíèìàëíè ïîëèíîì
ìàòðèöå A äåëèëàö »åíîã êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà.

Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå A jåñòå:

PA(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣ 3− λ 1
0 3− λ

∣∣∣∣ = (3− λ)2,
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ïà ñó jåäèíè äåëèîöè ïîëèíîìà PA(λ), ÷èjè jå âîäå£è êîåôèöèjåíò jåäíàê jåäàí, ïîëèíîìè
P1(λ) = λ− 3 è P2(λ) = (λ− 3)2. Òî ñó jåäèíè "êàíäèäàòè" çà ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A.

Áóäó£è äà jå P1(A) = A− 3I =

[
0 1
0 0

]
6= 0, ïîëèíîì P1(λ) íèjå ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå

A, ïà çàê§ó÷ójåìî äà jå ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A ïîëèíîì P2(λ) = (λ− 3)2.

10.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ïîòïóí ãðàô îíàj êîä êîãà ñó ñâàêà äâà ÷âîðà ñïîjåíà ãðàíîì.
Àêî jå n áðîj ÷âîðîâà ïîòïóíîã ãðàôà, îíäà jå »åãîâ áðîj ãðàíà jåäíàê

(
n
2

)
.

Êîðèñòå£è íàâåäåíó ÷è»åíèöó, âèäèìî äà jå

(
n

2

)
= 21. Òî çíà÷è äà jå

n(n− 1)

2
= 21, îäíîñíî

n2 − n − 42 = 0. Ðåøå»à îâå êâàäðàòíå jåäíà÷èíå jåñó n1 = −6 è n2 = 7. Jàñíî jå äà áðîj
÷âîðîâà ñâàêîã ãðàôà ìîðà áèòè ïðèðîäàí áðîj, ïà jå áðîj ÷âîðîâà ïîòïóíîã ãðàôà ñà 21 ãðàíîì
jåäíàê 7. Òà÷àí jå îäãîâîð (â).

♣ Óïîðåäèòè ñà äåñåòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 13. 02. 2011. ãîäèíå, êàî è ñà ïåòèì
çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 20. 01. 2013. ãîäèíå.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 09. 02. 2014.

1. Îäðåäèòè ïðèìèòèâíó ôóíêöèjó ôóíêöèjå

f(x) àêî jå f(x) =
3x2 + 2x− 2

x3 + x2 − 2x− 2
.

6. Çà êîjå α ∈ R êîíâåðãèðà íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

n2α?

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ π
4

−π
4

arcsinxdx.
7. Àêî jå S(x) =

+∞∑
n=1

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
, èçðà÷óíàòè

S(1).

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà y′ = y.

8. Çà êîjå jå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà b

ðàíã ìàòðèöå A =

 2 −5 −2
1 −2 0
−3 7 b

 ìà»è èëè

jåäíàê äâà?

4. Ôîðìèðàòè õîìîãåíó ëèíåàðíó äèôåðåíöè-
jàëíó jåäíà÷èíó äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êî-
åôèöèjåíòèìà àêî ñå çíà äà ñó äâà »åíà ëè-
íåàðíî íåçàâèñíà ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à y1 =
sin
√

2x è y2 = cos
√

2x.

9. Ïðîèçâîä ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå

J =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 jåäíàê jå (çàîêðóæèòè ñëîâà

èñïðåä òà÷íèõ îäãîâîðà):

(à)3; (á)2; (â)0; (ã)1; (ä)−1;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

5. Áðîj åëåìåíàòà êîíà÷íå Áóëîâe àëãåáðå ìîæå
áèòè (çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ îäãî-
âîðà):

(à)6; (á)8; (â)10; (ã)16; (ä)24; (¢)30;

(å) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

10. Íàïèñàòè jåäíà÷èíó ðàâíè ó ïðîñòîðó R3

êîjà jå ïàðàëåëíà ñà Oxy-ðàâíè è ñàäðæè òà÷êó
C(0, 0, 3).
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� Ðåøå»à �

!

1.

Ïîäñåòèìî ñå äà óêîëèêî jå F (x) ïðîèçâî§íà ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå

f(x) íà èíòåðâàëó (a, b), òàäà âàæè

∫
f(x)dx = F (x) + C, x ∈ (a, b), ãäå jå C

ïðîèçâî§íà ðåàëíà êîíñòàíòà.
Òàêî¢å, óêîëèêî jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà çàäàòà êàî ðàçëîìàê, è àêî jå èç-
âîä èìåíèîöà òîã ðàçëîìêà jåäíàê »åãîâîì áðîjèîöó, òàäà èíòåãðàë èìà ñëåäå£è

îáëèê:

∫
d(f(x))

f(x)
=

∫
f ′(x)

f(x)
dx, ïà ãà ðåøàâàìî óâî¢å»åì ñìåíå t = f(x):

∫
f ′(x)

f(x)
dx =

{
t = f(x)
dt = f ′(x)dx

}
=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln |f(x)|+ C.

Ïîòðåáíî jå îäðåäèòè

∫
3x2 + 2x− 2

x3 + x2 − 2x− 2
dx. Óî÷èìî äà âàæè (x3 + x2 − 2x− 2)′ = 3x2 + 2x− 2,

ïà jå:∫
3x2 + 2x− 2

x3 + x2 − 2x− 2
dx =

{
t = x3 + x2 − 2x− 2
dt = (3x2 + 2x− 2)dx

}
=

∫
dt

t
= ln |t|+C = ln |x3+x2−2x−2|+C.

Òðàæåíà ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà äàòå ôóíêöèjå f(x) jåñòå ñâàêà ôóíêöèjà ln |x3+x2−2x−2|+C,
ãäå jå C ïðèçâî§íà ðåàëíà êîíñòàíòà.

Îáðàòèòè ïàæ»ó íà ÷è»åíèöó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë jåäíàê ïðîèçâî§íîj ïðèìèòèâíîj
ôóíêöèjè ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå, ïà jå âðëî âàæíî äà äîäàìî êîíñòàíòó ïðèìèòèâíîj ôóíê-
öèjè êîjó ñìî îäðåäèëè ðåøàâàjó£è çàäàòàê.

2.

Ïîäñåòèìî ñå äà, óêîëèêî jå èíòåðâàë èíòåãðàöèjå îáëèêà
[−a, a], òj. ñèìåòðè÷àí ó îäíîñó íà íóëó, íàjïðå èñïèòójåìî
ïàðíîñò ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå, jåð âàæå ñëåäå£å ÷è»åíèöå:
• àêî jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà f(x) íåïðåêèäíà íà èíòåðâàëó [−a, a] è íå-

ïàðíà, òàäà jå

∫ a

−a
f(x)dx jåäíàê íóëè;

• àêî jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà f(x) íåïðåêèäíà íà èíòåðâàëó [−a, a] è ïàðíà,

òàäà jå

∫ a

−a
f(x)dx = 2

∫ a

0
f(x)dx.

Ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà arcsinx íåïðåêèäíà jå íà èíòåðâàëó [−π
4 ,

π
4 ] (äîìåí ôóíêöèjå arcsinx

jåñòå èíòåðâàë [−1, 1], êîjè ñàäðæè èíòåðâàë èíòåãðàöèjå [−π
4 ,

π
4 ]), à òàêî¢å jå è íåïàðíà (çà

ñâàêî x èç äîìåíà ôóíêöèjå arcsinx âàæè arcsin(−x) = arcsinx), ïà jå òðàæåíà âðåäíîñò äàòîã
èíòåãðàëà jåäíàêà 0.

♦ Çàäàòàê ñå ìîæå óðàäèòè è äèðåêòíèì èçðà÷óíàâà»åì äàòîã îäðå¢åíîã èíòåãðàëà (ïðèìå-
íèòè ìåòîä ïàðöèjàëíå èíòåãðàöèjå). Òàj íà÷èí jå, èàêî êîðåêòàí, çíàòíî çàõòåâíèjè.
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3. Îâî jå jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå, è äî »åíîã îïøòåã ðåøå»à äîëàçèìî èíòåãðà-
öèjîì:

y′ = y ⇒ dy

dx
= y ⇒ dy

y
= dx⇒

∫
dy

y
=

∫
dx.

Èíòåãðàëè ñà ëåâå è äåñíå ñòðàíå ïîñëåä»å jåäíàêîñòè òàáëè÷íè ñó èíòåãðàëè, òå jå: ln |y| = x+
C, îäíîñíî y = C1e

x. Äàêëå, îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ãëàñè y = C1e
x,

øòî ñå jåäíîñòàâíî ìîæå ïðîâåðèòè.

4. Áóäó£è äà ñó äàòà äâà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à, êîjà ñó îáëèêà y1 =
sin
√

2x è y2 = cos
√

2x, çàê§ó÷ójåìî äà ñó ðåøå»à êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå òðàæåíå õîìîãåíå
äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà λ1 =

√
2i è λ2 =

−
√

2i.
Êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà jå äðóãîã ñòåïåíà (jåð jå òðàæåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã
ðåäà), è ïîçíàòà ñó íàì îáà »åíà ðåøå»à, ïà jå êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà (λ−

√
2i)(λ+

√
2i) = 0,

îäíîñíî λ2 + 2 = 0. Ñàäà jå jàñíî äà jå òðàæåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà y′′ + 2y = 0.

5.

Ïîäñåòèìî ñå äà áðîj åëåìåíàòà ïðîèçâî§íå Áóëîâà àëãåáðå ìîðà áèòè áðîj îáëèêà
2n, n ∈ N (îäíîñíî áðîj êîjè jå ñòåïåí áðîjà 2). Îâà ÷è»åíèöà jå äèðåêòíà ïîñëå-
äèöà ïîçíàòå Ñòîóíîâå òåîðåìå, êîjà òâðäè äà jå ñâàêà êîíà÷íà Áóëîâà àëãåáðà
B = (B,∨,∧) èçîìîðôíà íåêîj àëãåáðè ñêóïîâà (P (I),∪,∩).

Ìå¢ó ïîíó¢åíèì îäãîâîðèìà, áðîjåâè 8 è 16 ñó ñòåïåíè áðîjà 2 (8 = 23, äîê jå 16 = 24), à îñòàëè
áðîjåâè òî íèñó. Ïðåìà òîìå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (á) è (ã).

6.

Ïîäñåòèìî ñå äà íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

1

nα
êîíâåðãèðà çà α > 1, à ó îñòàëèì ñëó÷à-

jåâèìà äèâåðãèðà.

Íàïèøèìî îïøòè ÷ëàí äàòîã ðåäà êàî 1
n−2α , è èñêîðèñòèìî íàâåäåíó ÷è»åíèöó. Èìàìî äà äàòè

íóìåðè÷êè ðåä êîíâåðãèðà çà −2α > 1, îäíîñíî çà α < −1
2 .

7.

Ïîäñåòèìî ñå Ìàêëîðåíîâîã ðàçâîjà ôóíêöèjå sinx:

çà ñâàêî x ∈ R âàæè sinx =

+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
.

Ñàäà jå S(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
=

+∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
− x = sinx − x, ïà jå òðàæåíà âðåäíîñò

S(1) = sin 1− 1.

8.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ðàíã ìàòðèöå ðåä »åíå íàjâå£å ðåãóëàðíå êâàäðàòíå ïîäìà-
òðèöå, êàî è äà åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå íå ìå»àjó ðàíã ìàòðèöå.
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Èçâðøèìî íà äàòîj ìàòðèöè A ñëåäå£ó åëåìåíòàðíó òðàíñôîðìàöèjó: äîäàjìî åëåìåíòèìà òðå£å

âðñòå åëåìåíòå ïðâå âðñòå. Íà òàj íà÷èí äîáèjàìî ìàòðèöó A′ =

 2 −5 −2
1 −2 0
−1 2 b− 2

. Ñàäà ó

ìàòðèöè A′ èçâðøèìî íîâó åëåìåíòàðíó òðàíñôîðìàöèjó: äîäàjìî åëåìåíòèìà òðå£å âðñòå åëå-

ìåíòå äðóãå âðñòå êàêî áèñìî äîáèëè ìàòðèöó A′′ =

 2 −5 −2
1 −2 0
0 0 b− 2

. Äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå
A′′ jå (b− 2)

∣∣∣∣ 2 −5
1 −2

∣∣∣∣ = (b− 2) (øòî ñå jåäíîñòàâíî âèäè ðàçâèjà»åì äåòåðìèíàíòå ìàòðèöå A′′

ïî òðå£îj âðñòè), è ðàçëè÷èòà jå îä íóëå çà b 6= 2, à jåäíàêà íóëè çà b = 2. Äàêëå, rangA′′ = 3
àêî jå b 6= 2 (ó òîì ñëó÷àjó ñàìà ìàòðèöà A′′ jå ðåãóëàðíà, ïà jå îíà ñàìà ñâîjà íàjâå£à ðåãóëàðíà
êâàäðàòíà ïîäìàòðèöà), îäíîñíî rangA′′ = 2 àêî jå b = 2 (ó òîì ñëó÷àjó íàjâå£à ðåãóëàðíà
êâàäðàòíà ïîäìàòðèöà ìàòðèöå A′′ jåñòå ïîäìàòðèöà êîjà jå îáðàçîâàíà îä åëåìåíàòà ìàòðèöå
A′′ êîjè ñå íàëàçå ó ïðåñåöèìà »åíå ïðâå è äðóãå âðñòå è ïðâå è äðóãå êîëîíå, òî jåñò ìàòðèöà[

2 −5
1 −2

]
). Áóäó£è äà âàæè rangA = rangA′′, ðàíã ìàòðèöå A jå ìà»è èëè jåäíàê äâà óêîëèêî

jå b = 2.

9.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ïðîèçâîä ñâèõ ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè äàòå êâàäðàòíå ìàòðèöå
A jåäíàê »åíîj äåòåðìèíàíòè.

Äàêëå, ïîòðåáíî jå ñàìî èçðà÷óíàòè äåòåðìèíàíòó ìàòðèöå J , à òà äåòåðìèíàíòà jåäíàêà jå
íóëè jåð ñó åëåìåíòè »åíå ïðâå âðñòå jåäíàêè åëåìåíòèìà »åíå äðóãå (è òðå£å) âðñòå. Òà÷àí jå
îäãîâîð (â).

♦ Óðàäèòè çàäàòàê äèðåêòíèì èçðà÷óíàâà»åì ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå J , îäíîñíî
îäðå¢èâà»åì êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà ìàòðèöå J è »åãîâèõ íóëà (ðåçóëòàò jå λ1 = 3,
λ2 = λ3 = 0).

10.

Ïîäñåòèìî ñå äà jåäíà÷èíà ðàâíè α ó ïðîñòîðó R3 ÷èjè jå âåêòîð íîðìàëå ~n =
(n1, n2, n3) è êîjà ñàäðæè òà÷êó T (T1, T2, T3) ãëàñè: n1(x−T1)+n2(y−T2)+n3(z−
T3) = 0.

Òàêî¢å âàæè è ñëåäå£à ÷è»åíèöà: ðàâíè α è β ó ïðîñòîðó R3 ïàðàëåëíå ñó àêî è
ñàìî àêî ñó »èõîâè âåêòîðè íîðìàëà ~nα è ~nβ ïàðàëåëíè.

Âåêòîð íîðìàëå Oxy-ðàâíè jåñòå ñâàêè âåêòîð êîjè jå ïàðàëåëàí ñà z-îñîì, ïà ñàìèì òèì è
âåêòîð (0, 0, 1). Jåäíà÷èíà òðàæåíå ðàâíè jå, äàêëå, 0 · (x−0)+0 · (y−0)+1 · (z−3) = 0, îäíîñíî
z = 3.

♣ Óïîðåäèòè ñà äåñåòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 08. 06. 2013. ãîäèíå.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 14. 06. 2014.

1. Îäðåäèòè èíòåãðàë

∫
x2e−x

3
dx.

6. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ íó-
ìåðè÷êèõ ðåäîâà:

(à)
+∞∑
n=1

1

n
√
n+ 1

; (á)
+∞∑
n=1

1

2n− 1
;

(â)
+∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)

; (ã)
+∞∑
n=1

sin
5

n
;

(ä)
+∞∑
n=3

3;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ íóìåðè÷êèõ ðåäîâà
íèjå êîíâåðãåíòàí.

2. Èçðà÷óíàòè âåëè÷èíó ïîâðøèíå äåëà ðàâíè
îãðàíè÷åíîã êðèâîì y = lnx, ïðàâîì x = 3 è
x-îñîì.

7. Ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=1

xn+1

3n(n+ 2)
jåäíàê jå (çàîêðóæèòè òà÷àí îä-

ãîâîð):

(à)0; (á)
1

3
; (â)+∞; (ã)3;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà y′ = −2xy2. 8. Îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå B =

 1 −1 2
2 −2 3
−1 1 b


ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà b.

4. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å õîìîãåíå äèôåðåí-
öèjàëíå jåäíà÷èíå òðå£åã ðåäà y′′′ − 3y′′ + 4y′ −
2y = 0.

9. Îäðåäèòè êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìà-
òðèöå

A =

 2 0 1
1 −1 0
0 0 1

 .

5. Êîëèêî èìà ðàçëè÷èòèõ ïåòîöèôðåíèõ áðî-
jåâà ÷èjà jå äðóãà öèôðà âå£à îä 7, à ÷åòâðòà
öèôðà ìà»à îä 4? Öèôðå ñå ìîãó ïîíàâ§àòè.

10. Îäðåäèòè âðåäíîñò ðåàëíîã ïàðàìåòðà m

çà êîjó ñó ïðàâå p :
x+ 1

2
=
y

1
=
z − 1

3
è q :

x

6
=

y − 2

3
=
z + 4

m
ïàðàëåëíå.
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� Ðåøå»à �

!

1. Äàòè èíòåãðàë ðåøàâàìî óâîäå£è ñìåíó t = −x3:∫
x2e−x

3
dx =

{
t = −x3
dt = d(−x3) = −3x2 dx

}
=

∫
−1

3
et dt = −1

3

∫
et dt = −1

3
et+C = −1

3
e−x

3
+C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó íà ÷è»åíèöó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë jåäíàê ïðîèçâî§íîj ïðèìèòèâíîj
ôóíêöèjè ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå, ïà jå âðëî âàæíî äà äîäàìî êîíñòàíòó ïðèìèòèâíîj ôóíê-
öèjè êîjó ñìî îäðåäèëè ðåøàâàjó£è çàäàòàê.

!

2.

Ïîäñåòèìî ñå äà óêîëèêî jå y = f(x) ïîçèòèâíà êðèâà íà îäñå÷êó [a, b] (îäíîñíî
àêî çà ñâàêî x ∈ [a, b] âàæè f(x) ≥ 0), è àêî jå ôóíêöèjà f(x) èíòåãðàáèëíà íà îä-

ñå÷êó [a, b], òàäà âðåäíîñò
∫ b
a f(x) dx ïðåäñòàâ§à âåëè÷èíó ïîâðøèíå îãðàíè÷åíå

êðèâîì y = f(x), x-îñîì è ïðàâàìà x = a è x = b.

Ñêèöèðàjìî ãðàôèê ôóíêöèjå y = lnx. Ôóíêöèjà y = lnx ñå÷å x-îñó ó òà÷êè x = 1, ïà ñå
ïîâðøèíà îãðàíè÷åíà êðèâîì y = lnx, ïðàâîì x = 3 è x-îñîì íàëàçè èçíàä x-îñå, è äî»à
ãðàíèöà èíòåãðàöèjå jåñòå òà÷êà x = 1. Äàêëå, òðàæåíó âåëè÷èíó P ðà÷óíàìî êàî îäðå¢åíè èí-

òåãðàë P =

∫ 3

1
lnx dx. Íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ôóíêöèjå y = lnx îäðå¢ójåìî ìåòîäîì ïàðöèjàëíå

èíòåãðàöèjå, äîê îäãîâàðàjó£å îäðå¢åíå èíòåãðàëå ðà÷óíàìî êîðèø£å»åì �óòí�Ëàjáíèöîâå
ôîðìóëå.

∫
lnx dx =

{
u = lnx dv = dx

du =
dx

x
v = x

}
= x lnx−

∫
dx = x lnx− x+ C

P =

∫ 3

1
lnx dx

= (x lnx− x)

∣∣∣∣∣
3

1

= 3 ln 3− 3− ln 1− (−1) = 3 ln 3− 2

Äàêëå, òðàæåíà ïîâðøèíà jå P = 3 ln 3− 2.

Ó çàäàöèìà ó êîjèìà jå ïîòðåáíî èçðà÷óíàòè âåëè÷èíó ïîâðøèíå îãðàíè÷åíå äàòèì ôóíêöèjàìà
(îäíîñíî êðèâàìà) ïðèìåíîì îäðå¢åíîã èíòåãðàëà, âðëî jå âàæíî ïðàâèëíî ñêèöèðàòè ãðàôèêå
òèõ ôóíêöèjà (êðèâèõ). Òî íàì ÷åñòî (êàî ó îâîì çàäàòêó) îëàêøàâà èçðàäó çàäàòêà, à ïîìàæå
íàì è ïðèëèêîì îäðå¢èâà»à ìå¢óñîáíîã ïîëîæàjà äàòèõ êðèâèõ ó ðàâíè.
Ïîñåáíó ïàæ»ó òðåáàëî áè îáðàòèòè íà ÷è»åíèöó äà jå èíòåãðàë íåãàòèâíå ôóíêöèjå f(x)
íà èíòåðâàëó [a, b] íåãàòèâàí áðîj, ïà óêîëèêî æåëèìî äà èçðà÷óíàìî âåëè÷èíó ïîâðøèíå P

îãðàíè÷åíå ãðàôèêîì ôóíêöèjå f(x) è x-îñîì, òàäà jå P = −
∫ b
a f(x) dx.

144



3. Îâî jå jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå, è äî »åíîã îïøòåã ðåøå»à äîëàçèìî èíòåãðà-
öèjîì:

y′ = −2xy2 ⇒ dy

dx
= −2xy2 ⇒ dy

y2
= −2x dx⇒

∫
dy

y2
=

∫
−2x dx.

Èíòåãðàëè ñà ëåâå è äåñíå ñòðàíå ïîñëåä»å jåäíàêîñòè jåñó òàáëè÷íè èíòåãðàëè, òå jå: −1

y
=

−x2 + C1, îäíîñíî
1

y
= x2 + C. Äàêëå, îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñòå

y =
1

x2 + C
, øòî ñå jåäíîñòàâíî ìîæå ïðîâåðèòè.

♣ Óïîðåäèòè ñà òðå£èì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 24. 08. 2013. ãîäèíå.

4. Ó ïèòà»ó jå õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà òðå£åã ðåäà. Êàðàêòåðèñòè÷íà
jåäíà÷èíà îâå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ãëàñè λ3 − 3λ2 + 4λ − 2 = 0. Ïðèìåòèìî äà jå λ3 −
3λ2 + 4λ − 2 = λ3 − λ2 − 2(λ2 − 2λ + 1) = λ2(λ − 1) − 2(λ − 1)2 = (λ − 1)(λ2 − 2λ + 2), ïà ñó
ðåøå»à êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå λ1 = 1 è äâà ðåøå»à êâàäðàòíå jåäíà÷èíå λ2 − 2λ+ 2 = 0,
à òî ñó λ2 = 1 + i è λ3 = 1 − i. Äàêëå, îïøòå ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñòå:
yo = C1e

x + C2e
x cosx+ C3e

x sinx.

5. Ñâàêè ïåòîöèôðåí áðîj ìîæå ñå ïðåäñòàâèòè êàî íèç äóæèíå ïåò (íèç ñà ïåò åëåìåíàòà),
ãäå i-òè åëåìåíò íèçà ïðåäñòàâ§à i-òó öèôðó òîã áðîjà, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Íèç êîjè ïðåäñòàâ§à
íåêè îä òðàæåíèõ áðîjåâà èìà ñëåäå£å îñîáèíå: »åãîâ ïðâè åëåìåíò ìîæåìî áèðàòè èç ñêóïà
A1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} (çàòî øòo ïðâà öèôðà íå ñìå áèòè íóëà), äðóãè åëåìåíò èç ñêóïà
A2 = {8, 9}, çàòî øòî jå äðóãà öèôðà âå£à îä 7, ÷åòâðòè åëåìåíò èç ñêóïà A3 = {0, 1, 2, 3},
çàòî øòî jå ÷åòâðòà öèôðà ìà»à îä 4, à òðå£è è ïåòè åëåìåíòè òîã íèçà jåñó èç ñêóïà A4 =
{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Ñêóïîâè A1, A2, A3 è A4 èìàjó, ðåäîì, 9, 2, 4 è 10 åëåìåíàòà, ïà jå, ïðåìà
ïðàâèëó ïðîèçâîäà, áðîj ðàçëè÷èòèõ íèçîâà ñà íàâåäåíèì îñîáèíàìà jåäíàê: 9·2·10·4·10 = 7200.
Äàêëå, ïåòîöèôðåíèõ áðîjåâà êîä êîjèõ jå äðóãà öèôðà âå£à îä 7, à ÷åòâðòà ìà»à îä 4 èìà 7200.

♣ Óïîðåäèòè ñà ïåòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 19. 01. 2014. ãîäèíå.

6.

Ïîäñåòèìî ñå òåîðåìå êîjîì ñå òâðäè äà îïøòè ÷ëàí ñâàêîã êîíâåðãåíòíîã íóìå-
ðè÷êîã ðåäà òåæè íóëè. Îâî çíà÷è äà óêîëèêî îïøòè ÷ëàí íåêîã íóìåðè÷êîã ðåäà
íå òåæè íóëè, òàäà òàj ðåä äèâåðãèðà. Îâó òåîðåìó jå çàòî ïîãîäíî êîðèñòèòè
êàäà æåëèìî äà ïîêàæåìî äà ðåä äèâåðãèðà. Âðëî jå âàæíî çàïàìòèòè äà îáðàò
îâîã òâð¢å»à íå âàæè, îäíîñíî ïîñòîjå ðåäîâè êîjè íå êîíâåðãèðàjó, à îïøòè ÷ëàí
èì òåæè íóëè.

Íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

1

nα
êîíâåðãèðà çà α > 1, à ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà äèâåðãèðà.

Òàêî¢å âàæè è ñëåäå£è äðóãè ïîðåäáåíè êðèòåðèjóì çà ïîçèòèâíå íóìåðè÷êå ðå-
äîâå:
Àêî âàæè an ∼ bn, èëè àêî ïîñòîjè limn→+∞

an
bn

= K, 0 < K < +∞, òàäà ñó ðåäîâè∑
an è

∑
bn åêâèêîíâåðãåíòíè.

Çà îïøòè ÷ëàí ðåäà
+∞∑
n=1

1

n
√
n+ 1

âàæè
1

n
√
n+ 1

∼ 1

n
3
2

(jåð jå lim
n→+∞

1
n
√
n+1
1

n
3
2

= 1), ïà jå íà îñíîâó

äðóãîã ïîðåäáåíîã êðèòåðèjóìà äàòè ðåä åêâèêîíâåðãåíòàí ñà ðåäîì
+∞∑
n=1

1

n
3
2

êîjè êîíâåðãèðà
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(α =
3

2
> 1), îäíîñíî äàòè ðåä jåñòå êîíâåðãåíòàí.

Ñëè÷íî, çà îïøòè ÷ëàí ðåäà
+∞∑
n=1

1

2n− 1
âàæè lim

n→+∞

1
2n−1

1
n

=
1

2
, ïà jå íà îñíîâó äðóãîã ïîðåäáåíîã

êðèòåðèjóìà äàòè ðåä åêâèêîíâåðãåíòàí ñà ðåäîì
+∞∑
n=1

1

n
êîjè äèâåðãèðà (α = 1 ≤ 1), äàêëå äàòè

ðåä jåñòå äèâåðãåíòàí.

Òàêî¢å, è çà îïøòè ÷ëàí ðåäà
+∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)

âàæè
1√

n(n+ 1)
∼ 1

n
(jåð jå lim

n→+∞

1√
n(n+1)

1
n

= 1),

ïà jå íà îñíîâó äðóãîã ïîðåäáåíîã êðèòåðèjóìà äàòè ðåä åêâèêîíâåðãåíòàí ñà ðåäîì
+∞∑
n=1

1

n
êîjè

äèâåðãèðà (α = 1 ≤ 1), îäíîñíî äàòè ðåä jåñòå äèâåðãåíòàí.

Ðåä
+∞∑
n=1

sin
5

n
jå äèâåðãåíòàí íà îñíîâó äðóãîã ïîðåäáåíîã êðèòåðèjóìà. Íàèìå, çà îïøòè ÷ëàí

òîã ðåäà âàæè lim
n→+∞

sin 5
n

5
n

= 1 (îâà jåäíàêîñò ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà jå lim
t→0

sin t

t
= 1), à ðåä ñà

îïøòèì ÷ëàíîì
5

n
jåñòå, íà îñíîâó äðóãîã ïîðåäáåíîã êðèòåðèjóìà, åêâèêîíâåðãåíòàí ñà ðåäîì

+∞∑
n=1

1

n
(jàñíî jå äà âàæè lim

n→+∞

5
n
1
n

= 5) êîjè jå äèâåðãåíòàí.

Êîíà÷íî, îïøòè ÷ëàí ðåäà
+∞∑
n=3

3 î÷èãëåäíî íå òåæè íóëè è ðåä jå ñòîãà äèâåðãåíòàí.

Äàêëå, òà÷àí jå ñàìî îäãîâîð (à).

7.

Íà îñíîâó Êîøè�Àäàìàðîâîã ñòàâà ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå R ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n ìîæå ñå èçðà÷óíàòè êàî R = 1

lim
n→+∞

n
√
|an|

, èëè R = lim
n→+∞

an
an+1

, óêîëèêî

íàâåäåíè ëèìåñè ïîñòîjå.

Âàæè
+∞∑
n=1

xn+1

3n(n+ 2)
=

+∞∑
n=2

xn

3n−1(n+ 1)
, ïà jå ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå äàòîã ðåäà

R = lim
n→+∞

an
an+1

= lim
n→+∞

1
3n−1(n+1)

1
3n(n+2)

= lim
n→+∞

3(n+ 2)

n+ 1
= 3 lim

n→+∞

n+ 2

n+ 1
= 3

.
Äàêëå, òà÷àí jå îäãîâîð (ã).

8.

Ïîäñåòèìî ñå äà åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå íå ìå»àjó ðàíã ìàòðèöå, êàî è äà
jå ðàíã ìàòðèöå ðåä »åíå íàjâå£å êâàäðàòíå ðåãóëàðíå ïîäìàòðèöå.

Èçâðøèìî íà äàòîj ìàòðèöè B óçàñòîïíî ñëåäå£å äâå åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå: íàjïðå
äîäàjìî åëåìåíòèìà äðóãå âðñòå åëåìåíòå ïðâå âðñòå ïîìíîæåíå áðîjåì −2, à ïîòîì, ó òàêî
äîáèjåíîj ìàòðèöè, äîäàjìî åëåìåíòèìà òðå£å âðñòå åëåìåíòå ïðâå âðñòå.
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Íà òàj íà÷èí äîëàçèìî äî ìàòðèöå B′ =

 1 −1 2
0 0 −1
0 0 b+ 2

. Èçâðøèìî ñàäà íà ìàòðèöè B′

ñëåäå£ó åëåìåíòàðíó òðàíñôîðìàöèjó: äîäàjìî åëåìåíòèìà òðå£å âðñòå åëåìåíòå äðóãå âðñòå

ïîìíîæåíå áðîjåì b + 2. Íà òàj íà÷èí äîëàçèìî äî ìàòðèöå B′′ =

 1 −1 2
0 0 −1
0 0 0

, ÷èjà jå

äåòåðìèíàíòà jåäíàêà íóëè jåð ñó ñâè åëåìåíòè »åíå òðå£å âðñòå jåäíàêè íóëè. Äàêëå, ðàíã
ìàòðèöå B′′ íå ìîæå áèòè jåäíàê òðè, îäíîñíî ìîðà áèòè ìà»è îä òðè. Áóäó£è äà jå ðàíã
ìàòðèöå ðåä »åíå íàjâå£å ðåãóëàðíå êâàäðàòíå ïîäìàòðèöå, òî jå rangB′′ = 2 jåð jå íàjâå£à
ðåãóëàðíà êâàäðàòíà ïîäìàòðèöà ìàòðèöå B′′ îíà ïîäìàòðèöà êîjà jå îáðàçîâàíà îä åëåìåíàòà
ìàòðèöå B′′ êîjè ñå íàëàçå ó ïðåñåöèìà »åíå ïðâå è äðóãå âðñòå è ïðâå è òðå£å êîëîíå, è òî

jå ìàòðèöà

[
1 2
0 −1

]
. Áóäó£è äà âàæè rangB = rangB′′, ðàíã ìàòðèöå B jåäíàê jå äâà çà ñâå

âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà b (îäíîñíî ðàíã ìàòðèöå B íå çàâèñè îä b ∈ R).

9.

Ïîäñåòèìî ñå äà çà äàòó êâàäðàòíó ìàòðèöó A ìîæåìî äåôèíèñàòè »åí êàðàê-
òåðèñòè÷íè ïîëèíîì PA(λ) = det(A − λI), ãäå jå I jåäèíè÷íà ìàòðèöà èñòîã ðåäà
êàî è ìàòðèöà A.

Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå A jåäíàê jå:

PA(λ) = det(A−λI) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 1

1 −1− λ 0
0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1−λ)(−1−λ)(2−λ) = −(λ− 1)(λ+ 1)(λ− 2).

Ïðèìåòèìî äà jå, ó îâîì ñëó÷àjó, èçðà÷óíàâà»å äåòåðìèíàíòå det(A−λI) íàjïîãîäíèjå èçâðøèòè
Ëàïëàñîâèì ðàçâîjåì ïî ïîñëåä»îj (òðå£îj) âðñòè.

10.

Ïîäñåòèìî ñå äà ïðàâà p ó ïðîñòîðó R3 êîjà jå ïàðàëåëíà âåêòîðó ~p = (p1, p2, p3)

è êîjà ñàäðæè òà÷êó T (T1, T2, T3) ìîæå áèòè çàäàòà íà ñëåäå£è íà÷èí:
x− T1
p1

=

x− T2
p2

=
x− T3
p3

.

Òàêî¢å, äâå ïðàâå p è q ó ïðîñòîðó R3 ïàðàëåëíå ñó àêî è ñàìî àêî ñó »èõîâè âåê-
òîðè (âåêòîðè êîjèìà ñó òå äâå ïðàâå ïàðàëåëíå) ïàðàëåëíè, îäíîñíî êîëèíåàðíè
(ëèíåàðíî çàâèñíè).
Äâà âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3) è ~b = (b1, b2, b3) ó ïðîñòîðó R3 ïàðàëåëíè ñó (êîëèíå-
àðíè, òj. ëèíåàðíî çàâèñíè) àêî è ñàìî àêî çà íåêî s ∈ R \ {0} âàæè ~a = s~b.

Óî÷èìî äà ñó âåêòîðè êîjèìà ñó ïðàâå p è q ïàðàëåëíå, ðåäîì, jåäíàêè: ~p = (2, 1, 3) è ~q = (6, 3,m).
Äàêëå, äà áè ïðàâå p è q áèëå ïàðàëåëíå, ìîðà çà íåêî s ∈ R âàæèòè (2, 1, 3) = s(6, 3,m), îäíîñíî
2 = 6s, 1 = 3s è 3 = ms. Èç ïðâå äâå jåäíàêîñòè ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå s = 1

3 , ïà êàäà òó
âðåäíîñò óâðñòèìî ó òðå£ó jåäíàêîñò äîáèjàìî äà jå m = 9. Äàêëå, ïðàâå p è q ñó ïàðàëåëíå
óêîëèêî jå m = 9.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 05. 07. 2014.

1. Íåêà jå F (x) ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå
f(x), ãäå jå f(x) = 4x+ 2e2x. Çàîêðóæèòè ñëîâà
èñïðåä òà÷íèõ òâð¢å»à:

(à)F (x) = 2x2 + 6;

(á)F (x) = 2x2 + e2x + 3;

(â)F (x) = x2 + 2e2x + 3x;

(ã)F (x) = 2x2 + e2x − 2x;

(ä) íèjåäío îä ïðåòõîäíèõ òâð¢å»à íèjå òà÷íî.

6. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä ðåäîâà êîjè ñó íå-
îäðå¢åíî äèâåðãåíòíè:

(à)
+∞∑
n=1

2n; (á)
+∞∑
n=1

sin
1

n
; (â)

+∞∑
n=1

sinn;

(ã)
+∞∑
n=1

√
n; (ä)

+∞∑
n=3

3; (¢)
+∞∑
n=1

(−2)n;

(å) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ ðåäîâà íèjå íåîäðå-
¢åíî äèâåðãåíòàí.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ π

−π
sin2 xdx.

7. Èçðà÷óíàòè S(2) àêî jå S(x) =
+∞∑
n=0

x−n.

3. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä ïàðòèêóëàðíèõ
ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà
xdy + ydx = 0:

(à) y = 3x+ 2; (á) y = 0; (â) y = 6
x ;

(ã) y = 2x+ 3; (ä) x = 6
y ; (¢) y = e2x;

(å) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ ôóíêöèjà íèjå ïàð-
òèêóëàðíî ðåøå»å äàòå jåäíà÷èíå.

8. Çà êîjå jå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà

b ðàíã ìàòðèöå A =

 1 1 1
−3 2 b

2 −3 −3

 jåäíàê

òðè?

4. Ôîðìèðàòè ëèíåàðíó õîìîãåíó äèôåðåíöè-
jàëíó jåäíà÷èíó äðóãîã ðåäà àêî ñå çíà äà ñó äâà
»åíà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à
y1 = e2x è y2 = xe2x.

9. Çáèð ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå

A =

 2 1 3
0 3 a
0 4 −1

 , ãäå jå a ðåàëíè ïàðàìåòàð,

jåäíàê jå (çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ îä-
ãîâîðà):

(à)3 + a; (á)2a; (â)0; (ã)4; (ä)a− 1;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

5. Êîëèêî ñå ðàçëè÷èòèõ Áóëîâèõ ôóíêöèjà
ìîæå ôîðìèðàòè îä ïðîìåí§èâèõ p, q è r?

10. Îäðåäèòè âðåäíîñòè ðåàëíèõ ïàðàìåòàðà a
è b çà êîjå ñó ðàâíè α : ax− (b− 2)y + 2z = 6 è
β : z = 2 ïàðàëåëíå.
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� Ðåøå»à �

1.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå F (x) ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f(x) (äåôèíèñàíå íà
èíòåðâàëó (a, b), êîjè ìîæå áèòè êîíà÷àí èëè áåñêîíà÷àí) íà èíòåðâàëó (a, b) àêî
çà a < x < b âàæè F ′(x) = f(x).

Íà¢èìî, ðåäîì, ïðâè èçâîä ñâàêå îä ïîíó¢åíèõ ôóíêöèjà F (x):
(à) F ′(x) = 4x;

X(á)F ′(x) = 4x+ 2e2x;

(â) F ′(x) = 2x+ 4e2x + 3;

(ã) F ′(x) = 4x+ 2e2x − 2.

Äàêëå, òà÷àí jå îäãîâîð (á).

♦ Ðåøèòè çàäàòàê äèðåêòíèì îäðå¢èâà»åì èíòåãðàëà

∫
(4x+2e2x)dx. Ðåçóëòàò jå 2x2+e2x+C,

ãäå jå C ïðîèçâî§íà ðåàëíà êîíñòàíòà.

2.

Ïîäñåòèìî ñå äà, óêîëèêî jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà f(x) íåïðåêèäíà íà èíòåð-

âàëó [−a, a] è ïàðíà, òàäà âàæè

∫ a

−a
f(x)dx = 2

∫ a

0
f(x)dx.

Ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà jå íåïðåêèäíà çà ñâàêî x ∈ R, è ïàðíà, ïà ìîæåìî ïðèìåíèòè íàâåäåíó
jåäíàêîñò:

∫ π

−π
sin2 xdx = 2

∫ π

0
sin2 xdx. Áóäó£è äà jå sin2 x =

1− cos 2x

2
, ñëåäè:

∫ π

−π
sin2 xdx = 2

∫ π

0

1− cos 2x

2
dx = 2

1

2
(

∫ π

0
dx+

∫ π

0
cos 2xdx) =

∫ π

0
dx+

∫ π

0
cos 2xdx.

Èíòåãðàë

∫
dx jå òàáëè÷íè è jåäíàê jå x + C, à èíòåãðàë

∫
cos 2xdx jå jåäíàê

1

2
sin 2x + C

(ìîæåìî óî÷èòè äà jå èçâîä ôóíêöèjå
1

2
sin 2x + C jåäíàê cos 2x, èëè, óêîëèêî jå íåîïõîäíî,

ðåøèòè èíòåãðàë

∫
cos 2xdx óâî¢å»åì ñìåíå t = 2x).

Çà èçðà÷óíàâà»å äîáèjåíèõ îäðå¢åíèõ èíòåãðàëà èñêîðèñòè£åìî �óòí�Ëàjáíèöîâó ôîðìóëó:∫ π

0
dx = x

∣∣∣∣∣
π

0

= π − 0 = π è

∫ π

0
cos 2xdx =

1

2
sin 2x

∣∣∣∣∣
π

0

=
1

2
sinπ − 1

2
sin 0 = 0− 0 = 0.

Êîíà÷íî jå:

∫ π

−π
sin2 xdx = π + 0 = π.

3.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà
ñâàêî ðåøå»å êîjå ñå ìîæå äîáèòè èç »åíîã îïøòåã ðåøå»à çà íåêó âðåäíîñò
(êîíà÷íó èëè áåñêîíà÷íó) êîíñòàíòå êîjà ó îïøòåì ðåøå»ó ôèãóðèøå.
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Îâî jå jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå, ïà »åíî îïøòå ðåøå»å îäðå¢ójåìî èíòåãðàöèjîì:

xdy + ydx = 0⇒ xdy = −ydx⇒ dy

y
= −dx

x
⇒
∫

dy

y
= −

∫
dx

x
.

Îáà èíòåãðàëà ó ïîñëåä»îj jåäíàêîñòè òàáëè÷íè ñó èíòåãðàëè, ïà: ln |y| = − ln |x|+C = ln
1

|x|
+C,

îäíîñíî y =
C1

x
, øòî jå è îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå.

Çàïàçèìî äà ôóíêöèjå y = 3x+ 2, y = e2x, y = 2x+ 3 íå ìîæåìî äîáèòè èç îïøòåã ðåøå»à íè
çà jåäíó âðåäíîñò êîíñòàíòå C1.

Ôóíêöèjà y = 0 äîáèjà ñå èç îïøòåã ðåøå»à çà C1 = 0, à ôóíêöèjà y =
6

x
çà C1 = 6. È ôóíêöèjà

x =
6

y
jå ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå, ñàìî jå ïîòðåáíî çàïàçèòè äà

ñå îïøòå ðåøå»å ìîæå çàïèñàòè è ó îáëèêó xy = C1, îäíîñíî x =
C1

y
.

Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (á), (â) è (ä).

4. Äàòà ñó äâà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå
äðóãîã ðåäà. Îíà ñó jåäíàêà y1 = e2x è y2 = xe2x, ïà ñó ðåøå»à êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå
òðàæåíå õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå äðóãîã ðåäà λ1 = λ2 = 2. Êàðàêòåðèñòè÷íà jåä-
íà÷èíà jå äðóãîã ñòåïåíà (jåð jå òðàæåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà), è ïîçíàòà ñó
íàì »åíà îáà ðåøå»à, ïà jå êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà (λ − 2)2 = 0, îäíîñíî λ2 − 4λ + 4 = 0.
Ñàäà jå jàñíî äà òðàæåíà äèôåðåíöèjàëíà jåíà÷èíà ãëàñè y′′ − 4y′ + 4y = 0.

5.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå áðîj ðàçëè÷èòèõ Áóëîâèõ ôóíêöèjà n ïðîìåí§èâèõ jåäíàê 22
n
.

Ó îâîì çàäàòêó ïîòðåáíî jå îäðåäèòè áðîj ðàçëè÷èòèõ Áóëîâèõ ôóíêöèjà 3 ïðîìåí§èâå, à íà
îñíîâó íàâåäåíîã, òàj áðîj jå jåäíàê 22

3
= 28 = 256.

6.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ðåä îäðå¢åíî äèâåðãåíòàí óêîëèêî jå ãðàíè÷íà âðåäíîñò íèçà
»åãîâèõ ïàðöèjàëíèõ ñóìà jåäíàêà +∞ èëè −∞, à íåîäðå¢åíî äèâåðãåíòàí àêî
ãðàíè÷íà âðåäíîñò íèçà »åãîâèõ ïàðöèjàëíèõ ñóìà íå ïîñòîjè. Ïðèìåòèìî jîø
jåäíó çíà÷àjíó ÷è»åíèöó: ñâàêè ïîçèòèâàí ðåä, îäíîñíî ðåä ÷èjè ñó ñâè ÷ëàíîâè
ïîçèòèâíè íå ìîæå áèòè íåîäðå¢åíî äèâåðãåíòàí, îäíîñíî ìîæå áèòè êîíâåðãåí-
òàí èëè îäðå¢åíî äèâåðãåíòàí. Îâî ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà jå íèç ïàðöèjàëíèõ ñóìà
ïîçèòèâíîã ðåäà ìîíîòîíî ðàñòó£è íèç, à ãðàíè÷íà âðåäíîñò ìîíîòîíî ðàñòó£åã
íèçà ìîæå áèòè èëè êîíà÷àí áðîj èëè +∞. Òàêî¢å, ñâàêè íåãàòèâàí ðåä, îäíîñíî
ðåä ÷èjè ñó ñâè ÷ëàíîâè íåãàòèâíè, jåñòå èëè êîíâåðãåíòàí èëè îäðå¢åíî äèâåð-
ãåíòàí, øòî ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà jå íèç ïàðöèjàëíèõ ñóìà òàêâîã ðåäà ìîíîòîíî
îïàäàjó£è íèç.

Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, ðåäîâè
+∞∑
n=1

2n,
+∞∑
n=1

sin
1

n
,
+∞∑
n=1

√
n è

+∞∑
n=3

3 íå ìîãó áèòè íåîäðå¢åíî äèâåð-

ãåíòíè, jåð ñó ñâà ÷åòèðè ðåäà ðåäîâè ñà ïîçèòèâíîì ÷ëàíîâèìà.

Ðàçìîòðèìî ñàäà ðåä
+∞∑
n=1

sinn. �åãîâà n-òà ïàðöèjàëíà ñóìà jå Sn = sin 1 + sin 2 + · · ·+ sinn, ïà

ãðàíè÷íà âðåäíîñò limn→+∞ Sn íå ïîñòîjè.
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Çà ðåä
+∞∑
n=1

(−2)n âàæè Sn =
n∑
k=1

(−2)k = (−2)
1− (−2)n

1− (−2)
=

2

3
((−2)n − 1), ïà ãðàíè÷íà âðåäíîñò

limn→+∞ Sn íå ïîñòîjè (ñåòèìî ñå äà limn→+∞ q
n íå ïîñòîjè óêîëèêî jå q ≤ −1).

Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (â) è (¢).

7.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn êîíâåðãåíòàí çà ñâàêî q ∈ (−1, 1), êàî

è äà çà q ∈ (−1, 1) âàæè
+∞∑
n=0

qn =
1

1− q
.

Óî÷èìî äà jå S(x) =
+∞∑
n=0

x−n =
+∞∑
n=0

1

xn
, îäíîñíî, äàòè ðåä jåñòå ãåîìåòðèjñêè ðåä çà q =

1

x
.

Äàêëå, äàòè ðåä áè£å êîíâåðãåíòàí çà −1 < 1
x < 1, îäíîñíî çà x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞), ïà çà

x = 2 âàæè S(2) =
1

1− 1
2

= 2.

8.

Ïîäñåòèìî ñå äà åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå íå ìå»àjó ðàíã ìàòðèöå.

Èçâðøèìî íà äàòîj ìàòðèöè A óçàñòîïíî ñëåäå£å äâå åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå: íàjïðå
äîäàjìî åëåìåíòèìà äðóãå âðñòå åëåìåíòå ïðâå âðñòå, à ïîòîì, ó òàêî äîáèjåíîj ìàòðèöè,
äîäàjìî åëåìåíòèìà äðóãå âðñòå åëåìåíòå òðå£å âðñòå. Íà òàj íà÷èí äîëàçèìî äî ìàòðèöå

A′ =

 1 1 1
0 0 b− 2
2 −3 −3

. Äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå A′ jå (b − 2)

∣∣∣∣ 1 1
2 −3

∣∣∣∣ = (−5)(b − 2) (äî ÷åãà

äîëàçèìî ðàçâèjà»åì äåòåðìèíàíòå ìàòðèöå A′ ïî äðóãîj âðñòè). Òà äåòåðìèíàíòà ðàçëè÷èòà
jå îä íóëå çà b 6= 2, à jåäíàêà íóëè çà b = 2. Áóäó£è äà jå ðàíã ìàòðèöå ðåä »åíå íàjâå£å ðåãó-
ëàðíå êâàäðàòíå ïîäìàòðèöå, òî jå rangA′ = 3 àêî jå b 6= 2 (ó òîì ñëó÷àjó ñàìà ìàòðèöà A′ jå
ðåãóëàðíà, ïà jå îíà ñàìà ñâîjà íàjâå£à ðåãóëàðíà êâàäðàòíà ïîäìàòðèöà), îäíîñíî rangA′ = 2
àêî jå b = 2 (òàäà jå íàjâå£à ðåãóëàðíà êâàäðàòíà ïîäìàòðèöà ìàòðèöå A′ îíà ïîäìàòðèöà êîjà
jå îáðàçîâàíà îä åëåìåíàòà ìàòðèöå A′ êîjè ñå íàëàçå ó ïðåñåöèìà »åíå ïðâå è òðå£å âðñòå è

ïðâå è äðóãå êîëîíå, è òî jå ìàòðèöà

[
1 1
2 −3

]
). Âàæè rangA = rangA′, ïà jå ðàíã ìàòðèöå A

jåäíàê òðè óêîëèêî jå b 6= 2.

♣ Óïîðåäèòè ñà îñìèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 09. 02. 2014. ãîäèíå.

9.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå çáèð ñâèõ ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè äàòå êâàäðàòíå ìàòðèöå A
jåäíàê »åíîì òðàãó (çáèðó ñâèõ åëåìåíàòà êîjè ñå íàëàçå íà »åíîj ãëàâíîj äèjà-
ãîíàëè).

Äàêëå, ïîòðåáíî jå ñàìî îäðåäèòè òðàã ìàòðèöå A, îäíîñíî ñàáðàòè òðè åëåìåíòà ñà »åíå ãëàâíå
äèjàãîíàëå. Áóäó£è äà jå î÷èãëåäíî trA = 2 + 3 + (−1) = 4, òà÷àí jå îäãîâîð (ã).

♣ Óïîðåäèòè ñà äåâåòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 10. 02. 2013. ãîäèíå.
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♦ Óðàäèòè çàäàòàê äèðåêòíèì èçðà÷óíàâà»åì ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå A, îäíîñíî îäðå-
¢èâà»åì »åíîã êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà è »åãîâèõ íóëà. Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå ñó

λ1 = 2, λ2 = 2+
√
4+16a
2 , λ3 = 2−

√
4+16a
2 . Çàïàçèìî äà ñîïñòâåíå âðåäíîñòè λ2 è λ3, ó çàâèñíîñòè îä

âðåäíîñòè ïàðàìåòðà a, ìîãó áèòè ðåàëíè èëè êîìïëåêñíè áðîjåâè, àëè jå »èõîâ çáèð ó ñâàêîì
ñëó÷àjó jåäíàê 2.

10.

Ïîäñåòèìî ñå äà ñó ðàâíè α è β ó ïðîñòîðó R3 ïàðàëåëíå àêî è ñàìî àêî ñó »èõîâè
âåêòîðè íîðìàëà ~nα è ~nβ ïàðàëåëíè.

Òàêî¢å jå âåêòîð íîðìàëå ïðîèçâî§íå ðàâíè α ó ïðîñòîðó R3 ÷èjà jå jåäíà÷èíà
Ax + By + Cz = D, A,B,C,D ∈ R, ñâàêè âåêòîð îáëèêà t · (A,B,C), ãäå jå
t ∈ R \ {0}.

Äâà âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3) è ~b = (b1, b2, b3) ó ïðîñòîðó R3 ïàðàëåëíè ñó àêî è
ñàìî àêî çà íåêî s ∈ R \ {0} âàæè ~a = s~b.

Âåêòîð íîðìàëå ðàâíè α jå ~nα = (a,−(b− 2), 2), à âåêòîð íîðìàëå ðàâíè β jå ~nβ = (0, 0, 1).
Äà áè ðàâíè α è β áèëå ïàðàëåëíå, ìîðà, çà íåêî s ∈ R, áèòè (a,−(b− 2), 2) = s(0, 0, 1), îäíîñíî
a = 0 · s, −(b− 2) = 0 · s è 2 = s, ïà jå a = 0, −(b− 2) = 0, è êîíà÷íî a = 0, b = 2.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 23. 08. 2014.

1. Îäðåäèòè èíòåãðàë

∫
2arctg x

1 + x2
dx.

6. Çà êîjå α ∈ R êîíâåðãèðà íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

(α
5

)n
?

2. Âðåäíîñò ïîçèòèâíîã ðåàëíîã ïàðàìåòðà a

çà êîjó âàæè jåäíàêîñò

∫ a

0
x
√

3x2 + 1 dx = −1

9
jåäíàêà jå (çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ îä-
ãîâîðà):

(à)0; (á)1; (â)2; (ã) íå ïîñòîjè;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

7. Èçðà÷óíàòè S(0) àêî jå S(x) =

+∞∑
n=1

xn

n!
.

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà y′ = 3x2y2.

8. Îäðåäèòè ïðîèçâîä ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè

ìàòðèöå A =

 3 0 0
1 5 2
0 −2 1

 .

4. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå äðóãîã ðåäà y′′ + 4y = 0.

9. Èçðà÷óíàòè óãàî êîjè çàêëàïàjó jåäèíè÷íè
âåêòîðè ~m è ~n àêî ñó âåêòîðè ~a = ~m + 2~n è
~b = 5~m− 4~n íîðìàëíè.

5. Äàò jå ñêóï A îä 3 åëåìåíòà. Êîëèêî èìà êî-
ìóòàòèâíèõ áèíàðíèõ îïåðàöèjà ∗ çà êîjå âàæè
óñëîâ (∀x ∈ A)x ∗ x 6= x?

10. Äàòå ñó ðàâíè α : 2x + py + z = 3 è
β : 6x+ 8y + 3z = 15. Îäðåäèòè âðåäíîñò ðåàë-
íîã ïàðàìåòðà p òàêî äà ðàâàí α áóäå ïàðàëåëíà
ðàâíè β.
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� Ðåøå»à �

!

1. Äàòè èíòåãðàë ðåøàâàìî óâîäå£è ñìåíó t = arctg x:

∫
2arctg x

1 + x2
dx =

 t = arctg x

dt = d(arctg x) =
dx

1 + x2

 =

∫
2t dt =

2t

ln 2
+ C =

2arctg x

ln 2
+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó íà ÷è»åíèöó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë jåäíàê ïðîèçâî§íîj ïðèìèòèâíîj
ôóíêöèjè ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå, ïà jå âðëî âàæíî äà äîäàìî êîíñòàíòó ïðèìèòèâíîj ôóíê-
öèjè êîjó ñìî îäðåäèëè ðåøàâàjó£è çàäàòàê.

2.

Ïîäñåòèìî ñå äà, óêîëèêî jå ôóíêöèjà f(x) èíòåãðàáèëíà íà èíòåðâàëó [a, b], a < b,

è àêî jå f(x) ≥ 0 çà x ∈ [a, b], òàäà jå

∫ b

a
f(x)dx ≥ 0.

Ïðèìåòèìî äà jå, çà ñâàêè ïîçèòèâàí ðåàëàí áðîj a, ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà x
√

3x2 + 1 ïîçè-
òèâíà íà èíòåðâàëó [0, a], ïà âðåäíîñò äàòîã èíòåãðàëà íå ìîæå áèòè jåäíàêà −1

9 , íè çà jåäàí
ðåàëàí áðîj a.
Òà÷àí jå îäãîâîð (ã).

♦ Çàäàòàê ñìî ìîãëè äà óðàäèìî è ðåøàâàjó£è èíòåãðàë

∫ a

0
x
√

3x2 + 1 dx (íà ïðèìåð, óâî¢å-

»åì ñìåíå t = 3x2 + 1). Îâàj íà÷èí jå, èàêî êîðåêòàí, çíàòíî çàõòåâíèjè.

3. Äàòà jåäíà÷èíà jå jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå, ïà äî »åíîã îïøòåã ðåøå»à äîëàçèìî
èíòåãðàöèjîì:

y′ = 3x2y2 ⇒ dy

dx
= 3x2y2 ⇒ dy

y2
= 3x2dx⇒

∫
dy

y2
=

∫
3x2dx.

Èíòåãðàëè ñà ëåâå è äåñíå ñòðàíå ïîñëåä»å jåäíàêîñòè òàáëè÷íè ñó èíòåãðàëè, òå jå −1

y
=

3
x3

3
+C, îäíîñíî −1

y
= x3 +C. Äàêëå, îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ãëàñè

y = − 1

x3 + C
, øòî jåäíîñòàâíî ìîæåìî ïðîâåðèòè çàìåíîì äîáèjåíîã îïøòåã ðåøå»à ó ïîëàçíó

äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó.

4. Ó ïèòà»ó jå õîìîãåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà. Êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà
îâå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jeñòå λ2 + 4 = 0, è »åíà ðåøå»à ñó: λ1 = −2i è λ2 = 2i. Äàêëå,
îïøòå ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ãëàñè: yo = C1 cos 2x+ C2 sin 2x.

5. Ñâàêà áèíàðíà îïåðàöèjà äåôèíèñàíà íà êîíà÷íîì íåïðàçíîì ñêóïó ìîæå ñå ïðåäñòàâèòè
Êåjëèjåâîì òàáëèöîì. Äàêëå, áðîj òðàæåíèõ îïåðàöèjà jåäíàê jå áðîjó ðàçëè÷èòèõ Êåjëèjåâèõ
òàáëèöà ôîðìàòà 3× 3 (çàòî øòî ñêóï íà êîìå ñó îïåðàöèjå äåôèíèñàíå èìà 3 åëåìåíòà) è êîjå
ñó ïîïó»åíå íà îäãîâàðàjó£è íà÷èí (òàêî äà îïåðàöèjå çàäîâî§àâàjó íàâåäåíå îñîáèíå).
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Ïîñìàòðàjìî jåäíó îïåðàöèjó ∗ äåôèíèñàíó íà òðî÷ëàíîì ñêóïó A = {x1, x2, x3}, êîjà çàäîâî-
§àâà íàâåäåíå îñîáèíå: çáîã êîìóòàòèâíîñòè, îäãîâàðàjó£à Êåjëèjåâà òàáëèöà ìîðà áèòè ñèìå-
òðè÷íà ó îäíîñó íà ãëàâíó äèjàãîíàëó, à çáîã îñîáèíå äà çà ñâàêè åëåìåíò x èç ñêóïà A âàæè
x ∗ x 6= x, íà îíèì ìåñòèìà ó Êåjëèjåâîj òàáëèöè êîjà îçíà÷àâàjó ðåçóëòàò xi ∗ xi íå ñìå ñòàjàòè
åëåìåíò xi, i ∈ {1, 2, 3} (ïðèìåòèìî äà ñå òàêâà ìåñòà íàëàçå íà äèjàãîíàëè Êåjëèjåâå òàáëèöå).
Çàïàçèìî è äà 9 ìåñòà ó Êåjëèjåâîj òàáëèöè îïåðàöèjå ∗ ìîæåìî ïîäåëèòè íà òðè äåëà: òðè
ìåñòà èçíàä ãëàâíå äèjàãîíàëå, òðè ìåñòà èñïîä ãëàâíå äèjàãîíàëå è òðè äèjàãîíàëíà ìåñòà, è
ðàçìîòðèìî íà êîëèêî ðàçëè÷èòèõ íà÷èíà ìîæåìî ïîïóíèòè òàáëèöó (îäíîñíî êîëèêî ðàçëè-
÷èòèõ Êåjëèjåâèõ òàáëèöà ìîæåìî ôîðìèðàòè). Çáîã ñèìåòðè÷íîñòè òàáëèöå, íà ñâàêîì îä òðè
ìåñòà èçíàä ãëàâíå äèjàãîíàëå ìîæåìî çà óïèñ èçàáðàòè áèëî êîjè åëåìåíò èç ñêóïà A (à ïîòîì
íà ñèìåòðè÷íèì ìåñòèìà èñïîä ãëàâíå äèjàãîíàëå ìîðàìî ïðåïèñàòè îäãîâàðàjó£å åëåìåíòå),
äîê íà ñâàêîì îä òðè ìåñòà êîjà ñå íàëàçå íà äèjàãîíàëè ìîæåìî çà óïèñ áèðàòè ñàìî èçìå¢ó
äâà åëåìåíòà ñêóïà A (íà ìåñòó êîjå îçíà÷àâà ðåçóëòàò xi ∗ xi ìîæåìî óïèñàòè åëåìåíòå ñêóïà
A \ {xi}, à òàj ñêóï èìà äâà åëåìåíòà).
Áóäó£è äà íà ñâàêîì îä òðè ìåñòà èçíàä ãëàâíå äèjàãîíàëå Êåjëèjåâå òàáëèöå èìàìî çà óïèñ
èçáîð îä òðè åëåìåíòà ñêóïà A, à íà ñâàêîì îä òðè äèjàãîíàëíà ìåñòà èçáîð îä äâà åëåìåíòà
ñêóïà A, ïðåìà ïðàâèëó ïðîèçâîäà, áðîj ðàçëè÷èòèõ íà÷èíà äà ïîïóíèìî Êåjëèjåâó òàáëèöó
jåñòå: 3 · 3 · 3 · 2 · 2 · 2 = 33 · 23 = 216. Äàêëå, è ñàì áðîj ðàçëè÷èòèõ îïåðàöèjà ∗ ñà íàâåäåíèì
îñîáèíàìà jåñòå 216.

6.

Ïîäñåòèìî ñå äà ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn êîíâåðãèðà çà q ∈ (−1, 1).

Óî÷èìî äà jå äàòè ðåä ãåîìåòðèjñêè ðåä ñà êîëè÷íèêîì q =
α

5
, è èñêîðèñòèìî ãîðå íàâåäåíó

÷è»åíèöó. Äàêëå, äàòè ðåä êîíâåðãèðà çà −1 <
α

5
< 1, îäíîñíî çà −5 < α < 5.

Íàïîìåíèìî äà ïî÷åòíà âðåäíîñò "áðîjà÷à" n = 1 íå óòè÷å íà êîíâåðãåíöèjó ðåäà, àëè óòè÷å
íà »åãîâó ñóìó (âèäåòè è íàðåäíè çàäàòàê).

7.

Ïîäñåòèìî ñå Ìàêëîðåíîâîã ðàçâîjà ôóíêöèjå ex:

çà ñâàêî x ∈ R âàæè ex =

+∞∑
n=0

xn

n!
.

Äàêëå, S(x) =

+∞∑
n=0

xn

n!
− 1 = ex − 1, ïà jå S(0) = e0 − 1 = 1− 1 = 0.

8.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ïðîèçâîä ñâèõ ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè äàòå êâàäðàòíå ìàòðèöå
A jåäíàê »åíîj äåòåðìèíàíòè.

Äàêëå, äîâî§íî jå èçðà÷óíàòè äåòåðìèíàíòó äàòå ìàòðèöå, øòî jå íàjjåäíîñòàâíèjå ó÷èíèòè
ðàçâèjà»åì detA ïî ïðâîj âðñòè:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
3 0 0
1 5 2
0 −2 1

∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣ 5 2
−2 1

∣∣∣∣ = 3(5 + 4) = 27.
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♦ Óðàäèòè çàäàòàê äèðåêòíèì èçðà÷óíàâà»åì ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå A, îäíîñíî îäðå-
¢èâà»åì íóëà »åíîã êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà. Ñâå òðè ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A
ìå¢óñîáíî ñó jåäíàêå, λ1 = λ2 = λ3 = 3, ïà jå »èõîâ ïðîèçâîä λ1λ2λ3 = 33 = 27.

9.

Ïîäñåòèìî ñå ôîðìóëå çà èçðà÷óíàâà»å êîñèíóñà óãëà α êîjè çàêëàïàjó äàòè

âåêòîðè ~m è ~n: cosα =
~m · ~n
|~m||~n|

, ãäå · ïðåäñòàâ§à ñêàëàðíè ïðîèçâîä âåêòîðà ~m è

~n, à |~m| è |~n|, ðåäîì, »èõîâå èíòåíçèòåòå.

Áóäó£è äà ñó âåêòîðè ~m è ~n jåäèíè÷íè, »èõîâè èíòåíçèòåòè ñó jåäíàêè 1, ïà îñòàjå äà èçðà÷ó-
íàìî ~m · ~n. Âåêòîðè ~a = ~m + 2~n è ~b = 5~m − 4~n íîðìàëíè ñó, ïà jå »èõîâ ñêàëàðíè ïðîèçâîä
jåäíàê íóëè. Äàêëå:

(~a ·~b) = (~m+ 2~n) · (5~m− 4~n) = 5|~m|2 + 6~m · ~n− 8|~n|2 = 6~m · ~n− 3 = 0

(îâäå ñìî êîðèñòèëè ÷è»åíèöó äà çà ñâàêè âåêòîð ~a ∈ R3 âàæè ~a ·~a = |~a|2, êàî è êîìóòàòèâíîñò

ñêàëàðíîã ïðîèçâîäà). Ñàäà jå jàñíî äà âàæè ~m · ~n =
1

2
, ïà jå cosα =

1
2

1
=

1

2
, øòî çíà÷è äà jå

α = arccos
1

2
=
π

3
.

10.

Ïîäñåòèìî ñå äà ñó ðàâíè α è β ó ïðîñòîðó R3 ïàðàëåëíå àêî è ñàìî àêî ñó »èõîâè
âåêòîðè íîðìàëà ~nα è ~nβ ïàðàëåëíè.
Òàêî¢å jå âåêòîð íîðìàëå ïðîèçâî§íå ðàâíè α ó ïðîñòîðó R3 ÷èjà jå jåäíà÷èíà
Ax + By + Cz = D, A,B,C,D ∈ R, ñâàêè âåêòîð îáëèêà t · (A,B,C), ãäå jå
t ∈ R \ {0}.
Äâà âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3) è ~b = (b1, b2, b3) ó ïðîñòîðó R3 ïàðàëåëíè ñó àêî è
ñàìî àêî çà íåêî s ∈ R \ {0} âàæè ~a = s~b.

Óî÷èìî äà ñó âåêòîðè íîðìàëà ðàâíè α è β, ðåäîì, jåäíàêè: ~nα = (2, p, 1) è ~nβ = (6, 8, 3).
Äàêëå, äà áè ðàâíè α è β áèëå ïàðàëåëíå, ìîðà, çà íåêî s ∈ R, âàæèòè (2, p, 1) = s(6, 8, 3),
îäíîñíî 2 = 6s, p = 8s 1 = 3s, îäàêëå jå s = 1

3 , ïà çàê§ó÷ójåìî äà jå p = 8
3 .
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 13. 09. 2014.

1. Îäðåäèòè èíòåãðàë

∫
(x 3
√
x+
√
x+ 1)dx.

6. Èçðà÷óíàòè ñóìó:
+∞∑
n=1

(
1

3

)2n

.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò

∫ 1

−1
xexdx.

7. Oäðåäèòè ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïå-

íîã ðåäà:
+∞∑
n=0

(
2n+ 1

2n

)n2

xn.

3. Îäðåäèòè êîíñòàíòå a, b ∈ R òàêî äà ôóíê-
öèjà y = a sinx + b cosx áóäå ïàðòèêóëàðíî ðå-
øå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′ + 3y = sinx.

8. Äàòà jå ìàòðèöà A =

[
1 2 3
2 4 5

]
. Çàîêðó-

æèòè òà÷íà òâð¢å»à. Çà äàòó ìàòðèöó ìîãó£å
jå îäðåäèòè:

(à) êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì;
(á) ìèíèìàëíè ïîëèíîì;
(â) ñîïñòâåíå âåêòîðå;
(ã) ðàíã ìàòðèöå;
(ä) íèjåäíî îä ïðåòõîäíèõ òâð¢å»à íèjå òà÷íî.

4. Íà£è îíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å äèôåðåíöè-
jàëíå jåäíà÷èíå y′′ − y = 0 êîjå çàäîâî§àâà ïî-
÷åòíå óñëîâå y(0) = 2 è y′(0) = 0.

9. Îäðåäèòè ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå

A =

 2 0 0
0 2 0
0 0 2

 .

5. Áóëîâó ôóíêöèjó f(p, q) = p∧(q∧p) íàïèñàòè
ó îáëèêó ÑÄÍÔ.

10. Íåêà jå α ðàâàí ÷èjà jå jåä-
íà÷èíà y + z = 4. Íàïèñàòè:
(à) jåäàí âåêòîð ~n íîðìàëå ðàâíè α;

(á) êîîðäèíàòå jåäíå òà÷êå T êîjà
ïðèïàäà ðàâíè α.
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� Ðåøå»à �

!

1. Äàòè èíòåãðàë jå çáèð äâà òàáëè÷íà èíòåãðàëà:∫
(x 3
√
x+
√
x+ 1)dx =

∫ (
x

4
3 + (x+ 1)

3
2

)
dx =

∫
x

4
3 dx+

∫
(x+ 1)

3
2 dx

=
3

7
x

7
3 +

2

3
(x+ 1)

3
2 + C.

Íåîäðå¢åíè èíòåãðàë jåäíàê jå ïðîèçâî§íîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå, ïà
jå ïîòðåáíî äà äîäàìî êîíñòàíòó ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè êîjó ñìî îäðåäèëè ðåøàâàjó£è çàäàòàê.

2. Çà èçðà÷óíàâà»å äàòîã îäðå¢åíîã èíòåãðàëà ôóíêöèjå y = xex êîðèñòèìî ìåòîäó ïàðöèjàëíå
èíòåãðàöèjå:∫ 1

−1
xex dx =

{
u = x dv = exdx
du = dx v = ex

}

= xex

∣∣∣∣∣
1

−1

−
∫ 1

−1
exdx = e− (−1

e
)− ex

∣∣∣∣∣
1

−1

= e+
1

e
− (e− 1

e
) =

2

e
.

3.

Ïîäñåòèìî ñå äà çà ôóíêöèjå f1, f2, . . . , fn, n ∈ N, êîjå ñó äåôèíèñàíå íà èñòîì
ñêóïó S, êàæåìî äà ñó ëèíåàðíî çàâèñíå àêî ïîñòîjå êîíñòàíòå C1, C2, . . . , Cn ∈ R
òàêâå äà jå C2

1 +C2
2 + . . .+C2

n 6= 0 (îâàj óñëîâ jå åêâèâàëåíòàí óñëîâó äà íèñó ñâå
êîíñòàíòå C1, C2, . . . , Cn èñòîâðåìåíî jåäíàêå íóëè) è äà jå C1f1(x) + C2f2(x) +
· · · + Cnfn(x) = 0 çà ñâàêî x ∈ S. Óêîëèêî jå îâà jåäíàêîñò ìîãó£à ñàìî àêî ñó
ñâå êîíñòàíòå jåäíàêå íóëè, çà ôóíêöèjå êàæåìî äà ñó ëèíåàðíî íåçàâèñíå.
Íà îñíîâó èçëîæåíèõ ÷è»åíèöà ñëåäè äà ñó äâå ôóíêöèjå f1 è f2, äåôèíèñàíå
íà èñòîì ñêóïó S, ëèíåàðíî çàâèñíå óêîëèêî ïîñòîjè êîíñòàíòà C, ðàçëè÷èòà îä
íóëå, òàêâà äà çà ñâàêî x ∈ S âàæè f1(x) = Cf2(x). Ó ñóïðîòíîì, ôóíêöèjå f1 è
f2 ëèíåàðíî ñó íåçàâèñíå.

Íà¢èìî ïðâè èçâîä ôóíêöèjå y: y′ = a cosx − b sinx. Êîíñòàíòå a è b íàëàçèìî íàêîí øòî ó
äàòó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó óâðñòèìî èçðàçå çà y è y′:

a cosx− b sinx+ 3(a sinx+ b cosx) = sinx

(3a− b) sinx+ (a+ 3b) cosx = sinx.

Ôóíêöèjå sinx è cosx, äåôèíèñàíå íà ñêóïó R, ëèíåàðíî ñó íåçàâèñíå çàòî øòî íå ïîñòîjè
êîíñòàíòà C ∈ R, ðàçëè÷èòà îä íóëå, òàêâà äà çà ñâàêî x ∈ R âàæè sinx = C cosx (ñåòèìî ñå

äà çà ñâàêî x ∈ R, x 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z, âàæè

sinx

cosx
= tg x 6= const.). Çàõâà§ójó£è ëèíåàðíîj

íåçàâèñíîñòè ôóíêöèjà sinx è cosx ïîëàçíà ðåëàöèjà äàjå 3a− b = 1 è a+ 3b = 0, à ðåøå»å îâîã

ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà jåñòå: a =
3

10
è b = − 1

10
.

♦ Äà ñó ôóíêöèjå sinx è cosx, äåôèíèñàíå íà ñêóïó R, ëèíåàðíî íåçàâèñíå ìîæåìî âèäåòè è
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ïîñìàòðàjó£è Âðîíñêèjàí W (sinx, cosx;x) =

∣∣∣∣ sinx cosx
cosx − sinx

∣∣∣∣ = − sin2 x − cos2 x = −1. Áóäó£è

äà âàæè W (sinx, cosx;x) 6= 0, ñëåäè äà ñó ôóíêöèjå sinx è cosx ëèíåàðíî íåçàâèñíå.

4. Ó ïèòà»ó jå õîìîãåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåí-
òèìà. Êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà îâå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ãëàñè λ2 − 1 = 0, è »åíà
ðåøå»à ñó: λ1 = 1 è λ2 = −1, òj. ðåàëíà ñó è ðàçëè÷èòà. Äàêëå, îïøòå ðåøå»å äàòå äèôåðåí-
öèjàëíå jåäíà÷èíå jåñòå: yo = C1e

x + C2e
−x. Òàêî¢å âàæè è y′o = C1e

x − C2e
−x. Êîíñòàíòå C1 è

C2 íàëàçèìî èç äàòèõ ïî÷åòíèõ óñëîâà:

y(0) = 2 ⇒ C1e
0 + C2e

−0 = 2 ⇒ C1 + C2 = 2

y′(0) = 0 ⇒ C1e
0 − C2e

−0 = 0 ⇒ C1 − C2 = 0.

Äàêëå, C1 + C2 = 2 è C1 − C2 = 0. Ðåøå»å îâîã ñèñòåìà jåñòå C1 = C2 = 1, ïà jå òðàæåíî
ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å y = ex + e−x = 2chx.

5. Óî÷èìî, íàjïðå, äà íà îñíîâó êîìóòàòèâíîñòè îïåðàöèjå ∧ ó Áóëîâîj àëãåáðè âàæè f(p, q) =
p ∧ (p ∧ q). Äà§å, çáîã àñîöèjàòèâíîñòè îïåðàöèjå ∧ jå f(p, q) = (p ∧ p) ∧ q. Òàêî¢å, áóäó£è äà jå
îïåðàöèjà ∧ èäåìïîòåíòíà (îäíîñíî, âàæè p∧ p = p), èìàìî äà jå f(p, q) = p∧ q, à îâî jå óïðàâî
ÑÄÍÔ ôóíêöèjå f(p, q).

6.

Ïîäñåòèìî ñå ôîðìóëe çà èçðà÷óíàâà»å ñóìå ãåîìåòðèjñêîã ðåäà:

+∞∑
n=0

qn =
1

1− q
,

ãäå jå q ðåàëíà êîíñòàíòà êîjà çàäîâî§àâà q ∈ (−1, 1).
Òàêî¢å, çà q ∈ (−1, 1) âàæè è

+∞∑
n=1

qn =
1

1− q
=

+∞∑
n=0

qn − 1 =
1

1− q
− 1 =

q

1− q
.

Äàêëå:
+∞∑
n=1

(
1

3

)2n

=
+∞∑
n=1

((
1

3

)2
)n

=
+∞∑
n=1

(
1

9

)n
=

1
9

1− 1
9

=
1

8
.

7.

Íà îñíîâó Êîøè�Àäàìàðîâîã ñòàâà ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå R ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n ìîæå ñå èçðà÷óíàòè êàî R = 1

lim
n→+∞

n
√
|an|

, èëè R = lim
n→+∞

an
an+1

, óêîëèêî

íàâåäåíè ëèìåñè ïîñòîjå.

Äàêëå, ïîëóïðå÷íèê (ðàäèjóñ) êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

(
2n+ 1

2n

)n2

xn jåñòå:

R = 1

lim
n→+∞

n

√(
2n+ 1

2n

)n2
= 1

lim
n→+∞

((
2n+ 1

2n

)n2
) 1

n

= 1

lim
n→+∞

(
2n+ 1

2n

)n =
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= 1

lim
n→+∞

(
1 +

1

2n

)n = 1

lim
n→+∞

((
1 +

1

2n

)2n
) 1

2

= e−
1
2 .

8. Áóäó£è äà ñó êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì, ìèíèìàëíè ïîëèíîì è ñîïñòâåíå âðåäíîñòè äåôè-
íèñàíè ñàìî çà êâàäðàòíå ìàòðèöå (ìàòðèöå êîjå èìàjó èñòè áðîj âðñòà è êîëîíà) ïðîèçâî§íîã
ðåäà, à äàòà ìàòðèöà A íèjå êâàäðàòíà (èìà äâå âðñòå è òðè êîëîíå, ïà jå òèïà 2× 3), îäãîâîðè
(à), (á) è (â) íèñó òà÷íè. Ñ äðóãå ñòðàíå, ðàíã ìàòðèöå äåôèíèøå ñå çà ïðîèçâî§íó ìàòðèöó
(ïðîèçâî§íîã òèïà), äàêëå è çà ìàòðèöå êîjå íèñó êâàäðàòíå, ïà jå îäãîâîð (ã) òà÷àí. Äàêëå,
òà÷àí jå ñàìî îäãîâîð (ã).

9.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A (jåäèíñòâåíè) ïîëèíîì P (λ)
íàjìà»åã ñòåïåíà çà êîjè âàæè P (A) = O è ÷èjè jå âîäå£è êîåôèöèjåíò (êîåôè-
öèjåíò óç íàjâå£è ñòåïåí) jåäíàê jåäàí. Òàêî¢å, âàæè äà jå ìèíèìàëíè ïîëèíîì
ìàòðèöå A äåëèëàö »åíîã êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà.

Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå V jå:

PV (λ) = det(V − λI) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 0

0 2− λ 0
0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)3.

Jåäèíè äåëèòå§è ïîëèíîìà PV (λ) ÷èjè ñó âîäå£è êîåôèöèjåíòè jåäíàêè jåäàí jåñó ïîëèíîìè
P1(λ) = λ − 2, P2(λ) = (λ − 2)2 è P3(λ) = (λ − 2)3, ïà ñó òà òðè ïîëèíîìà è jåäèíè êàíäè-
äàòè çà ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå V . Áóäó£è äà î÷èãëåäíî âàæè P1(V ) = V − 2I = O,
P2(V ) = (V − 2I)2 = O2 = O è P3(V ) = (V − 2I)3 = O3 = O, òî ñâà òðè êàíäèäàòà çà ìèíè-
ìàëíè ïîëèíîì çàäîâî§àâàjó óñëîâ äà ïîíèøòàâàjó ìàòðèöó V . Ìå¢ó »èìà íàjìà»è ñòåïåí
èìà ïîëèíîì P1(λ) = λ− 2, ïà jå P1(λ) = λ− 2 ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå V .
Ìîæåìî ïðèìåòèòè äà ïîñëå óòâð¢èâà»à ÷è»åíèöå äà jå P1(V ) = O íèjå áèëî íåîïõîäíî ðà-
÷óíàòè P2(V ) è P3(V ). Íàèìå, ïîëèíîì P1(λ) çàäîâî§àâà ñâå óñëîâå (ïîíèøòàâà ìàòðèöó V ,
âîäå£è êîåôèöèjåíò ïîëèíîìà P1(λ) jåäíàê jå jåäàí è ìå¢ó ïîëèíîìèìà êîjè ïîíèøòàâàjó ìà-
òðèöó V , P1(λ) èìà íàjìà»è ñòåïåí) íåîïõîäíå äà áè ïîñìàòðàíè ïîëèíîì áèî ìèíèìàëíè
ïîëèíîì ìàòðèöå V .

10.

Ïîäñåòèìî ñå äà, óêîëèêî jå ðàâàí α ó ïðîñòîðó R3 äàòà jåäíà÷èíîìAx+By+Cz =
D, A,B,C,D ∈ R, òàäà jå ñâàêè âåêòîð îáëèêà t·(A,B,C), ãäå jå t ∈ R\{0}, âåêòîð
íîðìàëå ðàâíè α.
Òàêî¢å, óêîëèêî òà÷êà ñà êîîðäèíàòàìà (X,Y, Z) ó ïðîñòîðó R3 ïðèïàäà ðàâíè
÷èjà jå jåäíà÷èíà Ax + By + Cz = D, A,B,C,D ∈ R, òàäà »åíå êîîðäèíàòå
çàäîâî§àâàjó jåäíà÷èíó ðàâíè, îäíîñíî âàæè: AX +BY + CZ = D.

Çà äàòó ðàâàí α ÷èjà jå jåäíà÷èíà y+z = 4, âåêòîð íîðìàëå áè£å ñâàêè âåêòîð îáëèêà t · (0, 1, 1),
ãäå jå t ∈ R \ {0}, ïà jå ïîä (à) òà÷àí ñâàêè îäãîâîð ~n = (0, t, t), ãäå jå t ∈ R \ {0}.

Êîîðäèíàòå òðàæåíå òà÷êå T , (X,Y, Z), ìîðàjó çàäîâî§àâàòè ñëåäå£å óñëîâå: X ∈ R, Y +Z = 4,
ïà jå ïîä (á) òà÷àí ñâàêè îäãîâîð (X,Y, 4 − Y ), ãäå ñó X è Y ïðîèçâî§íî èçàáðàíè ðåàëíè
áðîjåâè.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 18. 01. 2015.

1. Îäðåäèòè èíòåãðàëå:

(à)

∫
2x+ 3

x2 + 3x+ 3
dx;

(á)

∫
dx

x2 + 3x+ 3
.

6. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä ðåäîâà êîjè ñó
îäðå¢åíî äèâåðãåíòíè:

(à)
+∞∑
n=6

7n; (á)
+∞∑
n=1

cosn3;

(â)
+∞∑
n=1

sin
1

n2
; (ã)

+∞∑
n=1

√
n+ 3;

(ä)
+∞∑
n=3

1

2100
; (¢)

+∞∑
n=1

(−4)3n;

(å) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ ðåäîâà íèjå îäðå-
¢åíî äèâåðãåíòàí.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò èíòåãðàëà∫ π

−π
x sinx dx.

7. Îäðåäèòè îáëàñò êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã

ðåäà:
+∞∑
n=0

n!

4n2 x
n.

3. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä îíèõ èíòåãðàëíèõ
êðèâèõ äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå x dx + (y +
1) dy = 0 êîjå ïðîëàçå êðîç òà÷êó (1, 1).

(à) x2 − y2 = 2x− 2; (á) x2 + y2 = 2;

(â) y2 = x; (ã) x2 + (y + 1)2 = 5;

(ä) x2 + 1 = y + 1; (¢) (x− 1)2 + y2 = 1;

(å) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ êðèâèõ íèjå èíòå-
ãðàëíà êðèâà äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà-
÷èíå êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó (1, 1).

8. Çà êîjå jå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà b

ðàíã ìàòðèöå B =

 1 1 1
−3 2 b
−3 −3 −3

 jåäíàê äâà?

4. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′′ − 3y′ + 2y = 0.

9. Ïðîèçâîä ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå

A =

 2 1 −1
0 3 a
0 0 −1

 jåäíàê jå (çàîêðóæèòè ñëîâà

èñïðåä òà÷íèõ îäãîâîðà):

(à)a2 − a; (á)a− 6; (â)0; (ã)4; (ä)−6;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

5. Áóëîâó ôóíêöèjó (p ∧ q) ∧ (q ⇒ r) íàïèñàòè
ó îáëèêó ÑÄÍÔ.

10. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä jåäíà÷èíà ïðà-
âèõ ó R3 êîjå ïðèïàäàjó xy-ðàâíè è ñàäðæå êî-
îðäèíàòíè ïî÷åòàê:

(à) y = 3x; (á) x = t, y = 3t, z = 0, t ∈ R;
(â) x = 2y; (ã) x = y, z = 0;

(ä) x = y = z; (¢) x+ y = z;

(å) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ jåäíà÷èíà íå ïðåä-
ñòàâ§à ïðàâó êîjà ïðèïàäà xy-ðàâíè è ñà-
äðæè êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê.
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1.

Ïîäñåòèìî ñå äà, óêîëèêî jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà çàäàòà êàî ðàçëîìàê, è
àêî jå èçâîä èìåíèîöà òîã ðàçëîìêà jåäíàê »åãîâîì áðîjèîöó, òàäà èíòåãðàë èìà

ñëåäå£è îáëèê

∫
d(f(x))

f(x)
=

∫
f ′(x)

f(x)
dx, ïà ãà ðåøàâàìî óâî¢å»åì ñìåíå t = f(x):

∫
f ′(x)

f(x)
dx =

{
t = f(x)
dt = f ′(x)dx

}
=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln |f(x)|+ C.

(à) Óî÷èìî äà âàæè (x2 + 3x+ 3)′ = 2x+ 3, ïà jå:∫
2x+ 3

x2 + 3x+ 3
dx =

{
t = x2 + 3x+ 3
dt = (2x+ 3)dx

}
=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln |x2 + 3x+ 3|+ C.

Áóäó£è äà jå x2 + 3x+ 3 > 0, çà ñâàêî x ∈ R (äèñêðèìèíàíòà îäãîâàðàjó£å êâàäðàòíå

jåäíà÷èíå jå 32 − 4 · 3 = −3 < 0), âàæè

∫
2x+ 3

x2 + 3x+ 3
dx = ln(x2 + 3x + 3) + C, ãäå jå

C ïðèçâî§íà ðåàëíà êîíñòàíòà.

(á) Óî÷èìî äà jå

∫
dx

x2 + 3x+ 3
=

∫
dx(

x+ 3
2

)2
+ 3

4

=
4

3

∫
dx

4
3

(
x+ 3

2

)2
+ 1

=

4

3

∫
dx(

2x+3√
3

)2
+ 1

.

Äîáèjåíè èíòåãðàë ðåøàâàìî óâîäå£è ñìåíó t =
2x+ 3√

3
:

4

3

∫
dx(

2x+3√
3

)2
+ 1

=

{
t = 2x+3√

3

dt = d
(
2x+3√

3

)
= 2√

3
dx

}
=

√
3

2

4

3

∫
dt

t2 + 1
=

=
2√
3

arctg t+ C =
2√
3

arctg
2x+ 3√

3
+ C.

Äàêëå,

∫
dx

x2 + 3x+ 3
=

2√
3

arctg
2x+ 3√

3
+ C.

Ïðèëèêîì îäðå¢èâà»à èíòåãðàëà ïîä (á) êîðèñòèëè ñìî ÷è»åíèöó äà jå

∫
dx

x2 + 1
òàáëè÷íè

èíòåãðàë, è äà jå jåäíàê arctg x+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó íà ÷è»åíèöó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë jåäíàê ïðîèçâî§íîj ïðèìèòèâíîj
ôóíêöèjè ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå, ïà jå âðëî âàæíî äà äîäàìî êîíñòàíòó ïðèìèòèâíîj ôóíê-
öèjè êîjó ñìî îäðåäèëè ðåøàâàjó£è çàäàòàê.

2.

Ïîäñåòèìî ñå äà, óêîëèêî jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà f(x) íåïðåêèäíà íà èíòåð-

âàëó [−a, a] è ïàðíà, òàäà âàæè

∫ a

−a
f(x)dx = 2

∫ a

0
f(x)dx.
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Ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà f(x) = x sinx íåïðåêèäíà jå çà ñâàêî x ∈ R è ïàðíà (jåð jå ïðîèçâîä
äâå íåïàðíå ôóíêöèjå f1(x) = x è f2(x) = sinx), îäíîñíî çà ñâàêî x ∈ R âàæè f(−x) = f(x), ïà

jå

∫ π

−π
x sinx dx = 2

∫ π

0
x sinx dx. Çà èçðà÷óíàâà»å èíòåãðàëà

∫ π

0
x sinx dx êîðèñòèìî ìåòîäó

ïàðöèjàëíå èíòåãðàöèjå:∫ π

0
x sinx dx =

{
u = x dv = sinxdx
du = dx v = − cosx

}

= −x cosx

∣∣∣∣∣
π

0

+

∫
cosx dx = −π cosπ + 0 + sinx

∣∣∣∣∣
π

0

= π + sinπ − sin 0 = π.

Äàêëå, âàæè

∫ π

−π
x sinx dx = 2

∫ π

0
x sinx dx = 2π, ïà jå òðàæåíà âðåäíîñò 2π.

3.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå èíòåãðàëíà êðèâà äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ñâàêî »åíî ïàð-
òèêóëàðíî èëè ñèíãóëàðíî ðåøå»å ïîñìàòðàíî êàî êðèâà y = y(x) èëè ó èìïëè-
öèòíîì îáëèêó G(x, y) = 0.
Òàêî¢å, ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà jåñòå ñâàêî
ðåøå»å êîjå ñå ìîæå äîáèòè èç »åíîã îïøòåã ðåøå»à çà íåêó âðåäíîñò (êîíà÷íó
èëè áåñêîíà÷íó) êîíñòàíòå êîjà ó îïøòåì ðåøå»ó ôèãóðèøå, äîê jå ñèíãóëàðíî
ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà îíî ðåøå»å êîjå ñå íå ìîæå äîáèòè
èç »åíîã îïøòåã ðåøå»à íè çà jåäíó âðåäíîñò (êîíà÷íó èëè áåñêîíà÷íó) êîíñòàíòå
êîjà ó îïøòåì ðåøå»ó ôèãóðèøå.

Äàòà jåäíà÷èíà jå jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå, è äî »åíîã îïøòåã ðåøå»à äîëàçèìî
èíòåãðàöèjîì: x dx+ (y + 1) dy = 0⇒

∫
dx+

∫
(y + 1) dy = 0. Èíòåãðàëè ñà ëåâå è äåñíå ñòðàíå

ïîñëåä»å jåäíàêîñòè òàáëè÷íè ñó èíòåãðàëè, ïà jå
x2

2
+

(y + 1)2

2
= C, îäíîñíî, íàêîí ìíîæå»à

ïîñëåä»å jåäíàêîñòè ñà 2, x2 + (y + 1)2 = C1, è îâî jå îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå. Èíòåãðàëíó êðèâó êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó (1, 1) íàëàçèìî çàìåíîì ó jåäíà÷èíó:
12 + (1 + 1)2 = C1, òj. C1 = 5. Äàêëå, òðàæåíà èíòåãðàëíà êðèâà jå x2 + (y+ 1)2 = 5, ïà jå òà÷àí
îäîâîð (ã).

♦ Ïðèìåòèìî äà ïîøòî ñìî îäðåäèëè îïøòå ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå, äî òà÷íîã
îäãîâîðà ìîæåìî äî£è è ìåòîäîì åëèìèíàöèjå íåòà÷íèõ. Íàèìå, îïøòå ðåøå»å äàòå äèôåðåí-
öèjàëíå jåäíà÷èíå ïðåäñòàâ§à ôàìèëèjó êîíöåíòðè÷íèõ êðóæíèöà ñà öåíòðîì ó òà÷êè (0,−1).
Ìå¢ó ïîíó¢åíèì îäãîâîðèìà, ñàìî îäãîâîð ïîä (ã) jåñòå jåäíà÷èíà êðóæíèöå ñà öåíòðîì ó òà÷êè
(0,−1) (êðèâà ïîä (à) ïðåäñòàâ§à jåäíà÷èíó õèïåðáîëå, çàòî øòî ñó êîåôèöèjåíòè óç x2 è y2

ðàçëè÷èòîã çíàêà, êðèâà ïîä (â) jå î÷èãëåäíî jåäíà÷èíà ïàðàáîëå ñà òåìåíîì ó êîîðäèíàòíîì
ïî÷åòêó, êàî è êðèâà ïîä (ä), äîê êðèâå ïîä (á) è (¢) çàèñòà ïðåäñòàâ§àjó jåäíà÷èíå êðóæíèöà,
àëè ïðâà êðóæíèöà èìà öåíòàð ó êîîðäèíàòíîì ïî÷åòêó, à äðóãà ó òà÷êè (1, 0)).

4. Ó ïèòà»ó jå õîìîãåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåí-
òèìà. Êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà îâå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ãëàñè λ2−3λ+2 = 0, îäíîñíî,
(λ− 1)(λ− 2) = 0, è »åíà ðåøå»à ñó: λ1 = 1 è λ2 = 2, äàêëå ðåàëíà ñó è ðàçëè÷èòà. Òî çíà÷è
äà ñó äâà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y1 = ex è
y2 = e2x. Äàêëå, îïøòå ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñòå: yo = C1e

x + C2e
2x.

♣ Óïîðåäèòè ñà ÷åòâðòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 20. 01. 2013. ãîäèíå.
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5.

Ïîäñåòèìî ñå äà âàæè: p⇒ q = p∨q, p∧p = 0, êàî è p∧0 = 0 è p∨0 = p. Òàêî¢å,
îïåðàöèjà ∧ jå äèñòðèáóòèâíà ïðåìà îïåðàöèjè ∨ (âàæè è îáðíóòî, îïåðàöèjà ∨
jå äèñòðèáóòèâíà ïðåìà îïåðàöèjè ∧).

Íà îñíîâó íàâåäåíèõ ÷è»åíèöà âàæè:

(p∧q)∧(q ⇒ r) = (p∧q)∧(q∨r) = (p∧q∧q)∨(p∧q∧r) = (p∧0)∨(p∧q∧r) = 0∨(p∧q∧r) = p∧q∧r,

è îâî jå ÑÄÍÔ äàòå Áóëîâå ôóíêöèjå.

♣ Óïîðåäèòè ñà ïåòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 10. 02. 2013. ãîäèíå.

♦ Óðàäèòè çàäàòàê êîðèø£å»åì òåîðåìå êîjà îïèñójå íà÷èí íà êîjè ñå ñâàêà Áóëîâà ôóíêöèjà
(îñèì ôóíêöèjå êîjà jå èäåíòè÷êè jåäíàêà íóëè) ìîæå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó ñàâðøåíå äèñjóíê-
òèâíå íîðìàëíå ôîðìå (íà òàj íà÷èí óðà¢åí jå ïåòè çàäàòàê íà òåñòó îäðæàíîì 10. 02. 2013.
ãîäèíå). Òàêàâ íà÷èí èçðàäå îâîã çàäàòêà jå, èàêî êîðåêòàí, çíàòíî êîìïëèêîâàíèjè.

6.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ðåä îäðå¢åíî äèâåðãåíòàí óêîëèêî jå ãðàíè÷íà âðåäíîñò íèçà
»åãîâèõ ïàðöèjàëíèõ ñóìà jåäíàêà +∞ èëè −∞, à íåîäðå¢åíî äèâåðãåíòàí àêî
ãðàíè÷íà âðåäíîñò íèçà »åãîâèõ ïàðöèjàëíèõ ñóìà íå ïîñòîjè. Ïðèìåòèìî jîø
jåäíó çíà÷àjíó ÷è»åíèöó: ñâàêè ïîçèòèâàí ðåä, îäíîñíî ðåä ÷èjè ñó ñâè ÷ëàíîâè
ïîçèòèâíè, íå ìîæå áèòè íåîäðå¢åíî äèâåðãåíòàí, îäíîñíî ìîæå áèòè êîíâåðãåí-
òàí èëè îäðå¢åíî äèâåðãåíòàí. Îâî ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà jå íèç ïàðöèjàëíèõ ñóìà
ïîçèòèâíîã ðåäà ìîíîòîíî ðàñòó£è íèç, à ãðàíè÷íà âðåäíîñò ìîíîòîíî ðàñòó£åã
íèçà ìîæå áèòè èëè êîíà÷àí áðîj èëè +∞. Òàêî¢å, ñâàêè íåãàòèâàí ðåä, îäíîñíî
ðåä ÷èjè ñó ñâè ÷ëàíîâè íåãàòèâíè, jåñòå èëè êîíâåðãåíòàí èëè îäðå¢åíî äèâåð-
ãåíòàí, øòî ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà jå íèç ïàðöèjàëíèõ ñóìà òàêâîã ðåäà ìîíîòîíî
îïàäàjó£è íèç.
Ïîäñåòèìî ñå è òåîðåìå êîjîì ñå òâðäè äà îïøòè ÷ëàí ñâàêîã êîíâåðãåíòíîã íó-
ìåðè÷êîã ðåäà òåæè íóëè. Îâî çíà÷è äà óêîëèêî îïøòè ÷ëàí íåêîã íóìåðè÷êîã
ðåäà íå òåæè íóëè, òàäà òàj ðåä äèâåðãèðà. Îâó òåîðåìó jå çàòî ïîãîäíî êîðè-
ñòèòè êàäà æåëèìî äà ïîêàæåìî äà ðåä äèâåðãèðà. Âðëî jå âàæíî çàïàìòèòè
äà îáðàò îâîã òâð¢å»à íå âàæè, îäíîñíî ïîñòîjå ðåäîâè êîjè íå êîíâåðãèðàjó, à
îïøòè ÷ëàí èì òåæè íóëè.
Òàêî¢å âàæè è äðóãè ïîðåäáåíè êðèòåðèjóì çà ïîçèòèâíå íóìåðè÷êå ðåäîâå:
Àêî âàæè an ∼ bn, èëè àêî ïîñòîjè limn→+∞

an
bn

= K, 0 < K < +∞, òàäà ñó ðåäîâè∑
an è

∑
bn åêâèêîíâåðãåíòíè.

Ïîäñåòèìî ñå è äà íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

1

nα
êîíâåðãèðà çà α > 1, à ó îñòàëèì ñëó-

÷àjåâèìà äèâåðãèðà.

Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, ðåäîâè
+∞∑
n=1

7n,
+∞∑
n=1

√
n+ 3 è

+∞∑
n=3

1

2100
îäðå¢åíî ñó äèâåðãåíòíè, jåð ñó ó

ïèòà»ó ïîçèòèâíè ðåäîâè ÷èjè îïøòè ÷ëàíîâè íå òåæå íóëè.

Ðàçìîòðèìî ñàäà ðåä
+∞∑
n=1

cosn3. �åãîâà n-òà ïàðöèjàëíà ñóìà jå Sn = cos 1 + cos 8 + · · ·+ cosn3,

ïà ãðàíè÷íà âðåäíîñò limn→+∞ Sn íå ïîñòîjè.
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Çà ðåä
+∞∑
n=1

(−4)3n âàæè Sn =
n∑
k=1

(−4)3k =
n∑
k=1

(
(−4)3

)k
=

n∑
k=1

(−64)k = (−64)
1− (−64)n

1− (−64)
=

64

65
((−64)n−1), ïà ãðàíè÷íà âðåäíîñò limn→+∞ Sn íå ïîñòîjè (ñåòèìî ñå äà limn→+∞ q

n íå ïîñòîjè

óêîëèêî jå q ≤ −1).

Ðåä
+∞∑
n=1

sin
1

n2
jå êîíâåðãåíòàí íà îñíîâó äðóãîã ïîðåäáåíîã êðèòåðèjóìà. Íàèìå, çà îïøòè ÷ëàí

òîã ðåäà, êàäà n→ +∞, âàæè sin
1

n2
∼ 1

n2
(îâà ðåëàöèjà ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà jå lim

n→+∞

sin 1
n2

1
n2

=

1, à ïîñëåä»à jåäíàêîñò ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà jå lim
t→0

sin t

t
= 1), à ðåä

+∞∑
n=1

1

n2
êîíâåðãèðà (α =

2 > 1).
Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (à), (ã) è (ä).

♣ Óïîðåäèòè çàäàòàê ñà øåñòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 05. 07. 2014. ãîäèíå.

7.

Íà îñíîâó Êîøè�Àäàìàðîâîã ñòàâà ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå R ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n ìîæå ñå èçðà÷óíàòè êàî R = 1

lim
n→+∞

n
√
|an|

, èëè R = lim
n→+∞

an
an+1

, óêîëèêî

íàâåäåíè ëèìåñè ïîñòîjå.
Ïîäñåòèìî ñå è ÷è»åíèöå äà, óêîëèêî jå R ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã

ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n, òàäà òàj ðåä àïñîëóòíî êîíâåðãèðà çà ñâàêî x êîjå ïðèïàäà èíòåð-

âàëó (−R,R), à äèâåðãèðà çà |x| > R.

Òàêî¢å, îáëàñò êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n jåñòå ñêóï ñâèõ òà÷àêà ó

êîjèìà jå äàòè ðåä êîíâåðãåíòàí.

Îäðåäèìî, íàjïðå, ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå äàòîã ñòåïåíîã ðåäà: R = lim
n→+∞

an
an+1

=

lim
n→+∞

n!

4n2

(n+1)!

4(n+1)2

= lim
n→+∞

n!

4n2

(n+1)n!

4n2+2n+1

= lim
n→+∞

42n+1

n+ 1
. Ïîñëåä»à ãðàíè÷íà âðåäíîñò jåäíàêà jå +∞

(ñåòèìî ñå äà åêñïîíåíöèjàëíà ôóíêöèjà ax, çà a > 1, áðæå ðàñòå îä ëèíåàðíå ôóíêöèjå
x + 1, ïà çàòî è íèç 42n+1 áðæå òåæè áåñêîíà÷íîñòè îä íèçà n + 1, êàäà n → +∞), è ñòîãà jå
ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå äàòîã ðåäà R = +∞. Äàêëå, äàòè ðåä àïñîëóòíî êîíâåðãèðà çà
ñâàêî x èç èíòåðâàëà (−∞,+∞), îäíîñíî îáëàñò »åãîâå êîíâåðãåíöèjå jå R.

8.

Ïîäñåòèìî ñå äà åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå íå ìå»àjó ðàíã ìàòðèöå, êàî è äà jå,
ïî äåôèíèöèjè, ðàíã ìàòðèöå ðåä »åíå íàjâå£å ðåãóëàðíå êâàäðàòíå ïîäìàòðèöå.
Òàêî¢å, óêîëèêî jå äàòà ìàòðèöà A òèïà m×n (ñà m âðñòà è n êîëîíà) íàä ïî§åì
R, òàäà »åíèõ m âðñòà ìîæåìî ïîñìàòðàòè êàî m âåêòîðà èç âåêòîðñêîã ïðî-
ñòîðà Rn (òàêî¢å, »åíèõ n âðñòà ìîæåìî ïîñìàòðàòè êàî n âåêòîðà èç âåêòîðñêîã
ïðîñòîðà Rm), è òàäà jå ðàíã ìàòðèöå A áðîj »åíèõ ëèíåàðíî íåçàâèñíèõ âðñòà,
îäíîñíî áðîj »åíèõ ëèíåàðíî íåçàâèñíèõ êîëîíà.
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Èçâðøèìî íà äàòîj ìàòðèöè B ñëåäå£ó åëåìåíòàðíó òðàíñôîðìàöèjó: äîäàjìî åëåìåíòèìà
òðå£å âðñòå åëåìåíòå ïðâå âðñòå ïîìíîæåíå áðîjåì −3. Íà òàj íà÷èí äîáèjàìî ìàòðèöó

B′ =

 1 1 1
−3 2 b
0 0 0

.
Äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå B′ jåäíàêà jå íóëè jåð ñó ñâè åëåìåíòè »åíå òðå£å âðñòå jåäíàêè íóëè.
Âèäèìî äà jå rangB′ = 2 jåð jå »åíà íàjâå£à ðåãóëàðíà êâàäðàòíà ïîäìàòðèöà îíà ïîäìàòðèöà
êîjó îáðàçójó åëåìåíàòè ìàòðèöå B′ êîjè ñå íàëàçå ó ïðåñåöèìà »åíå ïðâå è äðóãå âðñòå è ïðâå è

äðóãå êîëîíå, îäíîñíî ìàòðèöà

[
1 1
−3 2

]
. Áóäó£è äà âàæè rangB = rangB′ = 2, ðàíã ìàòðèöå

B íå çàâèñè îä b, è jåäíàê jå äâà çà ñâàêî b ∈ R.

♦ Ìîæåìî óî÷èòè äà ñó åëåìåíòè ïðâå âðñòå ïðîïîðöèîíàëíè åëåìåíòèìà òðå£å âðñòå, àëè
íèñó ïðîïîðöèîíàëíè åëåìåíòèìà äðóãå âðñòå. Òî çíà÷è äà, óêîëèêî òðè âðñòå ìàòðèöå B ïî-
ñìàòðàìî êàî òðè âåêòîðà èç âåêòîðñêîã ïðîñòîðà R3, äàòà ìàòðèöà èìà äâå ëèíåàðíî íåçàâèñíå
âðñòå, ïà jå ïî òåîðåìè »åí ðàíã jåäíàê 2, çà ñâàêî b ∈ R.

♣ Óïîðåäèòè ñà îñìèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 19. 01. 2014. ãîäèíå, êàî è ñà îñìèì
çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 09. 02. 2014.

9.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ïðîèçâîä ñâèõ ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè äàòå êâàäðàòíå ìàòðèöå
A jåäíàê »åíîj äåòåðìèíàíòè.

Äàêëå, äîâî§íî jå èçðà÷óíàòè äåòåðìèíàíòó äàòå ìàòðèöå A, à òà äåòåðìèíàíòà jå jåäíàêà
2 · 3 · (−1) = −6, áóäó£è äà jå ó ïèòà»ó äåòåðìèíàíòà ãîð»å òðîóãàîíå ìàòðèöå, à äåòåðìèíàíòà
ãîð»å òðîóãàîíå ìàòðèöå (êàî è äåòåðìèíàíòà äî»å òðîóãàîíå ìàòðèöå) jåäíàêà jå ïðîèçâîäó
åëåìåíàòà ñà »åíå ãëàâíå äèjàãîíàëå. Äàêëå, òà÷àí jå îäãîâîð (ä).

♦ Óðàäèòè çàäàòàê äèðåêòíèì èçðà÷óíàâà»åì ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå A, îäíîñíî îäðå-
¢èâà»åì íóëà »åíîã êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà. Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A ñó: λ1 = −1,
λ2 = 2, λ3 = 3, ïà jå »èõîâ ïðîèçâîä −6.

♣ Óïîðåäèòè ñà äåâåòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 09. 02. 2014. ãîäèíå, êàî è ñà îñìèì
çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 23. 08. 2014. ãîäèíå.

10.

Ïîäñåòèìî ñå äà ñå ñâàêà jåäíà÷èíà ñà òðè íåïîçíàòå x, y è z ìîæå èíòåðïðåòèðàòè
êàî jåäíà÷èíà ðàâíè ó ïðîñòîðó R3.
Ïîäñåòèìî ñå è äà jå ïðàâà ó ïðîñòîðó R3 ñêóï òà÷àêà ïðåñåêà äâå ðàâíè êîjå íèñó
ïàðàëåëíå, ïà ïðàâà ó ïðîñòîðó R3 ìîæå áèòè çàäàòà äâåìà ëèíåàðíî íåçàâèñíèì
jåäíà÷èíàìà ñà òðè íåïîçíàòå (îä êîjèõ ñâàêà ïðåäñòàâ§à jåäíà÷èíó ðàâíè, à
óñëîâ äà ñó jåäíà÷èíå ëèíåàðíî íåçàâèñíå óïðàâî çíà÷è äà ðàâíè êîjå ñó òèì
jåäíà÷èíàìà ïðåäñòàâ§åíå íèñó ïàðàëåëíå, îäíîñíî äà âåêòîðè »èõîâèõ íîðìàëà
íèñó êîëèíåàðíè, òj. íèñó ëèíåàðíî çàâèñíè).

Óî÷èìî äà jå ïîä (à) çàäàòà jåäíà jåäíà÷èíà ñà òðè íåïîçíàòå, îäíîñíî jåäíà÷èíà íàâåäåíà ïîä
(à) ïðåäñòàâ§à ðàâàí ó ïðîñòîðó R3. Èñòî âàæè è çà jåäíà÷èíå íàâåäåíå ïîä (â) è (¢).
Ïîä (ä) ñó çàèñòà íàâåäåíå äâå jåäíà÷èíå, x = y, y = z, è îíå ïðåäñòàâ§àjó ïðàâó ó ïðîñòîðó R3,
ìå¢óòèì òà ïðàâà, èàêî ñàäðæè êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê (êîîðäèíàòå òà÷êå (0, 0, 0) çàäîâî§àâàjó
îáå jåäíà÷èíå), íå ïðèïàäà xy-ðàâíè, áóäó£è äà ñâå ïðàâå êîjå ïðèïàäàjó xy-ðàâíè ìîðàjó èìàòè
z êîîðäèíàòó jåäíàêó íóëè (jåð jå jåäíà÷èíà xy-ðàâíè z = 0).
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Ïîä (ã) ñó î÷èãëåäíî íàâåäåíå äâå jåäíà÷èíå, z êîîðäèíàòà jåñòå jåäíàêà íóëè, è êîîðäèíàòå
òà÷êå (0, 0, 0) çàäîâî§àâàjó îáå jåäíà÷èíå, ïà jåäíà÷èíà íàâåäåíà ïîä (ã) ïðåäñòàâ§à ïðàâó êîjà
ïðèïàäà xy-ðàâíè è êîjà ñàäðæè êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê.
Ïîä (á) ñó òàêî¢å íàâåäåíå äâå jåäíà÷èíå (åëèìèíàöèjîì ïàðàìåòðà t èç ïðâå äâå jåäíà÷èíå
äîëàçèìî äî jåäíå jåäíà÷èíå y = 3x), z êîîðäèíàòà jåñòå jåäíàêà íóëè, è êîîðäèíàòå òà÷êå
(0, 0, 0) çàäîâî§àâàjó îáå jåäíà÷èíå, ïà jåäíà÷èíà íàâåäåíà ïîä (á) çàèñòà ïðåäñòàâ§à ïðàâó
êîjà ïðèïàäà xy-ðàâíè è êîjà ñàäðæè êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê.
Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (á) è (ã).
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 08. 02. 2015.

1. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä ïðèìèòèâíèõ
ôóíêöèjà F (x) ôóíêöèjå f(x) íà èíòåðâàëó
(−∞,+∞), àêî jå f(x) = sinx+ cosx:

(à) F (x) = 2 sinx− 1;

(á) F (x) = cos2 x− 1;

(â) F (x) = sinx− cosx;

(ã) F (x) = 1− cosx+ sinx;

(ä) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ ôóíêöèjà íèjå ïðè-
ìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f(x) íà èíòåð-
âàëó (−∞,+∞).

6. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ íó-
ìåðè÷êèõ ðåäîâà:

(à)
+∞∑
n=1

3n; (á)
+∞∑
n=1

sin
1

3n
;

(â)
+∞∑
n=1

1

n3
; (ã)

+∞∑
n=1

3
√
n;

(ä)
+∞∑
n=3

3; (¢)
+∞∑
n=1

1

(−3)n
;

(å) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ íóìåðè÷êèõ ðåäîâà
íèjå êîíâåðãåíòàí.

2. Îáðòà»åì îêî x-îñå, ãðàôèê êðèâå y = g(x),
a ≤ x ≤ b, a, b ∈ R, ôîðìèðà jåäíî ðîòàöèîíî
òåëî. ×åìó jå jåäíàêà çàïðåìèíà îâàêî íàñòàëîã
ðîòàöèîíîã òåëà?

7. ×åìó jå, ó çàòâîðåíîì îáëèêó, çà x ∈ (−1, 1),

jåäíàêà ñóìà ðåäà
+∞∑
n=0

(−1)nxn?

3. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå

jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà y′ =
x+ y

x
íà èíòåðâàëó

(0,+∞).

8. Óêîëèêî ïîñòîjå, îäðåäèòè ñâå âðåäíîñòè
ðåàëíîã ïàðàìåòðà b çà êîjå jå ðàíã ìàòðèöå

B =

 2 2 3
3 b 5
1 7 3

 ìà»è îä òðè.

4. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å õîìîãåíå ëèíåàðíå
äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå äðóãîã ðåäà y′′−2y′+
y = 0.

9. Îäðåäèòè ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå

J =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 .

5. Çàñòàâà èìà ïåò õîðèçîíòàëíèõ ïðóãà, êîjå
ìîãó áèòè öðâåíå, ïëàâå èëè áåëå, ïðè ÷åìó äâå
ñóñåäíå ïðóãå íå ìîãó áèòè èñòå áîjå. Îâàêâèõ
ðàçëè÷èòèõ çàñòàâà èìà (çàîêðóæèòè ñëîâî èñ-
ïðåä òà÷íîã îäãîâîðà):

(à) 49; (á) 50; (â) 48; (ã) 20;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

10. Jåäíà÷èíà ïðàâå çàäàòå ïàðîì ðàâíè{
x+ y + z = 1
x− 2y − z = 2

}
ó ïàðàìåòàðñêîì îáëèêó

ãëàñè (çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ îäãî-
âîðà):

(à) x =
5

2
+ 2t, y = 1 + t, z = −1

2
+ 5t;

(á) x =
3

2
+ t, y = 2t, z = −1

2
− 3t;

(â) x = 1 + 3t, y = −4 + 2t, z = 3− 2t;

(ã) x =
4

3
− 1

3
t, y = −1

3
− 2

3
t, z = t;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.
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� Ðåøå»à �

1.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå F (x) ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f(x) (äåôèíèñàíå íà
èíòåðâàëó (a, b), êîjè ìîæå áèòè êîíà÷àí èëè áåñêîíà÷àí) íà èíòåðâàëó (a, b) àêî
çà a < x < b âàæè F ′(x) = f(x).

Íà¢èìî, ðåäîì, ïðâè èçâîä ñâàêå îä ïîíó¢åíèõ ôóíêöèjà F (x):

(à) (2 sinx− 1)′ = 2 cosx;

(á) (cos2 x− 1)′ = −2 cosx sinx = − sin 2x;

X(â) (sinx− cosx)′ = cosx+ sinx;

X(ã) (1− cosx+ sinx)′ = sinx+ cosx.

Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (â) è (ã).

♦ Ðåøèòè çàäàòàê äèðåêòíèì îäðå¢èâà»åì èíòåãðàëà

∫
(sinx+cosx) dx. Ðåçóëòàò jå − cosx+

sinx+ C, ãäå jå C ïðîèçâî§íà ðåàëíà êîíñòàíòà.

♣ Óïîðåäèòè ñà ïðâèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 20. 01. 2013. ãîäèíå, êàî è ñà ïðâèì
çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 05. 07. 2014. ãîäèíå.

2.

Ïîäñåòèìî ñå ñëåäå£å äâå ôîðìóëå êîjå èëóñòðójó çíà÷àj ïðèìåíå îäðå¢åíîã
èíòåãðàëà. Àêî êðèâà y = g(x), a ≤ x ≤ b, a, b ∈ R, ðîòèðà îêî x -îñå,
îíà îïèñójå jåäíî ðîòàöèîíî òåëî. Çàïðåìèíà V îâàêî äîáèjåíîã ðîòàöèîíîã

òåëà jåäíàêà jå V =

∫ b

a
g2(x) dx, à ïîâðøèíà S »åãîâîã îìîòà÷à jåäíàêà jå

S = 2π

∫ b

a
g(x)

√
1 + g′2(x) dx.

Íà îñíîâó ïðâå èçëîæåíå ôîðìóëå, òðàæåíà çàïðåìèíà ðîòàöèîíîã òåëà êîjå jå äîáèjåíî ðîòà-

öèjîì ãðàôèêà êðèâå y = g(x), a ≤ x ≤ b, a, b ∈ R, îêî x-îñå jåäíàêà jå V =

∫ b

a
g2(x) dx.

3.

Jåäíà÷èíà y′ = f
(y
x

)
, ãäå jå f(x) íåïðåêèäíà ôóíêöèjå íà (a, b), íàçèâà ñå õîìî-

ãåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà. Àêî jå f(t) = t, jåäíà÷èíà y′ = f
(y
x

)
ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå, ïà çàòî ïðåòïîñòàâ§àìî äà jå f(t) 6= t íà (a, b). Óâî¢å»åì

íîâå íåïîçíàòå ôóíêöèjå z = z(x) ïîìî£ó ñìåíå z =
y

x
, îâà jåäíà÷èíà ñâîäè ñå

íà jåäíà÷èíó êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå. Íàèìå, âàæè y = zx, ïà jå y′ = xz′ + z.
Êàäà îâó ñìåíó óâðñòèìî ó ïîëàçíó jåäíà÷èíó, äîáèjàìî xz′ + z = f(z), îäíî-

ñíî
dz

f(z)− z
=

dx

x
, à îâî jå (ïî íåïîçíàòîj ôóíêöèjè z = z(x)) jåäíà÷èíà êîjà

ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå. Èç îïøòåã ðåøå»à G(x, z, C) = 0 îâå jåäíà÷èíå äîáèjàìî

îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå jåäíà÷èíå êàî G
(
x,
y

x
, C
)

= 0.
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Çàïèøèìî äàòó jåäíà÷èíó íà ñëåäå£è íà÷èí: y′ = 1 +
y

x
. Ñàäà âèäèìî äà jå ó ïèòà»ó õîìîãåíà

äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà, çà f(t) = 1 + t. Óâåäèìî ó äàòîj jåäíà÷èíè ñìåíó z =
y

x
.

Âàæè y = zx, ïà jå y′ = xz′ + z. Êàäà îâó ñìåíó óâðñòèìî ó ïîëàçíó jåäíà÷èíó, äîáèjàìî

xz′ + z = 1 + z, îäíîñíî
xdz

dx
= 1, à îâî jå (ïî íåïîçíàòîj ôóíêöèjè z = z(x)) jåäíà÷èíà êîjà

ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå. Äî »åíîã îïøòåã ðåøå»à äîëàçèìî èíòåãðàöèjîì:

xdz

dx
= 1⇒ dz =

dx

x
⇒
∫
dz =

∫
dx

x
.

Èíòåãðàëè ñà ëåâå è äåñíå ñòðàíå ïîñëåä»å jåäíàêîñòè òàáëè÷íè ñó èíòåãðàëè, òå jå z = ln |x|+C
îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå

xdz

dx
= 1.

Êàäà ó äîáèjåíî îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå
xdz

dx
= 1 óâðñòèìî z =

y

x
, äîëàçèìî

äî
y

x
= ln |x| + C, îäíîñíî y = x ln |x| + Cx, øòî jåñòå îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå

jåäíà÷èíå. Áóäó£è äà çà x ∈ (0,+∞) âàæè |x| = x, îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå ãëàñè y = x lnx+ Cx, øòî ñå jåäíîñòàâíî ìîæå ïðîâåðèòè.

4. Ó ïèòà»ó jå õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà. Êàðàêòåðèñòè÷íà
jåäíà÷èíà îâå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ãëàñè λ2 − 2λ + 1 = 0, îäíîñíî (λ − 1)2 = 0, ïà ñó
»åíà ðåøå»à λ1 = λ2 = 1. Äàêëå, îïøòå ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñòå: yo =
C1e

x + C2xe
x.

5. Ñâàêà çàñòàâà ñà ïåò õîðèçîíòàëíèõ ïðóãà öðâåíå, ïëàâå èëè áåëå áîjå, êîä êîjå äâå ñó-
ñåäíå ïðóãå íèñó èñòå áîjå, ìîæå ñå ïðåäñòàâèòè íèçîì äóæèíå ïåò (íèçîì ñà ïåò åëåìåíàòà)
(x1, x2, x3, x4, x5), ãäå xi, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, ïðèïàäà ñêóïó A = {C,P,B}, îäíîñíî ïðåäñòàâ§à i-òó
áîjó òå çàñòàâå, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, ïîñìàòðàíî îäîçãî íàäîëå. Íèç êîjè ïðåäñòàâ§à íåêó îä òðàæå-
íèõ çàñòàâà èìà ñëåäå£å îñîáèíå: »åãîâ ïðâè åëåìåíò jåñòå áèëî êîjè åëåìåíò òðî÷ëàíîã ñêóïà
A, à ñâè îñòàëè »åãîâè åëåìåíòè (êîjèõ èìà ÷åòèðè) ïðèïàäàjó íåêîì îä ñêóïîâà A1 = {C,P},
A2 = {C,B} èëè A3 = {P,B}, çàòî øòî çà i ≥ 2 xi íå ñìå áèòè jåäíêî xi−1, jåð äâå ñóñåäíå
ïðóãå íå ñìåjó áèòè èñòå áîjå (íà ïðèìåð, àêî jå x2 = P , òàäà x3 ∈ A2 = {C,B}). Áóäó£è
äà ñâàêè îä ñêóïîâà A1, A2, A3 èìà äâà åëåìåíòà, ïðåìà ïðàâèëó ïðîèçâîäà áðîj ðàçëè÷èòèõ
íèçîâà ñà íàâåäåíèì îñîáèíàìà jåäíàê jå: 3 · 2 · 2 · 2 · 2 = 3 · 24 = 3 · 16 = 48. Äàêëå, çàñòàâà ñà ïåò
õîðèçîíòàëíèõ ïðóãà, öðâåíå, ïëàâå èëè áåëå áîjå, êîä êîjå äâå ñóñóåäíå ïðóãå íèñó èñòå áîjå,
èìà 48, ïà jå òà÷àí îäãîâîð (â).

6.

Ïîäñåòèìî ñå òåîðåìå êîjîì ñå òâðäè äà îïøòè ÷ëàí ñâàêîã êîíâåðãåíòíîã íóìå-
ðè÷êîã ðåäà òåæè íóëè. Îâî çíà÷è äà óêîëèêî îïøòè ÷ëàí íåêîã íóìåðè÷êîã ðåäà
íå òåæè íóëè, òàäà òàj ðåä äèâåðãèðà. Îâó òåîðåìó jå çàòî ïîãîäíî êîðèñòèòè
êàäà æåëèìî äà ïîêàæåìî äà ðåä äèâåðãèðà. Âðëî jå âàæíî çàïàìòèòè äà îáðàò
îâîã òâð¢å»à íå âàæè, îäíîñíî ïîñòîjå ðåäîâè êîjè íå êîíâåðãèðàjó, à îïøòè ÷ëàí
èì òåæè íóëè.

Íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

1

nα
êîíâåðãèðà çà α > 1, à ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà äèâåðãèðà.

Ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn êîíâåðãèðà çà |q| < 1, à çà |q| ≥ 1 äèâåðãèðà.
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Òàêî¢å âàæè è ñëåäå£è, äðóãè ïîðåäáåíè êðèòåðèjóì çà ïîçèòèâíå íóìåðè÷êå
ðåäîâå:

Àêî âàæè an ∼ bn, èëè àêî ïîñòîjè lim
n→+∞

an
bn

= K, 0 < K < +∞, òàäà ñó ðåäîâè∑
an è

∑
bn åêâèêîíâåðãåíòíè.

Îäìàõ ìîæåìî óî÷èòè äà ðåäîâè
+∞∑
n=1

3n,
+∞∑
n=1

3
√
n è

+∞∑
n=3

3 íèñó êîíâåðãåíòíè, çàòî øòî »èõîâè

îïøòè ÷ëàíîâè íå òåæå íóëè (îïøòè ÷ëàíîâè ïðâà äâà îä îâèõ ðåäîâà òåæå áåñêîíà÷íîñòè êàäà
n òåæè áåñêîíà÷íîñòè, à îïøòè ÷ëàí òðå£åã ðåäà òåæè áðîjó òðè êàäà n òåæè áåñêîíà÷íîñòè).

Ðåä
+∞∑
n=1

sin
1

3n
äèâåðãåíòàí jå íà îñíîâó äðóãîã ïîðåäáåíîã êðèòåðèjóìà. Íàèìå, çà îïøòè ÷ëàí

òîã ðåäà âàæè lim
n→+∞

sin 1
3n

1
3n

= 1 (îâà jåäíàêîñò ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà jå lim
t→0

sin t

t
= 1), à ðåä ñà

îïøòèì ÷ëàíîì
1

3n
, íà îñíîâó äðóãîã ïîðåäáåíîã êðèòåðèjóìà, åêâèêîíâåðãåíòàí jå ñà ðåäîì

+∞∑
n=1

1

n
(jàñíî jå äà âàæè lim

n→+∞

1
3n
1
n

=
1

3
) êîjè jåñòå äèâåðãåíòàí.

Ðåä
+∞∑
n=1

1

n3
êîíâåðãåíòàí jå jåð jå α = 3 > 1.

Çà ðåä
+∞∑
n=1

1

(−3)n
âàæè

+∞∑
n=1

1

(−3)n
=

+∞∑
n=1

(
−1

3

)n
, ïà âèäèìî äà jå ó ïèòà»ó ãåîìåòðèjñêè ðåä ó

êîjåì jå q = −1

3
. Áóäó£è äà jå

∣∣∣∣−1

3

∣∣∣∣ =
1

3
< 1, äàòè ðåä jåñòå êîíâåðãåíòàí.

Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (â) è (¢).

7.

Ïîäñåòèìî ñå äà çà |q| < 1 âàæè
+∞∑
n=0

qn =
1

1− q
.

Óî÷èìî äà jå
+∞∑
n=0

(−1)nxn =
+∞∑
n=0

(−x)n. Áóäó£è äà jå x ∈ (−1, 1), òj. |x| < 1, à çíàìî

äà jå | − x| = |x|, çíà÷è äà jå è | − x| < 1, ïà íà îñíîâó èçëîæåíèõ ÷è»åíèöà âàæè
+∞∑
n=0

(−x)n =
1

1− (−x)
=

1

1 + x
. Äàêëå, çà x ∈ (−1, 1) ñóìà ðåäà

+∞∑
n=0

(−1)nxn ó çàòâîðåíîì îáëèêó

jåäíàêà je
1

1 + x
.

8.

Ïîäñåòèìî ñå äà åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå íå ìå»àjó ðàíã ìàòðèöå, êàî è äà
jå ðàíã ìàòðèöå ðåä »åíå íàjâå£å êâàäðàòíå ðåãóëàðíå ïîäìàòðèöå.

Èçâðøèìî íà äàòîj ìàòðèöè B óçàñòîïíî ñëåäå£å òðè åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå: çàìåíèìî
ìåñòà ïðâîj è òðå£îj âðñòè, çàòèì ó òàêî äîáèjåíîj ìàòðèöè çàìåíèìî ìåñòà äðóãîj è òðå£îj
âðñòè, è íà êðàjó ó òàêî äîáèjåíîj ìàòðèöè çàìåíèìî ìåñòà äðóãîj è òðå£îj êîëîíè.
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Íà òàj íà÷èí äîëàçèìî äî ìàòðèöå B′:

B =

 2 2 3
3 b 5
1 7 3

 ∼
 1 7 3

3 b 5
2 2 3

 ∼
 1 7 3

2 2 3
3 b 5

 ∼
 1 3 7

2 3 2
3 5 b

 = B′

Ñàäà íà ìàòðèöè B èçâðøèìî óçàñòîïíî ñëåäå£å òðè åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå: ïîìíîæèìî
íàjïðå åëåìåíòå ïðâå âðñòå ìàòðèöå B′ áðîjåì −2 è äîäàjìî èõ åëåìåíòèìà »åíå äðóãå âðñòå,
ïîòîì ïîìíîæèìî åëåìåíòå ïðâå âðñòå ìàòðèöå B′ áðîjåì −3 è äîäàjìî èõ åëåìåíòèìà »åíå

òðå£å âðñòå, è íà êðàjó, ó òàêî äîáèjåíîj ìàòðèöè, ïîìíîæèìî åëåìåíòå äðóãå âðñòå áðîjåì −4

3
è äîäàjìî èõ åëåìåíòèìà òðå£å âðñòå. Íà òàj íà÷èí äîáèjàìî ìàòðèöó B′′:

B′ =

 1 3 7
2 3 2
3 5 b

 ∼
 1 3 7

0 −3 −12
3 5 b

 ∼
 1 3 7

0 −3 −12
0 −4 b− 21

 ∼
 1 3 7

0 −3 −12
0 0 b− 5

 = B′′

Âèäèìî äà jå ìàòðèöà B′′ ãîð»å òðîóãàîíà ìàòðèöà, ïà jå »åíà äåòåðìèíàíòà jåäíàêà ïðîèçâîäó
åëåìåíàòà ñà ãëàâíå äèjàãîíàëå, îäíîñíî detB′′ = 1 · (−3) · (b − 5) = −3(b − 5). Ìàòðèöà B′′

ðåãóëàðíà jå óêîëèêî jå b 6= 5, è òàäà jå îíà ñàìà ñâîjà íàjâå£à ðåãóëàðíà ïîäìàòðèöà, ïà jå ó òîì
ñëó÷àjó »åí ðàíã jåäíàê òðè. Àêî jå b = 5, ìàòðèöà B′′ íèjå ðåãóëàðíà (øòî çíà÷è äà jå »åí ðàíã
ñòðîãî ìà»è îä òðè), àëè ïîñåäójå ðåãóëàðíó êâàäðàòíó ïîäìàòðèöó ðåäà 2 (òî jå ïîäìàòðèöà

êîjà ñå íàëàçè ó ïðåñåêó ïðâå è äðóãå âðñòå è ïðâå è äðóãå êîëîíå ìàòðèöå B′′):

[
1 3
0 −3

]
, ïà

jå ó òîì ñëó÷àjó ðàíã ìàòðèöå B′′ jåäíàê 2. Áóäó£è äà jå rangB = rangB′′, çàê§ó÷ójåìî äà jå
rangB = 3 çà b 6= 5 è rangB = 2 < 3 çà b = 5. Äàêëå, âðåäíîñò ðåàëíîã ïàðàìåòðà b çà êîjó jå
ðàíã ìàòðèöå B ìà»è îä òðè jåäíàêà jå 5.

♣ Óïîðåäèòè ñà ñåäìèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 29. 06. 2013. ãîäèíå, ñà îñìèì çàäàòêîì
íà òåñòó îäðæàíîì 19. 01. 2014. ãîäèíå, ñà îñìèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 09. 02. 2014.
ãîäèíå, ñà îñìèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 14. 06. 2014. ãîäèíå, ñà îñìèì çàäàòêîì íà òåñòó
îäðæàíîì 05. 07. 2014. ãîäèíå, êàî è ñà îñìèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 18. 01. 2015.
ãîäèíå.

9.

Ïîäñåòèìî ñå äà çà äàòó êâàäðàòíó ìàòðèöó A ìîæåìî äåôèíèñàòè »åí êàðàê-
òåðèñòè÷íè ïîëèíîì PA(λ) = det(A − λI), ãäå jå I jåäèíè÷íà ìàòðèöà èñòîã ðåäà
êàî è ìàòðèöà A. Íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà ìàòðèöå A jåñó »åíå êàðàê-
òåðèñòè÷íå (ñîïñòâåíå) âðåäíîñòè.

Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå J jåñòå: PJ(λ) = det(J − λI) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 1

1 1− λ 1
1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣.
Äà áèñìî íà øòî jåäíîñòàâíèjè íà÷èí èçðà÷óíàëè îâó äåòåðìèíàíòó, äîäàjìî, ðåäîì, åëåìåíòå
äðóãå è òðå£å êîëîíå åëåìåíòèìà ïðâå êîëîíå, à çàòèì ïîìíîæèìî åëåìåíòå ïðâå âðñòå áðîjåì
−1 è äîäàjìî èõ, ðåäîì, åëåìåíòèìà äðóãå è òðå£å âðñòå (âðåäíîñò äåòåðìèíàíòå íå ìå»à ñå
óêîëèêî ñå åëåìåíòèìà jåäíå âðñòå, òj. êîëîíå, äîäàjó åëåìåíòè íåêå äðóãå âðñòå, òj. êîëîíå,

ïðåòõîäíî ïîìíîæåíè çàäàòèì áðîjåì):

∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 1

1 1− λ 1
1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 1
3− λ 1− λ 1
3− λ 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 1

0 −λ 0
0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣ = (3 − λ)(−λ)(−λ) = λ2(3 − λ). Âèäèìî äà ñó íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïî-

ëèíîìà PJ(λ) ìàòðèöå J , λ1 = 3 è λ2 = λ3 = 0, è òî ñó »åíå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè.
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10.

Ïîäñåòèìî ñå äà ñå ñâàêà jåäíà÷èíà ñà òðè íåïîçíàòå x, y è z, ax + by + cz = d,
ìîæå èíòåðïðåòèðàòè êàî jåäíà÷èíà ðàâíè ó ïðîñòîðó R3.
Çà äâå jåäíà÷èíå ñà èñòèì áðîjåì íåïîçíàòèõ n, a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = a
è b1x1 + b2x2 + . . . + bnxn = b, êàæåìî äà ñó åêâèâàëåíòíå, îäíîñíî ëèíåàðíî
çàâèñíå, óêîëèêî ïîñòîjè ðåàëàí áðîj t, ðàçëè÷èò îä íóëå, òàêàâ äà âàæè a1 =
tb1, a2 = tb2, . . . , an = tbn, a = tb (àêî ñå jåäíà îä òå äâå jåäíà÷èíå ìîæå äîáèòè
êàäà äðóãó ïîìíîæèìî ðåàëíèì áðîjåì t ðàçëè÷èòèì îä íóëå), îäíîñíî àêî òå
äâå jåäíà÷èíå èìàjó èñòå ñêóïîâå ðåøå»à. Ó ñóïðîòíîì êàæåìî äà ñó jåäíà÷èíå
íååêâèâàëåíòíå, îäíîñíî äà ñó ëèíåàðíî íåçàâèñíå.
Ðàçìîòðèìî ñàäà ìå¢óñîáíè ïîëîæàj äâå ðàâíè α è β ó ïðîñòîðó R3, êîjå ñó çàäàòå
ñâîjèì jåäíà÷èíàìà α : a1x + a2y + a3z = a è β : b1x + b2y + b3z = b. Óêîëèêî ñå
ðàâíè α è β ïîêëàïàjó, òàäà ñâàêà òà÷êà êîjà ïðèïàäà ðàâíè α èñòîâðåìåíî ïðè-
ïàäà è ðàâíè β (è îáðíóòî), ïà jå ñâàêî ðåøå»å jåäíà÷èíå α : a1x+ a2y + a3z = a
èñòîâðåìåíî è ðåøå»å jåäíà÷èíå β : b1x+ b2y+ b3z = b, îäíîñíî òå äâå jåäíà÷èíå
èìàjó èñòå ñêóïîâå ðåøå»à, ïà ñó jåäíà÷èíå êîjèìà ñó îâå äâå ðàâíè çàäàòå åêâè-
âàëåíòíå. Óêîëèêî ñó ðàâíè α è β ïàðàëåëíå, àëè ñå íå ïîêëàïàjó, òàäà íå ïîñòîjè
íèjåäíà òà÷êà ó ïðîñòîðó R3 êîjà ïðèïàäà è jåäíîj è äðóãîj ðàâíè, ïà ñèñòåì jåä-

íà÷èíà
a1x+ a2y + a3z = a

b1x+ b2y + b3z = b
íåìà ðåøå»à, îäíîñíî íèjå ñàãëàñàí. Óêîëèêî

ðàâíè α è β íèñó ïàðàëåëíå, íèòè ñå ïîêëàïàjó, òàäà jå »èõîâ ïðåñåê ïðàâà, è
ïîñòîjè áåñêîíà÷íî ìíîãî òà÷àêà ó ïðîñòîðó R3 êîjå çàäîâî§àâàjó îáå jåäíà÷èíå
(òî ñó òà÷êå êîjå ïðèïàäàjó ïðåñå÷íîj ïðàâîj ðàâíè α è β). Ó òîì ñëó÷àjó jåäíà-

÷èíå ðàâíè α è β íèñó åêâèâàëåíòíå, ñèñòåì jåäíà÷èíà
a1x+ a2y + a3z = a

b1x+ b2y + b3z = b
ñàãëàñàí jå, è èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ðåøå»à. Ïðèìåòèìî äà íà îâàj íà÷èí, àíàëè-
çèðàjó£è jåäíà÷èíå êîjèìà ñó äâå ðàâíè ó ïðîñòîðó R3 çàäàòå, ìîæåìî îäðåäèòè
»èõîâ ìå¢óñîáíè ïîëîæàj.
Ïðàâà ó ïðîñòîðó R3 jåñòå ñêóï òà÷àêà ïðåñåêà äâå ðàâíè (êîjå íèñó ïàðàëåëíå
íèòè ñå ïîêëàïàjó), ïà ïðàâà ó ïðîñòîðó R3 ìîæå áèòè çàäàòà êàî ñàãëàñàí ñè-

ñòåì äâå íååêâèâàëåíòíå jåäíà÷èíå ñà òðè íåïîçíàòå
a1x+ a2y + a3z = a

b1x+ b2y + b3z = b
(îä

êîjèõ ñâàêà jåäíà÷èíà ïðåäñòàâ§à jåäíà÷èíó ðàâíè). Äàòè ñèñòåì jå ìîãó£å ðå-
øèòè, jåð jå ñàãëàñàí, à áóäó£è äà èìà äâå jåäíà÷èíå, à òðè íåïîçíàòå, îí èìà
áåñêîíà÷íî ìíîãî ðåøå»à, è ó »åãîâîì ðåøå»ó ôèãóðèøå òà÷íî jåäàí ïàðàìåòàð
(ñåòèìî ñå äà jå áðîj ðàçëè÷èòèõ ïàðàìåòàðà ó ðåøå»ó ñàãëàñíîã ñèñòåìà îä m
íååêâèâàëåíòíèõ jåäíà÷èíà ñà n íåïîçíàòèõ, ó êîjåì jå n ≥ m, jåäíàê n−m, îä-
íîñíî jåäíàê jå ðàçëèöè áðîjà íåïîçíàòèõ è íååêâèâàëåíòíèõ jåäíà÷èíà). Ðåøå»å
äàòîã ñèñòåìà jå, äàêëå, ñëåäå£åã îáëèêà: x = m1t+ l1, y = m2t+ l2, z = m3t+ l3,
ãäå ñó m1,m2,m3 è l1, l2, l3 ôèêñèðàíå ðåàëíå êîíñòàíòå è t ðåàëíè ïàðàìåòàð
(çàìåíîì ðàçëè÷èòèõ âðåäíîñòè ïàðàìåòðà t ó jåäíàêîñòè çà x, y è z äîáèjàìî
êîîðäèíàòå ðàçëè÷èòèõ òà÷àêà êîjå ïðèïàäàjó äàòîj ïðàâîj). Ñåòèìî ñå äà jå âåê-
òîð ~m = (m1,m2,m3) âåêòîðñêè ïðîèçâîä âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3) è ~b = (b1, b2, b3)
(âàæè ~m = ~a × ~b), è òî jå âåêòîð êîjè jå ñà äàòîì ïðàâîì ïàðàëåëàí, êàî è äà
áðîjåâè l1, l2 è l3 ïðåäñòàâ§àjó, ðåäîì, x, y è z êîîðäèíàòå jåäíå ïðîèçâî§íå
òà÷êå êîjà ïðèïàäà äàòîj ïðàâîj, îäíîñíî óðå¢åíà òðîjêà (l1, l2, l3) ïðåäñòàâ§à
jåäíî êîíêðåòíî ðåøå»å ñèñòåìà êîjèì jå ïðàâà çàäàòà.
Äàêëå, ïðàâà ó ïðîñòîðó R3 ìîæå áèòè çàäàòà è êàî ðåøå»å jåäíîã ñàãëàñíîã
ñèñòåìà äâå jåäíà÷èíå ñà òðè íåïîçíàòå, è ó òîì ñëó÷àjó £å x, y è z êîîðäèíàòå
òà÷àêà êîjå òîj ïðàâîj ïðèïàäàjó áèòè èçðàæåíå êàî ëèíåàðíe ôóíêöèje jåäíå
íåïîçíàòå, òj. ïàðàìåòðà t. Òàêàâ íà÷èí çàäàâà»à ïðàâå ó ïðîñòîðó íàçèâà ñå
ïàðàìåòàðñêè îáëèê jåäíà÷èíå ïðàâå.
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Óî÷èìî äà ñâàêè îä ïîíó¢åíèõ îäãîâîðà ïðåäñòàâ§à íåêó ïðàâó ó R3 çàäàòó ó ïàðàìåòàðñêîì
îáëèêó, îäíîñíî ïðåäñòàâ§à ðåøå»å íåêîã ñàãëàñíîã ñèñòåìà äâå íååêâèâàëåíòíå jåäíà÷èíå ñà
òðè íåïîçíàòå x, y è z (jåð ñó ó ñâàêîì îä ïîíó¢åíèõ îäãîâîðà x, y è z èçðàæåíè êàî ëèíåàðíe
ôóíêöèje jåäíå íåïîçíàòå, òj. ïàðàìåòðà t). Ïîòðåáíî jå ñàìî èñïèòàòè êîjà îä òèõ ðåøå»à

çàèñòà jåñó ðåøå»à äàòîã ñèñòåìà

{
x+ y + z = 1
x− 2y − z = 2

}
äâå jåäíà÷èíå ñà òðè íåïîçíàòå. Òî jå

íàjjåäíîñòàâíèjå óðàäèòè äèðåêòíîì çàìåíîì ñâàêîã îä ïîíó¢åíèõ ðåøå»à ñèñòåìà ó äàòè ñè-
ñòåì. Óêîëèêî ïîñìàòðàíî ðåøå»å çàäîâî§àâà îáå jåäíà÷èíå äàòîã ñèñòåìà, îíäà òî ðåøå»å
ïðåäñòàâ§à èñòó ïðàâó êàî è äàòè ñèñòåì, à óêîëèêî òî íèjå ñëó÷àj, îíäà ïîñìàòðàíî ðåøå»å
ïðåäñòàâ§à íåêó äðóãó ïðàâó ó R3.

(à)

5

2
+ 2t+ (1 + t)− 1

2
+ 5t = 3 + 8t 6= 1

5

2
+ 2t− 2(1 + t)− (−1

2
+ 5t) = 1− 4t 6= 2

X(á)
3

2
+ t+ 2t − 1

2
− 3t = 1

3

2
+ t− 2(2t)− (−1

2
− 3t) = 2

(â)
1 + 3t+ (−4 + 2t) + 3− 2t = 3t 6= 1

1 + 3t− 2(−4 + 2t)− (3− 2t) = 6 + t 6= 2

X(ã)
4

3
− 1

3
t+

(
−1

3
− 2

3
t

)
+ t = 1

4

3
− 1

3
t− 2

(
−1

3
− 2

3
t

)
− t = 2

Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (á) è (ã).

♦ Çàäàòàê ìîæåìî óðàäèòè è íà äðóãè íà÷èí. Îäðåäèìî âåêòîð ~vp äàòå ïðàâå p (âåêòîð êîjè
jå ñà »îì ïàðàëåëàí) êàî âåêòîðñêè ïðîèçâîä âåêòîðà ðàâíè ÷èjèì ïðåñåêîì jå ïðàâà çàäàòà.
Ñåòèìî ñå äåôèíèöèjå âåêòîðñêîã ïðîèçâîäà äâà âåêòîðà ó R3, ~a è ~b, êîjè ñó äàòè ñâîjèì êîîð-

äèíàòàìà ~a = (a1, a2, a3) è ~b = (b1, b2, b3): ~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ .
Ñåòèìî ñå, òàêî¢å, äà ñó äâà âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3) è ~b = (b1, b2, b3) ó ïðîñòîðó R3 êîëèíåàðíè
(ïàðàëåëíè) àêî è ñàìî àêî çà íåêî s ∈ R \ {0} âàæè ~a = s~b.
Áóäó£è äà jå âåêòîð ïðâå ðàâíè ~a = (1, 1, 1), à âåêòîð äðóãå ðàâíè ~b = (1,−2,−1), âåêòîð äàòå

ïðàâå jåñòå: ~vp = ~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 1
1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣ =~i+ 2~j − 3~k = (1, 2,−3).

Âèäèìî äà ñó âåêòîðè ïðàâèõ êîjå ñó ïîíó¢åíå ïîä (à) è (â) jåäíàêè, ðåäîì, (2, 1, 5) è (3, 2,−2),
ïà î÷èãëåäíî íèñó êîëèíåàðíè ñà âåêòîðîì ~vp, è çàòî îäãîâîðè ïîä (à) è (â) íèñó òà÷íè.

Âåêòîðè ïðàâèõ êîjå ñó ïîíó¢åíå ïîä (á) è (ã) jåäíàêè ñó, ðåäîì, (1, 2,−3) è (−1

3
,−2

3
, 1), è îíè

jåñó êîëèíåàðíè ñà âåêòîðîì ~vp. Îâî jîø óâåê íå çíà÷è äà ñó îäãîâîðè ïîä (á) è (ã) òà÷íè. Íà-
èìå, ïðàâå ÷èjè ñó âåêòîðè ïàðàëåëíè jåñó ïàðàëåëíå, àëè ñå íå ìîðàjó ïîêëàïàòè, îäíîñíî óñëîâ
ïàðàëåëíîñòè âåêòîðà äâå äàòå ïðàâå jåñòå ïîòðåáàí, àëè íå è äîâî§àí óñëîâ äà ñå òå äâå ïðàâå
ïîêëàïàjó. Äîâî§íè óñëîâè äà ñå äâå äàòå ïðàâå ïîêëàïàjó jåñó äà ñó »èõîâè âåêòîðè ïàðàëåëíè
è äà îíå ñàäðæå áàð jåäíó çàjåäíè÷êó òà÷êó (ó òîì ñëó÷àjó ïðàâå ñó èñòîâðåìåíî ïàðàëåëíå è

ñåêó ñå, ïà ñå ìîðàjó ïîêëàïàòè). Ïðîâåðèìî çàòî äà ëè òà÷êà ñà êîîðäèíàòàìà

(
3

2
, 0,−1

2

)
,

êîjà ïðèïàäà ïðàâîj ïîíó¢åíîj ïîä (á), ïðèïàäà äàòîj ïðàâîj, îäíîñíî äà ëè çàäîâî§àâà îáå

jåäíà÷èíå êîjèìà jå äàòà ïðàâà äåôèíèñàíà. Âàæè
3

2
+ 0 +

(
−1

2

)
= 1 è

3

2
− 2 · 0−

(
−1

2

)
= 2, è

çàòî jå îäãîâîð (á) òà÷àí. Ñëè÷íî, çà òà÷êó ñà êîîðäèíàòàìà

(
4

3
,−1

3
, 0

)
êîjà ïðèïàäà ïðàâîj

ïîíó¢åíîj ïîä (ã) âàæè
4

3
+

(
−1

3

)
+ 0 = 1 è

4

3
− 2

(
−1

3

)
− 0 = 2, ïà jå è îäãîâîð (ã) òà÷àí.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 13. 06. 2015.

1. Îäðåäèòè èíòåãðàë

∫
dx

x2 + x+ 1
. 6. Íåêà ñó

∑+∞
n=1 an è

∑+∞
n=1 bn ïîçèòèâíè ðå-

äîâè. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ òâð-
¢å»à:

(à) àêî çà ñâàêî n ∈ N âàæè an ≤ bn è
àêî

∑+∞
n=1 an êîíâåðãèðà, îíäà è

∑+∞
n=1 bn

êîíâåðãèðà;

(á) àêî
∑+∞

n=1 an è
∑+∞

n=1 bn êîíâåðãèðàjó, îíäà∑+∞
n=1(an + bn) êîíâåðãèðà;

(â) àêî çà ñâàêî n ∈ N âàæè an ≤ bn è àêî∑+∞
n=1 bn êîíâåðãèðà, îíäà è

∑+∞
n=1 an êîí-

âåðãèðà;

(ã) íèjåäíî îä ïðåòõîäíèõ òâð¢å»à íèjå òà÷íî.

2. Èçðà÷óíàòè âåëè÷èíó ïîâðøèíå äåëà ðàâíè
îãðàíè÷åíîã êðèâîì y = 2− x2 è x-îñîì.

7. Çà êîjå α ∈ R êîíâåðãèðà íóìåðè÷êè ðåä

S(x) =
+∞∑
n=1

sin 1
n

nα
?

3. Îäðåäèòè îíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å äèôå-
ðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′ = 1

x çà êîjå jå y(e) = 0.
8. Îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå

A =

 1 1 1 1 −1
2 3 −1 1 −2
3 4 0 2 −3

 .
4. Çàîêðóæèòè òà÷àí îäãîâîð. Ïðèðîäíèõ áðî-
jåâà ìà»èõ îä 1000 ó êîjèìà ñå íå ïîjàâ§ójå öè-
ôðà 1 èìà:

(à)728; (á)530; (â)400; (ã)900.

9. Îäðåäèòè óãàî èçìå¢ó âåêòîðà ~a =
(
√

2, 0,
√

2) è ~b = (0, 0, 2) èç R3.

5. Íåêà jå íåïðàçíè ñêóï B íà êîìå ñó äå-
ôèíèñàíå áèíàðíå îïåðàöèjå "∨" (äèñjóíêöèjà),
"∧" (êîíjóíêöèjà) è óíàðíà îïåðàöèjà (êîì-
ïëåìåíò) Áóëîâà àëãåáðà. Çàîêðóæèòè ñëîâà
èñïðåä àêñèîìà:

(à)(a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c);
(á)(∀a ∈ B)(∀b ∈ B) a ∨ b = b ∨ a;
(â)(∀a ∈ B)(∀b ∈ B) a ∨ b = a ∨ b;

(ã) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ ôîðìóëà íèjå àêñè-
îìà.

10. Ïîïóíèòè ïðàçíà ïî§à òàêî äà jåäíà÷èíà
íîðìàëå èç òà÷êå A(2, 3,−1) íà ðàâàí 2x + y −
4z + 5 = 0 áóäå äàòà ñà:

x− 2

2
=
y −

=
z −

.
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� Ðåøå»à �

!

1. Óî÷èìî äà jå

∫
dx

x2 + x+ 1
=

∫
dx(

x+ 1
2

)2
+ 3

4

=
4

3

∫
dx

4
3

(
x+ 1

2

)2
+ 1

=
4

3

∫
dx(

2x+1√
3

)2
+ 1

.

Äîáèjåíè èíòåãðàë ðåøàâàìî óâîäå£è ñìåíó t =
2x+ 1√

3
:

4

3

∫
dx(

2x+1√
3

)2
+ 1

=

{
t = 2x+1√

3

dt = d
(
2x+1√

3

)
= 2√

3
dx

}
=

√
3

2

4

3

∫
dt

t2 + 1
=

=
2√
3

arctg t+ C =
2√
3

arctg
2x+ 1√

3
+ C.

Äàêëå,

∫
dx

x2 + x+ 1
=

2√
3

arctg
2x+ 1√

3
+ C.

Ïðèëèêîì îäðå¢èâà»à îâîã èíòåãðàëà êîðèñòèëè ñìî ÷è»åíèöó äà jå

∫
dx

x2 + 1
òàáëè÷íè èíòå-

ãðàë, è äà jå jåäíàê arctg x+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó íà ÷è»åíèöó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë jåäíàê ïðîèçâî§íîj ïðèìèòèâíîj
ôóíêöèjè ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå, ïà jå âðëî âàæíî äà äîäàìî êîíñòàíòó ïðèìèòèâíîj ôóíê-
öèjè êîjó ñìî îäðåäèëè ðåøàâàjó£è çàäàòàê.

♣ Óïîðåäèòè ñà ïðâèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 08. 06. 2013. ãîäèíå, êàî è ñà ïðâèì
çàäàòêîì ïîä (á) íà òåñòó îäðæàíîì 18. 01. 2015. ãîäèíå.

2.

Ïîäñåòèìî ñå äà óêîëèêî jå y = f(x) íåíåãàòèâíà êðèâà, ãäå jå f(x) ôóíêöèjà

èíòåãðàáèëíà íà îäñå÷êó [a, b], òàäà âðåäíîñò
∫ b
a f(x) dx ïðåäñòàâ§à âåëè÷èíó

ïîâðøèíå îãðàíè÷åíå êðèâîì y = f(x), x-îñîì è ïðàâàìà x = a è x = b.

Òàêî¢å, óêîëèêî jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà f(x) íåïðåêèäíà íà èíòåðâàëó [−a, a]

è ïàðíà, òàäà âàæè

∫ a

−a
f(x)dx = 2

∫ a

0
f(x)dx.

Ôóíêöèjà f(x) = 2 − x2 êâàäðàòíà jå ôóíêöèjà ñà ìàêñèìóìîì ÷èjå ñó íóëå x1 = −
√

2 è
x2 =

√
2 (òî ñó òà÷êå ó êîjèìà êðèâà y = f(x) ñå÷å x-îñó), ïà jå íåíåãàòèâíà íà èíòåðâàëó

[−
√

2,
√

2]. Âåëè÷èíà ïîâðøèíå äåëà ðàâíè îãðàíè÷åíîã êðèâîì y = 2 − x2 è x-îñîì jå, äàêëå,

P =

∫ √2
−
√
2
(2 − x2) dx. Ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà f(x) = 2 − x2 jåñòå ïàðíà (çà ñâàêî x ∈ R

âàæè f(−x) = f(x)), ïà jå P = 2

∫ √2
0

(2 − x2) dx. Ñàäà jå, íà îñíîâó ëèíåàðíîñòè èíòåãðàëà,

P = 2

(∫ √2
0

2 dx−
∫ √2
0

x2 dx

)
= 2

(
2

∫ √2
0

dx−
∫ √2
0

x2 dx

)
. Èíòåãðàëè

∫
dx è

∫
x2 dx òà-

áëè÷íè ñó èíòåãðàëè è jåäíàêè ñó, ðåäîì, x + C è
x3

3
+ C. Çà èçðà÷óíàâà»å ïîñëåä»à äâà

èíòåãðàëà èñêîðèñòè£åìî �óòí�Ëàjáíèöîâó ôîðìóëó:
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∫ √2
0

dx = x

∣∣∣∣∣
√
2

0

=
√

2− 0 =
√

2,

∫ √2
0

x2 dx =
x3

3

∣∣∣∣∣
√
2

0

=
(
√

2)3

3
− 0 =

2
√

2

3
.

Êîíà÷íî, P = 2

(
2
√

2− 2
√

2

3

)
= 2

4
√

2

3
=

8
√

2

3
.

3.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà
ñâàêî ðåøå»å êîjå ñå ìîæå äîáèòè èç »åíîã îïøòåã ðåøå»à çà íåêó âðåäíîñò
(êîíà÷íó èëè áåñêîíà÷íó) êîíñòàíòå êîjà ó îïøòåì ðåøå»ó ôèãóðèøå.

Îâî jå jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå, è äî »åíîã îïøòåã ðåøå»à äîëàçèìî èíòåãðàöèjîì:

y′ =
1

x
⇒ dy

dx
=

1

x
⇒ dy =

dx

x
⇒
∫
dy =

∫
dx

x
.

Èíòåãðàëè ñà ëåâå è äåñíå ñòðàíå ïîñëåä»å jåäíàêîñòè òàáëè÷íè ñó èíòåãðàëè, ïà jå y = ln |x|+C,
è îâî jå îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå.
Òðàæåíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å íàëàçèìî çàìåíîì ó îïøòå ðåøå»å: 0 = y(e) = ln e+C = 1+C,
îäàêëå ñëåäè äà jå C = −1.
Äàêëå, òðàæåíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å jå y = ln |x| − 1.

4. Ñâàêè ïðèðîäàí áðîj ìà»è îä 1000 (îäíîñíî ïðèðîäàí áðîj êîjè èìà ìàêñèìàëíî òðè öèôðå),
óê§ó÷ójó£è è áðîj 0, ó êîjåì ñå íå ïîjàâ§ójå öèôðà 1, ìîæå ñå (íà jåäèíñòâåí íà÷èí) ïðåäñòàâèòè
íèçîì äóæèíå òðè (x1, x2, x3) (òî jå íèç »åãîâèõ öèôàðà, íà ïðèìåð áðîjó 2 îäãîâàðà íèç x1 = 0,
x2 = 0, x3 = 2, à áðîjó 235 íèç x1 = 2, x2 = 3, x3 = 5). Åëåìåíòè íèçà (x1, x2, x3) ìîãó óçèìàòè
âðåäíîñòè èç ñêóïà {0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} áóäó£è äà áðîjåâè íå ñìåjó ñàäðæàòè öèôðó 1 (îäíîñíî,
çà ñâàêî 1 ≤ i ≤ 3 âàæè xi ∈ {0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}). Áðîj åëåìåíàòà ñêóïà {0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
jåñòå 9, ïà jå, ïðåìà ïðèíöèïó ïðîèçâîäà, áðîj ïðèðîäíèõ áðîjåâà ìà»èõ îä 1000, óê§ó÷ójó£è è
áðîj 0, ó êîjèìà ñå íå ïîjàâ§ójå öèôðà 1 jåäíàê 9 · 9 · 9 = 93 = 729 (ïðèìåòèìî äà jå ó ïèòà»ó
áðîj âàðèjàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì êëàñå òðè ñêóïà îä äåâåò åëåìåíàòà), à áóäó£è äà æåëèìî äà
îäðåäèìî ñàìî ïðèðîäíå áðîjåâå ìà»å îä 1000 ó êîjèìà ñå íå ïîjàâ§ójå öèôðà 1, îä äîáèjåíîã
áðîjà ïîòðåáíî jå îäóçåòè jåäàí (jåð íå æåëèìî äà óðà÷óíàìî áðîj íóëà).
Äàêëå, ïðèðîäíèõ áðîjåâà ìà»èõ îä 1000 ó êîjèìà ñå íå ïîjàâ§ójå öèôðà 1 èìà 729 − 1 = 728,
ïà jå òà÷àí îäãîâîð (à).

!

5. Ôîðìóëà (a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c) íèjå àêñèîìà (èàêî áèñìî ìîãëè ïîìèñëèòè äà jå ó ïèòà»ó
àêñèîìà àñîöèjàòèâíîñòè êîjà ãëàñè: (∀a ∈ B)(∀b ∈ B) (a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c)), jåð íåäîñòàjó
êâàíòèôèêàòîðè.

Ôîðìóëà (∀a ∈ B)(∀b ∈ B) a ∨ b = b ∨ a jåñòå àêñèîìà (òî jå àêñèîìà êîìóòàòèâíîñòè îïåðàöèjå
∨ ó Áóëîâîj àëãåáðè).

Ôîðìóëà (∀a ∈ B)(∀b ∈ B) a ∨ b = a ∨ b íèjå òà÷íà, ïà ñàìèì òèì íèjå íè àêñèîìà Áóëîâå
àëãåáðå.

Äàêëå, òà÷àí jå îäãîâîð (á).

Îáðàòèòè ïîñåáíó ïàæ»ó íà êâàíòèôèêàòîðå, êàî è íà »èõîâ ðàñïîðåä ó ôîðìóëàìà, àêñèîìàìà
è òåîðåìàìà. Òàêî¢å, ÷åñòî äîëàçè äî ãðåøàêà çáîã íåðàçëèêîâà»à ñëåäå£èõ ïîjìîâà: àêñèîìà
è äåôèíèöèjà, ñ jåäíå ñòðàíå, è òåîðåìà (îäíîñíî òâð¢å»à), ñ äðóãå.
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6.

Ïîäñåòèìî ñå ïðâîã ïîðåäáåíîã êðèòåðèjóìà çà ïîçèòèâíå íóìåðè÷êå ðåäîâå:
Àêî çà ñêîðî ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n âàæè an ≤ bn, òàäà, óêîëèêî ðåä

∑
bn êîí-

âåðãèðà, êîíâåðãèðà è ðåä
∑
an, à óêîëèêî ðåä

∑
an äèâåðãèðà, äèâåðãèðà è ðåä∑

bn.

Íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

1

nα
êîíâåðãèðà çà α > 1, à ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà äèâåðãèðà.

Òàêî¢å, çà êîíâåðãåíòíå ðåäîâå âàæè îñîáèíà ëèíåàðíîñòè, îäíîñíî, óêîëèêî ñó
ðåäîâè

∑
an è

∑
bn êîíâåðãåíòíè, òàäà jå êîíâåðãåíòàí è ðåä

∑
(αan + βbn), ãäå

ñó α, β ∈ R, è âàæè jåäíàêîñò:
+∞∑
n=1

(αan + βbn) = α

+∞∑
n=1

an + β

+∞∑
n=1

bn.

Òâð¢å»å íàâåäåíî ïîä (à) íèjå òà÷íî. Òî ñå ëàêî âèäè óêîëèêî çà íèçîâå an è bn èçàáåðåìî:

an =
1

n2
è bn =

1

n
. Çà ñâàêî n ∈ N âàæè an ≤ bn, è ðåä

+∞∑
n=1

an =
+∞∑
n=1

1

n2
jåñòå êîíâåðãåíòàí

(α = 2 > 1), à ðåä
+∞∑
n=1

1

n
jå äèâåðãåíòàí (α = 1).

Òâð¢å»å íàâåäåíî ïîä (á) jåñòå òà÷íî: òî jå óïðàâî îñîáèíà ëèíåàðíîñòè êîjà âàæè çà êîíâåð-
ãåíòíå ðåäîâå.
Òâð¢å»å íàâåäåíî ïîä (â) jåñòå ïðâè ïîðåäáåíè êðèòåðèjóì çà ïîçèòèâíå íóìåðè÷êå ðåäîâå, ïà
jå òà÷íî.
Äàêëå, òà÷íà ñó òâð¢å»à (á) è (â).

7.

Ïîäñåòèìî ñå äðóãîã ïîðåäáåíîã êðèòåðèjóìà çà ïîçèòèâíå íóìåðè÷êå ðåäîâå:
Àêî âàæè an ∼ bn, èëè àêî ïîñòîjè limn→+∞

an
bn

= K, 0 < K < +∞, òàäà ñó ðåäîâè∑
an è

∑
bn åêâèêîíâåðãåíòíè.

Íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

1

nα
êîíâåðãèðà çà α > 1, à ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà äèâåðãèðà.

Ïðèìåòèìî äà, êàäà n → +∞, âàæè sin
1

n
∼ 1

n
(îâà ðåëàöèjà ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà jå

lim
n→+∞

sin 1
n

1
n

= 1, à ïîñëåä»à jåäíàêîñò ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà jå lim
t→0

sin t

t
= 1). Çáîã òîãà çà

îïøòè ÷ëàí äàòîã ðåäà âàæè
sin 1

n

nα
∼

1
n

nα
=

1

nα+1
. Äàêëå, äàòè ðåä è ðåä ñà îïøòèì ÷ëàíîì

1

nα+1
jåñó åêâèêîíâåðãåíòíè. Áóäó£è äà ðåä ñà îïøòèì ÷ëàíîì

1

nα+1
êîíâåðãèðà çà α + 1 > 1,

îäíîñíî çà α > 0, òî è äàòè ðåä êîíâåðãèðà çà α > 0.

8.

Ïîäñåòèìî ñå äà óêîëèêî jå äàòà ìàòðèöà A òèïàm×n (ñàm âðñòà è n êîëîíà) íàä
ïî§åì R, òàäà »åíèõ m âðñòà ìîæåìî ïîñìàòðàòè êàî m âåêòîðà èç âåêòîðñêîã
ïðîñòîðà Rn (òàêî¢å, »åíèõ n âðñòà ìîæåìî ïîñìàòðàòè êàî n âåêòîðà èç âåê-
òîðñêîã ïðîñòîðà Rm), è òàäà jå ðàíã ìàòðèöå A áðîj »åíèõ ëèíåàðíî íåçàâèñíèõ
âðñòà, îäíîñíî áðîj »åíèõ ëèíåàðíî íåçàâèñíèõ êîëîíà.
Ïîäñåòèìî ñå è äà åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå íå ìå»àjó ðàíã ìàòðèöå, êàî è
äà jå ðàíã ìàòðèöå ðåä »åíå íàjâå£å ðåãóëàðíå êâàäðàòíå ïîäìàòðèöå.
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Äàòà ìàòðèöà A òèïà jå 3×5 íàä ïî§åì R, ïà »åíå âðñòå ïðåäñòàâ§àjó òðè âåêòîðà èç âåêòîðñêîã
ïðîñòîðà R5: v1 = (1, 1, 1, 1,−1), v2 = (2, 3,−1, 1,−2) è v3 = (3, 4, 0, 2,−3). Ëàêî ñå óî÷àâà äà
âàæè (1, 1, 1, 1,−1) + (2, 3,−1, 1,−2) = (3, 4, 0, 2,−3), òj. v1 + v2 = v3, ïà ñå âåêòîð v3 ìîæå
ïðåäñòàâèòè êàî ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà âåêòîðà v1 è v2, îäíîñíî âåêòîðè v1, v2 è v3 ëèíåàðíî
ñó çàâèñíè, ïà jå ðàíã ìàòðèöå A ìà»è îä 3. Áóäó£è äà ñó âåêòîðè v1 è v2 î÷èãëåäíî ëèíåàðíî
íåçàâèñíè, ñëåäè äà jå ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê 2, jåð èìà äâå ëèíåàðíî íåçàâèñíå âðñòå.

♦ Çàäàòàê ìîæåìî óðàäèòè è íà äðóãè (âðëî ñëè÷àí) íà÷èí. Èçâðøèìî íà äàòîj ìàòðèöè
A óçàñòîïíî ñëåäå£å äâå åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå: íàjïðå äîäàjìî åëåìåíòèìà òðå£å âðñòå
åëåìåíòå ïðâå âðñòå ïîìíîæåíå áðîjåì −1, à ïîòîì, ó òàêî äîáèjåíîj ìàòðèöè, äîäàjìî åëåìåí-
òèìà òðå£å âðñòå åëåìåíòå ïðâå âðñòå ïîìíîæåíå áðîjåì −1. Íà òàj íà÷èí äîëàçèìî äî ìàòðèöå

A′ =

 1 1 1 1 −1
2 3 −1 1 −2
0 0 0 0 0

. Ðàíã ìàòðèöå A′ ìîðà áèòè ìà»è îä 3 jåð íèjåäíà »åíà ðåãóëàðíà

ïîäìàòðèöà íå ñìå ñàäðæàòè åëåìåíòå òðå£å âðñòå (ñâè åëåìåíòè òðå£å âðñòå jåäíàêè ñó íóëè).
Òàêî¢å, ðàíã ìàòðèöå A′ jåäíàê jå 2 jåð jå »åíà íàjâå£à ðåãóëàðíà êâàäðàòíà ïîäìàòðèöà, íà
ïðèìåð, ïîäìàòðèöà êîjà jå îáðàçîâàíà îä åëåìåíàòà êîjè ñå íàëàçå ó ïðåñåöèìà »åíå ïðâå è

äðóãå âðñòå è ïðâå è äðóãå êîëîíå, è òî jå ìàòðèöà

[
1 1
2 3

]
.

Âàæè rangA = rangA′ = 2, ïà jå ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê äâà.

9.

Ñêàëàðíè ïðîèçâîä äâà âåêòîðà ~m = (m1,m2,m3) è ~n = (n1, n2, n3) èç âåêòîðñêîã
ïðîñòîðà R3 jåñòå áðîj ~m · ~n = m1n1 +m2n2 +m3n3.
Èíòåíçèòåò (íîðìà) âåêòîðà ~m = (m1,m2,m3) èç âåêòîðñêîã ïðîñòîðà R3 jåñòå
áðîj |~m| =

√
~m · ~m =

√
m2

1 +m2
2 +m2

3.
Ïîäñåòèìî ñå ôîðìóëå çà èçðà÷óíàâà»å êîñèíóñà óãëà α êîjè çàêëàïàjó äàòè

âåêòîðè ~m è ~n: cosα =
~m · ~n
|~m||~n|

, ãäå · ïðåäñòàâ§à ñêàëàðíè ïðîèçâîä âåêòîðà ~m è

~n, à |~m| è |~n|, ðåäîì, »èõîâå èíòåíçèòåòå.

Íåêà jå α óãàî èçìå¢ó âåêòîðà ~a è ~b. Íà îñíîâó íàâåäåíå ôîðìóëå âàæè

cosα =
~a ·~b
|~a||~b|

=
(
√

2, 0,
√

2) · (0, 0, 2)√(√
2
)2

+ 02 +
(√

2
)2√

02 + 02 + 22
=

2
√

2√
2 + 0 + 2

√
0 + 0 + 4

=
2
√

2

4
=

√
2

2
,

ïà jå α = arccos

√
2

2
=
π

4
.

10.

Ïîäñåòèìî ñå äà ïðàâà p ó ïðîñòîðó R3 êîjà jå ïàðàëåëíà âåêòîðó ~p = (p1, p2, p3)

è êîjà ñàäðæè òà÷êó T (T1, T2, T3) ìîæå áèòè çàäàòà íà ñëåäå£è íà÷èí:
x− T1
p1

=

x− T2
p2

=
x− T3
p3

.

Òàêî¢å, jåäíà÷èíà ðàâíè α ó ïðîñòîðó R3 ÷èjè jå âåêòîð íîðìàëå ~n = (n1, n2, n3)
è êîjà ñàäðæè òà÷êó T (T1, T2, T3) ãëàñè: n1(x− T1) + n2(y − T2) + n3(z − T3) = 0.

Ïîäñåòèìî ñå äà óêîëèêî jå ðàâàí α ó ïðîñòîðó R3 äàòà jåäíà÷èíîì n1x+ n2y +
n3z = N , òàäà âåêòîð íîðìàëå ðàâíè α èìà êîîðäèíàòå (n1, n2, n3).
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Òàêî¢å âàæè è ñëåäå£à ÷è»åíèöà: àêî ó ïðîñòîðó R3 âàæè äà jå ïðàâà p íîðìàëíà
íà ðàâíè α, òàäà jå âåêòîð ïðàâå p (âåêòîð êîjè jå ïàðàëåëàí ïðàâîj p) êîëèíåàðàí
ñà âåêòîðîì íîðìàëå ðàâíè α.

Áóäó£è äà jå òðàæåíà ïðàâà íîðìàëíà íà ðàâàí 2x + y − 4z + 5 = 0, âåêòîð ïðàâå p (âåêòîð
êîjè jå ïàðàëåëàí ïðàâîj p) jåñòå áèëî êîjè âåêòîð êîjè jå êîëèíåàðàí (ïàðàëåëàí) ñà âåêòîðîì
íîðìàëå äàòå ðàâíè, ïà çà âåêòîð ïðàâå p ìîæåìî èçàáðàòè áàø âåêòîð íîðìàëå äàòå ðàâíè,
îäíîñíî âåêòîð (2, 1,−4). Òàêî¢å, òðàæåíà ïðàâà ñàäðæè è äàòó òà÷êó A(2, 3,−1), ïà jå »åíà

jåäíà÷èíà:
x− 2

2
=
y − 3

1
=
z − −1

−4
.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 04. 07. 2015.

1. Îäðåäèòè èíòåãðàë

∫
x32x dx.

6. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä äèâåðãåíòíèõ íó-
ìåðè÷êèõ ðåäîâà:

(à)
+∞∑
n=1

1

n
√
n− 1

; (á)
+∞∑
n=1

arccos
1

n
;

(â)
+∞∑
n=1

(
3√
10

)n
; (ã)

+∞∑
n=1

nn

n!
;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ íóìåðè÷êèõ ðåäîâà
íèjå äèâåðãåíòàí.

2. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ 2π

0
| cosx| dx.

7. Àêî jå S(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
xn+1

(n+ 1)!
, èçðà÷óíàòè

S(3).

3. Ôîðìèðàòè õîìîãåíó ëèíåàðíó äèôåðåíöè-
jàëíó jåäíà÷èíó äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êî-
åôèöèjåíòèìà àêî ñå çíà äà ñó äâà »åíà ëèíå-
àðíî íåçàâèñíà ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à y1 = 1 è
y2 = x.

8. Îäðåäèòè ïðîèçâîä ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè

ìàòðèöå A =

 3 3 3
3 3 3
1 2 3

 .

4. Äàòè ñó ñêóïîâè M = {1, 2, 3, 4, 5} è N =
{2, 4}. Êîëèêî ïîñòîjè ðàçëè÷èòèõ ïðåñëèêà-
âà»à (ôóíêöèjà) g : M → N?

9. Ó R3 ñó äàòè âåêòîðè ~c = (2, b, 1) è ~d =
(1, 2, a), a, b ∈ R. Îäðåäèòè ñâå âðåäíîñòè ïàðà-
ìåòàðà a è b òàêî äà âåêòîðè ~c è ~d áóäó ëèíåàðíî
çàâèñíè.

5. Äàòà jå Áóëîâà ôóíêöèjà f(p, q) = p ⇔ q.
Íàïèñàòè:

(à) äàòó ôóíêöèjó ó îáëèêó ÑÊÍÔ
(ñàâðøåíå êîíjóíêòèâíå íîðìàëíå ôîðìå);

(á) íåãàöèjó äàòå ôóíêöèjå.

10. Íàïèñàòè jåäíà÷èíó ðàâíè ó ïðîñòîðó R3

êîjà jå ïàðàëåëíà ñà x-îñîì è z-îñîì, à y-îñó
ñå÷å ó òà÷êè Y (0, 3, 0).
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� Ðåøå»à �

!

1. Çà îäðå¢èâà»å äàòîã èíòåãðàëà êîðèñòèìî ìåòîäó ïàðöèjàëíå èíòåãðàöèjå:

∫
x32x dx =

{
u = x dv = 32x dx

du = dx v = 32x

2 ln 3

}
= x32x

2 ln 3 −
1

2 ln 3

∫
32x dx =

x32x

2 ln 3
− 32x

(2 ln 3)2
+ C.

Ïðèëèêîì îäðå¢èâà»à îâîã èíòåãðàëà êîðèñòèëè ñìî ÷è»åíèöó äà jå

∫
ax dx =

ax

ln a
, çà a > 0 è

a 6= 1. Çàòî jå: ∫
32x dx =

{
t = 2x
dt = 2dx

}
=

1

2

∫
3t dt =

3t

2 ln 3
+ C =

32x

2 ln 3
+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó íà ÷è»åíèöó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë jåäíàê ïðîèçâî§íîj ïðèìèòèâíîj
ôóíêöèjè ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå, ïà jå âðëî âàæíî äà äîäàìî êîíñòàíòó ïðèìèòèâíîj ôóíê-
öèjè êîjó ñìî îäðåäèëè ðåøàâàjó£è çàäàòàê.

2.

Ïîäñåòèìî ñå äà, óêîëèêî jå y = f(x) íåíåãàòèâíà êðèâà, ãäå jå f(x) ôóíêöèjà

èíòåãðàáèëíà íà îäñå÷êó [a, b], òàäà âðåäíîñò
∫ b
a f(x) dx ïðåäñòàâ§à âåëè÷èíó

ïîâðøèíå îãðàíè÷åíå êðèâîì y = f(x), x-îñîì è ïðàâàìà x = a è x = b.

Ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà | cosx| íåíåãàòèâíà jå íà èíòåðâàëó [0, 2π], ïà òðàæåíà âðåäíîñò ïðåä-
ñòàâ§à âåëè÷èíó ïîâðøèíå P îãðàíè÷åíå êðèâîì y = | cosx|, x-îñîì è ïðàâàìà x = 0 è
x = 2π. Áóäó£è äà jå | cosx| ïåðèîäè÷íà ôóíêöèjà (ñà ïåðèîäîì π), âàæè P = 2P1, ãäå jå

P1 =

∫ π

0
| cosx| dx. Òàêî¢å ëàêî ìîæåìî óî÷èòè äà jå ïîâðø P1 óíèjà äâå ïîäóäàðíå ïîâðøè:

jåäíà ïîâðø jå îãðàíè÷åíà êðèâîì y = | cosx|, x-îñîì è ïðàâîì x = 0, à äðóãà ïîâðø jå

îãðàíè÷åíà êðèâîì y = | cosx|, x-îñîì è ïðàâîì x = π, ïà jå P1 = 2P2 ãäå jå P2 =

∫ π
2

0
| cosx| dx.

Ñàäà jå jàñíî äà âàæè P = 4P2, à áóäó£è äà jå | cosx| = cosx çà x ∈
[
0, π2

]
, èìàìî äà jå

P = 4

∫ π
2

0
cosx dx = 4

sinx

∣∣∣∣∣
π
2

0

 = 4
(

sin
π

2
− sin 0

)
= 4(1− 0) = 4.

♦ Çàäàòàê ñå ìîæå óðàäèòè è êîðèø£å»åì ÷è»åíèöå äà jå | cosx| = cosx çà x ∈
[
0, π2

]
è çà

x ∈
[
3π
2 , 2π

]
, | cosx| = − cosx çà x ∈

[
π
2 ,

3π
2

]
. Çáîã òîãà âàæè

∫ 2π

0
| cosx| dx =

∫ π
2

0
cosx dx −∫ 3π

2

π
2

cosx dx +

∫ 2π

3π
2

cosx dx, ïà ñå ïîñëå èçðà÷óíàâà»à îâà òðè èíòåãðàëà äîëàçè äî òðàæåíîã

ðåçóëòàòà.

3. Áóäó£è äà ñó äàòà äâà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à, êîjà ñó îáëèêà y1 = 1 è
y2 = x, çàê§ó÷ójåìî äà êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà òðàæåíå õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå
äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà èìà jåäíî äâîñòðóêî ðåøå»å λ1 = λ2 = 0.
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Êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà jå äðóãîã ñòåïåíà (jåð jå òðàæåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã
ðåäà), è ïîçíàòà ñó íàì îáà »åíà ðåøå»à, ïà jå êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà (λ−0)2 = 0, îäíîñíî
λ2 = 0. Ñàäà jå jàñíî äà jå òðàæåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà y′′ = 0.

♣ Óïîðåäèòè ñà òðå£èì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 08. 06. 2013. ãîäèíå.

4. Ñâàêà ôóíêöèjà g : M → N îäðå¢åíà jå íèçîì (äóæèíå ïåò) ñâîjèõ ñëèêà
(g(1), g(2), g(3), g(4), g(5)), ãäå g(i) ïðåäñòàâ§à ñëèêó åëåìåíòà i, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Áó-
äó£è äà jå êîäîìåí ôóíêöèjå g äâîåëåìåíòíè ñêóï N = {2, 4}, çíà÷è äà åëåìåíòè íèçà
(g(1), g(2), g(3), g(4), g(5)) ìîãó óçèìàòè âðåäíîñòè èç ñêóïà N = {2, 4} (îäíîñíî, çà ñâàêî
1 ≤ i ≤ 5 âàæè g(i) = 2 èëè g(i) = 4), ïà jå áðîj ðàçëè÷èòèõ ôóíêöèjà g : M → N jåäíàê
2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 25 = 32. Ïðèìåòèìî äà jå ó ïèòà»ó áðîj âàðèjàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì êëàñå ïåò
ñêóïà îä äâà åëåìåíòà.

5.

Ïîäñåòèìî ñå äà âàæè: p⇔ q = (p⇒ q) ∧ (q ⇒ p), êàî è p⇒ q = p ∨ q.

(à) f(p, q) = p⇔ q = (p⇒ q) ∧ (q ⇒ p) = (p ∨ q) ∧ (q ∨ p) = (p ∨ q) ∧ (p ∨ q),
è îâî jå ÑÊÍÔ äàòå Áóëîâå ôóíêöèjå.

(á) Íà îñíîâó Äå Ìîðãàíîâèõ çàêîíà è ðåçóëòàòà ïîä (à) ñëåäè:

f(p, q) = (p ∨ q) ∧ (q ∨ p) = p ∨ q ∨ q ∨ p =
(p ∧ q) ∨ (q ∧ p) = (p ∧ q) ∨ (q ∧ p) = (p ∧ q) ∨ (p ∧ q).
Îâäå ñìî êîðèñòèëè è ÷è»åíèöó äà âàæè p = p (çàêîí èíâîëóöèjå).

6.

Ïîäñåòèìî ñå òåîðåìå êîjîì ñå òâðäè äà îïøòè ÷ëàí ñâàêîã êîíâåðãåíòíîã íóìå-
ðè÷êîã ðåäà òåæè íóëè. Îâî çíà÷è äà óêîëèêî îïøòè ÷ëàí íåêîã íóìåðè÷êîã ðåäà
íå òåæè íóëè, òàäà òàj ðåä äèâåðãèðà. Îâó òåîðåìó jå çàòî ïîãîäíî êîðèñòèòè
êàäà æåëèìî äà ïîêàæåìî äà ðåä äèâåðãèðà. Âðëî jå âàæíî çàïàìòèòè äà îáðàò
îâîã òâð¢å»à íå âàæè, îäíîñíî ïîñòîjå ðåäîâè êîjè íå êîíâåðãèðàjó, à îïøòè ÷ëàí
èì òåæè íóëè.

Íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

1

nα
êîíâåðãèðà çà α > 1, à ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà äèâåðãèðà.

Ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn êîíâåðãèðà çà |q| < 1, à çà |q| ≥ 1 äèâåðãèðà.

Òàêî¢å âàæè è ñëåäå£è äðóãè ïîðåäáåíè êðèòåðèjóì çà ïîçèòèâíå íóìåðè÷êå ðå-
äîâå:
Àêî âàæè an ∼ bn, èëè àêî ïîñòîjè limn→+∞

an
bn

= K, 0 < K < +∞, òàäà ñó ðåäîâè∑
an è

∑
bn åêâèêîíâåðãåíòíè.

Çà îïøòè ÷ëàí ðåäà
+∞∑
n=1

arccos
1

n
âàæè lim

n→+∞
arccos

1

n
= arccos

(
lim

n→+∞

1

n

)
= arccos 0 =

π

2
, ïà

îïøòè ÷ëàí ðåäà íå òåæè íóëè è ðåä jå ñòîãà äèâåðãåíòàí.

Òàêî¢å, íèç nn áðæå òåæè áåñêîíà÷íîñòè îä íèçà n! (êàäà n òåæè +∞), ïà jå ãðàíè÷íà âðåäíîñò

lim
n→+∞

nn

n!
jåäíàêà +∞. Äàêëå, îïøòè ÷ëàí ðåäà

+∞∑
n=1

nn

n!
íå òåæè íóëè è ðåä jå çàòî äèâåðãåíòàí.
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Çà îïøòè ÷ëàí ðåäà
+∞∑
n=1

1

n
√
n− 1

âàæè
1

n
√
n− 1

∼ 1

n
3
2

(jåð jå lim
n→+∞

1
n
√
n−1
1

n
3
2

= 1), ïà jå äàòè

ðåä åêâèêîíâåðãåíòàí ñà ðåäîì
+∞∑
n=1

1

n
3
2

êîjè jå êîíâåðãåíòàí (α =
3

2
> 1), îäíîñíî, äàòè ðåä jå

êîíâåðãåíòàí.

Ðåä
+∞∑
n=1

(
3√
10

)n
ãåîìåòðèjñêè jå ðåä çà q =

3√
10

< 1, ïà jå çàòî êîíâåðãåíòàí.

Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (á) è (ã).

7.

Ïîäñåòèìî ñå Ìàêëîðåíîâîã ðàçâîjà ôóíêöèjå ex:

çà ñâàêî x ∈ R âàæè ex =
+∞∑
n=0

xn

n!
.

Óâåäèìî ó Ìàêëîðåíîâîì ðàçâîjó ôóíêöèjå ex ñìåíó t = −x. Àêî jå x ∈ R, òàäà

jå t ∈ R, ïà je e−t =

+∞∑
n=0

(−t)n

n!
=

+∞∑
n=0

(−1)n
tn

n!
, îäíîñíî âàæè è Ìàêëîðåíîâ ðàçâîj

çà ôóíêöèjó e−x:

çà ñâàêî x ∈ R âàæè e−x =
+∞∑
n=0

(−1)n
xn

n!
.

Óî÷èìî äà jå S(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n+1 xn+1

(n+ 1)!
=

+∞∑
n=1

(−1)n
xn

n!
=

+∞∑
n=0

(−1)n
xn

n!
− 1 = e−x − 1, ïà jå

òðàæåíà âðåäíîñò S(3) = e−3 − 1.

8.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ïðîèçâîä ñâèõ ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè äàòå êâàäðàòíå ìàòðèöå
A jåäíàê »åíîj äåòåðìèíàíòè.

Äàêëå, äîâî§íî jå èçðà÷óíàòè äåòåðìèíàíòó äàòå ìàòðèöå A, à òà äåòåðìèíàíòà jå jåäíàêà
íóëè, çàòî øòî ñó ïðâå äâå âðñòå ìàòðèöå A jåäíàêå. Äàêëå, ïðîèçâîä ñâèõ ñîïñòâåíèõ
âðåäíîñòè ìàòðèöå A jåäíàê jå íóëà.

♦ Óðàäèòè çàäàòàê äèðåêòíèì èçðà÷óíàâà»åì ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå A, îäíîñíî îäðå-
¢èâà»åì íóëà »åíîã êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà. Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå A jåäíàêå ñó:

λ1 = 0, λ2 =
9 +
√

45

2
, λ3 =

9−
√

45

2
, ïà jå »èõîâ ïðîèçâîä jåäíàê íóëà.

♣ Óïîðåäèòè ñà äåâåòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 09. 02. 2014. ãîäèíå, ñà îñìèì çàäàòêîì
íà òåñòó îäðæàíîì 23. 08. 2014. ãîäèíå, êàî è ñà äåâåòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 18. 01.
2015. ãîäèíå.

9.

Ïîäñåòèìî ñå äà ñó äâà âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3) è ~b = (b1, b2, b3) ó ïðîñòîðó R3

ëèíåàðíî çàâèñíè, îäíîñíî ïàðàëåëíè, àêî è ñàìî àêî çà íåêî s ∈ R \ {0} âàæè
~a = s~b.
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Äàêëå, âåêòîðè ~c = (2, b, 1) è ~d = (1, 2, a) áè£å ëèíåàðíî çàâèñíè àêî è ñàìî àêî âàæè ~c = s~d çà
íåêî s ∈ R \ {0}, îäíîñíî, àêî è ñàìî àêî jå 2 = 1 · s, b = 2 · s è 1 = a · s, çà íåêî s ∈ R \ {0}. Èç
ïðâå jåäíà÷èíå âèäèìî äà jå s = 2, ïà jå b = 2 ·2 = 4 è a = 1

s = 1
2 . Äàêëå, âåêòîðè ~c è

~d ëèíåàðíî
ñó çàâèñíè àêî è ñàìî àêî jå b = 4 è a = 1

2 .

10.

Ïîäñåòèìî ñå äà jåäíà÷èíà ðàâíè α ó ïðîñòîðó R3 ÷èjè jå âåêòîð íîðìàëå ~n =
(n1, n2, n3) è êîjà ñàäðæè òà÷êó T (T1, T2, T3) ãëàñè: n1(x−T1)+n2(y−T2)+n3(z−
T3) = 0.

Òàêî¢å âàæè è ñëåäå£à ÷è»åíèöà: ðàâíè α è β ó ïðîñòîðó R3 ïàðàëåëíå ñó àêî è
ñàìî àêî ñó »èõîâè âåêòîðè íîðìàëà ~nα è ~nβ ïàðàëåëíè.

Ïîäñåòèìî ñå è ñåãìåíòíîã îáëèêà jåäíà÷èíå ðàâíè α ó ïðîñòîðó R3:
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1.

Ðàâàí α îäñåöà íà êîîðäèíàòíèì îñàìà Ox, Oy, Oz, ðåäîì, îäñå÷êå a, b, c, îäíîñíî
ñàäðæè òà÷êå ñà êîîðäèíàòàìà (a, 0, 0), (0, b, 0), (0, 0, c).

Áóäó£è äà jå òðàæåíà ðàâàí ïàðàëåëíà ñà x-îñîì è z-îñîì, îíà jå ïàðàëåëíà ñà ðàâíè êîjà jå
îäðå¢åíà x-îñîì è z-îñîì, à òî jå Oxz ðàâàí. Âåêòîð íîðìàëå Oxz-ðàâíè jåñòå ñâàêè âåêòîð
êîjè jå ïàðàëåëàí ñà y-îñîì, ïà ñàìèì òèì è âåêòîð (0, 1, 0). Jåäíà÷èíà òðàæåíå ðàâíè jå,
äàêëå, 0 · (x− 0) + 1 · (y − 3) + 0 · (z − 0) = 0, îäíîñíî y = 3.

♦ Çàäàòàê ñìî ìîãëè óðàäèòè è êîðèø£å»åì ñåãìåíòíîã îáëèêà jåäíà÷èíå ðàâíè ó ïðîñòîðó
R3. Íàèìå, áóäó£è äà jå òðàæåíà ðàâàí ïàðàëåëíà ñà x-îñîì è z-îñîì, îíà íå ñå÷å íè x-îñó íè
z-îñó, îäíîñíî îäñå÷öè êîjå îâà ðàâàí îäñåöà íà x-îñè è z-îñè íå ïîñòîjå, äîê jå îäñå÷àê íà y-îñè

jåäíàê 3. Äàêëå, òðàæåíà jåäíà÷èíà ðàâíè jå
y

3
= 1, îäíîñíî y = 3.

♣ Óïîðåäèòè ñà äåñåòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 24. 08. 2013. ãîäèíå, êàî è ñà äåñåòèì
çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 09. 02. 2014. ãîäèíå.
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� Òåñò îñíîâíîã çíà»à � 29. 08. 2015.

1. Îäðåäèòè èíòåãðàë

∫ √
x

x+ 1
dx.

6. Çà êîjå âðåäíîñòè p ∈ R êîíâåðãèðà íóìå-

ðè÷êè ðåä
+∞∑
k=1

1

(2p)k
?

2. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ èçðàçà:

(à)

∫ π

−π

arctg x

1 + |x|
dx = 0;

(á)

∫ 14π

π
sinx dx 6= 0;

(â) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ èçðàçà íèjå òà÷àí.

7. Èçðà÷óíàòè çáèð (ñóìó) íóìåðè÷êîã ðåäà
+∞∑
n=1

(−1)n+1

n+ 1
.

3. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä Ðèêàòèjåâèõ äè-
ôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà:

(à) y′ = y2 − xy + 1;

(á) y′ = 2x
√
y +

4

x
y;

(â) y′ + y2 +
1

x
y − 4

x2
= 0;

(ã) y′′ =
2

1− x2
− x

1− x2
y;

(ä) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ jåäíà÷èíà íèjå Ðè-
êàòèjåâà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà.

8. Îäðåäèòè ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå

J =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 .

4. Êîëèêî èìà ïåðìóòàöèjà ñêóïà {1, 2, . . . n},
n ≥ 6, ó êîjèìà øåñòèöà ñòîjè (íå îáàâåçíî íå-
ïîñðåäíî) èçà ïåòèöå?

9. Íåêà ñó ~a è ~b ïðîèçâî§íè âåêòîðè èç R3 ðà-
çëè÷èòè îä íóëà-âåêòîðà è íåêà jå ñà · îçíà÷åí
ñêàëàðíè ïðîèçâîä âåêòîðà ó R3, à ñà × âåêòîð-
ñêè ïðîèçâîä âåêòîðà ó R3. Çàîêðóæèòè ñëîâà
èñïðåä òà÷íèõ òâð¢å»à:

(à) ~a ·~b ∈ R;

(á) ~a ·~b ∈ R3;

(â) ~a×~b ∈ R3;

(ã) âåêòîðè ~a è ~a×~b ñó ìå¢óñîáíî îðòîãîíàëíè;
(ä) íèjåäíî îä ïðåòõîäíèõ òâð¢å»à íèjå òà÷íî.

5. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä îñîáèíà êîjå ïîñå-
äójå ãðàô íà ñëèöè:

(à) ãðàô jå íåîðèjåíòèñàí;

(á) ãðàô jå ïîâåçàí;

(â) ñòåïåí ñâàêîã ÷âîðà ó ãðàôó jåñòå 3;

(ã) ãðàô íà ñëèöè íåìà íèjåäíó îä ïðåòõîäíî
íàâåäåíèõ îñîáèíà.

10. Ïîïóíèòè ïðàçíà ïî§à òàêî äà jåäíà÷èíà
ðàâíè êîjà ñàäðæè òà÷êó A(−1, 0, 3) è íîðìàëíà

jå íà ïðàâó
x+ 1

2
=
y − 3

4
=
z − 3

−1
áóäå äàòà ñà:

· (x+ 1) + ·
(
y −

)
−
(
z −

)
= 0

.
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� Ðåøå»à �

!

1. Ó ïèòà»ó jå èíòåãðàë èðàöèîíàëíå ôóíêöèjå (ó ïîäèíòåãðàëíîj ôóíêöèjè ôèãóðèøå
√
x), ïà

£åìî ãà ñìåíîì t =
√
x ñâåñòè íà èíòåãðàë ðàöèîíàëíå ôóíêöèjå. Ðàäè jåäíîñòàâíèjåã óâî¢å»à

ñìåíå, ïîìíîæèìî, íàjïðå, è áðîjèëàö è èìåíèëàö ñà
√
x.

∫ √
x

x+ 1
dx =

∫
x√

x (x+ 1)
dx =

 t =
√
x ⇒ x = t2

dt = d(
√
x) =

dx

2
√
x

 =

∫
2t2

t2 + 1
dt =

= 2

∫
t2 + 1− 1

t2 + 1
dt = 2

(∫
dt−

∫
dt

t2 + 1

)
= 2 (t− arctg t) + C = 2

√
x− 2 arctg

√
x+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó íà ÷è»åíèöó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë jåäíàê ïðîèçâî§íîj ïðèìèòèâíîj
ôóíêöèjè ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå, ïà jå âðëî âàæíî äà äîäàìî êîíñòàíòó ïðèìèòèâíîj ôóíê-
öèjè êîjó ñìî îäðåäèëè ðåøàâàjó£è çàäàòàê.

2.

Ïîäñåòèìî ñå äà óêîëèêî jå èíòåðâàë èíòåãðàöèjå îáëèêà [−a, a],
òj. ñèìåòðè÷àí ó îäíîñó íà íóëó, íàjïðå èñïèòójåìî ïàð-
íîñò ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå, jåð âàæå ñëåäå£å ÷è»åíèöå:
• àêî jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà f(x) íåïðåêèäíà íà èíòåðâàëó [−a, a] è íå-

ïàðíà, òàäà jå

∫ a

−a
f(x)dx jåäíàê íóëè;

• àêî jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà f(x) íåïðåêèäíà íà èíòåðâàëó [−a, a] è ïàðíà,

òàäà jå

∫ a

−a
f(x)dx = 2

∫ a

0
f(x)dx.

Ñåòèìî ñå äà, óêîëèêî jå y = f(x) ïîçèòèâíà êðèâà íà îäñå÷êó [a, b] è ôóíêöèjà

f(x) èíòåãðàáèëíà íà îäñå÷êó [a, b], òàäà âðåäíîñò
∫ b
a f(x) dx ïðåäñòàâ§à âåëè÷èíó

ïîâðøèíå îãðàíè÷åíå êðèâîì y = f(x), x-îñîì è ïðàâàìà x = a è x = b, à òàêî¢å
jå è èíòåãðàë íåãàòèâíå ôóíêöèjå f(x) íà èíòåðâàëó [a, b] íåãàòèâàí áðîj.

(à) Ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà
arctg x

1 + |x|
jåñòå íåïðåêèäíà íà èíòåðâàëó [−π, π] (äîìåí ôóíê-

öèjå
arctg x

1 + |x|
jå R), à òàêî¢å jå è íåïàðíà (çà ñâàêî x èç R âàæè

arctg(−x)

1 + | − x|
= −arctg x

1 + |x|
),

ïà jå òðàæåíà âðåäíîñò äàòîã èíòåãðàëà jåäíàêà 0, è èçðàç
arctg x

1 + |x|
= 0 jåñòå òà÷àí.

(á) Èçðà÷óíàjìî

∫ 14π

π
sinx dx. Âàæè

∫ 14π

π
sinx dx = − cosx

∣∣∣∣∣
14π

π

= − cos 14π − (− cosπ) =

−1 + (−1) = −2 6= 0, ïà jå èçðàç

∫ 14π

π
sinx dx 6= 0 òà÷àí.

Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (à) è (á).

♦ Çàäàòàê ïîä (à) ìîãó£å jå óðàäèòè è äèðåêòíèì èçðà÷óíàâà»åì äàòîã îäðå¢åíîã èíòåãðàëà,
àëè òàêàâ íà÷èí èçðàäå ïîäðàçóìåâà çíà»å êîjå ïðåâàçèëàçè îêâèðå êóðñà Ìàòåìàòèêà 2 íà
Åëåêòðîòåõíè÷êîì ôàêóëòåòó.
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Äà âàæè

∫ 14π

π
sinx dx 6= 0 ìîãëè ñìî çàê§ó÷èòè è áåç èçðà÷óíàâà»à îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ 14π

π
sinx dx. Íàèìå, îäðå¢åíè èíòåãðàë ôóíêöèjå sinx íà áèëî êîì èíòåðâàëó îáëèêà

[kπ, (k + 2)π] jåäíàê jå íóëè, çàòî øòî âàæè

∫ (k+1)π

kπ
sinx dx = −

∫ (k+2)π

(k+1)π
sinx dx (âåëè÷èíà

ïîâðøèíå îãðàíè÷åíå ãðàôèêîì ôóíêöèjå sinx è îäñå÷êîì [kπ, (k + 1)π] x-îñå jåäíàêà jå âå-
ëè÷èíè ïîâðøèíå îãðàíè÷åíå ãðàôèêîì ôóíêöèjå sinx è îäñå÷êîì [(k + 1)π, (k + 2)π] x-îñå,
àëè jå ôóíêöèjà sinx íà jåäíîì îä èíòåðâàëà [kπ, (k + 1)π], [(k + 1)π, (k + 2)π], ïîçèòèâíà, à

íà äðóãîì íåãàòèâíà, ïà ñó èíòåãðàëè

∫ (k+1)π

kπ
sinx dx è

∫ (k+2)π

(k+1)π
sinx dx èñòè ïî àïñîëóòíîj

âðåäíîñòè, àëè ñó ñóïðîòíîã çíàêà. Çáîã àäèòèâíîñòè îäðå¢åíîã èíòåãðàëà jå

∫ 14π

π
sinx dx =∫ 3π

π
sinx dx +

∫ 5π

3π
sinx dx + · · ·

∫ 13π

11π
sinx dx +

∫ 14pi

13π
sinx dx = 6 · 0 +

∫ 14π

13π
sinx dx < 0, jåð jå

ôóíêöèjà sinx íåãàòèâíà íà èíòåðâàëó [13π, 14π].

♣ Óïîðåäèòè ñà äðóãèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 29. 06. 2013. ãîäèíå, êàî è ñà ñà äðóãèì
çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 09. 02. 2014. ãîäèíå.

3.

Jåäíà÷èíà y′(x) = P (x)y2(x) + Q(x)y(x) + R(x), ãäå ñó P (x), Q(x) è R(x) íå-
ïðåêèäíå ôóíêöèjå íà èíòåðâàëó (a, b), íàçèâà ñå Ðèêàòèjåâà äèôåðåíöèjàëíà
jåäíà÷èíà.

Îäìàõ ìîæåìî óî÷èòè äà jå jåäíà÷èíà y′′ =
2

1− x2
− x

1− x2
y jåäíà÷èíà ðåäà äâà, òå íèjå

Ðèêàòèjåâà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà. Òàêî¢å, ó jåäíà÷èíè y′ = 2x
√
y +

4

x
y ôèãóðèøå

êâàäðàòíè êîðåí íåïîçíàòå ôóíêöèjå y, ïà íè îíà íèjå Ðèêàòèjåâà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà,
jåð ó Ðèêàòèjåâîj äèôåðåíöèjàëíîj jåäíà÷èíè ôèãóðèøó ñàìî äðóãè è ïðâè ñòåïåí íåïîçíàòå

ôóíêöèjå y (ïðèìåòèìî äà äàòó jåäíà÷èíó ìîæåìî çàïèñàòè êàî y′ − 4

x
y = 2x

√
y , ïà âèäèìî

äà jå òà jåäíà÷èíà, ó ñòâàðè, Áåðíóëèjåâà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà).
Jåäíà÷èíà y′ = y2 − xy + 1 jåñòå Ðèêàòèjåâà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà, çà P (x) = R(x) = 1 è

Q(x) = −x , à òàêî¢å jå òî è jåäíà÷èíà y′ + y2 +
1

x
y − 4

x2
= 0, çà P (x) = −1, Q(x) = −1

x
è

R(x) =
4

x2
. Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (à) è (â).

4.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ïåðìóòàöèjà ñêóïà Xn = {x1, x2, . . . , xn} áèëî êîjà óðå¢åíà
n-òîðêà ðàçëè÷èòèõ åëåìåíàòà èç òîã ñêóïà, êàî è äà jå áðîj ïåðìóòàöèjà ñêóïà
Xn jåäíàê n!.
Òàêî¢å âàæè è ïðèíöèï çáèðà: àêî ñó A è B êîíà÷íè è äèñjóíêòíè ñêóïîâè,
îäíîñíî àêî âàæè A ∩B = ∅, òàäà jå |A ∪B| = |A|+ |B|.
Ïîäñåòèìî ñå è ïðèíöèïà ïðîèçâîäà: àêî ñó A è B êîíà÷íè ñêóïîâè, òàäà jå A×B
êîíà÷àí ñêóï, è âàæè |A×B| = |A| · |B|.
Ñåòèìî ñå è äà jå ôîðìóëà çà èçðà÷óíàâà»å çáèðà ïðâèõ n ïðèðîäíèõ áðîjåâà:

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.
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Îçíà÷èìî ñà P ñêóï ñâèõ ïåðìóòàöèjà ñêóïà {1, 2, . . . n}. Âàæè |P | = n! (áðîj åëåìåíàòà ñêóïà
P jåäíàê jå n!), êàî è P = M ∪N , ãäå jå ñà M îçíà÷åí îíàj ïîäñêóï ñêóïà P ó êîjåì ñå íàëàçå
ïåðìóòàöèjå ñêóïà {1, 2, . . . n} ó êîjèìà øåñòèöà ñòîjè (íå îáàâåçíî íåïîñðåäíî) èçà ïåòèöå, à
ñà N jå îçíà÷åí îíàj ïîäñêóï ñêóïà P ó êîjåì ñå íàëàçå ïåðìóòàöèjå ñêóïà {1, 2, . . . n} ó êîjèìà
ïåòèöà ñòîjè (íå îáàâåçíî íåïîñðåäíî) èçà øåñòèöå. Òàêî¢å jå ïðåñåê ñêóïîâàM è N ïðàçàí (íå
ïîñòîjè ïåðìóòàöèjà ñêóïà {1, 2, . . . n} ó êîjîj ñå èñòîâðåìåíî áðîj ïåò íàëàçè è èñïðåä è èçà áðîjà
øåñò), ïà jå, ïðåìà ïðèíöèïó çáèðà, |P | = |M |+|N |. Áóäó£è äà ñó ñâè åëåìåíòè ñêóïà {1, 2, . . . n}
ðàâíîïðàâíè ó ñâîjèì ïîjàâ§èâà»èìà íà ðàçëè÷èòèì ìåñòèìà ó ïåðìóòàöèjàìà åëåìåíàòà òîã
ñêóïà, òàêâè ñó è åëåìåíòè 5 è 6, ïà jå áðîj îíèõ ïåðìóòàöèjà ñêóïà {1, 2, . . . n} ó êîjèìà øåñòèöà
ñòîjè (íå îáàâåçíî íåïîñðåäíî) èçà ïåòèöå èñòè êàî è áðîj îíèõ ïåðìóòàöèjà èñòîã ñêóïà ó êîjèìà
ïåòèöà ñòîjè (íå îáàâåçíî íåïîñðåäíî) èçà øåñòèöå, îäíîñíî âàæè |M | = |N |. Äàêëå, |P | = n! è

|P | = 2|M |, ïà jå |M | = n!

2
, îäíîñíî áðîj ïåðìóòàöèjà ñêóïà {1, 2, . . . n} ó êîjèìà øåñòèöà ñòîjè

(íå îáàâåçíî íåïîñðåäíî) èçà ïåòèöå jåñòå
n!

2
.

♦ Çàäàòàê ñìî ìîãëè óðàäèòè è äèðåêòíèì ïðåáðîjàâà»åì ïåðìóòàöèjà ñà çàäàòîì îñîáèíîì.
Ïðèìåòèìî äà ó ïåðìóòàöèjàìà ñà çàäàòîì îñîáèíîì áðîj 5 íå ìîæå ñòàjàòè íà ïîñëåä»åì (n-
òîì) ìåñòó, è ïîäåëèìî ñêóï ïåðìóòàöèjà ñà çàäàòîì îñîáèíîì íà ñëåäå£å (äèñjóíêòíå) ñêóïîâå:
ïåðìóòàöèjå ó êîjèìà áðîj 5 ñòîjè íà ïðâîì ìåñòó, ïåðìóòàöèjå ó êîjèìà áðîj 5 ñòîjè íà äðóãîì
ìåñòó, . . ., ïåðìóòàöèjå ó êîjèìà áðîj 5 ñòîjè íà ïðåòïîñëåä»åì ìåñòó. Ïðåáðîjìî ñàäà êîëèêî
èìà ïåðìóòàöèjà ñà çàäàòîì îñîáèíîì ó êîjèìà áðîj 5 ñòîjè íà k-òîì ìåñòó, 1 ≤ k ≤ n − 1.
Áóäó£è äà jå áðîj 5 ôèêñèðàí íà k-òîì ìåñòó, à äà áðîj 6 ìîðà, ó òðàæåíèì ïåðìóòàöèjàìà,
ñòàjàòè (íå îáàâåçíî) èçà áðîjà 5, áðîj ìåñòà íà êîjèìà ìîæå ñòàjàòè áðîj 6 jå n−k. Ñâàêè òàêàâ
ðàñïîðåä áðîjåâà 5 è 6 íà, ðåäîì, k-òîì è j-òîì ìåñòó, k + 1 ≤ j ≤ n, äàjå (n − 2)! ðàçëè÷èòèõ
ïåðìóòàöèjà ñà çàäàòîì îñîáèíîì, jåð ñó ó ñâàêîì òàêâîì ðàñïîðåäó áðîjåâè 5 è 6 ôèêñèðàíè
íà îäãîâàðàjó£èì ìåñòèìà, à ïðåîñòàëèõ n − 2 åëåìåíàòà ñêóïà {1, 2, . . . n} ìîæåìî ñëîáîäíî
ïåðìóòîâàòè ó îêâèðó ïðåîñòàëèõ n − 2 ìåñòà. Ïðåìà ïðèíöèïó ïðîèçâîäà, ïåðìóòàöèjà ñà
çàäàòîì îñîáèíîì ó êîjèìà áðîj 5 ñòîjè íà k-òîì ìåñòó, 1 ≤ k ≤ n − 1, jåñòå (n − k)(n − 2)!.
Áóäó£è äà áðîj 5 ìîæå ñòàjàòè íà áèëî êîì îä ïðâèõ n− 1 ìåñòà, îäíîñíî âàæè 1 ≤ k ≤ n− 1,

ïðåìà ïðèíöèïó çáèðà, óêóïàí áðîj ïåðìóòàöèjà ñà çàäàòîì îñîáèíîì jåäíàê jå:
n−1∑
k=1

(n− k)(n−

2)! = (n − 2)!
n−1∑
k=1

(n − k) = (n − 2)!
n−1∑
n=1

k = (n − 2)!
(n− 1)n

2
=
n!

2
. Ïðèìåòèìî äà ñìî ïðèëèêîì

èçðà÷óíàâà»å ñóìå èñêîðèñòèëè ÷è»åíèöó äà jå
n−1∑
k=1

(n−k) =
n−1∑
k=1

k, êîjà jå òà÷íà jåð çà ïðèðîäíå

áðîjåâå k è n âàæè: 1 ≤ k ≤ n − 1 ⇔ 1 − n ≤ −k ≤ −1 ⇔ 1 ≤ n − k ≤ n − 1 (äðóãèì ðå÷èìà,
óêîëèêî ïðèðîäàí áðîj k óçèìà ñâå âðåäíîñòè èçìå¢ó 1 è n−1, òàäà è ïðèðîäàí áðîj n−k óçèìà
ñâå âðåäíîñòè èçìå¢ó 1 è n− 1, è îáðíóòî).

5.

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ãðàô óðå¢åí ïàð (X, ρ), ãäå jå X íåïðàçàí ñêóï è ρ áèíàðíà
ðåëàöèjà äåôèíèñàíà íà òîì ñêóïó. Åëåìåíòè ñêóïà X jåñó ÷âîðîâè ãðàôà, à
åëåìåíòè ñêóïà ρ »åãîâå ãðàíå. Ãðàô ñå î÷èãëåäíî ìîæå ïðåäñòàâèòè öðòåæîì ó
ðàâíè (èëè ïðîñòîðó) íà ñëåäå£è íà÷èí. ×âîðîâå ãðàôà ïðåäñòàâ§àìî ïðîèçâî§-
íèì ìå¢óñîáíî ðàçëè÷èòèì òà÷êàìà ó ðàâíè (èëè ïðîñòîðó). Àêî ñó, çà xi, xj ∈ X,
åëåìåíòè xi è xj ó ðåëàöèjè ρ, îäíîñíî àêî âàæè xiρxj , òà÷êó êîjà ïðåäñòàâ§à
÷âîð xi ñïàjàìî íåïðåêèäíîì ãëàòêîì ëèíèjîì ñà òà÷êîì êîjà ïðåäñòàâ§à ÷âîð xj .
Îâà ëèíèjà ñå îðèjåíòèøå íà öðòåæó ñòðåëèöîì îä xi êà xj è îíà íå ïðîëàçè êðîç
íåêè òðå£è ÷âîð ãðàôà. Àêî çà xi, xj ∈ X, åëåìåíòè xi è xj íèñó ó ðåëàöèjè ρ,
îäíîñíî àêî íå âàæè xiρxj , ÷âîðîâè xi è xj íèñó íà öðòåæó äèðåêòíî ïîâåçàíè.
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Ãðàíà êîjà ñïàjà ÷âîð ñà ñàìèì ñîáîì íàçèâà ñå ïåò§à (àêî êîä ÷âîðà xi ïîñòîjè
ïåò§à, îíäà jå åëåìåíò xi ñêóïà X ó ðåëàöèjè ρ ñà ñàìèì ñîáîì, òj. âàæè xiρxi).
Ãðàô (X, ρ) íåîðèjåíòèñàí jå èëè ñèìåòðè÷àí àêî è ñàìî àêî jå ρ ñèìåòðè÷íà
ðåëàöèjà. Êîä íåîðèjåíòèñàíèõ ãðàôîâà ñâå ãðàíå ñó äâîñòðàíî îðèjåíòèñàíå,
îäíîñíî íåîðèjåíòèñàíå, ïà ñå ñòðåëèöå íà öðòåæó èçîñòàâ§àjó.
Çà äâà ÷âîðà íåîðèjåíòèñàíîã ãðàôà áåç ïåò§è êàæåìî äà ñó ñóñåäíè àêî ñó ñïî-
jåíè ãðàíîì. Áðîj ñóñåäíèõ ÷âîðîâà çà ÷âîð x íàçèâà ñå ñòåïåí òîã ÷âîðà. Íå-
îðèjåíòèñàí ãðàô áåç ïåò§è íàçèâà ñå ðåãóëàðàí ñòåïåíà r àêî jå ñòåïåí ñâàêîã
÷âîðà òîã ãðàôà jåäíàê r.
Ó íåîðèjåíòèñàíîì ãðàôó ïóò äóæèíå k jåñòå íàèçìåíè÷íè íèç ÷âîðîâà xi è ãðàíà
ui îáëèêà x1, u1, x2, u2, . . . , xk, uk, xk+1, ïðè ÷åìó jå çà ñâàêî 1 ≤ i ≤ k ÷âîð xi
ïî÷åòíè, à ÷âîð xi+1 êðàj»è çà ãðàíó ui.
Íåîðèjåíòèñàí ãðàô jå ïîâåçàí àêî ñå ïðîèçâî§íà äâà »åãîâà ÷âîðà ìîãó ïîâåçàòè
ïóòåì. Àêî ó íåîðèjåíòèñàíîì ãðàôó ïîñòîjå äâà ÷âîðà êîjè ñå íå ìîãó ïîâåçàòè
ïóòåì, êàæåìî äà jå òàj ãðàô íåïîâåçàí.

Íà îñíîâó èçëîæåíèõ ÷è»åíèöà äàòè ãðàô jåñòå íåîðèjåíòèñàí áóäó£è äà »åãîâå ãðàíå íà
öðòåæó êîjèì jå ïðåäñòàâ§åí íèñó îðèjåíòèñàíå. Jàñíî jå è äà jå äàòè ãðàô ïîâåçàí, áóäó£è
äà ñå ñâàêà äâà îä »åãîâèõ äåñåò ÷âîðîâà ìîãó ïîâåçàòè ïóòåì. Äèðåêòíèì ïðåáðîjàâà»åì
ñòåïåíà ñâàêîã ÷âîðà, âèäèìî äà jå ñòåïåí ñâàêîã ÷âîðà ó äàòîì ãðàôó jåäíàê 3, îäíîñíî, äàòè
ãðàô jåñòå 3-ðåãóëàðàí.
Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (à), (á) è (â).
Íàïîìåíèìî äà jå äàòè ãðàô ó ëèòåðàòóðè ïîçíàò êàî Ïåòåðñåíîâ ãðàô.

♣ Óïîðåäèòè ñà äåñåòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 29. 06. 2013. ãîäèíå.

6.

Ïîäñåòèìî ñå äà ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn êîíâåðãèðà çà |q| < 1, à ó îñòàëèì ñëó-

÷àjåâèìà äèâåðãèðà.

Áóäó£è äà jå
+∞∑
k=1

1

(2p)k
=

+∞∑
k=1

(
1

2p

)k
, äàòè ðåä jå ãåîìåòðèjñêè ðåä çà q =

1

2p
. Äàêëå, êîíâåðãåí-

òàí jå óêîëèêî âàæè

∣∣∣∣ 1

2p

∣∣∣∣ < 1, îäíîñíî |2p| > 1, òj. |p| > 1

2
.

♣ Óïîðåäèòè ñà øåñòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 24. 08. 2013. ãîäèíå.

7.

Ïîäñåòèìî ñå Ìàêëîðåíîâîã ðàçâîjà ôóíêöèjå ln(1 + x):

çà x ∈ (−1, 1] âàæè ln(1 + x) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1
xn

n
.

Çà x ∈ (−1, 1] âàæè:

ln(1 + x) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1
xn

n
=

+∞∑
n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1
= −

+∞∑
n=0

(−1)n+1 x
n+1

n+ 1
= x−

+∞∑
n=1

(−1)n+1 x
n+1

n+ 1
.
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Äàêëå, çà ñâàêî x ∈ (−1, 1] âàæè
+∞∑
n=1

(−1)n+1 x
n+1

n+ 1
= x − ln(1 + x), ïà çà x = 1 èìàìî:

+∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n+ 1
= 1 − ln(1 + 1) = 1 − ln 2. Çàòî jå çáèð (ñóìà) íóìåðè÷êîã ðåäà

+∞∑
n=1

(−1)n+1

n+ 1

jåäíàê 1− ln 2.

8.

Ïîäñåòèìî ñå äà çà äàòó êâàäðàòíó ìàòðèöó A ìîæåìî äåôèíèñàòè »åí êàðàê-
òåðèñòè÷íè ïîëèíîì PA(λ) = det(A − λI), ãäå jå I jåäèíè÷íà ìàòðèöà èñòîã ðåäà
êàî è ìàòðèöà A. Íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà ìàòðèöå A jåñó »åíå êàðàê-
òåðèñòè÷íå (ñîïñòâåíå) âðåäíîñòè.

Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå J jåñòå: PJ(λ) = det(J − λI) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 1

1 1− λ 1
1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣. Äà
áèñìî íà øòî jåäíîñòàâíèjè íà÷èí èçðà÷óíàëè îâó äåòåðìèíàíòó, äîäàjìî, ðåäîì, åëåìåíòå
äðóãå è òðå£å êîëîíå åëåìåíòèìà ïðâå êîëîíå, à çàòèì ïîìíîæèìî åëåìåíòå ïðâå âðñòå áðîjåì
−1 è äîäàjìî èõ, ðåäîì, åëåìåíòèìà äðóãå è òðå£å âðñòå (âðåäíîñò äåòåðìèíàíòå íå ìå»à ñå
óêîëèêî ñå åëåìåíòèìà jåäíå âðñòå, òj. êîëîíå, äîäàjó åëåìåíòè íåêå äðóãå âðñòå, òj. êîëîíå,

ïðåòõîäíî ïîìíîæåíè çàäàòèì áðîjåì):

∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 1

1 1− λ 1
1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 1
3− λ 1− λ 1
3− λ 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 1

0 −λ 0
0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣ = (3 − λ)(−λ)(−λ) = λ2(3 − λ). Âèäèìî äà ñó íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã

ïîëèíîìà PJ(λ) ìàòðèöå J , λ1 = 3 è λ2 = λ3 = 0, è òî ñó »åíå ñîïñòâåíå âðåäíîñòè.

♣ Óïîðåäèòè ñà äåâåòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 08. 02. 2015. ãîäèíå.

9.

Ïîäñåòèìî ñå íåêèõ îñîáèíà ñêàëàðíîã è âåêòîðñêîã ïðîèçâîäà äâà âåêòîðà èç
R3.
Ñêàëàðíè ïðîèçâîä âåêòîðà jåñòå áèíàðíà îïåðàöèjà êîjà ïàðó âåêòîðà èç âåêòîð-
ñêîã ïðîñòîðà R3 äîäå§ójå ðåàëàí áðîj, òj. · : R3 ×R3 → R. Çà ñâàêà äâà âåêòîðà
~a è ~b èç R3 âàæè ~a ·~b = ~b ·~a, îäíîñíî ñêàëàðíè ïðîèçâîä âåêòîðà jåñòå êîìóòàòèâíà
îïåðàöèjà. Ñêàëàðíè ïðîèçâîä äâà âåêòîðà èç R3 jåäíàê jå íóëè àêî è ñàìî àêî
ñó òà äâà âåêòîðà îðòîãîíàëíà, òj. àêî jå óãàî èçìå¢ó »èõ jåäíàê π

2 , èëè óêîëèêî
jå áàð jåäàí îä òà äâà âåêòîðà íóëà-âåêòîð.
Âåêòîðñêè ïðîèçâîä âåêòîðà jåñòå áèíàðíà îïåðàöèjà êîjà ïàðó âåêòîðà èç âåê-
òîðñêîã ïðîñòîðà R3 äîäå§ójå âåêòîð èç R3, òj. × : R3 × R3 → R3. Çà ñâàêà
äâà âåêòîðà ~a è ~b èç R3 âàæè ~a ×~b = −~b × ~a. Âåêòîðñêè ïðîèçâîä äâà âåêòîðà
èç R3 jåäíàê jå íóëà-âåêòîðó àêî è ñàìî àêî ñó òà äâà âåêòîðà ïàðàëåëíà (êîëè-
íåàðíà, òj. ëèíåàðíî çàâèñíà), îäíîñíî àêî jå óãàî èçìå¢ó »èõ jåäíàê 0 èëè π,
èëè óêîëèêî jå áàð jåäàí îä òà äâà âåêòîðà íóëà-âåêòîð. Óêîëèêî íè âåêòîð ~a
íè âåêòîð ~b íèñó íóëà-âåêòîðè è óêîëèêî òà äâà âåêòîðà íèñó ëèíåàðíî çàâèñíà,
òj. êîëèíåàðíà, îíäà jå âåêòîð ~a × ~b ðàçëè÷èò îä íóëà-âåêòîðà è íîðìàëàí jå
(îðòîãîíàëàí) è íà âåêòîð ~a è íà âåêòîð ~b, îäíîñíî îðòîãîíàëàí jå íà ðàâàí êîjó
îäðå¢ójó (íåêîëèíåàðíè, íåíóëà) âåêòîðè ~a è ~b.
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Íà îñíîâó íàâåäåíèõ ÷è»åíèöà, îäìàõ çàê§ó÷ójåìî äà ñó òâð¢å»à íàâåäåíà ïîä (à), (â) è (ã)
òà÷íà, à òâð¢å»å íàâåäåíî ïîä (á) íåòà÷íî.
Äàêëå, òà÷íà ñó òâð¢å»à (à), (â) è (ã).

♣ Óïîðåäèòè ñà îñìèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 29. 06. 2013. ãîäèíå.

10.

Ïîäñåòèìî ñå äà ïðàâà p ó ïðîñòîðó R3 êîjà jå ïàðàëåëíà âåêòîðó ~p = (p1, p2, p3)

è êîjà ñàäðæè òà÷êó T (T1, T2, T3) ìîæå áèòè çàäàòà íà ñëåäå£è íà÷èí:
x− T1
p1

=

x− T2
p2

=
x− T3
p3

.

Ñåòèìî ñå è äà jåäíà÷èíà ðàâíè α ó ïðîñòîðó R3 ÷èjè jå âåêòîð íîðìàëå ~n =
(n1, n2, n3) è êîjà ñàäðæè òà÷êó T (T1, T2, T3) ãëàñè: n1(x−T1)+n2(y−T2)+n3(z−
T3) = 0.

Ïîäñåòèìî ñå äà óêîëèêî jå ðàâàí α ó ïðîñòîðó R3 äàòà jåäíà÷èíîì n1x+ n2y +
n3z = N , òàäà âåêòîð íîðìàëå ðàâíè α èìà êîîðäèíàòå (n1, n2, n3).

Òàêî¢å âàæè è ñëåäå£à ÷è»åíèöà: óêîëèêî ó ïðîñòîðó R3 âàæè äà ñó ïðàâà p è
ðàâàí α ìå¢óñîáíî íîðìàëíå, òàäà jå âåêòîð ïðàâå p (âåêòîð êîjè jå ïàðàëåëàí
ïðàâîj p) êîëèíåàðàí ñà âåêòîðîì íîðìàëå ðàâíè α.

Áóäó£è äà jå òðàæåíà ðàâàí íîðìàëíà íà äàòîj ïðàâîj
x+ 1

2
=
y − 3

4
=
z − 3

−1
, âåêòîð íîðìàëå

òðàæåíå ðàâíè jåñòå áèëî êîjè âåêòîð êîëèíåàðàí ñà âåêòîðîì äàòå ïðàâå (âåêòîðîì êîjè jå ñà
äàòîì ïðàâîì ïàðàëåëàí), îäíîñíî çà âåêòîð íîðìàëå òðàæåíå ðàâíè ìîæåìî èçàáðàòè áàø
âåêòîð äàòå ïðàâå, òj. âåêòîð (2, 4,−1). Òàêî¢å, òðàæåíà ðàâàí ñàäðæè è äàòó òà÷êó A(−1, 0, 3),
ïà jå »åíà jåäíà÷èíà:

2 · (x+ 1) + 4 ·
(
y − 0

)
−
(
z − 3

)
= 0
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� Ïðàêòèêóì èç Ìàòåìàòèêå �
� Ïðâè òåñò � 22. 03. 2015.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
cos 4x dx.

4. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
arctg x dx.

2. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
ex√

1 + ex
dx.

5. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ 2

0
|x2 − 4x+ 3| dx.

3. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
dx

x2 + 4x+ 5
.

6. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ π
3

−π
3

|x| sinx dx.

193



7. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ π
4

0
sinx
√

cosxdx.

12. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå

(x+ y) dx− x dy = 0

íà èíòåðâàëó (0,+∞).

8. Èçðà÷óíàòè âåëè÷èíó ïîâðøèíå äåëà ðàâíè
êîjè îãðàíè÷àâàjó êðèâà y = lnx è ïðàâå x =
1
e , x = e è y = 0.

13. Îäðåäèòè îíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å äèôå-

ðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà y′ − 2y

x+ 1
=

(x+ 1)3 êîjå çàäîâî§àâà óñëîâ y(1) = 1.

9. Îäðåäèòè âðåäíîñò ðåàëíîã ïàðàìåòðà b, b >

−1, òàêî äà âàæè
1

1 + b

∫ b

−1
(3x2 + 2x) dx = 4.

14. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å õîìîãåíèõ ëèíå-
àðíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà:

(à) y′′ − 2y′ − 3y = 0;

(á) y′′ − 4y′ + 4y = 0.
10. Èçðà÷óíàòè âåëè÷èíó ïîâðøèíå äåëà
ðàâíè êîjè îãðàíè÷àâàjó êðèâà y = x2 − 1 è
ïðàâà y = 0.

11. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà

y′ + 2xy2 = 0.

15. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å íåõîìîãåíå ëèíå-
àðíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå äðóãîã ðåäà

y′′ − 4y = 4ex.
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� Ðåøå»à �

!

1. Íàêîí óâî¢å»à ñìåíå äîáèjàìî òàáëè÷íè èíòåãðàë:∫
cos 4xdx =

{
t = 4x

dt = 4 dx

}
=

1

4

∫
cos tdt =

1

4
sin t+ C =

1

4
sin 4x+ C.

Îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ñêóï ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå. Ïðåìà òîìå, âðëî jå âàæíî äà êîä îäðå¢èâà»à íåîäðå¢åíîã èíòåãðàëà äîäàìî êîí-
ñòàíòó èçðà÷óíàòîj ïðèìèòèâíîj ôóíêöèjè.

2. Ñëè÷íî êàî è ó ïðåòõîäíîì çàäàòêó, èíòåãðàë ðåøàâàìî óâî¢å»åì ñìåíå:∫
ex√

1 + ex
dx =

{
t = 1 + ex

dt = ex dx

}
=

∫
t−

1
2dt = 2t

1
2 + C = 2

√
1 + ex + C.

♦ Jîø åëåãàíòíèjè ïðèñòóï jå óâî¢å»å ñìåíå t =
√

1 + ex. Íà òàj íà÷èí èìàìî dt =
1

2

ex√
1 + ex

dx, ïà jå

∫
ex√

1 + ex
dx =

∫
2dt = 2t+ C = 2

√
1 + ex + C.

3. Ñâî¢å»åì êâàäðàòíîã òðèíîìà ó èìåíèîöó ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå íà êàíîíñêè îáëèê

èìàìî äà jå

∫
dx

x2 + 4x+ 5
=

∫
dx

(x+ 2)2 + 1
.

Äîáèjåíè èíòåãðàë ðåøàâàìî óâîäå£è ñìåíó t = x+ 2:∫
dx

(x+ 2)2 + 1
=

{
t = x+ 2
dt = d (x+ 2) = dx

}
=

∫
dt

t2 + 1
= arctg t+ C = arctg (x+ 2) + C

Äàêëå,

∫
dx

x2 + 4x+ 5
= arctg (x+ 2) + C.

4. Èíòåãðàë ðåøàâàìî ìåòîäîì ïàðöèjàëíå èíòåãðàöèjå:∫
arctg x dx =

 u = arctg x dv = dx

du =
dx

1 + x2
v = x

 = x arctg x−
∫

x

1 + x2
dx.

Ñàäà jå ïîòðåáíî ðåøèòè èíòåãðàë

∫
x

1 + x2
dx, êîjè ðåøàâàìî óâî¢å»åì ñìåíå t = 1 + x2:∫

xdx

1 + x2
=

{
t = 1 + x2

dt = d
(
1 + x2

)
= 2xdx

}
=

1

2

∫
dt

t
=

1

2
ln |t|+ C =

1

2
ln
(
1 + x2

)
+ C.

Äàêëå,

∫
arctg x dx = x arctg x− 1

2
ln
(
1 + x2

)
+ C.

5. Ïðèìåòèìî äà jå

|x2 − 4x+ 3| =
{

x2 − 4x+ 3, x ∈ (−∞, 1] ∪ [3,+∞)
−
(
x2 − 4x+ 3

)
, x ∈ (1, 3) .
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Íà îñíîâó àäèòèâíîñòè îäðå¢åíîã èíòåãðàëà ñëåäè∫ 2

0
|x2 − 4x+ 3| dx =

∫ 1

0
(x2 − 4x+ 3) dx−

∫ 2

1
(x2 − 4x+ 3) dx =(

x3

3 − 2x2 + 3x
) ∣∣∣∣1

0

−
(
x3

3 − 2x2 + 3x
) ∣∣∣∣2

1

=
(
1
3 − 2 + 3

)
−
(
8
3 − 8 + 6− 1

3 + 2− 3
)

= 2.

6. Àêî jå f íåïðåêèäíà è íåïàðíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [−a, a], îíäà jå

∫ a

−a
f(x) dx=0. Ôóíêöèjà

f(x) = |x| sinx íåïðåêèäíà jå è íåïàðíà íà ñåãìåíòó
[
−π

3 ,
π
3

]
, êàî ïðîèçâîä íåïðåêèäíå è ïàðíå

ôóíêöèjå |x| è íåïðåêèäíå è íåïàðíå ôóíêöèjå sinx. Ïðåìà òîìå, âàæè

∫ π
3

−π
3

|x| sinx dx = 0.

7. Çàäàòàê ðåøàâàìî óâî¢å»åì ñìåíå è ïðèìåíîì �óòí�Ëàjáíèöîâå ôîðìóëå:∫ π
4

0
sinx
√

cosxdx =


t = cosx, x = 0⇒ t = cos 0 = 1

dt = − sinx dx, x =
π

4
⇒ t = cos

π

4
=

√
2

2

 = −
∫ √

2
2

1

√
tdt =

∫ 1

√
2

2

√
tdt =

2

3
t
3
2

∣∣∣∣1√
2

2

=
2

3

(
1−

4
√

2

2

)
.

8. Äåî ðàâíè îãðàíè÷åí êðèâîì y = lnx è ïðàâàìà x = 1
e , x = e è y = 0 íàëàçè ñå èñïîä, à äåî

èçíàä x-îñå. Âåëè÷èíó ïîâðøèíå òðàæåíîã äåëà ðàâíè ìîæåìî ïðåäñòàâèòè êàî çáèð âåëè÷èíà
ïîâðøèíà äåëîâà ðàâíè íà ñëèöè îçíà÷åíèõ ñà P1 è P2. Íåîäðå¢åíè èíòåãðàë ôóíêöèjå y = lnx
îäðå¢ójåìî ìåòîäîì ïàðöèjàëíå èíòåãðàöèjå, äîê îäãîâàðàjó£å îäðå¢åíå èíòåãðàëå ðà÷óíàìî
êîðèø£å»åì �óòí�Ëàjáíèöîâå ôîðìóëå.

∫
lnx dx =

{
u = lnx dv = dx

du =
dx

x
v = x

}
= x lnx−

∫
dx = x lnx− x+ C

P = P1 + P2 = −
∫ 1

1
e

lnx dx+

∫ e

1
lnx dx

= − (x lnx− x)

∣∣∣∣1
1
e

+ (x lnx− x)

∣∣∣∣e
1

= 1− 1

e
− 1

e
+ e− e+ 1 = 2− 2

e

♣ Çàäàòàê jå èñòè êàî è òðå£è çàäàòàê ñà òåñòà 13. 02. 2011.

9. Èñêîðèñòè£åìî îñîáèíó ëèíåàðíîñòè îäðå¢åíîã èíòåãðàëà êàêî áèñìî èçðà÷óíàëè âðåäíîñò
ñà ëåâå ñòðàíå äàòå jåäíàêîñòè:

1

b+ 1

∫ b

−1
(3x2 + 2x)dx =

1

b+ 1

(∫ b

−1
3x2dx+

∫ b

−1
2xdx

)
.

Îáà íåîäðå¢åíà èíòåãðàëà
∫

3x2dx è
∫

2xdx òàáëè÷íè ñó èíòåãðàëè, è »èõîâå ïðèìèòèâíå ôóíê-
öèjå ñó, ðåäîì, x3+C è x2+C. Äà áèñìî èçðà÷óíàëè îäãîâàðàjó£å îäðå¢åíå èíòåãðàëå êîðèñòèìî
�óòí�Ëàjáíèöîâó ôîðìóëó:∫ b

−1
3x2dx = x3

∣∣∣∣∣
b

−1

= b3 − (−1)3 = b3 + 1 è

∫ b

−1
2xdx = x2

∣∣∣∣∣
b

−1

= b2 − (−1)2 = b2 − 1.
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Ñàäà jå:
1

b+ 1

∫ b

−1
(3x2 + 2x)dx =

1

b+ 1
(b3 + 1 + b2 − 1) =

b2(b+ 1)

b+ 1
= b2. Äà áè âðåäíîñò èçðàçà

1

b+ 1

∫ b

−1
(3x2 +2x)dx áèëà jåäíàêà 4, ìîðà âàæèòè b2 = 4, îäíîñíî b = 2 èëè b = −2, àëè áóäó£è

äà jå ó çàäàòêó ïîñòàâ§åí óñëîâ b > −1, çàê§ó÷ójåìî äà jå b = 2.

♣ Çàäàòàê jå èñòè êàî è äðóãè çàäàòàê ñà òåñòà 19. 01. 2014.

10. Óêîëèêî jå y = f(x) íåãàòèâíà êðèâà, ãäå jå f(x) ôóíêöèjà èíòåãðàáèëíà íà îäñå÷êó [a, b],

òàäà âðåäíîñò −
∫ b
a f(x) dx ïðåäñòàâ§à âåëè÷èíó ïîâðøèíå îãðàíè÷åíå êðèâîì y = f(x), x-îñîì

è ïðàâàìà x = a è x = b.

Òàêî¢å, óêîëèêî jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà f(x) íåïðåêèäíà íà èíòåðâàëó [−a, a] è ïàðíà, òàäà

âàæè

∫ a

−a
f(x)dx = 2

∫ a

0
f(x)dx.

Ôóíêöèjà f(x) = x2− 1 êâàäðàòíà jå ôóíêöèjà ñà ìàêñèìóìîì êîjà ñå÷å x-îñó ó òà÷êàìà x1 = 1
è x2 = 1 (òî ñó íóëå ôóíêöèjå f(x) = x2 − 1), ïà jå íåãàòèâíà íà èíòåðâàëó [−1, 1] (ñêèöèðàòè
ãðàôèê). Âåëè÷èíà ïîâðøèíå äåëà ðàâíè îãðàíè÷åíîã êðèâîì y = x2 − 1 è x-îñîì jå, äàêëå,

P = −
∫ 1

−1
(x2 − 1) dx. Ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà f(x) = x2 − 1 ïàðíà jå (çà ñâàêî x ∈ R âàæè

f(−x) = f(x)), ïà jå

∫ 1

−1
(x2 − 1) dx = 2

∫ 1

0
(x2 − 1) dx, îäíîñíî, P = −2

∫ 1

0
(x2 − 1) dx.

Ñàäà jå, íà îñíîâó ëèíåàðíîñòè èíòåãðàëà, P = −2

(∫ 1

0
x2 dx−

∫ 1

0
dx

)
. Èíòåãðàëè

∫
dx è∫

x2 dx òàáëè÷íè ñó èíòåãðàëè è jåäíàêè ñó, ðåäîì, x+C è
x3

3
+C. Çà èçðà÷óíàâà»å ïîñëåä»à

äâà èíòåãðàëà èñêîðèñòè£åìî �óòí�Ëàjáíèöîâó ôîðìóëó:

∫ 1

0
dx = x

∣∣∣∣∣
1

0

= 1− 0 = 1,

∫ 1

0
x2 dx =

x3

3

∣∣∣∣∣
1

0

=
1

3
− 0 =

1

3
. Íà êðàjó jå P = −2

(
1

3
− 1

)
=

4

3
.

11. Äàòà jåäíà÷èíà jå jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå, ïà äî »åíîã îïøòåã ðåøå»à äîëà-
çèìî èíòåãðàöèjîì:

y′ + 2xy2 = 0⇒ y′ = −2xy2 ⇒ dy

dx
= −2xy2 ⇒ dy

y2
= −2xdx⇒

∫
dy

y2
= −

∫
2xdx.

Èíòåãðàëè ñà ëåâå è äåñíå ñòðàíå ïîñëåä»å jåäíàêîñòè òàáëè÷íè ñó èíòåãðàëè, òå jå −1

y
=

−2

(
x2

2
+ C

)
, îäíîñíî

1

y
= x2 + C1. Äàêëå, îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå

jåñòå y =
1

x2 + C1
, øòî jåäíîñòàâíî ìîæåìî ïðîâåðèòè çàìåíîì äîáèjåíîã îïøòåã ðåøå»à ó

ïîëàçíó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó.

12. Jåäíà÷èíà y′ = f
(y
x

)
, ãäå jå f(x) íåïðåêèäíà ôóíêöèjå íà (a, b), íàçèâà ñå õîìîãåíà äèôå-

ðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà. Àêî jå f(t) = t, jåäíà÷èíà y′ = f
(y
x

)
ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå,

ïà çàòî ïðåòïîñòàâ§àìî äà jå f(t) 6= t íà (a, b). Óâî¢å»åì íîâå íåïîçíàòå ôóíêöèjå z = z(x),

ïîìî£ó ñìåíå z =
y

x
, îâà jåäíà÷èíà ñå ñâîäè íà jåäíà÷èíó êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå.
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Íàèìå, âàæè y = zx, ïà jå y′ = xz′+ z. Êàäà óâðñòèìî îâó ñìåíó ó ïîëàçíó jåäíà÷èíó, äîáèjàìî

xz′+z = f(z), îäíîñíî
dz

f(z)− z
=
dx

x
, à îâî jå (ïî íåïîçíàòîj ôóíêöèjè z = z(x)) jåäíà÷èíà êîjà

ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå. Èç îïøòåã ðåøå»à G(x, z, C) = 0 îâå jåäíà÷èíå äîáèjàìî îïøòå ðåøå»å

ïîëàçíå jåäíà÷èíå êàî G
(
x,
y

x
, C
)

= 0.

Çàïèøèìî äàòó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó íà ñëåäå£è íà÷èí: x y′ = y + x. Ïðèìåòèìî äà jå,

íà èíòåðâàëó (0,+∞), äàòà jåäíà÷èíà åêâèâàëåíòíà äèôåðåíöèjàëíîj jåäíà÷èíè y′ = 1 +
y

x
.

Ñàäà âèäèìî äà jå ó ïèòà»ó õîìîãåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà, çà f(t) = 1 + t.

Óâåäèìî ó äàòîj jåäíà÷èíè ñìåíó z =
y

x
. Âàæè y = zx, ïà jå y′ = xz′ + z. Êàäà óâðñòèìî îâó

ñìåíó ó ïîëàçíó jåäíà÷èíó, äîáèjàìî xz′ + z = 1 + z, îäíîñíî
xdz

dx
= 1, à îâî jå (ïî íåïîçíàòîj

ôóíêöèjè z = z(x)) jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå. Äî »åíîã îïøòåã ðåøå»à äîëàçèìî
èíòåãðàöèjîì:

xdz

dx
= 1⇒ dz =

dx

x
⇒
∫
dz =

∫
dx

x
.

Èíòåãðàëè ñà ëåâå è äåñíå ñòðàíå ïîñëåä»å jåäíàêîñòè òàáëè÷íè ñó èíòåãðàëè, òå jå z = ln |x|+C
îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå

xdz

dx
= 1. Êàäà ó äîáèjåíî îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöè-

jàëíå jåäíà÷èíå
xdz

dx
= 1 óâðñòèìî z =

y

x
, äîëàçèìî äî

y

x
= ln |x|+ C, îäíîñíî y = x ln |x|+ Cx,

øòî jå îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå. Áóäó£è äà çà x ∈ (0,+∞) âàæè |x| = x,
îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñòå y = x lnx+Cx, øòî ñå jåäíîñòàâíî ìîæå
ïðîâåðèòè.

♣ Âèäåòè òðå£è çàäàòàê íà òåñòó 27. 08. 2011. è òðå£è çàäàòàê íà òåñòó 08. 02. 2015.

13. Jåäíà÷èíà y′(x)+P (x)y(x) = Q(x), ãäå ñó P (x) è Q(x) íåïðåêèäíå ôóíêöèjå íà (a, b), íàçèâà
ñå ëèíåàðíîì jåäíà÷èíîì ïðâîã ðåäà. �åíî îïøòå ðåøå»å äàòî jå ñà

y(x) = e−
∫
P (x)dx

(
C +

∫
Q(x)e

∫
P (x)dxdx

)
.

Ó ïèòà»ó jå ëèíåàðíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà, P (x) = − 2

x+ 1
è Q(x) = (x+ 1)3.

Äàêëå, »åíî îïøòå ðåøå»å jå:

y(x) = e
∫

2
x+1

dx
(
C +

∫
(x+ 1)3e−

∫
2
x+1

dxdx

)
= e2 ln |x+1|

(
C +

∫
(x+ 1)3e−2 ln |x+1|dx

)
=

= eln(x+1)2
(
C +

∫
(x+ 1)3e

ln 1
(x+1)2 dx

)
= (x+ 1)2

(
C +

∫
(x+ 1)3

1

(x+ 1)2
dx

)
=

= (x+ 1)2
(
C +

∫
(x+ 1)dx

)
= (x+ 1)2

(
C +

(x+ 1)2

2

)
.

.

Ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å çà êîjå jå y(1) = 1 äîáèjàìî êàäà ó îïøòåì ðåøå»ó çàìåíèìî x = 1 è

y = 1 è òàêî îäðåäèìî êîíñòàíòó C. Ïðåìà òîìå, èìàìî 1 = 4(C + 2), îäíîñíî C = −7

4
, ïà jå

òðàæåíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å:

y(x) = (x+ 1)2
(
−7

4
+

(x+ 1)2

2

)
=

(x+ 1)4

2
− 7

4
(x+ 1)2.
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14.(à) Ó ïèòà»ó jå õîìîãåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà. Êàðàêòåðèñòè÷íà jåä-
íà÷èíà îâå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ãëàñè λ2 − 2λ − 3 = 0, è »åíà ðåøå»à ñó:
λ1 = 3 è λ2 = −1. Äàêëå, îïøòå ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñòå:
yo = C1e

3x + C2e
−x.

(á) Îâî jå òàêî¢å õîìîãåíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà. Êàðàêòåðèñòè÷íà
jåäíà÷èíà îâå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ãëàñè λ2 − 4λ + 4 = 0, è »åíà ðåøå»à ñó:
λ1 = λ2 = 2. Äàêëå, îïøòå ðåøå»å äàòå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñòå: yo =
C1e

2x + C2xe
2x.

15. Íåêà jå yh îïøòå ðåøå»e õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′′ − 4 y = 0 è íåêà jå yp
íåêî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»e íåõîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′′ − 4 y = 4ex. Òàäà jå îï-
øòå ðåøå»å äàòå íåõîìîãåíå jåäíà÷èíå äàòî ñà y = yh + yp. Jåäíà÷èíà y′′ − 4 y = 0 õîìîãåíà
jå ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà. Îäãîâà-
ðàjó£à êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà ãëàñè λ2 − 4 = 0. Êîðåíè êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå jåñó
λ1,2 = ±2, ðåàëíè è ðàçëè÷èòè. Îäãîâàðàjó£à ïàðòèêóëàðíà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à õîìî-
ãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñó y1 = e2x è y2 = e−2x, äîê jå îïøòå ðåøå»å »èõîâà ëèíåàðíà
êîìáèíàöèjà, òj. yh = C1y1 + C2y2 = C1e

2x + C2e
−2x. Ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å íåõîìîãåíå äè-

ôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ìîæåìî îäðåäèòè ìåòîäîì íåîäðå¢åíèõ êîåôèöèjåíàòà èëè ìåòîäîì
âàðèjàöèjå êîíñòàíòè.

Ìåòîäà íåîäðå¢åíèõ êîåôèöèjåíàòà ìîæå ñå ïðèìåíèòè êàäà jå ñëîáîäàí ÷ëàí íåõîìîãåíå äè-
ôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå îáëèêà F (x) = eαx (P1(x) cos(β x) + P2(x) sin(β x)), ãäå ñó α, β ∈ R, à
P1(x) è P2(x) ïîëèíîìè ïî ïðîìåí§èâîj x ðåäîì ñòåïåíà degP1(x) è degP2(x). Ó êîíêðåòíîì
ñëó÷àjó èìàìî äà jå F (x) = 4ex, øòî ìîæåìî äîáèòè èç îïøòåã îáëèêà çà α = 1, β = 0, P1(x) = 4
è P2(x) = 0. Êàêî α+ i β = 1 íèjå êîðåí êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå, èìàìî äà jå ïàðòèêóëàðíî
ðåøå»å îáëèêà yp = eαx (Q1(x) cos(β x) +Q2(x) sin(β x)), ãäå ñó Q1(x) è Q2(x) ïîëèíîìè ÷èjè
ñó ñòåïåíè jåäíàêè max{degP1(x), degP2(x)} = 0, òj. yp = Aex. Áóäó£è äà jå y′p = y′′p = Aex,
çàìåíîì ïàðòèêóëàðíîã ðåøå»à ó ïîëàçíó jåäíà÷èíó äîáèjàìî äà jå −3Aex = 4ex, îäíîñíî äà
jå A = −4

3 . Jåäíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å äàòå íåõîìîãåíå jåäíà÷èíå ãëàñè yp = −4
3e
x, ïà jå »åío

îïøòå ðåøå»å y = yh + yp = C1e
2x + C2e

−2x − 4
3e
x.

Àêî ñå îäëó÷èìî çà ìåòîäó âàðèjàöèjå êîíñòàíòè, èìàìî äà jå îïøòå ðåøå»å íåõîìîãåíå äèôå-
ðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå îáëèêà y = Ĉ1(x) e2x + Ĉ2(x) e−2x, ãäå ñó Ĉ1 è Ĉ2 ôóíêöèjå ÷èjå èçâîäå
íàëàçèìî ðåøàâà»åì ñèñòåìà

Ĉ ′1(x) e2x + Ĉ ′2(x) e−2x = 0

2 Ĉ ′1(x) e2x − 2 Ĉ ′2(x) e−2x = 4ex.

Äå§å»åì äðóãå jåäíà÷èíå ñà 2 è äîäàâà»åì ïðâîj jåäíà÷èíè äîáèjàìî Ĉ ′1(x) = e−x, è ïîñëåäè÷íî

Ĉ ′2(x) = −e3x. Èìàìî äà jå Ĉ1(x) =
∫
e−x dx = −e−x + C1 è Ĉ2(x) = −

∫
e3x dx = −1

3e
3x + C2, è

äà jå îïøòå ðåøå»å íåõîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå

y = Ĉ1(x) e2x + Ĉ2(x) e−2x =
(
−e−x + C1

)
e2x +

(
−1

3
e3x + C2

)
e−2x = C1 e

2x + C2 e
−2x − 4

3
ex.

Ñ äðóãå ñòðàíå, ìîãëè ñìî äà èçàáåðåìî êîíêðåòíå ïðèìèòèâíå ôóíêöèjå Ĉ1(x) = −e−x è
Ĉ2(x) = −1

3e
3x è äà äîáèjåìî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å íåõîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå

yp = Ĉ1(x) e2x + Ĉ2(x) e−2x = −e−x e2x − 1
3e

3xe−2x = −4
3e
x, êîjå äîäàjåìî îïøòåì ðåøå»ó

õîìîãåíå jåäíà÷èíå yh = C1e
2x + C2e

−2x è íà òàj íà÷èí äîáèjåìî îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôå-
ðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y = yh + yp = C1e

2x + C2e
−2x − 4

3e
x.
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� Ïðàêòèêóì èç Ìàòåìàòèêå �
� Äðóãè òåñò � 28. 05. 2015.

1. Èñïèòàòè äà ëè ðåä

+∞∑
n=1

n · 3n + 1

2n
êîíâåð-

ãèðà.

4. Çà êîjå jå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà a
ðàíã ìàòðèöå

A =

 1 1 1
−3 2 a
−3 −3 −3


jåäíàê 2?

2. Çà êîjå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà α íó-

ìåðè÷êè ðåä

+∞∑
n=2

1

(n+ 3)α+2
êîíâåðãèðà?

5. Ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìå-
òðà b îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå

B =

 b 2 0 1 0
1 0 b 2 0
0 0 0 1

 .

3. Ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=3

n

n+ 1

(x
3

)n
jeñòå:

(à) 1; (á) 3; (â) 0; (ã)
1

3
; (ä) +∞;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

6. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ òâð¢å»à:

(à) çàìåíîì ìåñòà äâåìà âðñòàìà ìàòðèöå »åí
ðàíã ñå íå ìå»à;

(á) àêî ñó A è B ïðîèçâî§íå êâàäðàòíå ìà-
òðèöå èñòîã ðåäà, îíäà jå rang (A · B) =
rang (B ·A);

(â) àêî jå ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê k, îíäà ìà-
òðèöà A èìà òà÷íî k ëèíåàðíî íåçàâèñíèõ
âðñòà, k ∈ N;

(ã) íèjåäíî îä ïðåòõîäíèõ òâð¢å»à íèjå òà÷íî.
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7. Çà êîjå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà λ ñè-
ñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà

2x+ y = 1

λx+ 5y = 2

íèjå ñàãëàñàí?

12. Îä âåêòîðà ~v1 = (−1, 1, 0), ~v2 = (−2, 2, 0) è
~v3 = (1, 0, 1) âåêòîðñêîã ïðîñòîðà R3 ôîðìèðàòè
íàjáðîjíèjè ñêóï ëèíåàðíî íåçàâèñíèõ âåêòîðà.

8. Çà êîjå jå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà k
õîìîãåíè ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà-
÷èíà

x+ y + kz = 0

x− 2y + z = 0

kx− y − z = 0

ñàãëàñàí?

13. Àêî ñó ~u = ~m + 2~n è ~v = 5 ~m − 4~n îðòî-
ãîíàëíè âåêòîðè âåêòîðñêîã ïðîñòîðà R2 , îäðå-
äèòè óãàî êîjè îáðàçójó jåäèíè÷íè âåêòîðè ~m è
~n.

9. Çà ìàòðèöó A =

[
1 2 3

2 4 5

]
ìîãó£å jå îäðå-

äèòè:

(à)êàðàêòåðèñòè÷íè
ïîëèíîì;

(á)ìèíèìàëíè ïîëèíîì;

(â)ñîïñòâåíå âåêòîðå; (ã) ðàíã;

(ä)íèøòà îä íàâåäåíîã.

14. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä jåäíà÷èíà ïðà-
âèõ ó ïðîñòîðó R3 êîjå ïðèïàäàjó ðàâíè Oxy è
êîjå ñàäðæå êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê:

(à) y = 3x; (á) x = y = z;

(â) x = 2y; (ã) x = y, z = 0;

(ä) x = t, y = 3t, z = 0; (¢) x+ y = z;

(å) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

10. Îäðåäèòè ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå

C =

 1 −2 4
0 1 5
0 0 2

 .
15. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ òâð¢å»à:

(à) A+By +Cz = 0 jå jåäíà÷èíà ðàâíè ó ïðî-
ñòîðó R3 êîjà jå ïàðàëåëíà ñà z-îñîì, çà
ñâàêî A,B ∈ R è C ∈ R \ {0};

(á) Ax+By+Cz = 0 jå jåäíà÷èíà ðàâíè ó ïðî-
ñòîðó R3 êîjà ñàäðæè êîîðäèíàòíè ïî÷å-
òàê, çà ñâàêî A,B,C ∈ R, A2+B2+C2 6= 0;

(â) ðàâàí
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1 ó ïðîñòîðó R3 ñå÷å

êîîðäèíàòíå îñå Ox, Oy è Oz ðåäîì ó
òà÷êàìà A(a, 0, 0), B(0, b, 0) è C(0, 0, c), çà
a, b, c ∈ R \ {0}.

(ã) íèjåäíî îä ïðåòõîäíèõ òâð¢å»à íèjå òà÷íî.

11. Îäðåäèòè ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå

D =

[
0 1
4 0

]
.
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� Ðåøå»à �

1. Äàòè ðåä jå äèâåðãåíòàí, jåð ìó îïøòè ÷ëàí íå òåæè 0 êàäà n òåæè +∞.

♣ Ïîãëåäàòè ïåòè çàäàòàê ñà òåñòà 08. 06. 2013.

2. Âàæè äà jå

+∞∑
n=2

1

(n+ 3)α+2
=

+∞∑
n=5

1

nα+2
. Ðåä

+∞∑
n=5

1

nα+2
êîíâåðãåíòàí jå çà α+2 > 1, òj. α > −1.

3. Ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ðåäà

+∞∑
n=3

n

n+ 1

(x
3

)n
jeñòå R = 3. Òà÷àí îäãîâîð jå (á).

♣ Çà äåòà§å ïîãëåäàòè øåñòè çàäàòàê ñà òåñòà 08. 02. 2009.

4. Ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê jå 2 çà ñâàêî a ∈ R.

♣ Çàäàòàê jå èñòè êàî îñìè çàäàòàê ñà òåñòà 18. 01. 2015.

5. Ðàíã ìàòðèöå jåäíàê jå ðåäó »åíå íàjâå£å ðåãóëàðíå ïîäìàòðèöå. Êàêî ñó ñâè åëåìåíòè
äðóãå êîëîíå ìàòðèöå B jåäíàêè íóëè, ðàíã ìàòðèöå B çàâèñè îä âðåäíîñòè äåòåðìèíàíòå∣∣∣∣∣∣
b 2 1 0
1 b 2 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ . Äàòà äåòåðìèíàíòà jåäíàêà jå b 4 − 1 è ðàçëè÷èòà jå îä íóëå çà b 6= ±1. Ïðåìà

òîìå, ðàíã ìàòðèöå B jåäíàê jå 3 çà b 6= ±1. Çà b = ±1 îäãîâàðàjó£è åëåìåíòè ïðâå è äðóãå
âðñòå ìàòðèöå B jåäíàêè ñó è íèñó ïðîïîðöèîíàëíè îäãîâàðàjó£èì åëåìåíòèìà òðå£å, ïà jå ó
îâîì ñëó÷àjó ðàíã ìàòðèöå B jåäíàê 2.

♦ Ó òåêñòó çàäàòêà íàâåäåíî jå äà jå ïàðàìåòàð b ðåàëàí áðîj. Ïðåìà òîìå, ðåàëíà ðåøå»à
jåäíà÷èíå b 4 − 1 = 0 jåñó b = ±1. Äà jå ïàðàìåòàð b áèî êîìïëåêñàí áðîj, äàòà jåäíà÷èíà áè
èìàëà jîø äâà ðåøå»à b = ±i. È çà b = ±i ðàíã ìàòðèöå B áèî áè jåäíàê 2, äîê áè ó îñòàëèì
ñëó÷àjåâèìà (b 6= ±1 è b 6= ±i) ðàíã ìàòðèöå B áèî 3.

6. Òà÷íè îäãîâîðè ñó (à) è (â). Ó ïèòà»ó ñó ñòàíäàðäíå òåîðåìå êîjå ñå îäíîñå íà ðàíã
ìàòðèöà. Ïðîäèñêóòójìî äåòà§íèjå ïðèìåð (á). Ïîêàæèìî äà ïîñòîjå ìàòðèöå A è B òàêâå

äà rang (A · B) 6= rang (B · A) Íåêà jå A =

[
1 1
1 1

]
è B =

[
1 1
−1 −1

]
. Âàæè äà jå A · B =[

1 1
1 1

]
·
[

1 1
−1 −1

]
=

[
0 0
0 0

]
è B · A =

[
1 1
−1 −1

]
·
[

1 1
1 1

]
=

[
2 2
−2 −2

]
. Èìàìî äà jå

rang (A ·B) = 0, äîê jå rang (B ·A) = 1.

7. Äàòè ñèñòåì íèjå ñàãëàñàí çà λ = 10.

♣ Çàäàòàê jå èñòè êàî äåâåòè çàäàòàê ñà òåñòà 07. 09. 2013.

8. Õîìîãåí ñèñòåì jå óâåê ñàãëàñàí. Òà÷àí îäãîâîð jå k ∈ R.

♣ Ïîãëåäàòè îñìè çàäàòàê ñà òåñòà 10. 02. 2013.

9. Òà÷àí îäãîâîð jå (ã).

♣ Ïîãëåäàòè äåâåòè çàäàòàê ñà òåñòà 03. 02. 2007.

10. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå C jåäíàê jå

ϕC(λ) = det(C − λI) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ −2 4

0 1− λ 5
0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = −(λ− 1)2(λ− 2).

Ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ìàòðèöå C jåñó íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà ϕC(λ). Ïðåìà òîìå,
ñîïñòâåíå âðåäíîñòè ñó λ1 = λ2 = 1 è λ3 = 2.
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11.

Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ðåàëíå êâàäðàòíå ìàòðèöå M ðåäà n jåñòå ïîëèíîì
ϕM (λ) = det(M − λI). Ìèíèìàëíè ïîëèíîì µM (λ) ìàòðèöå M jåñòå ìîíè÷íè
ïîëèíîì íàjìà»åã ñòåïåíà êîjè àíóëèðà ìàòðèöó, îäíîñíî òî jå ìîíè÷íè ïîëèíîì
íàjìà»åã ñòåïåíà çà êîjè âàæè µM (M) = 0. Ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå M
äåëè êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì. Íåêà ñó λ1, λ2, . . . λk, 1 ≤ k ≤ n, ðàçëè÷èòå íóëå
êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà. Òàäà ñó λ1, λ2, . . . λk, 1 ≤ k ≤ n, òàêî¢å íóëå èñòîã
èëè ìà»åã ðåäà ìèíèìàëíîã ïîëèíîìà.

Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå D jåäíàê je ϕD(λ) = det(D − λI) =

∣∣∣∣ −λ 1
4 −λ

∣∣∣∣ = λ2 − 4.

Íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà jeñó λ1 = 2 è λ2 = −2, ðàçëè÷èòè áðîjåâè. Êàêî ìèíèìàëíè
ïîëèíîì èìà èñòå íóëå êàî è êàðàêòåðèñòè÷íè, èñòîã èëè ìà»åã ðåäà, λ1 = 2 è λ2 = −2 jeñó jå-
äèíå íóëå ìèíèìàëíîã ïîëèíîìà. Ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå D jåäíàê jå êàðàêòåðèñòè÷íîì
è âàæè äà jå µD(λ) = λ2 − 4.

12.

Äâà âåêòîðà ~v1 = (x1, x2, x3) è ~v2 = (y1, y2, y3) ðàçëè÷èòà îä íóëà-âåêòîðà âåê-
òîðñêîã ïðîñòîðà R3 jeñó ëèíåàðíî çàâèñíà àêî ïîñòîjè êîíñòàíòà t ∈ R òàêâà äà
âàæè ~v2 = t~v1, òj. àêî ïîñòîjè t ∈ R çà êîjå jå y1 = t x1, y2 = t x2 è y3 = t x3.
Çà xi 6= 0, i ∈ {1, 2, 3}, ëèíåàðíà çàâèñíîñò âåêòîðà ~v1 è ~v2 ìîæå ñå çàïèñàòè
y1
x1

=
y2
x2

=
y3
x3
. Èìàìî äà jå yi = 0 àêî è ñàìî àêî jå xi = 0 çà i ∈ {1, 2, 3}. Ïðåìà

òîìå, äâà âåêòîðà ðàçëè÷èòà îä íóëà-âåêòîðà jeñó ëèíåàðíî çàâèñíà àêî è ñàìî
àêî ñó èì îäãîâàðàjó£å êîîðäèíàòå ïðîïîðöèîíàëíå, ó ñóïðîòíîì ñó ëèíåàðíî
íåçàâèñíà.

Âåêòîðè ~v1 = (−1, 1, 0) è ~v2 = (−2, 2, 0) jeñó ëèíåàðíî çàâèñíè, ïîøòî jå ~v2 = 2~v1. Ñ äðóãå
ñòðàíå, êàêî îäãîâàðàjó£å êîîðäèíàòå âåêòîðà ~v1 = (−1, 1, 0) è ~v3 = (1, 0, 1) íèñó ïðîïîðöè-
îíàëíå, âåêòîðè ~v1 è ~v3 jeñó ëèíåàðíî íåçàâèñíè. Íàjáðîjíèjè ñêóïîâè ëèíåàðíî íåçàâèñíèõ
âåêòîðà jåñó {~v1, ~v3} è {~v2, ~v3}.

13. Âåêòîðè ~m è ~n îáðàçójó óãàî ϕ = ](~m,~n) = π
3 .

♣ Ïîãëåäàòè äåâåòè çàäàòàê ñà òåñòà 23. 08. 2014.

14. Jåäíà÷èíå y = 3x, x = 2y è x + y = z ïðåäñòàâ§àjó ðàâíè ó ïðîñòîðó R3. Çà âåêòîð
~up = (a, b, c) ïðàâå p êîjà ïðèïàäà ðàâíè Oxy âàæè äà jå íîðìàëàí íà âåêòîð ~k = (0, 0, 1),

îäíîñíî âàæè äà jå ~up · ~k = (a, b, c) · (0, 0, 1) = c = 0. Âåêòîð ïðàâå x = y = z jåñòå (1, 1, 1),
êîjè íå çàäîâî§àâà íàâåäåíè óñëîâ. Âåêòîð ïðàâà äàòå jåäíà÷èíàìà x = y, z = 0 jåñòå (1, 1, 0),
êîjè çàäîâî§àâà íàâåäè óñëîâ. Òà÷êà (0, 0, 0) çàäîâî§àâà jåäíà÷èíå x = y, z = 0, ïà jå ïðåìà
òîìå x = y, z = 0 jåäíà÷èíà ïðàâå êîjà ïðèïàäà ðàâíè Oxy è ñàäðæè êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê.
Íà êðàjó, ðàçìîòðèìî ïðàâó äàòó jåäíà÷èíàìà x = t, y = 3t, z = 0. Âåêòîð äàòå ïðàâå jåñòå
(1, 3, 0). Çàìåíîì t = 0 ó ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê. Çàê§ó÷ójåìî äà
è îâà ïðàâà çàäîâî§àâà çàäàòå óñëîâå.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (ã) è (ä).

15.

(à) Ðàâàí Ax + By + Cz + D = 0 ïàðàëåëíà jå ñà z-îñîì àêî è ñàìî àêî jå âåêòîð ðàâíè
(A,B,C) íîðìàëàí íà âåêòîð ~k = (0, 0, 1). Äàòè âåêòîðè ñó íîðìàëíè àêî è ñàìî àêî jå
(A,B,C) · (0, 0, 1) = C = 0. Jåäíà÷èíå ðàâíè êîjå ñó ïàðàëåëíå ñà z-îñîì èìàjó êîåôèöèjåíò
óç ïðîìåí§èâó z jåäíàê 0. Ðàâàí A+By +Cz = 0, C ∈ R \ {0}, íèjå îäãîâàðàjó£åã îáëèêà.

X(á) Êàêî êîîðäèíàòå êîîðäèíàòíîã ïî÷åòêà x = y = z = 0 çàäîâî§àâàjó jåäíà÷èíó ðàâíè
Ax+By + Cz = 0, çà ïðîèçâî§íî A,B,C ∈ R, çàê§ó÷ójåìî äà jå îäãîâîð òà÷àí.

X(â) Îäãîâîð jå òà÷àí.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (á) è (â).
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� Ïðàêòèêóì èç Ìàòåìàòèêå �
� Ïðâè òåñò � 07. 05. 2016.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
dx√

x+ 1−
√
x
.

4. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫ √
c 2 − x 2 dx,

c ∈ R è c > 0.

2. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
cos2 x− sin2 x

sinx cosx
dx.

5. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ π
6

−π
6

|x| sinx dx.

3. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
dx

(a− x)
√
b− x

,

a, b ∈ R è a > b.

6. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ 4

0
x
√
x 2 + 9 dx.
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7. Èçðà÷óíàòè âåëè÷èíó ïîâðøèíå äåëà ðàâíè
êîjè îãðàíè÷àâàjó êðèâà y = lnx è ïðàâå x = e
è y = 0.

12. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′′ − 4 y = 8.

8. Èçðà÷óíàòè íåñâîjñòâåíè èíòåãðàë∫ +∞

0
e−x dx.

9. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå x dx+ (y + 1) dy = 0, à çàòèì îíó èí-
òåãðàëíó êðèâó êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó (0, 0).

13. Ïðèðîäíèõ áðîjåâà ìà»èõ îä 100 ó êîjèìà
ñå íå ïîjàâ§ójå öèôðà 5 èìà:

(à) 80; (á) 81; (â) 72; (ã) 90;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

10. Îäðåäèòè ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å äèôåðåí-

öèjàëíå jåäíà÷èíå y′ =
1

3x
çà êîjå âàæè y(1) =

5.

14. Êîëèêî ñèìåòðè÷íèõ áèíàðíèõ ðåëàöèjà ïî-
ñòîjè íà ñêóïó X, àêî jå |X| = 16?

11. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′′′ − 5 y′′ + 8 y′ − 4 y = 0.

15. Íåêà ñó p è q ïðîèçâî§íà èñêàçíà ñëîâà. Çà-
îêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà êîjå
ñó òàóòîëîãèjå:

(à) p ∨ p;

(á) p⇒ (p⇒ q);

(â) (p⇒ q)⇒ (p⇒ q);

(ã) p⇒ (q ⇒ p);

(ä) p⇒ (q ⇒ p);

(¢) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà
íèjå òàóòîëîãèjà.
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� Ðåøå»à �

1. Âàæè äà jå

∫
dx√

x+ 1−
√
x

=
2

3

(
(x+ 1)

3
2 + x

3
2

)
+ C.

♣ Çà äåòà§å ïîãëåäàòè äðóãè çàäàòàê ñà òåñòà 13. 02. 2011.

2. I íà÷èí
Êîðèø£å»åì òðèãîíîìåòðèjñêèõ èäåíòèòåòà çà äâîñòðóêè óãàî sin(2x) = 2 sinx cosx è

cos(2x) = cos2 x − sin2 x äîáèjàìî

∫
cos2 x− sin2 x

sinx cosx
dx = 2

∫
cos(2x)

sin(2x)
dx. Îâàj èíòåãðàë ðåøà-

âàìî óâî¢å»åì ñìåíå t = sin(2x). Èìàìî 2

∫
cos(2x)

sin(2x)
dx =

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln | sin(2x)|+ C.

♣ Ìîãëè ñìî äà ðåøèìî äàòè çàäàòàê è äèðåêòíî óâî¢å»åì ñìåíå t = sinx cosx. Ó îâîì

ñëó÷àjó jå dt =
(
cos2 x− sin2 x

)
dx. È îäìàõ äîáèjàìî

∫
cos2 x− sin2 x

sinx cosx
dx =

∫
dt

t
= ln |t|+C =

ln | sinx cosx|+ C.

II íà÷èí
Ðåøèìî ñàäà îâàj çàäàòàê êîðèø£å»åì ñìåíà t = sinx èëè t = cosx. Òðàíñôîðìàöèjîì ïîä-
èíòåãðàëíå ôóíêöèjå êîðèø£å»åì îñíîâíîã òðèãîíîìåòðèjñêîã èäåíòèòåòà sin2 x+ cos2 x = 1 è
óâî¢å»åì ñìåíå t = sinx äîáèjàìî∫

cos2 x− sin2 x

sinx cosx
dx =

∫
1− 2 sin2 x

sinx (1− sin2 x)
cosx dx =

∫
1− 2 t2

t (1− t2)
dt

=

∫
1− t2

t (1− t2)
dt−

∫
t2

t (1− t2)
dt =

∫
dt

t
+

1

2

∫
−2 t dt

(1− t2)

= ln |t|+ 1

2
ln |1− t2|+ C = ln |t

√
1− t2|+ C

= ln | sinx cosx|+ C.

♣ Óêîëèêî óâåäåìî ñìåíó t = cosx, ðà÷óí îñòàjå íåïðîìå»åí.
Ðåøèìî çàäàòàê íà jîø jåäàí íà÷èí êîðèñòå£è ïîìåíóòå ñìåíå∫

cos2 x− sin2 x

sinx cosx
dx =

∫
cos2 x

sinx cosx
dx−

∫
sin2 x

sinx cosx
dx

=

∫
cosx

sinx
dx−

∫
sinx

cosx
dx =

{
t = sinx u = cosx

dt = cosx dx du = − sinx dx

}
=

∫
dt

t
+

∫
du

u
= ln |t|+ ln |u|+ C = ln | sinx cosx|+ C

III íà÷èí

Îâàj çàäàòàê ñå ìîæå ðåøèòè è êîðèñòå£è ñìåíó t = tg x. Ïîäñåòèìî ñå äà jå cos2 x =
1

1 + tg2 x
.

Èìàìî∫
cos2 x− sin2 x

sinx cosx
dx =

∫
cos2 x(1− tg2 x)

tg x cos2 x
dx =

{
t = tg x

dt =
dx

cos2 x

}
=

∫
1− t2

t (1 + t2)
dt

=

∫
1 + t2

t (1 + t2)
dt− 2

∫
t2

t (1 + t2)
dt =

∫
1

t
dt−

∫
2 t

(1 + t2)
dt

= ln |t| − ln |1 + t2|+ C = ln

∣∣∣∣ tg x

1 + tg2 x

∣∣∣∣+ C = ln | sinx cosx|+ C.
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IV íà÷èí
Ñìåíà t = tg x

2 ìîæå ñå ïðèìåíèòè êàäà ãîä jå ó ïèòà»ó èíòåãðàöèjà ðàöèîíàëíèõ ôóíêöèjà
ïî àðãóìåíòèìà sinx è cosx. Ïîëàçíè èíòåãðàë ñå ñâîäè íà ðàöèîíàëíó ôóíêöèjó ïî ïðîìåí-
§èâîj t, øòî jå ïîñëåäèöà ÷è»åíèöå äà ñå sinx, cosx è dx ìîãó ïðåäñòàâèòè êàî ðàöèîíàëíå

ôóíêöèjå ïî àðãóìåíòó t, ïðåöèçíèjå sinx =
2 t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
è dx =

2 dt

1 + t2
. Çàìåíîì îä-

ãîâàðàjó£èõ èçðàçà ó ïîëàçíè èíòåãðàë äîáèjàìî

∫
cos2 x− sin2 x

sinx cosx
dx =

∫
(1− t2)2 − 4 t2

t (1− t2) (1 + t2)
dt =

−
∫

t4 − 6 t2 + 1

t (t− 1) (t+ 1) (1 + t2)
dt. Êàêî jå ñòåïåí ïîëèíîìà ó áðîjèîöó ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå

ìà»è îä ñòåïåíà ïîëèíîìà ó èìåíèîöó è êàêî îâè ïîëèíîìè íåìàjó çàjåäíè÷êèõ íóëà, ó ïèòà»ó
jå èíòåãðàë ïðàâå íåñâîä§èâå ðàöèîíàëíå ôóíêöèjå. Ðàçëîæèìî äàòó ðàöèîíàëíó ôóíêöèjó íà

çáèð ïàðöèjàëíèõ ðàçëîìàêà. Èìàìî äà jå
t4 − 6 t2 + 1

t (t− 1) (t+ 1) (1 + t2)
=
A

t
+

B

t− 1
+

C

t+ 1
+
D t+ E

1 + t2
.

Íà¢èìî êîåôèöèjåíòå A, B, C,D è E èç ïðåòõîäíå jåäíàêîñòè. Ìíîæå»åì ñà t (t−1) (t+1) (1+t2)
äîáèjàìî äà jå t4−6 t2+1 = A (t4−1)+B (t4+t3+t2+t)+C (t4−t3+t2−t)+D (t4−t2)+E (t3−t) =
(A+B+C+D) t4+(B−C+E) t3+(B+C−D) t2+(B−C−E) t−A. Óïîðå¢èâà»åì êîåôèöèjåíàòà
óç îäãîâàðàjó£å ñòåïåíå äîáèjàìî ñèñòåì jåäíà÷èíà

A+B + C +D = 1
B − C + E = 0
B + C −D = −6
B − C − E = 0

−A = 1,

÷èjå jå ðåøå»å A = −1, B = C = −1, D = 4 è E = 0. Ïðåìà òîìå, âàæè äà jå

∫
cos2 x− sin2 x

sinx cosx
dx = −

∫
t4 − 6 t2 + 1

t (t− 1) (t+ 1) (1 + t2)
=

∫
dt

t
+

∫
dt

t− 1
+

∫
dt

t+ 1
− 2

∫
2 t dt

1 + t2

= ln |t|+ ln |t− 1|+ ln |t+ 1| − 2 ln(1 + t2) + C̃ = ln

∣∣∣∣ 2 t

1 + t2
1− t2

1 + t2

∣∣∣∣− ln 2 + C̃

= ln | sinx cosx|+ C.

3. Çàäàòàê ðåøàâàìî óâî¢å»åì ñìåíå t =
√
b− x. Èìàìî äà jå dt = − dx

2
√
b− x

, x = b − t2 è

ïîøòî jå a > b, âàæè äà jå∫
dx

(a− x)
√
b− x

= −2

∫
dt

(a− b) + t2
= − 2

a− b

∫
dt

1 +
(

t√
a−b

)2
= − 2√

a− b
arctg

t√
a− b

+ C = − 2√
a− b

arctg

√
b− x
a− b

+ C.

4. I íà÷èí
Óðàäèìî îâàj çàäàòàê ïðâî ïðèìåíîì ìåòîäå ïàðöèjàëíå èíòåãðàöèjå. Èìàìî äà jå

∫ √
c 2 − x 2 dx =

 u =
√
c 2 − x 2 du =

−x dx√
c 2 − x 2

dv = dx v = x

 = x
√
c 2 − x 2 −

∫
−x 2 dx√
c 2 − x 2

= x
√
c 2 − x 2 −

∫
−c 2 + c 2 − x 2

√
c 2 − x 2

dx

= x
√
c 2 − x 2 + c 2

∫
dx√

c 2 − x 2
−
∫ √

c 2 − x 2 dx

= x
√
c 2 − x 2 + c 2

∫
dx

c
√

1−
(
x
c

) 2 −
∫ √

c 2 − x 2 dx

= x
√
c 2 − x 2 + c 2 arcsin

x

c
−
∫ √

c 2 − x 2 dx.
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Îäàòëå çàê§ó÷ójåìî äà jå

∫ √
c 2 − x 2 dx =

x

2

√
c 2 − x 2 +

c 2

2
arcsin

x

c
+ C.

II íà÷èí
Ðåøèìî ñàäà çàäàòàê êîðèø£å»åì ñìåíå x = c sin t, t ∈

[
−π

2
,
π

2

]
. Èìàìî äà jå dx = c cos t dt

è

∫ √
c 2 − x 2 dx =

∫ √
c 2 − c 2 sin2 t c cos t dt. Êàêî t ïðèïàäà ñåãìåíòó

[
−π

2
,
π

2

]
, çàê§ó÷ó-

jåìî äà jå
√
c 2 − c 2 sin2 t = c

√
1− sin2 t = c

√
cos2 t = c | cos t| = c cos t, îäàêëå ñëåäè äà jå∫ √

c 2 − c 2 sin2 t c cos t dt = c 2
∫

cos2 t dt = c 2
∫

1 + cos(2 t)

2
dt = c 2

t

2
+ c 2

sin(2 t)

4
+ C. Ôóíê-

öèjà x = c sin t, t ∈
[
−π

2
,
π

2

]
, èìà èíâåðçíó ôóíêöèjó t = arcsin

x

c
è âàæè äà jå sin(2 t) =

2 sin t cos t = 2 sin t
√

1− sin2 t = 2 sin
(

arcsin
x

c

) √
1− sin2

(
arcsin

x

c

)
= 2

x

c

√
1−

(x
c

)2
=

2

c 2
x
√
c 2 − x 2. Âðà£à»åì ñìåíå äîáèjàìî äà jå

∫ √
c 2 − x 2 dx =

c 2

2
arcsin

x

c
+
x

2

√
c 2 − x 2 +C.

5. Ó ïèòà»ó jå èíòåãðàë íåïðåêèäíå è íåïàðíå ôóíêöèjå f(x) = |x| sinx íà èíòåðâàëó
[
−π

6
,
π

6

]
,

êîjè jå ñèìåòðè÷àí ó îäíîñó íà êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê. Ïðåìà òîìå, âàæè äà jå

∫ π
6

−π
6

|x| sinx dx=0.

6. Ïðå íåãî øòî ñå óïóñòèìî ó ðà÷óí, ïîäñåòèìî ñå óñëîâà çà óâî¢å»å ñìåíå ó îäðå¢åíîì

èíòåãðàëó. Ó îäðå¢åíîì èíòåãðàëó

∫ b

a
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx ìîæåìî óâåñòè ñìåíó t = ϕ(x) óêîëèêî

ñó èñïó»åíè ñëåäå£è óñëîâè:

• ϕ jå ñòðîãî ìîíîòîíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [a, b];

• ψ = ϕ−1 èìà íåïðåêèäàí ïðâè èçâîä íà èíòåðâàëó (ϕ(a), ϕ(b));

• f jå íåïðåêèäíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [ϕ(a), ϕ(b)];

è òàäà âàæè äà jå

∫ b

a
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(t) dt.

Èíòåãðàë

∫ 4

0
x
√
x 2 + 9 dx ðåøàâàìî óâî¢å»åì ñìåíå t = ϕ(x) = x 2 + 9. Ôóíêöèjà ϕ jå ñòðîãî

ìîíîòîíî ðàñòó£à ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [0, 4]. Ôóíêöèjà ψ çà êîjó âàæè ψ(t) = ϕ−1(t) =
√
t− 9

èìà íåïðåêèäàí ïðâè èçâîä ψ′(t) =
1

2
√
t− 9

íà èíòåðâàëó (9, 25). Ôóíêöèjà f(t) =
√
t jåñòå íå-

ïðåêèäíà íà ñåãìåíòó [9, 25]. Êàêî ñó èñïó»åíè óñëîâè çà ïðèìåíó ñìåíå t = ϕ(x) = x 2 +9, dt =

ϕ′(x) dx = 2x dx, äîáèjàìî äà jå

∫ 4

0
x
√
x 2 + 9 dx =

1

2

∫ 25

9

√
t dt =

√
t3

3

∣∣∣∣25
9

=
1

3

(√
253 −

√
93
)

=

125− 27

3
=

98

3
.

7. Âåëè÷èíà ïîâðøèíå äåëà ðàâíè êîjè îãðàíè÷àâàjó êðèâà y = lnx è ïðàâå x = e è y = 0

jåäíàêà jå P =

∫ e

1
lnx dx = 1.

♣ Çà äåòà§å ïîãëåäàòè òðå£è çàäàòàê ñà òåñòà 13. 02. 2011.

8. Âàæè äà jå

∫ +∞

0
e−x dx = lim

b→+∞

∫ b

0
e−x dx = lim

b→+∞

(
−e−b

)
+ e0 = 0 + 1 = 1.

9. Çàäàòàê jå èñòè êàî òðå£è çàäàòàê ñà òåñòà 08. 02. 2009. Òðàæåíà èíòåãðàëíà êðèâà jå
êðóæíèöà x 2 + (y + 1) 2 = 1.
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10. Äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà y′ =
1

3x
ñâîäè ñå íà äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó êîjà ðàçäâàjà

ïðîìåí§èâå dy =
dx

3x
. Îïøòå ðåøå»å äàòå jåäíà÷èíå íà èíòåðâàëó (0,+∞) jeñòå

∫
dy =

∫
dx

3x
,

îäíîñíî y =
lnx

3
+C. Ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å ïîëàçíå jåäíà÷èíå çà êîjå âàæè y(1) = 5 äîáèjàìî

êàäà ó îïøòåì ðåøå»ó çàìåíèìî x = 1 è y = 5 è òàêî îäðåäèìî êîíñòàíòó C. Ó îâîì ñëó÷àjó

äîáèjàìî C = 5. Ïðåìà òîìå, òðàæåíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å jåñòå y =
lnx

3
+ 5.

11. Jåäíà÷èíà y′′′ − 5 y′′ + 8 y′ − 4 y = 0 jåñòå õîìîãåíà ëèíåàðíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà
òðå£åã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà. Îäãîâàðàjó£à êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà jåñòå
λ3 − 5λ2 + 8λ − 4 = 0. Êîðèñòå£è òåîðåìó î ðàöèîíàëíèì íóëàìà ïîëèíîìà, çàê§ó÷ójåìî
äà óêîëèêî ïîëèíîì P (λ) = λ3 − 5λ2 + 8λ − 4 èìà ðàöèîíàëíèõ íóëà, îíå ïðèïàäàjó ñêóïó
{±1,±2,±4}. Jåäíîñòàâíîì ïðîâåðîì çàê§ó÷ójåìî äà jå λ1 = 1 jåäíà íóëà ïîëèíîìà P (λ).
Ïðèìåíîì Õîðíåðîâå øåìå

1 1 −5 8 −4

1 −4 4 0

äîáèjàìî äà jå êîëè÷íèê ïðè äå§å»ó ïîëèíîìà P (λ) áèíîìîì λ−1 ïîëèíîì Q(λ) = λ2−4λ+4 =
(λ− 2)2. Êîðåíè êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå jåñó λ1 = 1 è λ2,3 = 2. Îäãîâàðàjó£à ïàðòèêóëàðíà
ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå jåñó y1 = ex, y2 = e2x è y3 = x e2x.
Îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå jåäíà÷èíå »èõîâà jå ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà, òj. y = C1y1+C2y2+C3y3 =
C1e

x + C2e
2x + C3x e

2x.

♣ Çà äåòà§àí ïðåãëåä òåîðèjå õîìîãåíèõ ëèíåàðíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà âèøåã ðåäà
ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà ïîãëåäàòè òðå£è çàäàòàê ñà òåñòà 13. 10. 2007.

12. Íåêà jå yh îïøòå ðåøå»e õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y
′′ − 4 y = 0 è íåêà jå yp íåêî

ïàðòèêóëàðíî ðåøå»e íåõîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′′−4 y = 8. Òàäà jå îïøòå ðåøå»å
äàòå íåõîìîãåíå jåäíà÷èíå äàòî ñà y = yh + yp. Jåäíà÷èíà y

′′ − 4 y = 0 jåñòå õîìîãåíà ëèíåàðíà
äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà. Îäãîâàðàjó£à êàðàêòå-
ðèñòè÷íà jåäíà÷èíà jåñòå λ2−4 = 0. Êîðåíè êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå jåñó λ1,2 = ±2, ðåàëíè è
ðàçëè÷èòè. Îäãîâàðàjó£à ïàðòèêóëàðíà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå jåñó y1 = e2x è y2 = e−2x, äîê jå îïøòå ðåøå»å »èõîâà ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà, òj.
yh = C1y1 + C2y2 = C1e

2x + C2e
−2x. Ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å íåõîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà-

÷èíå ìîæåìî îäðåäèòè ìåòîäîì íåîäðå¢åíèõ êîåôèöèjåíàòà èëè ìåòîäîì âàðèjàöèjå êîíñòàíàòà.

Ìåòîäà íåîäðå¢åíèõ êîåôèöèjåíàòà ìîæå ñå ïðèìåíèòè êàäà jå ñëîáîäàí ÷ëàí íåõîìîãåíå äè-
ôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå îáëèêà F (x) = eαx (P1(x) cos(β x) + P2(x) sin(β x)), ãäå ñó α, β ∈ R, à
P1(x) è P2(x) ïîëèíîìè ïî ïðîìåí§èâîj x ðåäîì ñòåïåíà degP1(x) è degP2(x). Ó êîíêðåòíîì
ñëó÷àjó èìàìî äà jå F (x) = 8, øòî ìîæåìî äîáèòè èç îïøòåã îáëèêà çà α = β = 0, P1(x) = 8 è
íïð. P2(x) = 0. Êàêî α + i β = 0 íèjå êîðåí êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå, èìàìî äà jå ïàðòèêó-
ëàðíî ðåøå»å îáëèêà yp = eαx (Q1(x) cos(β x) +Q2(x) sin(β x)), ãäå ñó Q1(x) è Q2(x) ïîëèíîìè
÷èjè ñó ñòåïåíè jåäíàêè max{degP1(x),degP2(x)}, òj. yp = A. Çàìåíîì ïàðòèêóëàðíîã ðåøå»à ó
ïîëàçíó jåäíà÷èíó äîáèjàìî äà jå 0−4A = 8, îäíîñíî äà jå A = −2. Jåäíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å
äàòå íåõîìîãåíå jåäíà÷èíå jåñòå yp = −2, à »åío îïøòå ðåøå»å jå y = yh+yp = C1e

2x+C2e
−2x−2.

♦ Àêî ñå îäëó÷èìî çà ìåòîäó âàðèjàöèjå êîíñòàíàòà, èìàìî äà jå îïøòå ðåøå»å íåõîìîãåíå
äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå îáëèêà y = Ĉ1(x) e2x + Ĉ2(x) e−2x, ãäå ñó Ĉ1 è Ĉ2 ôóíêöèjå ÷èjå
èçâîäå íàëàçèìî ðåøàâà»åì ñèñòåìà

Ĉ ′1(x) e2x + Ĉ ′2(x) e−2x = 0

2 Ĉ ′1(x) e2x − 2 Ĉ ′2(x) e−2x = 8.

Äå§å»åì äðóãå jåäíà÷èíå ñà 2 è äîäàâà»åì ïðâîj jåäíà÷èíè äîáèjàìî Ĉ ′1(x) = 2 e−2x, è ïîñëå-

äè÷íî Ĉ ′2(x) = −2 e2x. Èìàìî äà jå Ĉ1(x) =
∫

2 e−2x dx = −e−2x + C1 è Ĉ2(x) =
∫
−2 e2x dx =

−e2x + C2, è äà jå îïøòå ðåøå»å íåõîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå

y = Ĉ1(x) e2x + Ĉ2(x) e−2x =
(
−e−2x + C1

)
e2x +

(
−e2x + C2

)
e−2x = C1 e

2x + C2 e
−2x − 2.
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Ñ äðóãå ñòðàíå, ìîãëè ñìî äà èçàáåðåìî êîíêðåòíå ïðèìèòèâíå ôóíêöèjå Ĉ1(x) = −e−2x è
Ĉ2(x) = −e2x è äà äîáèjåìî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å íåõîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå yp =

Ĉ1(x) e2x + Ĉ2(x) e−2x = −e−2x e2x − e2x e−2x = −2, êîjå äîäàjåìî îïøòåì ðåøå»ó õîìîãåíå
jåäíà÷èíå yh = C1e

2x +C2e
−2x è íà òàj íà÷èí äîáèjåìî îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå

jåäíà÷èíå y = yh + yp = C1e
2x + C2e

−2x − 2.

13. Ó ïèòà»ó jå áðîj âàðèjàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì äðóãå êëàñå îä 9 åëåìåíàòà îä êîãà ñå îäóçèìà
1. Ïðåöèçíèjå, èìàìî äâå ïîçèöèjå (jåäíó çà öèôðó äåñåòèöà, äðóãó çà öèôðó jåäèíèöà)

= · 10 +

íà êîjå ìîæåìî óïèñàòè áèëî êîjè áðîj îä 0 äî 9 èçóçåâ áðîjà 5 (àêî jå íà ïîçèöèjè äåñåòèöà
èçàáðàí áðîj íóëà, ó ïèòà»ó jå jåäíîöèôðåí áðîj). Ïðåìà òîìå, èìàìî 92 = 81 ìîãó£íîñòè. Àêî
ñìî íà îáå ïîçèöèjå è çà äåñåòèöó è çà jåäèíèöó èçàáðàëè öèôðó 0, äîáèëè ñìî áðîj 0 êîjè íèjå
ïðèðîäàí áðîj. Ïðåìà òîìå, òðàæåíèõ áðîjåâà èìà 81− 1 = 80.

Òà÷àí îäãîâîð jå (à).

♦ Jåäíîöèôðåíèõ ïðèðîäíèõ áðîjåâà ðàçëè÷èòèõ îä 5 èìà 8. Äâîöèôðåíèõ ïðèðîäíèõ áðîjåâà
êîä êîjèõ ñå íå ïîjàâ§ójå öèôðà 5 èìà 72. Çàèñòà, öèôðó äåñåòèöà ìîæåìî èçàáðàòè íà 8 íà÷èíà,
äîê öèôðó jåäèíèöà ìîæåìî èçàáðàòè íà 9 íà÷èíà (öèôðà jåäèíèöà ìîæå áèòè è 0). Ïðåìà
ïðèíöèïó ïðîèçâîäà çàê§ó÷ójåìî äà äâîöèôðåíèõ ïðèðîäíèõ áðîjåâà êîä êîjèõ ñå íå ïîjàâ§ójå
öèôðà 5 èìà 8 · 9 = 72. Êàêî òðàæåíè áðîj ìîæå áèòè ñàìî jåäíîöèôðåí èëè äâîöèôðåí, ïðåìà
ïðèíöèïó çáèðà çàê§ó÷ójåìî äà òðàæåíèõ áðîjåâà èìà 8 + 72 = 80.

♦ Áðîjåâà ìà»èõ îä 100 ó êîjèìà ñå ïîjàâ§ójå öèôðà 5 èìà 19. Çàèñòà, óêîëèêî jå ïðâà öèôðà
5, äðóãà öèôðà ìîæå äà áóäå áèëî êîjè áðîj îä 0 äî 9, è òàêâèõ áðîjåâà èìà 10. Óêîëèêî jå
äðóãà öèôðà 5, ïðâà ìîæå áèòè áèëî êîjè áðîj îä 0 äî 9 è, îïåò, òàêâèõ áðîjåâà èìà 10. Áðîj
55 ñìî äâà ïóòà ðà÷óíàëè, ïà çàòî áðîjåâà ìà»èõ îä 100 ó êîjèìà ñå ïîjàâ§ójå öèôðà 5 èìà
2 ·10−1 = 19. Îä áðîjà ñâèõ ïðèðîäíèõ áðîjåâà ìà»èõ îä 100, êîjè jå jåäíàê 99, îäóçèìàìî áðîj
ïðèðîäíèõ áðîjåâà ìà»èõ îä 100 ó êîjèìà ñå ïîjàâ§ójå öèôðà 5, êîjè jå jåäíàê 19, è äîáèjàìî áðîj
ïðèðîäíèõ áðîjåâà ìà»èõ îä 100 ó êîjèìà ñå íå ïîjàâ§ójå öèôðà 5, à êîjè jå jåäíàê 99−19 = 80.

14. Áèíàðíà ðåëàöèjà ρ ó ñêóïó X jåñòå ïîäñêóï ñêóïà X2. Áèíàðíó ðåëàöèjó ρ ìîæåìî äåôè-
íèñàòè è êàî ïðåñëèêàâà»å ñêóïà X2 ó ñêóï {0, 1}. Íàâåäåíå äâå äåôèíèöèjå jåñó åêâèâàëåíòíå.
Åëåìåíòè x è y jåñó ó ðåëàöèjè ρ, øòî ïèøåìî xρy, àêî è ñàìî àêî jå (x, y) ∈ ρ ⊆ X2, èëè
àêî è ñàìî àêî jå ρ(x, y) = 1. Áèíàðíà ðåëàöèjà ó ñêóïó X jåñòå ñèìåòðè÷íà àêî è ñàìî àêî
(∀x, y ∈ X)xρy ⇒ yρx, òj. àêî è ñàìî àêî (∀x, y ∈ X) (x, y) ∈ ρ ⇒ (y, x) ∈ ρ èëè àêî è ñàìî àêî
(∀x, y ∈ X) ρ(x, y) = 1⇒ ρ(y, x) = 1. Ïðåäñòàâèìî ïðîèçâî§íó áèíàðíó ðåëàöèjó ρ : X2 → {0, 1}
ïîìî£ó òàáëèöå

ρ x1 x2 . . . x16
x1
x2
...
x16

.

Òàáëèöó ìîæåìî ïîïóíèòè íà 216
2
íà÷èíà, jåð íà ñâàêó ïîçèöèjó, êîjèõ èìà 162, ìîæåìî óïèñàòè

0 èëè 1, è òî jå áðîj ñâèõ áèíàðíèõ ðåëàöèjà ó ñêóïóX. Çà ñèìåòðè÷íó ðåëàöèjó ρ âàæè äà àêî ñå
íà ïîçèöèjè (i, j), i, j ∈ {1, 2, . . . , 16} íàëàçè 1, îíäà ñå è íà ïîçèöèjè (j, i) íàëàçè 1. Ïðåìà òîìå,
êîä ñèìåòðè÷íèõ áèíàðíèõ ðåëàöèjà ïðåäñòàâ§åíèõ òàáëèöîì, åëåìåíòè íà ãëàâíîj äèjàãîíàëè
ìîãó áèòè 0 èëè 1, äîê èçáîð åëåìåíàòà èçíàä ãëàâíå äèjàãîíàëå óñëîâ§àâà èçáîð åëåìåíàòà
èñïîä ãëàâíå äèjàãîíàëå. Èçíàä ãëàâíå äèjàãîíàëå èìàìî 1

2

(
162 − 16

)
= 120 ïîçèöèjà íà êîjå

ìîæåìî óïèñàòè 0 èëè 1. Áðîj ñèìåòðè÷íèõ áèíàðíèõ ðåëàöèjà íà ñêóïóX êîjè èìà 16 åëåìåíàòà
jåñòå 216 2120 = 2136.
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15. Ó îâîì çàäàòêó çà èñïèòèâà»å êîjå ñó îä ïîíó¢åíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà òàóòîëîãèjå êîðèñòè-
£åìî ìåòîäó äèñêóñèjå ïî ñëîâó. Ïîäñåòèìî ñå, èìïëèêàöèjà èìà âðåäíîñò 1 àêî ïðåòïîñòàâêà
èìà âðåäíîñò 0 èëè àêî ïîñëåäèöà èìà âðåäíîñò 1. Èìïëèêàöèjà èìà âðåäíîñò 0 àêî ïðåòïî-
ñòàâêà èìà âðåäíîñò 1, à ïîñëåäèöà èìà âðåäíîñò 0.

X(à) Èñêàçíà ôîðìóëà p ∨ p jåñòå òàóòîëîãèjà.
X(á) Çà p = 0 èñêàçíà ôîðìóëà p ⇒ (p ⇒ q) èìà âðåäíîñò 1. Çà p = 1 èñêàçíà ôîðìóëà

p⇒ (p⇒ q) èìà âðåäíîñò 1, jåð èìïëèêàöèjà p⇒ q èìà âðåäíîñò 1, ïîøòî ïðåòïîñòàâêà
äàòå èìïëèêàöèjå p èìà âðåäíîñò 0.

(â) Çà p = 0 è q = 1 èìïëèêàöèjà p⇒ q èìà âðåäíîñò 1, äîê èìïëèêàöèjà p⇒ q èìà âðåäíîñò
0, ïà èñêàçíà ôîðìóëà (p⇒ q)⇒ (p⇒ q) íèjå òàóòîëîãèjà.

(ã) Çà p = 1 è q = 0 èìïëèêàöèjà q ⇒ p èìà âðåäíîñò 0, ïà èñêàçíà ôîðìóëà p ⇒ (q ⇒ p)
íèjå òàóòîëîãèjà.

X(ä) Çà p = 0 èñêàçíà ôîðìóëà p ⇒ (q ⇒ p) èìà âðåäíîñò 1. Çà p = 1 èñêàçíà ôîðìóëà
p⇒ (q ⇒ p) èìà âðåäíîñò 1, jåð ïîñëåäèöà èìïëèêàöèjå q ⇒ p èìà âðåäíîñò 1, ïà è ñàìà
èìïëèêàöèjà èìà âðåäíîñò 1.

Òà÷íè îäãîâîðè ñó (à), (á) è (ä).
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� Ïðàêòèêóì èç Ìàòåìàòèêå �
� Äðóãè òåñò � 31. 05. 2016.

1. Êîëèêî èìà âàðèjàöèjà áåç ïîíàâ§à»à êëàñå
3 ñêóïà îä 7 åëåìåíàòà?

4. Áóëîâó ôóíêöèjó f(p, q) = q∧(q∧p) íàïèñàòè
ó îáëèêó ÑÄÍÔ.

2. Êîëèêî èìà åëåìåíàòà ñêóï ÷èjè jå áðîj äâî-
÷ëàíèõ ïîäñêóïîâà jåäíàê 28?

5. Çà êîjå α ∈ R êîíâåðãèðà íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=3

1

nα+4
?

3. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èñêàçíèõ ôîðìóëà
êîjå ñó òàóòîëîãèjå:

(à)p ∨ q; (á)p ∨ p; (â)p ∧ p; (ã)p ∧ q;

(ä) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ èñêàçíèõ ôîðìóëà
íèjå òàóòîëîãèjà.

6. Èçðà÷óíàòè:
+∞∑
n=0

(
1

2

)3n

.
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7. Îäðåäèòè îáëàñò êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã

ðåäà:
+∞∑
n=0

n!

5n2 x
n.

12. Ïðîèçâîä ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå

A =

 2 1 −1
0 3 a
0 0 −1

 jåäíàê jå (çàîêðóæèòè ñëîâà

èñïðåä òà÷íèõ îäãîâîðà):

(à)a2 − a; (á)a− 6; (â)0; (ã)4; (ä)−6;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

8. Îäðåäèòè ðàíã ìàòðèöå A =

[
a 1
1 a

]
ó

çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà a.

13. Äàòè ñó âåêòîðè ~a = (1, 1, 2) è ~b = (2, 2, 4).
Èçðà÷óíàòè ~a×~b è ~b · a.

9. Çà êîjå jå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà a
õîìîãåíè ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà-
÷èíà

x+ y + az = 0

x− 2y + z = 0

ax− y − z = 0

ñàãëàñàí?

14. Íåêà jå α ðàâàí ÷èjà jå jåäíà÷èíà x+ y = 3.
Íàïèñàòè:

(à) jåäàí âåêòîð íîðìàëå ðàâíè α;

(á) êîîðäèíàòå jåäíå òà÷êå êîjà ïðèïàäà ðàâíè
α.

10. Çà ìàòðèöóA =

[
1 2 3

2 4 5

]
ìîãó£å jå îäðå-

äèòè:

(à)êàðàêòåðèñòè÷íè
ïîëèíîì;

(á)ìèíèìàëíè ïîëèíîì;

(â)ñîïñòâåíå âåêòîðå; (ã) ðàíã;

(ä)íèøòà îä íàâåäåíîã.

15. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä jåäíà÷èíà ïðà-
âèõ ó R3 êîjå ïðèïàäàjó xy-ðàâíè è ñàäðæå êî-
îðäèíàòíè ïî÷åòàê:

(à) y = 3x;

(á) x = y = z;

(â) x = t, y = 3t, z = 0, t ∈ R x = 2y;

(ã) x = 5y;

(ä) x = y, z = 0;

(¢) x+ y = z;

(å) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ jåäíà÷èíà íå ïðåä-
ñòàâ§à ïðàâó êîjà ïðèïàäà xy-ðàâíè è ñà-
äðæè êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê.

11. Îäðåäèòè ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå

D =

 1 0 0
0 2 0
0 0 2

 .
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� Ðåçóëòàòè �

1. Áðîj âàðèjàöèjà áåç ïîíàâ§à»à êëàñå k ñêóïà îä n åëåìåíàòà, k ≤ n, jåäíàê jå V n
k = n(n −

1) · · · (n − k + 1). Äàêëå, âàðèjàöèjà áåç ïîíàâ§à»à êëàñå 3 ñêóïà îä 7 åëåìåíàòà èìà V 7
3 =

7 · 6 · 5 = 210.

2. Áðîj êîìáèíàöèjà k-òå êëàñå, k ≤ n, ñêóïà X êîjè èìà n åëåìåíàòà (îäíîñíî áðîj k-òî÷ëàíèõ

ïîäñêóïîâà, k ≤ n, ñêóïà êîjè èìà n åëåìåíàòà) jåäíàê jå Cn,k =

(
n

k

)
. Äàêëå, àêî jå áðîj

äâî÷ëàíèõ ïîäñêóïîâà ñêóïà ñà n åëåìåíàòà jåäíàê 28, âàæè 28 = Cn,2 =

(
n

2

)
=
n(n− 1)

2
, ïà

jå, áóäó£è äà jå n ïðèðîäàí áðîj, n = 8.

3. Òà÷àí jå ñàìî îäãîâîð (á).

♣ Çà äåòà§å ïîãëåäàòè ïåòè çàäàòàê ñà òåñòà 24. 08. 2013.

4. p ∧ q.

♣ Çàäàòàê jå âðëî ñëè÷àí ïåòîì çàäàòêó ñà òåñòà 13. 09. 2014.

5. Ðåä

+∞∑
n=2

1

nα+4
êîíâåðãåíòàí jå çà α+ 4 > 1, òj. α > −3.

6. Çà q ∈ (−1, 1) âàæè
+∞∑
n=0

qn =
1

1− q
. Äàêëå,

+∞∑
n=0

(
1

2

)3n

=

+∞∑
n=0

((
1

2

)3
)n

=

+∞∑
n=0

(
1

8

)n
=

1

1− 1
8

=

8

7
.

♣ Óïîðåäèòè ñà ÷åòâðòèì çàäàòêîì ñà òåñòà 02. 10. 2010. è ñà ñåäìèì çàäàòêîì ñà òåñòà 05.
07. 2014.

7. Äàòè ðåä àïñîëóòíî êîíâåðãèðà çà ñâàêî x èç èíòåðâàëà (−∞,+∞), îäíîñíî îáëàñò »åãîâå
êîíâåðãåíöèjå jåñòå R.

♣ Çàäàòàê jå âåîìà ñëè÷àí ñåäìîì çàäàòàêó ñà òåñòà 18. 01. 2015.

8. Ðàíã ìàòðèöå A jåäíàê jå 1 óêîëèêî jå a = 1 èëè a = −1, à àêî jå a 6= ±1, ðàíã ìàòðèöå A
jåäíàê jå 2.

9. Õîìîãåí ñèñòåì jå óâåê ñàãëàñàí. Òà÷àí îäãîâîð jå a ∈ R.

♣ Ïîãëåäàòè îñìè çàäàòàê ñà òåñòà 10. 02. 2013.

10. Òà÷àí jå îäãîâîð (ã).

♣ Çàäàòàê jå ïîòïóíî èñòè êàî è äåâåòè çàäàòàê íà äðóãîì òåñòó èç Ïðàêòèêóìà èç Ìàòåìàòèêå
2, êîjè jå îäðæàí 28. 05. 2015. ãîäèíå.

11. Ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå D jåäíàê jå µD(λ) = (λ− 1)(λ− 2).

♣ Óïîðåäèòè ñà äåâåòèì çàäàòêîì ñà òåñòà 29. 06. 2013. è ñà äåâåòèì çàäàòêîì ñà òåñòà 13.
09. 2014.

12. Òà÷àí jå îäãîâîð (ä).

♣ Çàäàòàê jå ïîòïóíî èñòè êàî è äåâåòè çàäàòàê ñà òåñòà 18. 01. 2015. ãîäèíå.
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13. ~a×~b = ~0, jåð ñó âåêòîðè ~a è ~b êîëèíåàðíè; ~a ·~b = 1 · 2 + 1 · 2 + 2 · 4 = 12.

♣ Ïîãëåäàòè äåñåòè çàäàòàê ñà òåñòà 10. 02. 2013. ãîäèíå.

14. Çà äàòó ðàâàí α ÷èjà jå jåäíà÷èíà x + y = 3, âåêòîð íîðìàëå áè£å ñâàêè âåêòîð îáëèêà
t · (1, 1, 0), ãäå jå t ∈ R \ {0}, ïà jå ïîä (à) òà÷àí ñâàêè îäãîâîð ~n = (t, t, 0), ãäå jå t ∈ R \ {0}.

Êîîðäèíàòå òðàæåíå òà÷êå T , (X,Y, Z), ìîðàjó çàäîâî§àâàòè ñëåäå£å óñëîâå: X ∈ R, X+Y = 3,
ïà jå ïîä (á) òà÷àí ñâàêè îäãîâîð (X, 3 − X,Z), ãäå ñó X è Z ïðîèçâî§íî èçàáðàíè ðåàëíè
áðîjåâè.

♣ Çàäàòàê jå âðëî ñëè÷àí äåñåòîì çàäàòàêó ñà òåñòà 13. 09. 2014.

15. Òà÷íè ñó îäãîâîðè (â) è (ä).

♣ Çàäàòàê jå ïîòïóíî èñòè êàî è äåñåòè çàäàòàê ñà òåñòà 18. 01. 2015. ãîäèíå.
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� Ïðàêòèêóì èç Ìàòåìàòèêå �
� Ïðâè òåñò � 08. 04. 2017.

1. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä èíòåãðàáèëíèõ
ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [0, 2]:

(à) f(x) =


1

x− 1
, x 6= 1,

0, x = 1;

(á) g(x) =


1

x− 2
, 0 ≤ x < 1,

−1

x
, 1 ≤ x ≤ 2;

(â) íèjåäíà îä ïðåòõîäíèõ ôóíêöèjà íèjå èíòå-
ãðàáèëíà íà ñåãìåíòó [0, 2].

4. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà∫ 13π

11π
sinx dx.

2. Îäðåäèòè âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà m

çà êîjå jå èíòåãðàë

∫
mx+ 1

x 2 (x+ 1)
dx ðàöèîíàëíà

ôóíêöèjà.

5. Èçðà÷óíàòè âåëè÷èíó ïîâðøèíå äåëà ðàâíè
êîjè îãðàíè÷àâàjó êðèâà y = |x + 1| è ïðàâå
x = −2, x = 0 è y = −1.

3. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíå èíòåãðàëå:

(à)

∫
ln
(
x+

√
x 2 + 1

)
dx;

(á)

∫
dx√
x 2 + 1

.

6. Èçðà÷óíàòè âåëè÷èíó çàïðåìèíå òåëà êîjå
íàñòàjå ðîòàöèjîì ïðàâå y = −x íà ñåãìåíòó
[0, 1] îêî x-îñå.
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7. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ íå-
ñâîjñòâåíèõ èíòåãðàëà:

(à)

∫ 1

0

dx

x− 1
;

(á)

∫ +∞

0

dx

1 + x 2
;

(â) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ íåñâîjñòâåíèõ èíòå-
ãðàëà íèjå êîíâåðãåíòàí.

12. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå y′′ = αx, α ∈ R.

8. Èíòåãðàëíà êðèâà äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå

(x− 2) dx+ (y + 2) dy = 0

êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó (2, 0) jåñòå:

(à) êðóæíèöà ñà öåíòðîì ó òà÷êè (0, 0) ïîëó-
ïðå÷íèêà 4;

(á) êðóæíèöà ñà öåíòðîì ó òà÷êè (2,−2) ïîëó-
ïðå÷íèêà 2;

(â) êðóæíèöà ñà öåíòðîì ó òà÷êè (−2, 2) ïîëó-
ïðå÷íèêà 4;

(ã) êðóæíèöà ñà öåíòðîì ó òà÷êè (2, 0) ïîëó-
ïðå÷íèêà 2;

(ä) íèjåäíà îä ïðåòõîäíî ïîíó¢åíèõ êðèâà
íèjå èíòåãðàëíà êðèâà äàòå äèôåðåíöè-
jàëíå jåäíà÷èíå êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó
(2, 0).

13. Êîëèêî èìà:

(à) òðîöèôðåíèõ ïðèðîäíèõ áðîjåâà;

(á) òðîöèôðåíèõ ïðèðîäíèõ áðîjåâà êîä êîjèõ
ñå öèôðå íå ïîíàâ§àjó.

9.

(à) Ðèêàòèjåâà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà jå-
ñòå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà
ðåäà.

(á) Íàâåñòè ïðèìåð Ðèêàòèjåâå äèôåðåíöè-
jàëíå jåäíà÷èíå.

14. Íà êîëèêî íà÷èíà ìîæåìî ïîïóíèòè òà-
áëèöó

ρ x1 x2 x3 x4
x1 1
x2 1
x3 0 1
x4 1

òàêî äà áèíàðíà ðåëàöèjà ρ áóäå ðåôëåêñèâíà è
ñèìåòðè÷íà ó ñêóïó {x1, x2, x3, x4}.10. Äàòà jå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà

(x 2 + 1)y′′ − 2x y′ + 2 y = 0.

Àêî jå jåäíî »åíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å y1(x) =
2x, íàâåñòè Ëèóâèëîâó ôîðìóëó çà îäðå¢èâà»å
äðóãîã ëèíåàðíî íåçàâèñíîã ïàðòèêóëàðíîã ðå-
øå»à y2.

11. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå
jåäíà÷èíå èç ïðåòõîäíîã çàäàòêà

(x 2 + 1) y′′ − 2x y′ + 2 y = 0.

15. Êîëèêî èìà ðàçëè÷èòèõ ïðåñëèêàâà»à èç
ñêóïà A ó ñêóï B, àêî ñêóïîâè A è B èìàjó
ðåäîì m è n åëåìåíàòà?
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� Ðåøå»à �

1. Ñâàêà èíòåãðàáèëíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [a, b] îãðàíè÷åíà jå íà äàòîì ñåãìåíòó. Ïðåìà
òîìå, ôóíêöèjå êîjå íèñó îãðàíè÷åíå íà èíòåðâàëó èíòåãðàöèjå, íèñó íè èíòåãðàáèëíå. Ôóíê-

öèjà f(x) =


1

x− 1
, x 6= 1,

0, x = 1;
íèjå îãðàíè÷åíà ó îêîëèíè òà÷êå x = 1, ïà ñàìèì òèì íèjå

èíòåãðàáèëíà íè íà jåäíîì ñåãìåíòó êîjè ñàäðæè òó òà÷êó.

Ñâàêà íåïðåêèäíà ôóíêöèjà íà ñåãìåíòó [a, b] èíòåãðàáèëíà jå íà äàòîì ñåãìåíòó. Åëåìåíòàðíå

ôóíêöèjå
1

x− 2
è −1

x
íåïðåêèäíå ñó òàìî ãäå ñó äåôèíèñàíå, ïà ñó ïîñëåäè÷íî íåïðåêèäíå

íà ñåãìåíòèìà [0, 1] è [1, 2], ðåäîì. Ïðîâåðèìî øòà ñå äåøàâà ó òà÷êè x = 1; èìàìî äà jå

lim
x→1−

g(x) = lim
x→1−

1

x− 2
= −1, lim

x→1+
g(x) = lim

x→1+
−1

x
= −1 è g(1) = −1. Êàêî jå ëåâè ëèìåñ ó

òà÷êè x = 1 jåäíàê äåñíîì ëèìåñó è jåäíàê âðåäíîñòè ôóíêöèjå ó äàòîj òà÷êè, çàê§ó÷ójåìî äà

jå ôóíêöèjà g íåïðåêèäíà ó òà÷êè x = 1. Ôóíêöèjà g(x) =


1

x− 2
, 0 ≤ x < 1,

−1

x
, 1 ≤ x ≤ 2;

íåïðåêèäíà jå

íà ñåãìåíòó [0, 2], ïà jå è èíòåãðàáèëíà íà òîì ñåãìåíòó.

Òà÷àí îäãîâîð jå (á).

2. Ðàçëîæèìî ïîäèíòåãðàëíó ðàöèîíàëíó ôóíêöèjó íà çáèð ïàðöèjàëíèõ ðàçëîìàêà. Èìàìî

äà jå
mx+ 1

x 2 (x+ 1)
=

A

x
+

B

x 2
+

C

x+ 1
. Ìíîæå»åì äàòå jåäíàêîñòè ñà x 2 (x + 1) äîáèjàìî äà jå

mx+ 1 = Ax(x+ 1) +B (x+ 1) + C x 2. Óïîðå¢èâà»åì êîåôèöèjåíàòà óç îäãîâàðàjó£å ñòåïåíå
èìàìî ñèñòåì jåäíà÷èíà

A+ C = 0
A+B = m

B = 1.

Êàêî ñå ó çàäàòêó òðàæè äà èíòåãðàë

∫
mx+ 1

x 2 (x+ 1)
dx áóäå ðàöèîíàëíà ôóíêöèjà è êàêî èíòå-

ãðàëè

∫
dx

x
= ln |x|+C1 è

∫
dx

x+ 1
= ln |x+ 1|+C2 íèñó ðàöèîíàëíå ôóíêöèjå, çà êîåôèöèjåíòå

A è C ìîðà äà âàæè A = C = 0. Ïðèìåòèìî äà jå èíòåãðàë

∫
dx

x 2
= −1

x
+ C3 ðàöèîíàëíà

ôóíêöèjà. Çàìåíîì âðåäíîñòè A = C = 0 ó ñèñòåì îäìàõ äîáèjàìî äà jå m = 1.
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3. Èíòåãðàë ó ïðèìåðó (à) ðåøàâàìî ìåòîäîì ïàðöèjàëíå èíòåãðàöèjå

∫
ln
(
x+

√
x 2 + 1

)
dx =

 u = ln
(
x+
√
x 2 + 1

)
du =

1 + x√
x 2+1

x+
√
x 2 + 1

dx =
dx√
x 2 + 1

dv = dx v = x


= x ln

(
x+

√
x 2 + 1

)
−
∫

x dx√
x 2 + 1

= x ln
(
x+

√
x 2 + 1

)
−
√
x 2 + 1 + C.

Ó òîêó ðåøàâà»à èíòåãðàëà ó ïðèìåðó (à) ïðèìåòèëè ñìî äà jå èçâîä ôóíêöèjå u(x) =

ln
(
x+
√
x 2 + 1

)
jåäíàê u′(x) =

1√
x 2 + 1

. Êàêî ñó ïîñòóïöè äèôåðåíöèðà»à è èíòåãðàöèjå

èíâåðçíè jåäàí äðóãîì, äèðåêòíî ðåøàâàìî èíòåãðàë ó ïðèìåðó (á),∫
dx√
x 2 + 1

= ln
(
x+

√
x 2 + 1

)
+ C.

4. Jàñíî jå äà ñå èíòåãðàë

∫ 13π

11π
sinx dx ìîæå èçðà÷óíàòè äèðåêòíî ïðèìåíîì �óòí�Ëàjáíèöîâå

ôîðìóëå ∫ 13π

11π
sinx dx = cosx

∣∣∣∣13π
11π

= cos(13π)− cos(11π) = −1− (−1) = 0.

Ìè £åìî ðåøèòè äàòè çàäàòàê êîðèø£å»åì òåîðåìå î èíòåãðàöèjè íåïðåêèäíå, íåïàðíå è ïå-
ðèîäè÷íå ôóíêöèjå íà ñåãìåíòó êîjè jå äóæèíå îñíîâíîã ïåðèîäà äàòå ôóíêöèjå.

Íåêà jå f íåïðåêèäíà, íåïàðíà è ïåðèîäè÷íà ôóíêöèjà ñà îñíîâíèì ïåðèîäîì T äåôèíèñàíà íà

ñêóïó R. Òàäà çà ñâàêî a ∈ R âàæè

∫ a+T

a
f(x) dx = 0.

Èç àäèòèâíîñòè èíòåãðàëà, êîðèñòå£è ñìåíó x = t+T è ÷è»åíèöó äà jå ôóíêöèjà f ïåðèîäè÷íà
ñà îñíîâíèì ïåðèîäîì T , òj. äà jå (∀t ∈ R) f(t+ T ) = f(t), äîáèjàìî∫ a+T

a
f(x) dx =

∫ T

a
f(x) dx+

∫ a+T

T
f(x) dx =

{
x = t+ T x = T → t = 0
dx = dt x = a+ T → t = a

}
=

∫ T

a
f(x) dx+

∫ a

0
f(t+ T ) dt =

∫ T

a
f(x) dx+

∫ a

0
f(t) dt =

∫ T

a
f(x) dx+

∫ a

0
f(x) dx =

∫ T

0
f(x) dx.

Êàêî ïðåòõîäíî èçâî¢å»å âàæè çà ñâàêî a ∈ R, ñïåöèjàëíî çà a = −T
2 , äîáèjàìî äà jå∫ T

2

−T
2

f(x) dx =

∫ T

0
f(x) dx. Ïðåìà òîìå, èìàìî äà jå

∫ a+T

a
f(x) dx =

∫ T
2

−T
2

f(x) dx. Äà§å, èç

àäèòèâíîñòè èíòåãðàëà, êîðèñòå£è ñìåíó x = −t è ÷è»åíèöó äà jå ôóíêöèjà íåïàðíà, òj. äà jå
(∀t ∈ R) f(−t) = −f(t), äîáèjàìî∫ T

2

−T
2

f(x) dx =

∫ 0

−T
2

f(x) dx+

∫ T
2

0
f(x) dx =

{
x = −t x = −T

2 → t = T
2

dx = −dt x = 0→ t = 0

}

= −
∫ 0

T
2

f(−t) dt+

∫ T
2

0
f(x) dx =

∫ T
2

0
f(−t) dt+

∫ T
2

0
f(x) dx

= −
∫ T

2

0
f(t) dt+

∫ T
2

0
f(x) dx = −

∫ T
2

0
f(x) dx+

∫ T
2

0
f(x) dx = 0.

Ïðèìåíîì äîêàçàíå òåîðåìå îäìàõ çàê§ó÷ójåìî äà jå èíòåãðàë

∫ 13π

11π
sinx dx jåäíàê 0, jåð jå

ôóíêöèjà f(x) = sinx íåïðåêèäíà, íåïàðíà è ïåðèîäè÷íà ôóíêöèjà ñà îñíîâíèì ïåðèîäîì T =
2π íà ñêóïó R è jåð jå 13π = 11π + 2π = 11π + T .
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5. Âåëè÷èíà ïîâðøèíå äåëà ðàâíè êîjè îãðàíè÷àâàjó êðèâà y = |x+ 1| è ïðàâå x = −2, x = 0
è y = −1 jåäíàêà jå

P =

∫ 0

−2
(|x+ 1| − (−1)) dx =

∫ 0

−2
(|x+ 1|+ 1) dx =

∫ −1
−2
−x dx+

∫ 0

−1
(x+ 2) dx

= −x
2

2

∣∣∣∣−1
−2

+
(x+ 2)2

2

∣∣∣∣0
−1

= −1

2
+ 2 + 2− 1

2
= 3.

♦ Èìàìî äà jå P = P1 + P2 + P3, ãäå jå P1 âåëè÷èíà ïîâðøèíå
äåëà ðàâíè êîjè îãðàíè÷àâàjó ïðàâå y = −x − 1, x = −2 è y = 0,
P2 âåëè÷èíà ïîâðøèíå äåëà ðàâíè êîjè îãðàíè÷àâàjó ïðàâå y =
x + 1, x = 0 è y = 0, à P3 âåëè÷èíà ïîâðøèíå äåëà ðàâíè êîjè
îãðàíè÷àâàjó ïðàâå y = 0, y = −1, x = −2 è x = 0. Ó ïèòà»ó ñó
äâà jåäíàêîêðàêà ïðàâîóãëà òðîóãëà ÷èjå ñó êàòåòå äóæèíà 1, ïà jå

âåëè÷èíà »èõîâèõ ïîâðøèíà jåäíàêà P1 = P2 =
1

2
, è jåäàí ïðàâî-

óãàîíèê ÷èjå ñó ñòðàíèöå äóæèíà 1 è 2, ÷èjà jå âåëè÷èíà ïîâðøèíå

jåäíàêà P3 = 2. Ïðåìà òîìå, P = 2 · 1

2
+ 2 = 3.

6. Âåëè÷èíà çàïðåìèíå ðîòàöèîíîã òåëà äîáèjåíîã ðîòàöèjîì ãðàôèêà êðèâå y = f(x), a ≤ x ≤ b,

îêî x-îñå jåñòå V = π

∫ b

a
f2(x) dx.

Ó îâîì êîíêðåòíîì ïðèìåðó äàòà jå êðèâà y = −x, 0 ≤ x ≤ 1, à

òðàæåíà çàïðåìèíà jå V = π

∫ 1

0
(−x)2 dx = π

x 3

3

∣∣∣∣1
0

=
π

3
.

♦ Ñ äðóãå ñòðàíå, ðîòàöèîíî òåëî ÷èjó âåëè÷èíó çàïðåìèíå òðà-
æèìî jåñòå êóïà, ÷èjà jå îñíîâèöà êðóã ïîëóïðå÷íèêà r = 1 è ÷èjà
jå âèñèíà jåäíàêà H = 1. Âåëè÷èíà çàïðåìèíå äàòå êóïå jåñòå

V =
B H

3
=
r2 π H

3
=
π

3
.

7. Ó ïðèìåðó (à) ó ïèòà»ó jå íåñâîjñòâåíè èíòåãðàë äðóãå âðñòå, ïîøòî ïîäèíòåãðàëíà

ôóíêöèjà f(x) =
1

x− 1
íèjå îãðàíè÷åíà ó îêîëèíè òà÷êå x = 1. Ïî äåôèíèöèjè âàæè äà

jå

∫ 1

0

dx

x− 1
= lim

ε→0+

∫ 1−ε

0

dx

x− 1
. Êàêî jå

∫ 1−ε

0

dx

x− 1
= ln |x − 1|

∣∣∣∣1−ε
0

= ln |ε|, âàæè äà jå∫ 1

0

dx

x− 1
= lim

ε→0+
ln |ε| = −∞. Ïðåìà òîìå, äàòè íåñâîjñòâåíè èíòåãðàë íèjå êîíâåðãåíòàí.

Ó ïðèìåðó (á) èìàìî íåñâîjñòâåíè èíòåãðàë ïðâå âðñòå, jåð èíòåðâàë êîíâåðãåíöèjå íèjå

îãðàíè÷åí. Êàêî jå

∫
dx

1 + x 2
= arctg x + C, âàæè äà jå

∫ +∞

0

dx

1 + x 2
= lim

b→+∞

∫ b

0

dx

1 + x 2
=

lim
b→+∞

arctg b− arctg 0 =
π

2
. Äàòè èíòåãðàë êîíâåðãèðà.

Òà÷àí îäãîâîð jå (á).

8. Jåäíà÷èíà (x− 2) dx+ (y+ 2) dy = 0 jå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå.

�åíî îïøòå ðåøå»å jå

∫
(x−2) dx+

∫
(y+2) dy = C, òj.

(x− 2)2

2
+

(y + 2)2

2
= C. Ïàðòèêóëàðíî

ðåøå»å çà êîjå jå y(2) = 0, òj. èíòåãðàëíó êðèâó êîjà ïðîëàçè êðîç òà÷êó (2, 0), äîáèjàìî êàäà
ó îïøòåì ðåøå»ó çàìåíèìî x è y ðåäîì ñà 2 è 0 è òàêî îäðåäèìî êîíñòàíòó C. Ïðåìà òîìå,

îäãîâàðàjó£à èíòåãðàëíà êðèâà jå
(x− 2)2

2
+

(y + 2)2

2
= 2, îäíîñíî (x − 2)2 + (y + 2)2 = 4, øòî

jå jåäíà÷èíà êðóæíèöå ñà öåíòðîì ó òà÷êè (2,−2) ïîëóïðå÷íèêà 2.

Òà÷àí îäãîâîð jå (á).
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9. (à) Ðèêàòèjåâà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà jåñòå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà.
(á) Ðèêàòèjåâà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà jåñòå îáëèêà y′ = P (x) y 2+Q(x) y+R(x), ãäå ñó

P , Q è R íåïðåêèäíå ôóíêöèjå íà äàòîì èíòåðâàëó. Àêî óçìåìî äà jå P (x) = 1, Q(x) =
−x è R(x) = 1, äîáèjàìî Ðèêàòèjåâó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó y′ = y 2 − x y + 1. Ó
îïøòåì ñëó÷àjó Ðèêàòèjåâà jåäíà÷èíà íåìà ðåøå»å ïîìî£ó êâàäðàòóðà. Îíà ñå óâåê
ìîæå ðåøèòè àêî jå ïîçíàòî jåäíî »åíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å y1 è òàäà ñå îïøòå

ðåøå»å òðàæè ó îáëèêó y = z1 +
1

z
, ãäå jå z íåïîçíàòà ôóíêöèjà ïî ïðîìåí§èâîj x.

10. Ëèóâèëîâà ôîðìóëà: Àêî jå y1 jåäíî íåòðèâèjàëíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å ëèíåàðíå õîìî-
ãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå äðóãîã ðåäà y′′ + f1(x) y′ + f2(x) y = 0 (îáðàòèòè ïàæ»ó äà jå

êîåôèöèjåíò óç y′′ êîíñòàíòíà ôóíêöèjà f0(x) = 1), îíäà jå ñà y2(x) = y1(x)

∫
e−
∫
f1(x) dxdx

y21 (x)
äàòî jîø jåäíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å äàòå jåäíà÷èíå ëèíåàðíî íåçàâèñíî îä y1.

Ïîäåëèìî äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó (x 2 + 1) y′′ − 2x y′ + 2 y = 0 ñà x 2 + 1 òàêî äà äîáèjåìî
jåäíà÷èíó êîä êîjå jå êîåôèöèjåíò óç y′′ jåäíàê 1. Äðóãî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å y2 ëèíåàðíî
íåçàâèñíî îä ïðâîã y1(x) = 2x äîáèjàìî ïðèìåíîì Ëèóâèëîâå ôîðìóëå íà äèôåðåíöèjàëíó

jåäíà÷èíó y′′ − 2x

x 2 + 1
y′ +

2

x 2 + 1
y = 0. Çàèñòà èìàìî äà jå äðóãî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å

y2(x) = y1(x)

∫
e−
∫
f1(x) dxdx

y21 (x)
= 2x

∫
e

∫
2x dx

x 2 + 1
dx

4x 2
=

x

2

∫
eln(x

2+1)dx

x 2

=
x

2

∫
x 2 + 1

x 2
dx =

x

2

(∫
dx+

∫
dx

x 2

)
=

x 2

2
− 1

2
=

x 2 − 1

2
.

11. Àêî ñó y1 è y2 ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à õîìîãåíå ëèíåàðíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå
äðóãîã ðåäà, îíäà jå »åíî îïøå ðåøå»å äàòî ñà y = C1 y1 + C2 y2.

Êàêî ñó y1(x) = 2x è y2(x) =
x 2 − 1

2
äâà ëèíåàðíî íåçàâèñíà ðåøå»à äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå

(x 2 + 1) y′′ − 2x y′ + 2 y = 0, çàê§ó÷ójåìî äà jå »åíî îïøòå ðåøå»å

y = C̃1 y1 + C̃2 y2 = 2 C̃1 x+
C̃2

2

(
x 2 − 1

)
= C1 x+ C2

(
x 2 − 1

)
.

12. Äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà y′′ = αx jåñòå íåïîòïóíà äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà êîjà ñå

jåäíîñòàâíî ðåøàâà äèðåêòíîì èíòåãðàöèjîì. Çàèñòà èìàìî äà jå y′ = α

∫
x dx, îäàêëå äîáèjàìî

íîâó íåïîòïóíó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó y′ =
α

2
x 2 + C1. Ïîíîâíîì èíòåãðàöèjîì äîáèjàìî

îïøòå ðåøå»å ïîëàçíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y =

∫ (α
2
x 2 + C1

)
dx =

α

6
x 3 + C1 x+ C2.

13. (à) Òðîöèôðåíèõ ïðèðîäíèõ áðîjåâà èìà 9 · 10 · 10 = 900.
(á) Òðîöèôðåíèõ ïðèðîäíèõ áðîjåâà êîä êîjèõ ñå öèôðå íå ïîíàâ§àjó èìà 9 · 9 · 8 = 648.

14. Áèíàðíà ðåëàöèjà ρ ⊆ X 2 ó ñêóïó X = {x1, x2, x3, x4} jå ðåôëåêñèâíà àêî çà ñâàêî xi,
1 ≤ i ≤ 4, âàæè xiρxi, òj. àêî ñó ñâè åëåìåíòè íà ãëàâíîj äèjàãîíàëè äàòå òàáëèöå jåäíàêè 1.
Áèíàðíà ðåëàöèjà ρ ñèìåòðè÷íà jå àêî çà ñâàêî xi è xj , 1 ≤ i, j ≤ 4, âàæè xiρxj ⇒ xjρxi, òj. àêî
jå äàòà òàáëèöà ñèìåòðè÷íà ó îäíîñó íà ãëàâíó äèjàãîíàëó. Äà áè äàòà áèíàðíà ðåëàöèjà áèëà
ðåôëåêñèâíà íà ïîçèöèjè (1, 1) íà ãëàâíîj äèjàãîíàëè òðåáà óïèñàòè 1, à äà áè áèëà ñèìåòðè÷íà
íà ïîçèöèjå (2, 3) è (4, 1) íà ñïîðåäíîj äèjàãîíàëè ðåäîì 0 è 1.
Îñòàëî jå jîø îñàì ïîçèöèjà ó òàáëèöè. Èçáîð åëåìåíàòà èçíàä
ãëàâíå äèjàãîíàëå óñëîâ§àâà èçáîð åëåìåíàòà èñïîä »å. Ó êâà-
äðàòè£å èçíàä ãëàâíå äèjàãîíàëå ìîæå áèòè óïèñàíà èëè 0 èëè 1.
Êàêî èìàìî ÷åòèðè êâàäðàòè£à, çàê§ó÷ójåìî äà òàáëèöó ìîæåìî
ïîïóíèòè íà 24 = 16 íà÷èíà.

ρ x1 x2 x3 x4
x1 1 1

x2 1 0

x3 0 1

x4 1 1

15. Âàðèjàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì m-òå êëàñå ñêóïà êîjè èìà n åëåìåíàòà jåñòå áèëî êîjå ïðå-
ñëèêàâà»å èç ñêóïà {1, 2, . . . ,m} ó äàòè ñêóï. �èõîâ áðîj jå jåäíàê nm. Ïðåìà òîìå, è áðîj
ïðåñëèêàâà»à èç ñêóïà A êîjè èìà m ó ñêóï B êîjè èìà n åëåìåíàòà jåäíàê jå nm.
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� Ïðàêòèêóì èç Ìàòåìàòèêå �
� Äðóãè òåñò � 21. 05. 2017.

1. Çà êîjå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà α êîí-

âåðãèðà íóìåðè÷êè ðåä

+∞∑
n=1

√
n+ 1−

√
n

nα
?

4. Èçðà÷óíàòè h(1) àêî jå h(x) =
+∞∑
n=1

xn

n!
.

2. Èçðà÷óíàòè:
+∞∑
n=0

(
1

4

)n
2

.
5. Ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=1

2n

n2 + 1
xn jåäíàê jå (çàîêðóæèòè ñëîâî èñ-

ïðåä òà÷íîã îäãîâîðà):

(à)1; (á)2; (â) 1
2 ; (ã)e;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

3. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä êîíâåðãåíòíèõ íó-
ìåðè÷êèõ ðåäîâà:

(à)
+∞∑
n=1

sin4 n

n3
; (á)

+∞∑
n=1

√
n

4
;

(â)
+∞∑
n=1

(
sin 2

2

)n
; (ã)

+∞∑
n=1

1

1001000
;

(ä) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ íóìåðè÷êèõ ðåäîâà
íèjå êîíâåðãåíòàí.

6. Îäðåäèòè âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà q çà

êîjå jå ðàíã ìàòðèöå Q =

 2 2 2
3 q 3
1 2 3

 ìà»è îä

òðè.
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7. Áðîj ëèíåàðíî íåçàâèñíèõ êîëîíà ìàòðèöå

M =

 1 1 1 1
2 2 2 2
1 2 3 4

 jåñòå (çàîêðóæèòè ñëîâî

èñïðåä òà÷íîã îäãîâîðà):

(à)0; (á)1; (â)2; (ã)3; (ä)4;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

12. Îäðåäèòè êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìà-

òðèöå C =

 3 1 −1
0 2 0
1 1 1

 .

8. Íåêà jå A ïðîèçâî§íà ðåàëíà êâàäðàòíà ìà-
òðèöà ðåäà n. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä òà÷íèõ
òâð¢å»à:

(à) detA 6= 0⇐⇒ rangA = n;

(á) rangA > 0⇐⇒ detA 6= 0;

(â) rangA < n =⇒ detA = 0;

(ã) rangA = rangAT ;

(ä) íèjåäíî îä ïðåòõîäíèõ òâð¢å»à íèjå òà÷íî.

13. Íåêà jå A ïðîèçâî§íà ðåàëíà êâàäðàòíà
ìàòðèöà ðåäà n ∈ N è íåêà jå P (λ) »åí êàðàêòå-
ðèñòè÷íè ïîëèíîì, à M(λ) »åí ìèíèìàëíè ïî-
ëèíîì. Íåêà jå I jåäèíè÷íà ìàòðèöà ðåäà n, à 0
íóëà-ìàòðèöà ðåäà n. Çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä
òà÷íèõ òâð¢å»à:

(à) ïîëèíîì P (λ) jå ñòåïåíà n;
(á)ïîëèíîì P (λ) èìà n ðàçëè÷èòèõ ðåàëíèõ

íóëà;
(â)ïîëèíîì M(λ) jå jåäèíñòâåí;
(ã) ïîëèíîì M(λ) èìà n ðàçëè÷èòèõ ðåàëíèõ

íóëà;
(ä)P (A) = 0;
(¢)M(A) = I;
(å) íèjåäíî îä ïðåòõîäíèõ òâð¢å»à íèjå òà÷íî.

9. Îäðåäèòè ñâå âðåäíîñòè ðåàëíîã ïàðàìåòðà b
çà êîjå õîìîãåíè ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ
jåäíà÷èíà

(b− 2)x− 5y = 0

x+ (b+ 4)y = 0
.

èìà íåòðèâèjàëíî ðåøå»å.

14. Çáèð ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå

J =

 4− k 1 k − 1
1 k − 2 k
2 0 3

 , ãäå jå k ðåàëíè

ïàðàìåòàð, jåäíàê jå (çàîêðóæèòè ñëîâà èñïðåä
òà÷íèõ îäãîâîðà):

(à)k2; (á)2k − 5; (â)0; (ã)5; (ä)k − 3;

(¢) íèjåäàí îä ïðåòõîäíèõ îäãîâîðà íèjå òà÷àí.

10. Ïðåäñòàâèòè âåêòîð ~t = (4, 4, 4) èç R3 êàî
ëèíåàðíó êîìáèíàöèjó âåêòîðà ~x = (1, 0, 1), ~y =
(1, 1, 0) è ~z = (0, 1, 1).

15. Îäðåäèòè ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå

C =

 2 1 0
0 3 0
0 0 4

 .

11. Äàòà jå ìàòðèöà P =

[
1
1

]
. Çà ìàòðèöó

PP T ìîãó£å jå îäðåäèòè (çàîêðóæèòè ñëîâà èñ-
ïðåä òà÷íèõ îäãîâîðà):

(à) êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì;
(á) ìèíèìàëíè ïîëèíîì;
(â) ñîïñòâåíå âðåäíîñòè;
(ã) ðàíã ìàòðèöå;
(ä) íèjåäíî îä ïðåòõîäíèõ òâð¢å»à íèjå òà÷íî.
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� Ðåøå»à �

1. Óêîëèêî ðàöèîíàëèøåìî èçðàç êîjèì jå äàò îïøòè ÷ëàí ðåäà, èìàìî äà jå

+∞∑
n=1

√
n+ 1−

√
n

nα
=

+∞∑
n=1

1

nα(
√
n+ 1 +

√
n)
. Àêî ïîñòîjè lim

n→+∞

an
bn

= K, 0 < K < +∞, òàäà ñó ðåäîâè
∑
an è

∑
bn

åêâèêîíâåðãåíòíè. Áóäó£è äà jå lim
n→+∞

1
nα(
√
n+1+

√
n)

1

nα+
1
2

=
1

2
, ïîëàçíè ðåä jå åêâèêîíâåðãåíòàí ñà

ðåäîì ÷èjè jå îïøòè ÷ëàí jåäíàê
1

nα+
1
2

, à îâàj ðåä êîíâåðãèðà çà α >
1

2
, çáîã ïîçíàòå è âàæíå

÷è»åíèöå äà íóìåðè÷êè ðåä
+∞∑
n=1

1

nβ
êîíâåðãèðà çà β > 1, à ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà äèâåðãèðà.

2. Âàæè:
+∞∑
n=0

qn =
1

1− q
, ãäå jå q ðåàëíà êîíñòàíòà êîjà çàäîâî§àâà q ∈ (−1, 1). Äàêëå:

+∞∑
n=0

(
1

4

)n
2

=

+∞∑
n=0

((
1

4

) 1
2

)n
=

+∞∑
n=0

(
1

2

)n
=

1

1− 1
2

=
1
1
2

= 2.

♣ Ïîãëåäàòè ÷åòâðòè çàäàòàê ñà òåñòà 02. 10. 2010.

3. Oïøòè ÷ëàí ñâàêîã êîíâåðãåíòíîã íóìåðè÷êîã ðåäà òåæè íóëè. Îâî çíà÷è äà óêîëèêî

îïøòè ÷ëàí íåêîã íóìåðè÷êîã ðåäà íå òåæè íóëè, òàäà òàj ðåä äèâåðãèðà. Êîä ðåäîâà
+∞∑
n=1

√
n

4

è
+∞∑
n=1

1

1001000
îïøòè ÷ëàí íå òåæè íóëè, ïà òè ðåäîâè íèñó êîíâåðãåíòíè.

Íåêà jå 0 < an ≤ bn çà ñêîðî ñâàêî n ∈ N. Òàäà èç äèâåðãåíöèjå ðåäà
+∞∑
n=1

an ñëåäè äèâåðãåíöèjà

ðåäà
+∞∑
n=1

bn, à èç êîíâåðãåíöèjå ðåäà
+∞∑
n=1

bn êîíâåðãåíöèjà ðåäà
+∞∑
n=1

an. Áóäó£è äà çà ñâàêî n ∈ N

âàæè 0 <
sin4 n

n3
≤ 1

n3
, à ðåä ñà îïøòèì ÷ëàíîì

1

n3
êîíâåðãèðà, êîíâåðãèðà è ðåä

+∞∑
n=1

sin4 n

n3
.

Ãåîìåòðèjñêè ðåä
+∞∑
n=0

qn êîíâåðãèðà çà |q| < 1, à çà |q| ≥ 1 äèâåðãèðà. Ðåä
+∞∑
n=1

(
sin 2

2

)n
jå

ãåîìåòðèjñêè ðåä êîä êîjåã jå q =
sin 2

2
, 0 <

sin 2

2
< 1, ïà jå çàòî êîíâåðãåíòàí.

Òà÷íè ñó îäãîâîðè (à) è (â).

4. Çà ñâàêî x ∈ R âàæè ex =

+∞∑
n=0

xn

n!
. Äàêëå, h(x) =

+∞∑
n=1

xn

n!
−1 = ex−1, ïà jå h(1) = e1−1 = e−1.

♣ Ïîãëåäàòè è ñåäìè çàäàòàê ñà òåñòà 23. 08. 2014.
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5. Íà îñíîâó Êîøè�Àäàìàðîâîã ñòàâà ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå R ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=0

an x
n

ìîæå ñå èçðà÷óíàòè êàî R = 1

lim
n→+∞

n
√
|an|

, èëè R = lim
n→+∞

an
an+1

, óêîëèêî íàâåäåíè ëèìåñè

ïîñòîjå.

Äàêëå, ïîëóïðå÷íèê (ðàäèjóñ) êîíâåðãåíöèjå ñòåïåíîã ðåäà
+∞∑
n=1

2n

n2 + 1
xn jåäíàê jå:

R = lim
n→+∞

2n

n2+1

2n+1

(n+1)2+1

= lim
n→+∞

n2 + 2n+ 2

2n2 + 2
=

1

2
.

Òà÷àí jå îäãîâîð (â).

6. Åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå íå ìå»àjó ðàíã ìàòðèöå; òàêî¢å, ðàíã ìàòðèöå jåñòå ðåä »åíå
íàjâå£å êâàäðàòíå ðåãóëàðíå ïîäìàòðèöå.
Èçâðøèìî íà äàòîj ìàòðèöè Q óçàñòîïíî ñëåäå£å òðè åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå: çàìåíèìî
ìåñòà ïðâîj è òðå£îj âðñòè, çàòèì ó òàêî äîáèjåíîj ìàòðèöè çàìåíèìî ìåñòà äðóãîj è òðå£îj
âðñòè, è íà êðàjó ó òàêî äîáèjåíîj ìàòðèöè çàìåíèìî ìåñòà äðóãîj è òðå£îj êîëîíè. Íà òàj
íà÷èí äîëàçèìî äî ìàòðèöå Q′:

Q =

 2 2 2
3 q 3
1 2 3

 ∼
 1 2 3

3 q 5
2 2 2

 ∼
 1 2 3

2 2 2
3 q 3

 ∼
 1 3 2

2 2 2
3 3 q

 = Q′.

Ñàäà íà ìàòðèöè Q′ èçâðøèìî óçàñòîïíî ñëåäå£å òðè åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå: ïîìíîæèìî
íàjïðå åëåìåíòå ïðâå âðñòå ìàòðèöå Q′ áðîjåì −2 è äîäàjìî èõ åëåìåíòèìà »åíå äðóãå âðñòå,
ïîòîì ïîìíîæèìî åëåìåíòå ïðâå âðñòå ìàòðèöå Q′ áðîjåì −3 è äîäàjìî èõ åëåìåíòèìà »åíå

òðå£å âðñòå, è íà êðàjó, ó òàêî äîáèjåíîj ìàòðèöè, ïîìíîæèìî åëåìåíòå äðóãå âðñòå áðîjåì −3

2
è äîäàjìî èõ åëåìåíòèìà òðå£å âðñòå. Íà òàj íà÷èí äîáèjàìî ìàòðèöó Q′′:

Q′ =

 1 3 2
2 2 2
3 3 q

 ∼
 1 3 2

0 −4 −2
3 3 q

 ∼
 1 3 2

0 −4 −2
0 −6 q − 6

 ∼
 1 3 2

0 −4 −2
0 0 q − 3

 = Q′′.

Âèäèìî äà jå ìàòðèöà Q′′ ãîð»å òðîóãàîíà ìàòðèöà, ïà jå »åíà äåòåðìèíàíòà jåäíàêà ïðîèçâîäó
åëåìåíàòà ñà ãëàâíå äèjàãîíàëå, îäíîñíî detB′′ = 1 · (−4) · (q − 3) = −4(q − 3). Ìàòðèöà Q′′

jå ðåãóëàðíà óêîëèêî jå q 6= 3, è òàäà jå îíà ñàìà ñâîjà íàjâå£à ðåãóëàðíà ïîäìàòðèöà, è ó òîì
ñëó÷àjó »åí ðàíã jåäíàê jå òðè. Àêî jå q = 3, ìàòðèöà Q′′ íèjå ðåãóëàðíà (øòî çíà÷è äà jå
»åí ðàíã ñòðîãî ìà»è îä òðè), àëè ïîñåäójå ðåãóëàðíó êâàäðàòíó ïîäìàòðèöó ðåäà 2 (òî jå
ïîäìàòðèöà êîjà ñå íàëàçè ó ïðåñåêó ïðâå è äðóãå âðñòå è ïðâå è äðóãå êîëîíå ìàòðèöå Q′′):[

1 3
0 −4

]
, ïà jå ó òîì ñëó÷àjó ðàíã ìàòðèöå B′′ jåäíàê 2. Áóäó£è äà jå rangB = rangB′′,

çàê§ó÷ójåìî äà jå rangB = 3 çà q 6= 3, è rangB = 2 < 3 çà q = 3. Äàêëå, âðåäíîñò ðåàëíîã
ïàðàìåòðà q çà êîjó jå ðàíã ìàòðèöå Q ìà»è îä òðè jåñòå 3.

7. Óêîëèêî jå äàòà ìàòðèöà A òèïà m × n (ñà m âðñòà è n êîëîíà) íàä ïî§åì R, òàäà »åíèõ
m âðñòà ìîæåìî ïîñìàòðàòè êàî m âåêòîðà èç âåêòîðñêîã ïðîñòîðà Rn (òàêî¢å, »åíèõ n âðñòà
ìîæåìî ïîñìàòðàòè êàî n âåêòîðà èç âåêòîðñêîã ïðîñòîðà Rm), è òàäà jå ðàíã ìàòðèöå A áðîj
»åíèõ ëèíåàðíî íåçàâèñíèõ âðñòà, îäíîñíî áðîj »åíèõ ëèíåàðíî íåçàâèñíèõ êîëîíà.
Òàêî¢å, åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå íå ìå»àjó ðàíã ìàòðèöå, è ðàíã ìàòðèöå jåñòå ðåä »åíå
íàjâå£å ðåãóëàðíå êâàäðàòíå ïîäìàòðèöå.
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Äàòà ìàòðèöà M jå òèïà 3 × 4 íàä ïî§åì R, ïà »åíå âðñòå ïðåäñòàâ§àjó òðè âåêòîðà èç âåê-
òîðñêîã ïðîñòîðà R4: v1 = (1, 1, 1, 1), v2 = (2, 2, 2, 2) è v3 = (1, 2, 3, 4). Ëàêî ñå óî÷àâà äà âàæè
2 · (1, 1, 1, 1) = (2, 2, 2, 2), òj. 2 · v1 = v2, ñòîãà ñå âåêòîð v2 ìîæå ïðåäñòàâèòè êàî ëèíåàðíà
êîìáèíàöèjà âåêòîðà v1 è v3 (v2 = 2 ·v1 +0 ·v3), îäíîñíî âåêòîðè v1, v2 è v3 ëèíåàðíî ñó çàâèñíè.
Áóäó£è äà ñó âåêòîðè v1 è v3 î÷èãëåäíî ëèíåàðíî íåçàâèñíè, ñëåäè äà ìàòðèöà èìà äâå ëèíå-
àðíî íåçàâèñíå âðñòå. Òî òàêî¢å çíà÷è äà äàòà ìàòðèöà èìà è äâå ëèíåàðíî íåçàâèñíå êîëîíå,
ïà jå òà÷àí îäãîâîð (â).

♦ Çàäàòàê ìîæåìî óðàäèòè è íà äðóãè (âðëî ñëè÷àí) íà÷èí. Èçâðøèìî íà äàòîj ìàòðèöè M
óçàñòîïíî ñëåäå£å äâå åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå: íàjïðå äîäàjìî åëåìåíòèìà äðóãå âðñòå
åëåìåíòå ïðâå âðñòå ïîìíîæåíå áðîjåì −2, à ïîòîì, ó òàêî äîáèjåíîj ìàòðèöè, äîäàjìî åëåìåí-
òèìà òðå£å âðñòå åëåìåíòå ïðâå âðñòå ïîìíîæåíå áðîjåì −1. Íà òàj íà÷èí äîëàçèìî äî ìàòðèöå

M ′ =

 1 1 1 1
0 0 0 0
0 1 2 3

. Ðàíã ìàòðèöå M ′ ìîðà áèòè ìà»è îä 3 jåð íèjåäíà »åíà ðåãóëàðíà ïîä-

ìàòðèöà íå ñìå ñàäðæàòè åëåìåíòå äðóãå âðñòå (ñâè åëåìåíòè äðóãå âðñòå jåäíàêè ñó íóëè).
Òàêî¢å, ðàíã ìàòðèöå M ′ jåäíàê jå 2 jåð jå »åíà íàjâå£à ðåãóëàðíà êâàäðàòíà ïîäìàòðèöà, íà
ïðèìåð, ïîäìàòðèöà êîjà jå îáðàçîâàíà îä åëåìåíàòà êîjè ñå íàëàçå ó ïðåñåöèìà »åíå ïðâå è

òðå£å âðñòå è ïðâå è äðóãå êîëîíå, è òî jå ìàòðèöà

[
1 1
0 1

]
.

Âàæè rangM = rangM ′ = 2, ïà jå ðàíã ìàòðèöå M jåäíàê äâà, îäíîñíî îíà èìà äâå ëèíåàðíî
íåçàâèñíå êîëîíå.

♣ Ïîãëåäàòè îñìè çàäàòàê ñà òåñòà 13. 06. 2015.

8. Ïîäñåòèìî ñå äà jå ðàíã ìàòðèöå ðåä »åíå íàjâå£å êâàäðàòíå ðåãóëàðíå ïîäìàòðèöå. Òàêî¢å,
çà ïðîèçâî§íó êâàäðàòíó ìàòðèöó A âàæè ðåëàöèjà rangAT = rangA.

Íà îñíîâó íàâåäåíå ÷è»åíèöå, jàñíî jå äà jå òâð¢å»å (ã) òà÷íî. Ðàçìîòðèìî ñàäà ïðåîñòàëà òðè
òâð¢å»à.
Óêîëèêî jå äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå A ðàçëè÷èòà îä íóëå, òàäà jå îíà ñàìà ñâîjà íàjâå£à ðåãóëàðíà
ïîäìàòðèöà, ïà jå »åí ðàíã ìàêñèìàëàí, îäíîñíî jåäíàê jå n, è îáðíóòî, óêîëèêî jå ðàíã ìàòðèöå
A jåäíàê »åíîì ðåäó, òàäà jå ñàìà ìàòðèöà ðåãóëàðíà, è ñòîãà jå »åíà äåòåðìèíàíòà ðàçëè÷èòà
îä íóëå. Äàêëå, òâð¢å»å (à) jå òà÷íî.
Òâð¢å»å (á) íèjå òà÷íî, jåð èç ÷è»åíèöå äà jå ðàíã ìàòðèöå âå£è îä íóëå íå ñëåäè äà jå îí
ìàêñèìàëàí, îäíîñíî íå çíà÷è äà jå »åí ðàíã jåäíàê »åíîì ðåäó, ïà äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå A

íå ìîðà áèòè ðàçëè÷èòà îä íóëå. Íà ïðèìåð, ìàòðèöà A =

[
1 1
1 1

]
èìà ïîçèòèâàí ðàíã, òj.

âàæè rangA = 1, àëè jîj jå äåòåðìèíàíòà jåäíàêà íóëè.
Òâð¢å»å (â) jå òà÷íî, jåð óêîëèêî jå ðàíã êâàäðàòíå ìàòðèöå A ìà»è îä »åíîã ðåäà, îäíîñíî
íèjå ìàêñèìàëàí, òî çíà÷è äà îíà ñàìà íèjå ñâîjà íàjâå£à ðåãóëàðíà ïîäìàòðèöà, îäíîñíî äà
ñàìà ìàòðèöà A íèjå ðåãóëàðíà, ïà jîj jå äåòåðìèíàíòà jåäíàêà íóëè.
Äàêëå, òà÷íà ñó òâð¢å»à (à), (â) (ã).

♣ Ïîãëåäàòè ñåäìè çàäàòàê ñà òåñòà 20. 01. 2013.

9. Õîìîãåíè ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà èìà è íåòðèâèjàëíî ðåøå»å (ñåòèìî ñå
äà õîìîãåíè ñèñòåì ëèíåàðíèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà óâåê èìà òðèâèjàëíî ðåøå»å) àêî è ñàìî
àêî jå äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå ñèñòåìà jåäíàêà íóëè. Äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå ñèñòåìà jåäíàêà jå∣∣∣∣ b− 2 −5

1 b+ 4

∣∣∣∣ = (b− 2)(b+ 4) + 5 = b2 + 2b− 3 = (b+ 3)(b− 1).

Ñèñòåì èìà íåòðèâèjàëíî ðåøå»å àêî è ñàìî àêî jå b = −3 èëè b = 1.

♣ Ïîãëåäàòè ñåäìè çàäàòàê ñà òåñòà 28. 06. 2008.
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10. Ïðèìåòèìî äà âàæè: ~x+~y+~z = (1, 0, 1)+(1, 1, 0)+(0, 1, 1) = (2, 2, 2) = 1
2
~t, ïà jå ~t = 2~x+2~y+2~z.

♦ Óðàäèòè çàäàòàê ðåøàâàjó£è ñèñòåì jåäíà÷èíà α~x+ β~y + γ~z = ~t, îäíîñíî ñèñòåì

α+ β = 4

β + γ = 4

α+ γ = 4

.

11. Áóäó£è äà jå P ìàòðèöà òèïà 2×1, òî çíà÷è äà jå PP T ìàòðèöà òèïà 2×2, îäíîñíî êâàäðàòíà
ìàòðèöà. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì, ìèíèìàëíè ïîëèíîì è ñîïñòâåíå âðåäíîñòè äåôèíèñàíè
ñó çà êâàäðàòíå ìàòðèöå (ìàòðèöå êîjå èìàjó èñòè áðîj âðñòà è êîëîíà) ïðîèçâî§íîã ðåäà, à
ìàòðèöà PP T jå êâàäðàòíà, è çàòî ñó îäãîâîðè (à), (á) è (â) òà÷íè. Òàêî¢å, ðàíã ìàòðèöå
äåôèíèøå ñå çà ïðîèçâî»íó ìàòðèöó (ïðîèçâî§íîã òèïà), ïà jå è îäãîâîð (ã) òà÷àí.
Äàêëå, òà÷íè ñó îäãîâîðè (à), (á), (â) è (ã).

12. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå C jåäíàê jå:

ϕC(λ) = det(C − λI) =

∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 −1

0 2− λ 0
1 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ) ((3− λ)(1− λ) + 1) =

= (2− λ)(λ2 − 4λ+ 4) = −(λ− 2)3.

13. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ðåàëíå êâàäðàòíå ìàòðèöå A ðåäà n jåñòå ïîëèíîì ϕA(λ) =
det(A− λI). Äàòè ïîëèíîì èìà n, íå îáàâåçíî, ðàçëè÷èòèõ íóëà. Âàæè ϕA(A) = 0.

Ìèíèìàëíè ïîëèíîì µA(λ) ìàòðèöå A ìîíè÷íè jå ïîëèíîì íàjìà»åã ñòåïåíà êîjè àíóëèðà ìà-
òðèöó, îäíîñíî òî jå ìîíè÷íè ïîëèíîì íàjìà»åã ñòåïåíà çà êîjè âàæè µA(A) = 0. Ìèíèìàëíè
ïîëèíîì ìàòðèöå A jåñòå jåäèíñòâåí. Ìèíèìàëíè ïîëèíîì ìàòðèöå A äåëè êàðàêòåðèñòè÷íè
ïîëèíîì. Íåêà ñó λ1, λ2, . . . λk, 1 ≤ k ≤ n, ðàçëè÷èòå íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà. Òàäà ñó
λ1, λ2, . . . λk, 1 ≤ k ≤ n, òàêî¢å íóëå èñòîã èëè ìà»åã ðåäà ìèíèìàëíîã ïîëèíîìà.
Äàêëå, òà÷íà ñó òâð¢å»à (à), (â) è (ä), à òâð¢å»à (á), (ã) è (¢) íèñó òà÷íà

♣ Ïîãëåäàòè äåâåòè çàäàòàê ñà òåñòà 26. 01. 2008.

14. Çáèð ñâèõ ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè êâàäðàòíå ìàòðèöå A jåäíàê jå »åíîì òðàãó (çáèðó ñâèõ
åëåìåíàòà êîjè ñå íàëàçå íà »åíîj ãëàâíîj äèjàãîíàëè).
Äàêëå, ïîòðåáíî jå ñàìî îäðåäèòè òðàã ìàòðèöåK, îäíîñíî ñàáðàòè òðè åëåìåíòà ñà »åíå ãëàâíå
äèjàãîíàëå. Áóäó£è äà jå î÷èãëåäíî trK = 4− k + k − 2 + 3 = 5, òà÷àí jå îäãîâîð (ã).

♦ Óðàäèòè çàäàòàê äèðåêòíèì èçðà÷óíàâà»åì ñîïñòâåíèõ âðåäíîñòè ìàòðèöå K, îäíîñíî
îäðå¢èâà»åì »åíîã êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà è »åãîâèõ íóëà. Îâàj íà÷èí jå, èàêî êîðåê-
òàí, çíà÷àjíî ðà÷óíñêè çàõòåâíèjè îä ïðåòõîäíîã.

♣ Óïîðåäèòè ñà äåâåòèì çàäàòêîì íà òåñòó îäðæàíîì 05. 07. 2014. ãîäèíå.

15. Êàðàêòåðèñòè÷íè ïîëèíîì ìàòðèöå L jåñòå:

PL(λ) = det(L− λI) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 0

0 3− λ 0
0 0 4− λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)(3− λ)(4− λ).

Ñâå òðè íóëå êàðàêòåðèñòè÷íîã ïîëèíîìà ðàçëè÷èòå ñó è ðåäà jåäàí, ïà îíå ìîðàjó áèòè è íóëå
ìèíèìàëíîã ïîëèíîìà (âèäåòè 13. çàäàòàê). Ñàäà jå jîø ñàìî ïîòðåáíî îáðàòèòè ïàæ»ó íà
âîäå£è êîåôèöèjåíò ìèíèìàëíîã ïîëèíîìà, êîjè ìîðà áèòè jåäíàê jåäàí, îäíîñíî ìèíèìàëíè
ïîëèíîì ìàòðèöå L áè£å ML(λ) = −PL(λ) = (λ− 2)(λ− 3)(λ− 4).
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