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IIpearosop

OBaj 300pHUK PEIIEeHUuX TECTOBA, OCHOBHOI 3HAFA IIPUIIPEM/BEH j€ 3a CTYIeHTe [pBe rojguHe Ejekrpo-
TEeXHUIKOT (paKyJITeTa U MPUPOIHO ce HagoBe3yje ua Beh mocrojehe yibernnke u 36upke ,Maremarnyaka
aHaJIN3a, TEOPHja M XWbady 3ajaTaka, 3a crygente Texuumke, ;Maremarnka 1, Anrebpa’, ,36upka
samartaka u3 anrebpe, I neo” n ,36upka 3amaraxa uz anrebpe, II geo” (Bumeru Jlureparypy), Koju
ce Beh Jyru HU3 roJlMHA KOPUCTE Y HACTABA MaTeMaTuke. 300DHUK HMMAa JIBE IEeJIMHE: Y IPBOM eIy
HaJjIa3e Ce PeIleHn TeCTOBW KOoju ¢y O cacTaBHW Jieo uchuTa n3 MaremaTtnke 2 u CBU cajpiKe II0
JIeceT 3aJlaTaka, a y APYroM Jiesly Haja3e ce KOJIOKBHUjyMu u3 npeamera [lpaktukym nz Maremaruke
2 ca 1o neTHaecT 3ajJaTakKa.

CBu TecTOBU Cy peIlleHH, a y CJIyuajy HEKHUX 3aJlaTaka /1aTo je BUIE HAYMHA 33 HUXOBO PEIlaBabe.
Kopumihene cy caeaehe oznake:

TavHU OJT0BOpH (y 3ajanuMa y KOjuMa je TOTPeOHO 3a0KPYKUTH TAdHE OJOBODE);

-—-

KOJT 33/1aTaKa y KOjuMa CTYAEHTH Hajderrhie rperre;

pedepeniia HA CIUUHE WK UCTe 3a7aTKe (KJIMKOM HA JATYM TeCTa MPEJasy Ce Ha CTPAHUILY
Ha KOjoOj ce Hasasn pedepucan 3aaTaK );

<> JAPYTH TMOCTYIIAK 32 PeIlaBarme 33/1aTKa.

Permmrersuma Behuie 3amaraka mpeTxoan KPaTKO TEOPHJCKO M3JIaraime, Koje je mocebHO UCTAKHYTO W
YOKBUPEHO, I1a Cé TeCTOBU HE MOPA]y UUTATU Y U3JOKEHOM PEeIoCIey.

Tecrose ocuosmor 3nama u3 2007, 2008, 2009. u 2011. romwre, Ka0 w Tpu KOJIOKBHjyMa u3 [IpakTu-
kyma u3 Maremaruke 2 permmia je sana Jososuh, a Tecrose ocHoBHOr 3Hamwa u3 2010, 2013, 2014,
2015. romwre, n nmpeocranaa Tpu KogokBujymMa u3 [Ipaktukyma nz Marematuke 2 pemmia je Tamapa
Kogaenmn. Bpatucnas Upwaanwn permmo je Tectoe w3 2012. rogume.

Wsana Joouh m Tamapa Kosjegun zaxsaspyjy Crasunu Kojennn Ha yI0KeHOM TPYAY TPUIAKOM
JIEKTOPUCATHA OBE Kibure. FheH pa je y BeMKO] MepH IOMPUHEO 13 Y KIbU3U OyIe IIITO MAHhe MPOITyCTa
U Tpelraka.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 03. 02. 2007.

1. Onpenurnu meogapehene nmrerpase:

(a) /(i +7z) dz:

© [

2. N3spagynary BpegHOCT OpehieHOT mHTerpaa

dx

/0 1+4x2

N

3. 3aokpyxWUTH CI0BA UCTPET WHTErPAOHUIHUX
dyukimja va cermenty [0, 2]:

1
[ Inz, z#0, ) =, x#0,
0, =<1,
B) y=¢ 3, z=1, (r) y=sinuz;
1, =>1;

(m) y=¢e"—1;

(b) Hujemna ox mperxomEux (DYHKIMjA HELje HHTE-
rpabmina Ha cermenty [0, 2].

4. Oppenuru TANOBE caedehnx Audepenn]aIHmx

jemHAYMHA, TTPBOL pea:

/ Y Yy
a = z.
(a) y er + 7

1+y2
6 /
(6) v + 22
3.

(B) 2y +e”y=(sinz)y~;

=0 L

(r) ¥ +2zy=Inz;

(m) v+ (tgz)y? + (sinz)y +cosz =0..........

5. Ako je mosHaTO A3 JAudEpeHIUjaaHa je/IHA-
auna y"” — 2y" + 4y — 8y = 0 mMa JmHeapHO
HE3aBUCHA TAPTUKYJApHA pernea y; = sin(2x),
yo = cos(2x) m y3 = €%, oapemwTn ommTe pe-
Iehe JaTe jeTHATIHE.

6. 320KpYKUTH CJIOBA UCTIPE,T KOHBEPTEHTHUX Pe-

,ZLOBa:+OO . 1 . 1
(@) D% ©) Y o @ Y
n=1 n=1 n=10

+oo 5\ " +00 6\"
@ 3(5) @ X(5)

(b) wwmjemam ox MPETXOMHUX PEOBA HUje KOHBED-
TeHTAH.

7. Heka cy p u ¢ npou3BoJbHA UCKA3HA CJIOBA. 3a-

OKPYXKUTHU CJI0Ba UCTIPEJ, UCKa3HUX (hopMysa Koje

Cy TayTOJIOTH]e:

(a) pVp; 6) =9 = BVa;
(B) pAD; (r) pVae (DAY);
(m) pep, (B =29 AN(g=>7r)=@=r);

(e) HUjEJHA OJ IPETXO[HUX UCKa3HuX (popmysia
HUje TayTOJOTH]ja.

8. Ha maxoBcKoM TYpHUPY YIECTBYje IeceT Iaxu-
cra. Ceaku Tpeba 12 oaurpa 1o jeJHy mapTujy ca
ceakuMm. Kosmmko he yKyrHO 6UTHU OIMIPAHO map-
tuja’?

1 2 3

9. 3a marpuny A = moryhe je oape-
4 8 9

JIATH:

(a) pamr; (6) MEHUMAJTHE [TOTHHOM;

(B) kapakTepucTudHE (I') CONCTBEHE BPETHOCTH;
TTOJITHOM;,

(1) concreene Bekrope; (B) HuTA 011 HABEJAEHOT.

10. [lata je paBan a:x+y+z=2 y mpoctopy R3.

(a) Ompenury jeHy TadKy Koja IPHUITAIa DABHE (.

(6) Ogpenury jenan BEKTOP KOjU je OPTOTOHAIAH
Ha paBaH Q.




— Pemema —

i1. Wurerpan y npumepy (a) 36up je aBa TabJuvHa WHTErpasa; WHTerpaa y npumepy (6) permaBamo
CMEHOM:

(a) /(i—k?x)dx:B/d /7 dm_31n|xy+—+c

t=+vVzr2—-3x-10
2x—3 =2 [dt=2t+C =2/x2 -3z —10+C.
dt = dx

2vVx?2 —32—-10

© [

ObparnTn naxKmy 13 je HeoapeheHm MHTErpasi CKyI CBHX IPUMUTHBHUX (PYHKIIH]jA [TOTMHTErPAJIHE
dyukiuje. IIpema TomMe, Bpao je BazKHO ma Kon oapehmBama HeomgpeheHor mHTErpasa J01aMO KOH-
CTAHTY W3PavYyHATO] MPUMHUTHBHO] PYHKIIN]H.

2.

Heka je dynkumja f HempekumHa Ha cerMeHTy [a,b] u Heka je F' mpowssosbHA TIpU-
vuTnBHA dyHKIHja Qyuknuje f ma Tom cermenty. Tama axwm Hbyrn—Jlajorumosa

dopmyaa
b
[ #@)ds = Fla)

IIpumenom Hoyru—Jlajouurose dhopmysne numamo
31 1 [z d(2z) 1
2 2
/ dx:/ ol l? —arctg(2x)
0 1 + 4 X 2 2 0 1 -+ (2 17)2 2

Craka naTerpabusina (byHKIHja HA CErMeHTY [a,b] orpaHudeHa je Ha TOM CErMEHTY,
OJIHOCHO CBaka (bYHKITHja KOja HUje OrpaHUYIEeHA Ha CETMEHTY [a, b| Huje mHTerpabuina
Ha TOM CETMEHTY.

1
2

N
/N
~ |

|

o
N———
Il
|

1
= §(arctg 1 —arctg0) =

0

Ceaka HenpekuaHa (DYHKIHja HA CETMEHTY [a, b] mHTerpabu/IHa je Ha TOM CEerMeHTY.

Orpanuvena QyHKIM]a ca HAjBUIIE TPEOPOJUBO MHOIO TAaYaKa MPEKUJa, HA CEIMEHTY
[a, b] jecre nuTerpabuiHa Ha TOM CEIMEHTY.

. Inz, 0 . .
(a) Dymxmmjay = { rz):n i f O? Huje orpanuyena Ha cermenty [0, 2], na Huje HU UHTErpabuIHA
Ha TOM CEI'MEHTY. ’ . 7
(6) Kako dynkumja y = { 2 7 #0, Huje orpanuyena Ha cermenty [0, 2], 3akipydyjemo aa
0, z=0;
HUje HU MHTerpabuIHa HA TOM CEIMEHTY.
0, =<1,
(B) ®yukmujay =< 3, x =1, orpanuueHa je u uMa jeJHy TAUKy OPEKHUJA T = | HA CErMEHTY
1, z=>1;

[0, 2]; mpema ToMme, gaTa dbyHKIHjA je HHTErPAOUIHA HA TOM CETMEHTY.

(r) ®ynkuuja y = sinz HenpekuHa je Ha cermenty [0,2], onakse ciaean ga je u wHTErpabmuIHaA
Ha TOM CEIMEHTY.

(n) ®yuknujay = e®—1 wenpekuana je na cermenty [0, 2], na je u uurerpabusiHa Ha TOM CEIMEHTY.

Taunu oxrosopu cy (B), (r) u ().




(a)
(6)

(8)

(r)

(m)

[Mogcernmo ce TumoBa gudepeHITMjaTHIX jeTHAYNHE, TPBOT PeIa;

e jemHaumHa Koja paszasaja npomenbuse nma obsuk f(z)dx + g(y)dy = 0, tae cy
dbyukuje f 1 g HeIpeKuaHe Ha oAropapajyhumMm muTepBaanMa;

e XOMOTeHa jeaHaumna uMma obmk y = f <£>7 rje je dyrkuja f HEIpeKu IHa Ha
33/]aTOM UHTEPBaJIY; v

e mHeapHa jeqHaumnaa nma obomK Y 4+ P(x)y = Q(x), rae cy P n @ mempeknne
dyHKImje HA 330aTOM HHTEPBAJY;

e DBepnymujesa jennaunna uMa obsuk y' + P(x)y = Q(x) y®, tae cy P u Q uenpe-
Ky iHe DYHKIMje Ha 33/]aT0M uHTepBaly 1 o € R;

e Pukarujepa jemmaumna mva obamk y' = P(z)y? + Q(z)y + R(z), rae cy P, Q n
R menpexusmme pyHxrmje Ha 337aTOM HHTEPBALY.

Y y
Jemmaunna y = ew —|—y jecre xomoreHa aupepeHUjaTHA jeJHaYHA 33, f <g> =ez+
x x
, 14 y?2 . . .
Jegnaanma y + 1522 0 Tpamcdopmute ce y audepeHIUjaIHY jeJHAYNHY KOja
x

Ly 0 ) = e gly) =

=0, f(x)= ug(y) = .

V1ity? V1+a? V14 22 V14 y2
= (sinz)y? jecre Bepuyaujepa nudepeHIMjaTHa je HAYHHA.
x

e?, Q(z) =% sinz u a =3.

pa3/iBaja IpoMeHJ/bUBE

Jeanaumna 2y + "y
Umamo pa je P(z) = 4

Jemnaunua y' + 22y = Inz jecre muneapua audpepennujanna jeqnaunna 3a P(z) = 2x
u Q(z) =Inzx.

Jenmauuny i + (tgx)y? + (sinx)y + cosz = 0 moxemo 3ammcarn y oarosapajyhiem 06Ky

Yy = —(tgz)y? — (sinx)y — cosx, omakye 3aKkmydyjeMo ja je y muTamy Pukarumjesa au-

depenunjanua jegnaumna 3a P(r) = —tgz, Q(x) = —sinz u R(x) = —cos .

5. Pasmarpamo xomoreny JmHeapHy audpepeHnujagHy jeqnadnny Tpeher pega ca KOHCTAHTHAM KO-
edunujenruma y”’' —2 19" +4y'—8 y = 0. Tlomro cy para mweHa TPU HaPTUKYIapHAa JUHEAPHO He3aBUCHA,

perema y; = sin(2x), yo = cos(2x) u y3 = e

27 onMax 3aK/bydyjeMo J1a je OIINTE Pellerhe II0JIa3He

jemHaMMEE BHUXOBA THHeapHa KombuHanmja iy = C1y1+Cayo+Csyz = Cy sin(2 ) +Cq cos(2 ) +C3e?®.

VY 3amarky je marTo BHUINE MOAATaka Hero mro je morpedro. WM ga mam mwcy mara oxrosapajyha
napTUKyJapHa pellema, 10 bux 6u ce Morio gohu cranmapaaum nocrynkoM. llormenaru teopujy y
rpehem 3asarky ca recra 13. 10. 2007.

6.

+00
Ako HyMepuIKEM pej E an, KOHBeprupa, ouga je lim a, = 0. ExBuBamentno,
n——+00 +oo
n=1
ako lim a, He moCTOju WM HHUje jeqHAK HYJIHU, OHIA Pe E Gy, TUBEPTUPA.
n—-+0o00
n=1
“+o0o
Pen E —, a € R, xoneeprupa ako u camo ako je a > 1.
n
n=1
[Moacetumo ce 7a mMOYETHA BPEIHOCT WHIAEKCA N HE YTUYEe HA KOHBEPTEHITH]Y DEeIa.
+oo +o0o
Hywmepuukn pen E Gp W EHETOB OCTATAK g an, k € N, jecy eKBUKOHBEpPreHTHH,
n=1 n=k+1
oba pema Cy mM KOHBEPTEHTHA, WU JUBEPTreHTHA.




(a)

(6)

(s)

(r)

(1)

+o0o
TeomeTpujckm pe Z q", q € R, xouBeprupa ako u camo ako je |q| < 1.

n=0
1— qn+1
Samcra, mapruujasHe cyMe TeOMETPHCKOT pefa jecy S, = qu =—q_, 4 #1
—q
k=0
uS,=n+13aq=1. KaKoje hm q"=03alg| <1, cnequ na je S= lim S, =
n—+o0o
1
——. 3a g = 1 pen je ompeljerno nuBeprenTa, jep je S = lim S, = +00. Axo je
1-— q n—-+oo
q > 1 pen je onpeheno auseprenran, jep je lim ¢" = 4oo, ma je S = lim S, =
n——+0o n—-+o00
+00. Ba g < —1, lim ¢" me mocroju, na nmpema ToMe HE lim S, He IOCTOJU U pej
n— 0o n—-+o0o

je meonpeheno auBepreHTAH.

Kako lim (—1)" # 0 (uak u He TOCTOjH), 3aKJBYyIyjEMO JIa HYMEPUIKH PEJl Ca AJTePHUPA]Y-

n—-+o0o
+oo
hum wranoBIMa Z(—l)" JIUBEprupa.
n=1 too
Kako jea=3 > 1, pex Z—g KOHBEPTHUPA.
n=1 too .
Pe — I1
T Z U THheroB OCTaTaK Z jecy exBmkoHBeprenTHu. IIpema Tome, pen Z 3
n= 10 n=10
KOHBeerpa
. . )
Pen Z — | je TeoMeTpUjCKU pen ca KOTUIYHUKOM q = 5 Kako je |g| < 1, pex koHBeprupa.
. 6 .
Pen Z Je TEOMeTPHjCKHU PeJl ca KOJIMTHUKOM ¢ = 5 Kako je ¢ > 1, pen nuBeprupa.

Taamnu O,ZLFOBOpI/I cy (0), (B) u (r).

7.

Ypeheny tpojky (B,V,A), rae je B mempasan ckyi, a V u A OuHapHE omeparuje Ha
ckyiy B, nazuBamo BynoBom anredpom ako Bayku:

e (Va,be B)avVb=bVa, aNb=bAa (KoMyTaTuBHOCT);

Va,b,c € B)(aVb)Ve=aV (bVec), (anb)ANc=aA (bAc) (acormmjarnsHOCT);

JTUCTPUOY TUBHOCT ) ;

(

e (VYa,b,c € B)aV (bAc)=(aVb) AN(aVe), aN(bVec) = (aAb)V(aAc)
(
(

30,1 € B)(Va € B)aV0 =a, aNl = a, 0 # 1 (nocrojame HEYTPATHUX
eJleMeHaTa);

e (VaeB)(FJae B)aVva=1, aAa=0 (nocrojarme KOMIIEMEHATA).
Hagemumo Heke Bazknwuje Teopeme Bysose anrebpe:
e (Vae B)aVa=a, a/a=a (AIeMIOTEHTHOCT);
e (VaeB)avl=1, aN0=0;
e (Va,be B)aV(aAb)=a, aA(aVb)=a (ancopuuuja);
(

Va € B)a = a (unsoaynuja);

°
ol
—

, 1=0;

e (Va,be B)aAnb=aVb, aVb=aAb (e Mopranosn 3axkonn).




Nckazuaa anrebpa je Byimosa asrebpa. 3amcra, MoXke ce MOKA3aTH Jia 3a CKyn B =
{0,1}, 6unapue onepanuje V (qucjyuximjy) u A (KOHjyHKIM]Y), Koje cy geduHucane
momohy Kejnujesux tabiuia

— o<

01
01
11

=l
O OO

1
0
1
. . all O
u yHapHy onepaunujy — (Heramujy) mary ca — o 1 DaKe akcnome Bysmose anrebpe.

[Topen HaBemenux, v uckasuoj agredbpu ce momohy Kejnujesux tabauta gedununiny un
crnemehe 6urapHe omepalyje:

e UMILJIMKAIIK]ja © eKBUBaJeHIUja o ekckiy3uBHa e llledeposa e [Impcosa
mucjyakiuja  (an) dynxknuja (Huan) dyHKOuja
=0 1 &[0 1 vi|o 1 110 1 L]0 1
01 1 0|1 O 0]0 1 011 1 0|1 0
1 0 1 111 0 1711 0 110 0

Cumbosu nckazue aarebpe cy:
e wuckasHa cioBa (p,q,T,...);
e cumboun oneparuja (V, A, 7, =, <, V, T, 1);
e OTBOpEHA U 3aTBOPEHA 3aTDaJIa.

Uckazue dopmyie cy:

® JCKa3Ha CJIOBA;

e (AVB),(ANB),A, (A= B), (A< B), (AVB), (A1 B), (Al B),tnecy Au
B uckaszme dopmyie;

e HU30BU cUMDOJIA KOJU Ce MOT'y JOOUTU MCKJbYIMBO IIPUMEHOM MPETXOJIHA, JBa, IIPa-
BUJIA KOHAYAH OpOj myTa.

Uckazna ciaoBa mory ysmumaru Bpemuoct 0 mnm 1. Jlse mckasme dopmyre A uw B
jeTHaKe Cy aKO MMAjy MCTe BPETHOCTU 3a CBe BPEIHOCTH MCKA3HWX CJI0Ba KoOja ce 'y
wuMa 1ojaBsbyjy. Vckasna dopmysia Koja 3a CBe BPEJHOCTH CBOJUX MCKA3HUX CJIOBA
uma BpemgHocT 1 HazmBa ce Tayrosioruja. Mckasna ¢opmysia Koja 3a CBe BPEIHOCTH
CBOjUX MCKa3HMX cJI0Ba uMa BpeanocT () Hazusa ce KouTpajukiuja. Mckazna dpopmyna
A < B jecte TayToJIOTHja aKO W caMo ako cy nckasue dgpopmvyse A u B jegmaxke.

(a) Y Bynoroj amrebpu (B,V,A\) 3a cBaku eqeMedT p € B Baxu ga je pV p = 1 (mocrojame
komriementa). lckasna anrebpa je 6umapna (nBounana) Bymosa amreGpa. Ilpema Towme,
3a CBe BpEeJHOCTH nckasHor ciaoBa p € {0,1} Baxku ma je Bpennoct uckasue dpopmyse p V —p
jemnaka 1, omakJjie 3aK/bpyUyjeMo aa je gara popMysia tayTosoruja. OBa TayTOJOTH]a Ce Ha3UBa
3aKOH HCKJbyderba Tpeher.

(6) Ha ocroBy Tabsmie NCTHHATOCTH

p ¢|P PVg p=gq
0 0/1 1 1
0 1/1 1 1
1 0/0 0 0
1 1/0 1 1

3aK/ByUyjeMO fa cy nckazue qgopmyse p = q u pV q jennake. Omak/e TUPEKTHO CIAETU Jia je
uckazua dopmyna (p = q) < (P V q) rayroaoruja.
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(B) VYV Bynoroj anrebpu (B,V,A) 3a cBakn enement p € B paxu ga je p Ap = 0 (nocrojare
KoMIIeMeHTa). VeTuM pe3oHoBameM Kao y IPETXOJHOM MPHMEPY 3aK/bYydyjeMo Ja je JaTa
dhopmMyIa KOHTPAIUKIIN]A, HErAIMja 3aKOHA, TPOTUBPEIHOCTH.

(r) Y Bynosoj anre6pu Baxu /e Mopranos 3akon p V ¢ = (p/Aq); upema ToMe uckazua dhopmyia
pVq< (PpAQ) jecre TayTosoruja.

(n) Ha ocroy reopeme o uuposynuju y Bymnosoj anrebpu (B, V, A) 3a cBaku ejemeHT p € B Baxu
Ia je P = p, OlaKJIe CICIN J1a je HCKasHa popMyJ/Ia P < p TayTOJIOIH]a, 3aKOH JBOjHE Heraluje.

(h) Dopmupajmo Tabauny uctuaUTOCTH 33 MCKa3HY dopmyny (p = q) A (q=1)= (p =)

p=q q=>r p=qgAq=1 p=>r (Pp=q@Aq=>r)={pP=>r)
1 1 1 1

—_ =m0 OO0 o
— = O O+~ OO
_ O = O~ OF O3

e e e

== O O ===
_— O = = = O -
_ o O O = O
— O = O =

N3 Tabaure Bugmmo ja je mara dgopmysa taytogoruja. OBa TayTOJOTHja Ce HA3WBA 3aKOH
TPAH3UTUBHOCTH 33 UMILTUKAIIH]Y.

Taunu oxrosopu cy (a), (6),(r), (x) u (h).

8. Csaxu oy 10 maxucra je ogurpao 1o jejHy naprujy ca ocrauux 9 maxucra. Ao je maxucra A
OINTPA0 TAPTHU]Y Ca IMAaXucCTOM B, oHJa je w maxwucra B oxgnrpao maprujy ca maxucrom A. Tlpema

= 45.

TOMe, yKyIaH Opoj mapruja je

YmopeanTu 3a7aTak ca ceIMUM 3ajaTkoM ca Tecta 19. 09. 2007.

9. K&paKTepI/ICTI/IqHI/I n MUHHUMAJIHW TTOJIMHOM, COIICTBEHE BPEIHOCTU MW COIICTBEHH BEKTOPU Je-
dbuHMCaHN Cy caMmo 3a KBaJpaTHe Marpurie. /lara marpuiia HEje KBaJpaTHA, IPEMa, TOME HUINITA, O]
HaBeneHor Huje moryhe onpenuty. Panr MaTpurie ce MOXe OPeInTu 338 MATPUILY TTPOU3BOJLHOT THTIA,
OJIaKJIe 3aKJbydyjeMo Ja je jeauHu TadaH onrosop (a). Panr marpure A jennak je peny mene uHajsehe

. : 3 .
perynapue nojmarpuiie. Mmamo jia je =0, anu u jga je ‘ =—-3#0majerang A = 2.

1
4 9

1 2
4 8

10.

(A, B,C) rnacu A(x — x0) + B(y —yo) + C(z — 20) = 0.

Jennaunna pasan Koja cagpxku tadky M (xo, Yo, 20) 1 HOpMaJHA je HA BEKTOD Ty =

(a) Koopaunare Tavuke Koja OpHUMaja PaBHU 3a70BOJbABAjy jeJHAUYMHY Te paBHU. llpom3BospHa
TAYKa KOja IPUIAa PABHU v uMa Koopauuare (t,$,2 —t — §), vae cy t u s peasnu OpojeBu.
Hup. 3at =0 u s = 0 mvamo tauxy (0,0,2).

(6) Bexkrop HopMasie paBHU «v jecre cBaku BekTop obsmka t(1,1,1) = (¢,¢,t), tae je t € R\ {0}.
Hup. 3a t = 2 mumamo BekTOp 7o = (2,2, 2).




— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 28. 02. 2007.

1. Oapenurn meoapehene umrerpae:

(a) /sin(2 x) cos(2x) du;

©® [ i

2. OppenuTu BPeIHOCTH peajiHe MO3UTUBHE KOH-

(&
CTAHTE C TAKO J1a BAXKM jeJTHAKOCT / z2dz =09.
0

3. Jara je mucbeperrujaina jeqHAUNHA
y +a (y - y“2‘50‘+6> = 0.

3a Koje je BPEIHOCTH PeasHOr MapaMerpa (v J1aTa
jeqHaunHa guHeapHa’

4. Ogpegutn omimTe perieme AudepeHIujarHe
jennaumne y” = y.

5. 3a Koje BpeIHOCTH PeajHOT TapaMeTpa 7y pej
Jr
~3nt—5nd 42
Z KoHBeprupa’
11nY4+5n-1

n=1

6. Ha xommko paznmuntux HauwHa je Moryhe mo-
pebaru y Hu3 Tpu Gesie u deTupu npHe Kyriuie?

7. Heka je (B,V,A) Bynosa anrebpa u Heka cy a
n b TPOM3BOBHN €7IeMeHTH CKyTa B. 3a0KpyKUTH
CJI0Ba WCIPE]T TAYHUX OAT0BODA:

(a) an(aVbd) =g (6) aN(aNb) = a;
(B) an0=0; (r) av0=0;
(m) ana=a

(h) Emjeman om MPETXOMHUX OJTOBOPA HUjE TAYAH.

8. Ojpeurn paHr MaTPHUIE

A=

W N =
S N
O ot W
o O O

9. Heka je A peanHa KBaJipaTHa MaTPUIA Pea
n € N. BaoKpyKuTu cjI0Ba UCIPEJ TAIHUX OJIFO-
BOpa:

(a) marpuna M wmMa n pasgIuUATUX COTCTBEHUX
BPEIHOCTH;

(6) murumaan noamnom marpune M jecre cre-
HeHa 1;

(B) KapakTepucTuuHu noJUHOM Marpurie M jecte
crenena m;

(r) cBe Hyse KapaKTEPUCTUYHOD TMOJUHOMA Ma-
Tpurie M MCTOBPEMEHO CY W HyJIe FheHOT MW-
HUMAJTHOT TOJTMHOMa UCTe BUIIECTPYKOCTH;

() cBe Hyne MuAMManHOT NOMHOMA Marpute M
HCTOBPEMEHO Cy W HYJIE IeHOT KapaKTEePUCTHY-
HOT' TIOJIMHOMA,;

(b) Hujemanm o MPETXOAHUX ONTOBOPA HUje TAYaH.

10. Jaru cy sekropn @ = (1,—1,0), ¥ = (0,1,1)
u W = (1,0,1) y BexkTOpcKOM mpocTopy R3. 3a-
Opr)KI/ITI/I CJIOBa MICIIpEJ] TaYHUX OATO0BOPaA:

(a) @l (6) (@+ 0) x @ = 0;

X U=1UX

1
S

(B) U+ W =7; (r)

() HUjemaH o7 IPETXOAHMUX OJATOBOPA HUjE TAYAH.




— Pemema —

i1. Jarn maTerpasm ce nupekTHO cBOsE Ha TabsmaHe. mamo:
. 1 [ . 1
(a) /8111(2 x) cos(2x) dz = 3 /s1n(4 x)der = ~3 cos(4x) + C;

(6) / dx 1 2dzx 1ac'(2 )+ C

- = — —————— — — arcCS1n X .

vVi—4z2 2) \/1-(2x)? 2

ObpatuTn maxmwy Aa je HeompeheHn mHTErpas CKyI CBUX MPUMHUTUBHUX (DYHKITH]jA TOIUHTEDAIHE
dyukiuje. IIpema Tome, BP0 je BaxKHO ma Kox ofapehuBama HeoapeheHor WHTErpasa J01aM0 KOH-
CTaHTY M3PAIyHATO] MIPUMUTUBHO] (DYHKIIN]H.

Heka je dynkumja f nenpekugna na cermenry [a,b] u neka je F' npoussosbHa npu-
muTHBHA, pyHKIHja PyuKIHje f Ha Tom cermenty. Tama sBaxwu Fbyrn—Jlajorumnosa

dopmyaa ,
= F(b) — F(a).

a

[ s =Fe

c 3
=3 TIpema ycmoBy 3amarka

(&
1
Ha ocuosy Hbyru—Jlajorurose dpopmyne Baxkn / z2dx = §x3
0
c3 "
MaMO 7 je 3 =9, ogHocHO ¢ = 3.

3. Jluneapna nudepeHnujanna jeHaUMHA IPBOr peja jecte jequadunna obsuka iy + P(x)y = Q(x),

rne ¢y P u () wmemperunne dyHKImje Ha 3amaToM mHTepBaay. Jla 6u gudepentumjanna jemna-

auna y' + = (y + yo‘2_5°‘+6) = 0 6uia JIMHeapHA, MOpa Ja BaXKH na je wam a’ — 5a +6 = 0

wm a2 —5a +6 = 1. Y npsom cayuajy audepeniumjaana jegnaunna mocraje y + ry = —x

(P(z) =2zuQ(x) = —x). Y apyrom ciaydajy T06HjaMO XOMOTEHY JIMHEAPHY JudepeHInjaany je/-

naumay ' + 2xy = 0 (P(z) =22uQ(x) =0). Baxu ga je a2 —5a+6 = 03a a = 2 wim
5+5

a=3aa?-5a+5=03 a= . Hakme, nara gudepeHnujaina jeHAYNHA je JINHE-
5—+d 5 5
apHa 3a a € Q\f,2,3, j;\f} Ob6parumo maxKmwy Ja je 3a mpou3Bo/bHO o € R jennavunna

v +ax(y+ yo‘2_50‘+6) = 0 nmudepeHnujasHa jeTHATMHA KOja pa3/aBaja TPOMEH/bUBE.

4. Jegmaumna y” — y = 0 jecre XOMOreHa JmHeapHa audepeHnujaTHa jeIHaInHa Ipyror pefa ca
koHCTaHTHUM Koedurujenruma. Oxarosapajylia kapakrepucruuna jeamaunua je A2 — 1 = 0. Kopernn
KapaKTePUCTHYHE jeJHaunHe jecy Ai2 = F1, peasnn u pazmmauTu 6pojesu. Oarosapajyha napTuxy-
JIapHA JIMHEApPHO HE3aBUCHA PeIerma JaudepeHimjanae jeqaaanne jecy y1 = ¥ u yo = e~ . Omrmre
pEIlierhe TI0J1a3He jeITHaYMHe BhUX0Ba je JuHeapHa Kombunamuja, 1tj. y = Cry; + Coys = Chre” +Core™™.

3a jJerasbaH MPErJIe]] TeOpuje XOMOTEHUX JTUHEAPHUX JudEpPEHITnja HuX jeTHAUNHA BUIIET Pejia,
ca KOHCTAHTHUM KOoepUIIMjeHTUMa morJieaaTu Tpehu 3ajgarak ca tecra 13. 10. 2007.




+oo
1 .
Pen E —, a € R, xoneeprupa ako u camo ako je a > 1.
n
n=1

a
I1 nopenbenn kpurepujym. Ako je lim — = K, 0 < K < 400, OH/a Cy PEJOBH Ca

n—+o0 by
—+00 —+00

IIO3UTUBHUM 4J1aHOBAMA E an 4 E by, ekBUKOHBEpreHTHH (00a pejia Cy UM KOHBED-

n=1 n=1
TE€HTHa 1IN ,ZLI/IBepI‘eHTHa) .

3nt —5m3 +2
HOquLHI/I O,ZL HEKOI' 4JIaHa €JIEMEHTH pe;[a —11 ~ + 5 1 IIO3UTUBHU Cy. Ha OCHOBy ,ZprI‘OI‘ HOpe,Z[—
n n —

3nt — 5nd +2

1
m " ZW C€KBUKOHBEPI'€HTHH. Pe,[[

—+00
OeHor KpI/ITepI/ijMa ciaean Oa Cy peaoBH Z

n=1 n=1
+00

Z P je KoHBepreHTaH 3a ¥ — 4 > 1, ogHOCHO 32 7y > 5.
n

n=1

6. VY nuTamy cy mepMyTallije ca MOHaBhAmeM CKyma o 3 + 4 = 7 eqeMenaTa, KoJ KOjUX ce jeTaH

€JIEMEHT TOHAB/bA TPH, & APYTH YeTUPH MMyTa. DPOoj Pa3muunTuX HAYWHA HA KOju MOKeMO mopeharn
7!

! 7-6-5
3.4 3.2 =39

Tpu Oesie U YeTUupu IpHe KYIJIUIE y HU3 jecTe

<> Jpyru HadYWH HA KOJH MOXKEMO Hohn 0 peIlerma jecTe da O CeaaM IIO3WIHja, HU3a y Koju Tpeba,
nopeharu kyruie wzabepemo Tpu Ha Koje hemo craButu bene kyrsmme. O cemam IMO3UIMja TPU

7
MOXKeMo m3abpaTu Ha <3> = 35 maumna, MTO je O6Poj KoMOWHAIM]a Tpehe KJace CKyma KOju UMa

cemaM ejreMenata. Ila mpeocrtase deTnpu mo3wiinje cTaB/baMo IpHE KYTVIUIlE, IIITO MOXKEMO YPaJIUTH
Ha jenan HauvH. IIpema npuHIUny TPOM3BOAA 3aK/bydyjeMO /13 je OPOj pa3/inuuThX HAYMHA HA KOje
Moxkemo ropehaTtu Tpu Oesie w 9eTupu IpHE Kyryume y au3 35.

7.

(a) Jemmakoct a A (aV b) = a radna je 3a cBaKo a,b € B u 30Be ce TeopeMa O AlCOPIIH]H.

(6) bunapna onepamnuja A je acormjarusaa. Ilpema Tome, Baxku aA(aAb) = (aAa)Ab. Y Bynosoj
anrebpu (B, V,A) cBaKu €JEMEHT je MJIEMIIOTEHTAH y OJHOCY Ha GuHAapHy onepauujy A, na je
aNa=a,T1j. (aNa)ANb=aAb. Jakne nmamo aA(aAb) = (aNa) Ab= a/Ab+# a jep 3a cBako
a,b € B ue Baxu a Ab = a. 3aucra, Hup. 3a a=1ub=0mumamo 1A (1AN0)=1A0=0#1,
jep je 1 HeyTpaJsHu efleMeHT 32 OMHAPHY OmepaIinjy A. 3ak/bydyjemMo ma TBpheme Hilje TauHO.

(B) Jemmakoct a A0 = 0 jecre Teopema Bymose anrebpe.

(r) ¥V Bynosoj anrebpu (B, V,A) enement 0 je HeyTpasHu eleMeHT 3a OuHapHy onepanujy V, Tj.
3a cBako a € B Baxku a V 0 = a. Sakmyayjemo ma tepheme a V 0 = 0 me Baxkn 3a a # 0.

(m) Enewmenr @ je komnaemenT esemenTta a 'y Bynosoj anrebpu (B, V, A), OJHOCHO 32 IIPOU3BOJbAH
emeMeHT a € B Baxu 7a je a Aa = 0. IIpema Tome, TBpheme a A @ = a Huje TauHo 3a a # 0.

Tauanu oxrosopu cy (a) u (B).

8. MmuoxemeMm ereMeHaTa MpBe BPCTE ca —2, OJHOCHO ca —3, W J0JaBambeM oJroBapajyhimMm erme-
MEHTHUMA JAPYyre, OJHOCHO Tpehe BpeTe, & 3aTUM 3aMEHOM MECTa OAroBapajyhum ejieMeHTHMA JIpPyre u
Tpehe Kos0He, H00MjaMo

Il
I

1 2 30 12 30 1 3 20
A=1]12 4 5 0 0 0 -1 0 0 -1 0 0],
36 90 00 00O 0 0 00

oJlaKJie 3aKJByUIyjeMo na je rang A = 2.




<> [MTpumernnmo mga Cy eeMenTH mpBe BPCTE MPONOPIMOHAIHN €IeMeHTHMa Tpehe BPCTe, U Ja HUCY
MPOTIOPIIMOHATHY eJleMeHTHMa Japyre Bpere. Ilpema Tome, panr marpure A jenmax je 2. Ciowmgmo,
[IpBa M JIpyra KOJIOHA JIMHEAPHO Cy 3aBUCHE, JIOK Cy IIpBa u Tpeha KOJOHA JIMHEAPHO He3aBHCHE.

Opmate coean ma je rang A = 2.

9.

Kapakrepuctuann nosmHOM (COTICTBEHN TIOJMHOM) peaTHe Kpaaparne marpuie M
pera n jecre mommHoM @pr(N) = det(M — Al). KapakrepucTHdHN MOJHHOM MATPHIIE
M nonekay ce nedunumie u kao @pr(N\) = det(Al — M). Tlomunom ppr(\) je crenena
n, ma uMa n (He ob6aBe3Ho pasamunTux!) HysIA.

ConcrBenu BekTOp (KapakTepuCTHYHM BEKTOp) Marpune M jecTe KOMILIEKCHA
MaTpura-koiaona X (ruma n X 1) pasamaura oJ] HyJa-MaTpHUIE 32 KOJy MOCTOjU KOM-
mwiekcan 6poj A takas ma Baxku M X = A X. Bpoj A\ ma3zuBa ce COICTBEHOM BpE/-
Homhy (kapakrtepuctuanoM Bpezanomihy) marpuie M. ComcTBene BpeIHOCTH Ma-
Tputie M jecy HysIe KapaKTepUCTUUIHOT MOJHHOMA. 3aKMCTa, MATPUUIHA, jeTHAUNHA, Ce
moxke Tpancdopmvucarn y xomorenn cucreMm (M — A1) X = 0. Cucrem nma merpn-
BHUjaJTHO peIlerhe aKo je JeTePMWHAHTAa MATpPHUIle CUCTeMa jeTHakKa HYJIH, Tj. aKo je

det(M — A1) =

Munrumasan noauaoM (7 (A) MaTpuie M jecTe MOHHYHU TIOJIHHOM HAjMAber CTEIeHa
KOJU aHyJHpa MATPUITY, OJHOCHO TO je MOHUYHHU MOJIMHOM HaJMAer CTeleHa 33 KOju
Bazku (M) = 0. MuauManan mosuHOM Matpuiie M aemn KapaKTepUCTUIHA TOJTH-
mom. Heka cy A1, Ag, ... Ag, 1 < k < n, pasauuunre Hy/Ie KAPAKTEPUCTUIHOT [TOJIUHOMA..
Tana cy A1, Ag,... A\, 1 < k < n, rakohe Hyjie UCTOT UM Maker pejia, MUHUMAJHOLD

IIOJITHOMA..

IIpehumo caga Ha pasMmarpaibe TAUHOCTH MOHYHEHHX OATOBOpA.

(a)

(6)
(8)
i(r)

()

Taunn

10.
(a)

(6)
(8)
(r)

Tauan

Matrpuma M pesa n uMa n COIMCTBEHWX BPEIHOCTU KOje HE MOPAjy OUTH paz3iuduTe.

Munnmanan moanaoM Matpuile M pena n jecTe cTeneHa Marber WM jeTHAKOT N.

Kapakrepuctranu nosmaom marpuiie M pena n jecTe mOJIUHOM CTEIEHA N.

Munuma Hu 1 KAPAKTEPUCTUIHHU TTOJTMHOM UMAjy UCTE HYJIe. Y KOJIMKO je CTeIeH MUHUMAJIHOT
nosimHOMa, MaTputie M Mamu oJ1 1, OHJA IIOCTOjU HyJ1a KOja UM Makkby BUIIECTPYKOCT Kao HYJia
MUHAMAJJIHOT TIOJTMHOMA HEr0 Kao HyJIa KapaKTePUCTUYHOT TOJTUHOMA.

Cee HyJIe MUHUMAJTHOT TIOJIMHOMA MaTpuiie M MCTOBPEMEHO Cy U HyJle IbeHOT KapaKTepUCTUd-
HOT TIOJIMHOMA.

oxrosopu cy (B) u ().

Bexropu 4 u ¥ OpTOFaHa.HHI/I Cy aKO M CaMO aKoO je HUXOB CKaJapHu npousBox U - U jennax 0.
Kaxko je - v = (1,-1,0)-(0,1,1) =1-04+(=1)-14+0-1 = —1 # 0, TBpheme muje Taumo.

36up BekTOpa U 1 _'je;LHaK je Bexkropy 4 + ¥ = (1,—1,0) + (0 1,1) = (1,0,1) = . Ilpema
Tome, Baxkn (@ + ) x @ = 0 6yayhin jja cy Bekropu @ 4 ¥ 1 W KOJIMHEAPHN.

Umamo @ + @ = (1,-1,0) + (1,0,1) = (2,—1,1) # (0,1,1) = ¢. Bakmyuyjemo ma TBpherme
HUje TatTHO.

3a BEKTOPCKM MPOW3BOJ MPOM3BOJLHUX BEKTOpa U W ¥ Baxu ocobuna U X 4 = —(U X ).
JenmakocT UXU = UXU eKBI/IBaJIeHTHaJeJe,ZLHaKOCTI/I UxXT = —(Ux 17) OJHOCHO TX T+ T X T = 0,
Tj. 20 X U = 0. 3 JEIHAKOCTH U X U = 0 coequ na CY BEKTOPH U W U KOJUHEAPHH, OJTHOCHO
Ja cy uM ofrosapajyhe KoopamHaTe MpOMOPIMOHAIHE, MTO Y CAy9ajy KOHKPETHUX BEKTOPA

= (1,-1,0) u ¥ = (0,1,1) auje ucnymeno. IIpema Tome, TBpheme HUje TagHO.

oznrosop je (6).
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 23. 06. 2007.

1. Oapenurn meoapehene umrerpae:

@ [ @17 do

(6) /a:lna:dx.

2. Nspauynarn BpeaHocT oapeljermx naTerpaa;

21
(a) / sin z d;
0
3
(6) / sinx cos x dx.
I

3. Ogpenurtu ommre perieme audepeHIIRjaTHe
jennaunne y'y — x = 0.

4. Oppenuru TANOBE claedehnx Audepenn]aIHnx
jemHAYWHA, TTPBOT pefa:

(a) 2y —y=vr2+y%
(6) ¥ —y=e";

(B) z¢y/ +y=y? Inz;

(r) 22y =2%y? + 2y + 1.

5. 3a0KpYKUTH CJIOBA UCTIPE,T KOHBEPTEHTHUX Pe-
JoBa:
n=0

+001
(a) Eﬁ’
n=1

+o0

+o00 5 n2
m) Y 5m ()
n=>5

—+00

© > o

n—1
n=2
() HUjemaH o7 MPETXOJHUX PEOBA HUjE KOHBED-
TeHTAH.

6. Ha xomuko maumna je moryhe ox 20 mymn dhop-
MHUDATH METOIAHY KOMUCH]Y T

7. OJpeuTn panr MaTpure

1
A=15
4

Ao N
A~ W
00 i

8. Ompenurn CONCTBEHE BPESHOCTH MATPHUIE

5[} 0]

9. Jlat je BekTop ¥ = (12,3,4) y BEKTOPCKOM TIPO-
cropy R3. M3spauynaru unrensurer BeKTOpa .

10. Hanucaru jemnaduny paBum y mpocTopy R3
Koja caapxku tauky M(—1,2,—3) u HOpMaHa je
r—2 y z42

Ha IIpaBy P : T =3~ 71
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— Pemema —

I1. Unrerpan y npumepy (a) pasiuka je na TabinvHa WHTErpaja, JOK uHTerpas y npumepy (6)
perraBaMo METOIOM TapITijaiHe WHTEerparlnje:

v gny qe = [ 37 P N SUe)
(a) /(3 —4)dx—/3 dz /4d:p—ln3 1n4—i—C,

dx
u=Inxr du=— 22 . 22 22
dv =xdx 1127

ObparnTn maxmy 7a je meoapehern WHTETpAT CKYI CBAX TPUMHUTHBHUX (DYHKITM]a TOIWHTETPATHE
dyukimje. Ilpema ToMe, BpJIO je BayKHO Jia KOJI oJipehrBama HeolpeheHOr MHTErpasa JT0/IaMO KOH-
CTAHTY M3PAYyHATO] IPUMUTHBHO] PYHKIIN]H.

2. Ipumenonm Hbytu-Jlajoaunose dbopmyne mmMamo:

2w 27
(a) / sinzdz = —cosz
0

= —cos(2m) +cos0=—-1+1=0;
0

3 3 1
(6) /3 sinzcoszxdr = ’ sin(2x)d(2z) = ~2 cos(2x)
%

1 1 1
~1 <‘2‘0> =5

<> Kako je rpaduk dyuxmuje f(x) = sinz nenrpanno cu-
MeTpHuYaH y OJHOCY Ha TadKy g = T, 3aKJ/by4dyjeMO Ja je meH 11

WHTerpaJl Ha THTEPBATY CUMETPUYHOM Y OTHOCY HA JIATy TAYUKY e
m+a =[sinxdr=

A\:\\»:‘

4

. . . J O T T
jenmnak mynau. [Ipenmsznnmje, / sinzdz = 0, 3a cako a € R. w2 m 3m/2 2m
m™T—a
_1 4

2m
Cnenujasiao 3a ¢ = 7 g06ujamo / sinzdx = 0.
0

3. udepennmjanna jequaanna y y—x = 0 Moxke ce TpancopMucaTH y audepeHImjaany JeanaduHy

ydy —x dx = 0 xoja pazgsaja mpoMenspuse. OIIITE PEIEEkHE TE jeHATIMHE jecTe f ydy — f zdx =C,
2
:U ~
oJtHOCHO hbamunja xunepbosia y? -5 = C,mj. y? =22 +Cumy=+V22+C.

4.

[Toacernmo ce TunoBa gudepeHIMjaIHuX jeIHAYNHE, IPBOT PEIa;

e jenmHauwHA KOja pasnBaja mpomensbuee obswmka je f(x)dx + g(y)dy = 0, rue cy
dyukmmje f n g HempekuaAHe Ha ONTOBApajyNuM MHTEPBATIMA,;

) o Y ) .
e XOMOTreHa jegHadnHa obamka je y = f | <), rme je dyukuja f HempekugHa Ha
3aJATOM WHTEPBATY; v

e JmHeapHa jepnaduna obmuka je y + P(x)y = Q(z), rae ¢y P u @ menpekumme
dbyHKImje Ha 3a1aTOM HHTEPBAJY;

«

e Bepnuymmjesa jemnaunna obamka je y' + P(z)y = Q(x) y®, tae cy P u Q merpe-

KuaHe (PyHKINje Ha 331aTOM UHTEpBaIy U o € R;

e Pukarujepa jenmaumma obmuka je y' = P(x)y2+ Q(z)y + R(x), rne cy P, Q u R
HenpekuHe PyHKIMje HA 33/1aTOM UHTEPBAJLY.
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(a) Jemmaumna xy' —y = \/x? + y? moxe ce TpanchopmucaTn Ha unrepsaay (0, +00) y XoMo-

: : Py y? z\ _y y?
reHy audepeHnujaj Iy jeJHauYnHy | = o +14/1+4 ok 3a f ; = +14/1+ ok

(6) Jemmaumua y' —y = €® jecre smHeapHa audepeHUMjaIHA jeqHAYMHA. Y OBOM CIy9ajy
mvamo aa je P(z) = —1 u Q(x) = e”.
(8) Jemmaumna xy’ +vy = y? Inx exsusanenTna je BepHynujesoj nudepennujaanoj jeaHa-
Inz Inx
amnn Y + —y = — y 2. Umamo maje P(z) = —, Q(z) = — nma = 2.
x x x T
(r) Jemmaumna 229y = x2y? 4+ 2y + 1 na 6ua0 KOM WHTEpBATY KOjU He CaJIpyKH HYIy CBOJIM Ce

na PukatujeBy nudepenumjanny jempaunuy y = y2 + —y + —. Baxmu P(z) =1,
x x

1 1
Q) = = u R(z) = —.
T T
5.
+00
AKo HymMepHIKE pen E an KoHBeprupa, ouja je lim a, = 0. ExBuBasenrTho,
n—-+00 +o0
n=1
aKO 11]11 ap, He TIOCTOJW WU HUje jeTHAK HYJIW, OHJA pej E Qy, TUBEPTUPA.
n—-+0oo
+o0 n=1

1 .
Pen E —, & € R, KoHBeprupa aKo u caMo ako je o > 1.
n

n=1
+oo
CeoMeTpujcKy pes Z q", ¢ € R, xouBeprupa ako u camo ako je |q| < 1.
n=0
+oo

1
(a) XapmoHmjcKE pe E — jecTe DMBEPTEHTAH.
n

n=1
+oo

1 1
(6) Teomerpujcku pen 2271 Ca KOMMIHIKOM ¢ = o jecrte KOHBEpPTeHTAH.

n=0
+00
(B) Teomerpujcku pen Z 5" ca kommaanKOM ¢ = 5 > 1 jecTe JuBEpreHTaH.
. . n? . . 5n?
(r) Kaxkoje lim = 400, 3aKBYIYjEMO 18 je pen E JUBEPreHTAH.
n—toomn — 1 n—1

n=2

Tauan ogrosop je (6).

6. Y muramy cy kombunanuje 6e3 moHaB/bama meTe Kiaace ckyma on 20 ememeraTta. Bpoj kombuHaImMja
20 20! 20-19-18-17-16
5)— = =19-3-17-16 =

nere Kjaace ckymna oj 20 egeMeHaTa jeJIHAK je <

15504.

~50-15! 5-4-3-2

7. Opy3umarbeM efieMeHaTa MpBe BpeTe o1 oJrosapjyhinx esemenara apyre 7061ujaMo MaTpHILy eKBU-
BaJleHTHY MaTpuim A Koy Koje cy npyra u Tpeha Bpera jenmake. Croenehin kopak je ogysmmarme
ejleMeHaTa Jpyre Bpcre oy oxrosapjyhux enemenara Tpehe u Ha KPajy MHOXKHMMO €jIEMEHTe TIPBE
BpcTe ca —4 m JomajeMo oarosapajyhmm enemenTtuma apyre. Ha Taj madgwmu gobmjamo

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
A=|5 6 7 8 | 2|4 4 4 4|=2|4 4 4 4|=2]0 —4 -8 —12
4 4 4 4 4 4 4 4 0 0 00 0 0 O 0

Oagme 3akByIyjemMo na je rang A = 2.

<> [Ipumernmo ma cy mpBa u Apyra BpcTa Marpuie A nuHeapHo He3aBHUCHE, KAO W 13 CY €JIeMEHTH
Tpehe BpCTe jenHAKW pa3iuiy oJropapajynimx ememenarta apyre u npse Bpcre. llpema Tome, panr
varpure A jennax je 2.
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IlpBa u apyra KoJiOHA JIMHEAPHO CY HE3aBUCHE, eJleMeHTHU Tpehe KOJOHE je HAKU CY PA3JIUIU ejleMe-
HATA JPyTe KOJOHEe TOMHOXKEHUX Ca 2 W TIPBE KOJIOHE, eIEMEHTH YeTBPTE KOJOHE JeTHAKY Cy PA3IUIN
eJleMeHaTa Jpyre KOJIOHE TIOMHOXKEHUX Ca 3 M IIPBE KOJIOHEe MOMHOxKeHux ca 2. Omatie cieau ja je
rang A = 2.
. . 1—-A 0

8. Kapakrepuctuunn noaunom marpure B jennak je op(A) = det(B — A\I) = 5 Lo |~
A? — 1. Comcrrene BpeHOCTH MaTpule B jecy myse kapaxrepuctmanor momuroma @pg(A). Tlpema
TOMeE, COIICTBEHE BPEIHOCTH ¢y A1 = 1 1 Ao = —1.

9. Untensurer BexTopa ¥ = (12,3,4) jemnax je |v] = V122 +32 +42 = /144 + 9 + 16 = 13.

10. BekTop paBHE je BEKTOp HOpMAaJiaH Ha JATy paBaH. BeKkTop TMpaBe je BEKTOD TapaseaH ca
JgaroM mpasoM. Bekrop mpage p je @, = (1,2,1). PaBan n mpasa cy HOpMaJIHe aKO Cy UM BEKTOPH
napaJjieJiHi. JeJHaurHa paBHU « Koja caiap:ku tauky M (—1,2,—3) u umju je BekTOp Tio, = (1,2,1)
raacu 1(z — (—=1))+2(y—2)+1(2 — (—3)) =0, ogrocro = + 2y + z = 0.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 25. 08. 2007.

1. Oapenurn meoapehene umrerpae:

(a) /(24—779”) dz;

(6) /tg(e x) dz.

2. Nspagywarn BpegnocTn oapelermx naTerpama;

(a) /2 cos z dux;
0

(6) /2 sinz dz.
0

3. VY 3aBUCHOCTH OJ BPEIHOCTH PEAJHOT Mapame-
Tpa W OJPEJUTH OTIIITE periemhe AndepeHImjaTHe
jenmaunne y” + w?y = 0.

4. Oppemuru Tuniose caegehiinx gudepeHiujaTHmx
jeTHaYMHa, IPBOT peja:

(a) ¥ - % = In;

1+y3
6) v +1/ -0
(6) v + T3 0;
() v =tg 2 — 2

(r) ¥ +(ycosz)®+y+sinlz=0 ............

T T

“+oo
. " .
5. Jlar je cremenu pen E —. Osaj pex nma
n

n=1
o0J1acT KOHBEPIeHIMje:

(a)(=1,1); (©)[-11); (8)(-1,1];

(1) HUjemaH O MPETXOMHUX WHTEPBAIA.

(o) [-1,1];

6. Hexa cy p m ¢ mpousBo/bHA NCKA3HA CJOBA. 3a-
OKPYKHUTH CJI0BA HUCIPes UCKA3HUX (HOPMYy/Ia KOje
Cy TayTOJIOTH]e:

(B) pAD;

(a) pep (6) p=p

(r) ptg (W) pPVae (PAY);
(b) w=wmjeaHa O TMPETXOAHUX MCKA3ZHUX (HOPMYIIa
HHje TayTOJIOTHja.

7. Heka zacraBa uma 11 XOpH30HTAJIHUX TPyTa,
KOje mory buTu 1pBene, miase wiu deme 6oje, mpu
9eMy IBE cyceme Ipyre He Mory oumru mcre 6oje.
Konuko nma osakeux 3acraBa?

8. OzpeanTn panr MaTpuiie

1 2 3
4 5 6
A= 5 79
10 14 18

9. OapeauTy COLCTBEHE BPEAHOCTH MATPUILE

s=[ 1]

10. Jdaru cy Bekropu d = (12,3,4) u b= (1,0,-3)
¥ BEKTOPCKOM TpocTopy R3. BaokpyxKutu ciosa
WCIIPEI TAYHWX OJAT0BOPA:

(a) BekTOpH @ u b jecy OPTOTOHAHU;
(6) BekTOpm @ m b jecy KOIMHEADHH;
(B) Bekropu @, bu &= ad+ 4b jecy komnanapau;

(r) HuEjemaH o1l MPETXOIHUX OJOBOPA HUjE TAYAH.
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— Pemema —

i1 Narerpan y npumepy (a) 36up je apa rabgmana waterpasa, narerpana y npumepy (6) penrasamo

CMEHOM:
x

(a) /<Z+7r’”> d:c:7r/?+/7r‘”dx:7rln\az|+lzw+0;

t =ex 1 1 sint u = cost
(6) /tg(ea:)d:n N { dt = edzx } N e/tgtdt N e/costdt N { du = —sintdt } -

1 [/d 1 1 1
L - ——Inju| 4+ C = ——1In|cost| + C = ——In|cos(ex)| + C.
el wu e e e

ObparuTn naxmy Ja je HeoJpeheHH MHTerpaJs CKYI CBUX IPUMHUTUBHUX (DYHKINja HOJMHTETpPAIHE
dyukimje. Ilpema ToMme, BpJIO je BayKHO JNa KOJ onpehuBama HeoIpeheHOr MHTerpaaa T0/aMO KOH-
CTAHTY W3PAYyHATO] MPUMUTHBHO] PYHKIIN]H.

2.

Heka je dynkumja f HempekumHa Ha cerMeHTy [a,b] u Heka je F' mpowsBosbHA TIpU-
vuTnBHA dyHKIHja Qyuknrje f ma Tom cermenty. Tama axwm Hbyrn—Jlajorumosa

dopmyia
b

b
/ f(z)de = F(z)| = F(b) — F(a).

a

IIpumenom Bbyrn—Jlajonunose dopmyse nmamo:

us

2
(a) / coszdr =sinz
0

s
2 T
=sin— —sin0 = 1;

2 )

0

Bl

2

(6) /QSinl‘d{L‘:—COSSL‘
0

:—COSE—FCOSO:L
0 2

a
<> Heka je dynknnja f wenpexnana na cermenty [0,a]. Taga Baxn na je unrerpas / f(z)dz =
0

a
/ f(a — x)dx. Hapeneno tepheme ce jemHocraBHO I0Kasyje yBohemeM cmene z = a — t. 3amncra
0

a —a— T = —a 0 a
/Of(x)dx—{gx_:_di .%'22:))7;:0}__/ f(a—t)dt—/of(a—x)dx.

ITpumenom naseaene gpopmysie Ha naTerpas u3 npumepa (a) mobujamo uarerpan us npumepa (0)

3 3 T 3
/ cosacdx:/ cos (— —x) dx:/ sin z dx.
0 0 2 0

13. Y nuramy je XOMOTeHa JuHeapHa JudepeHnujajHa jeJHadYnHa JIPYTror Peja ca KOHCTAHTHUM
koedunujentuma v’ + w?y = 0. Ogarosapajyhia kapakrepucrmdna jenmaumna jecre A2 + w? = 0.
Kopenn kapakrepucrudse jegHaduHe jecy A1 = twi. Paznukyjemo nBa ciydaja, Kaga je A\ # A2
u KaJa je A = Ag, ojHoCcHO Kaga je w £ 0 uw w = 0. Y upBoM ciydajy KOPEHU KapaKTEpUCTUYIHE
jeHaunHe jecy pasyinyunTH KOHjyrOBaHO-KOMIIJIEKCHU OPOjeBW, Ta cy ojaroBapajyha mapTukyigapHa
JIMHEAPHO HE3aBWCHA pelnerba nndepeniujaane jeanadnne ¢y = sin(wz) u yo = cos(wz). Ommre
pelerbe HoJIa3He jeJHaYnHe HIX0Ba je JauHeapHa KoMmbunammja, 1j. y = C sin(wz) + Cy cos(w x).
Y npyrom caydajy, 3a w = 0 KapaKTepUCTUYHA jeTHATNHA UMa je/IaH peaJaH KOpeH BUIIECTPYKOCTH
JIBa, I1a UMaMO JIMHeaPHO HE3aBUCHA ITAPTUKY/IapPHA PEIleha ¢¥; = 1 U Yo = T, OJHOCHO OIIIIITE PEIEHe
y = Cry1 + Coyo = C1 + Cox.

Y caydajy w # 0 gara jeqHauWHa HA3WBA Ce jeIHAYHHOM JMHEAPHOT XapMOHW]CKOT OCIIHIATOPA
KPY?KHE YHYeCTaJIOCTH W.
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[Toacernmo ce knacucuramnmje audepeHInjalHuX jeTHAUNHa IPBOT PeIa;

e jenmHauwHa Koja pasnuBaja mpomensbuse obswmka je f(x)dx + g(y)dy = 0, rme cy
dyukmmje f w g HempekuaAHe Ha ONTOBApajyNuM WHTEPBATIMA,;

) . y ) .
e xOoMOTeHa jemHadnua obsauka je y = f (—), rrie je dyuknuja f Hempexkwana Ha
3a/J[@TOM MHTEPBAJY; *

e JmHeapHa jexnadnna obuuka je y + P(x)y = Q(z), rue ¢y P u () mempekure
dyHKIMje Ha 33J1aTOM MHTEPBATY;

«

e Bepnuymmjesa jemnaunna obmka je y' + P(z)y = Q(x) y®, tae cy P u Q merpe-

KuaHe (PyHKIMje Ha 331aTOM HHTepBaIy u o € R;
e Pukarujepa jenmaumna obmmka je y' = P(x)y% + Q(z)y + R(z), rne cy P, Qu R
HenpekugHe QpyHKIMje HA 33aTOM WHTEPBAY.

1
(a) Jemmaumna y' — Y ng jecre imHeapHa audpepeHnujaaHa jeHaYnHa, 3a P(x) = —— u
x
Q(x) =Inzx.
’ 1+y3
(6) Jemmauwmna y' + 523 0 moxe ce Tpancdhopmucarn Ha uHTEpBay (—1,+00) y mude-
x
: . dy dz o . .
PEHIWjaAIHY jeHATUHY + = 0. /lobujua jemnauwna je audpepeHIjaIHa
Vityd Vita?
. . . 1 1
jeaHaunHa Koja pasasaja npomensbuse 3a f(r) = ——= u g(y) = ——.
@)= s "9 NS
(B) Ojamax MoxKeMO 3aK/byuuTH ja je audepennmjasna jemnaunna y = tg = — Yy XOMOT'€Ha

r

jenHavYuMHAa, y 0BOM Cjy4ajy umamo jaa je f (Q) =tg L. y.

x T
(r) Jemmaumna 3+ (y cosz)?+y+sin® x=0 moxe ce zammcaru xao 3 =(—cos? x)y?2 —y —sin’ z,
oJlaK/ie 3aKJbydyjeMo Ja je y nuramky PukarmujeBa jgudpepeHipjasiHa jeHAunHA, 3a

P(z) = —cos’z, Q(z) = —1 u R(z) = —sin®z.

2

5.

[Mpema Komu—AmamMapoBoM cTaBy, TOJIYTpPEYHUK KOHBEpTeHIMje R cremeHor peja

+oo

n 1 . Qn
Z an x" MOXKe ce padyHaTm Kao R = ﬁ wm R = hrf ——, YKOJIMKO
v n—+o0o
n=0 n—1>1—lr—loo ‘an‘ it
HaBeJIeHU JIUMECH TIOCTOje.
. =X . n+1 )
Ilonynipeynnk KOHBepTeHIHje pena Z— jecre R = lim = 1. 3a x = 1 pexn nocraje
n n—+oco N
n=0
00 1 00 (_1 n
XapMOHWJCKH peJ Z — Koju auBeprupa. 3a r = —1 uMamo pej Z Koju pema JlajbruiosoM
n

KpI/ITepI/IJyMy KOHBEPIHUpPa. O6HaCT KOHBepFeHHI/Ije IIOJIa3HOI' CTEIICHOI' peda jeCTe IIOJIYOTBOpEHHA

unrepsaa [—1,1).

Tauan ogrosop je (6).
6.

10 1
[MTedeposa (ru) dbyurnuja T gedunncana je momohy Kejaujese tabaume 0|1 1 .
[MTedepora dyuKIMja je Heranuja KOHjyHKIjE, BaXu p T ¢ = p A q. 110
Uckazna dopmyrna A < B jecTe TayToJOTHja aKO W CAMO aKO €y UCKa3He GpopMye
A u B jemnake. Axo je mckazua dopmyna A < B TayToJoruja, OHIA je W UCKA3HA
dopmyna A = B rayronoruja.
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(a) Ha ocnosy Teopeme o mHBOIYyIHjU y By/noB0j anrebpn 3a CBaKu eJleMEHT p BaXKU J1a, je P = P,
OllaKJIe CIeNU Ja je UCcKa3Ha (popMysa P <> p TayTOJOrH]ja, 3aKOH IBOjHE Heramuje.

(6) Kaxko je nckasna bopmysta p < p TayTOJOTH]A, 3aK/byTyjeMO Ja jé B UCKa3Ha hbopMyIa p = p
TayTOJIOTH]a.

(B) Y Bysosoj anrebpu 3a cBaku ejeMeHT p Baxku na je p AP = 0 (mocTojarba KOMILIEMEHTA).
Opmasie 3ak/pyUyjeMo 112 je Jata (popMysia KOHTPIUKITN]a, Herannja 3aK0Ha TPOTHBPETHOCTH.

(r) Ha ocHoBy rabiuie HCTHHUTOCTH » ¢ld pla
0 0|1 1
0 1]0 1
1 01 0
1 110 1

3aK/bydyjemMo j1a uckazua popmysna p 1 ¢ HUAje TayTOJOTH]aA.

(n) VY Bynosoj anrebpu Baxu e Mopranos 3akon pV ¢ = (pAQ), upema Tome uckasua dhopmyJia
pVq< (pAQ) jecre TayTosoruja.

Taunu oxrosopu cy (a), (6) u ().

7. Ilpsa npyra Moxe 6utu 6110 Koje oj1 nouyhene tpu 6oje. Ilomro cmo mzabpasm 6ojy IpBe mpyTe,
uz360p 3a 60jy Apyre npyre cyKaBa HaM ce Ha npeoctasie jgpe 6oje. Cpaka HapeHA IPYTa MOXKe OUTH
obojena y mse 6oje. Ilpema nmpurIMIy IpousBoa 6poj PAa3IMUNTUX 3acTaBa jeanak je 3 - 210 = 3072.

8. Ilpso hemo momuoxkuTw ejemenre Tpehe Bpcre ca —2 W JIojaT OJAroBapajynuM ejeMeHTHMa
qeTBpTe. 3aTUM heMo MTOMHOKUTH eJIEMEHTE TIPBe BpcTe ca —4, OHOCHO ca —5, W JO1aTH eJIeMeHTHMa
apyre, ogaocHo Tpehe Bpere. Ha kpajy fiemo onyseru esmemenTe apyre Bpcre o eemenara Tpehe

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
A 4 5 6| ]456|._]10 -3 6|0 -3 -6
N 5 7 9| |579| |0 -3 -61| |0 0 0
10 14 18 000 0 0 0 0 0 0
OpmaBre 3akBydyjemMo ma je rang A = 2.
' : . —1-A 1
19. Kapakrepuctuanu moaunom marpure B jennak je ¢p(A) = det(B — Al) = 5 Lo\~
A2 — 142 = A + 1. Coucrsene BpegHOCTH Marpuile B jecy Hyje KapaKTEPUCTHYHOL [IOJIMHOMA

eB(N). TIpema ToMe, CONCTBEHE BPEIHOCTH CYy A1 = @ M Ag = —i.

[TpuMeTHMO /1a COTICTBEHE BPETHOCTH peasHe MaTPHIle MOTY OWTy (KOHjyroBaHH) KOMILIEKCHH OPOjeBH.

10.
(a) Bexropu @ u b oproraHaJHHE Cy aKO M CaAMO aKO je BUXOB CKaJapHU Ipom3Boj @ - b jennak 0.

NUmamo @ - b= (12,3,4)-(1,0,-3) =12-14+3-0+4 - (—3) = 0. Tsphewe je rauno.

(6) Bekropu d u b KOJTMHEAPHH Cy aKO W CAMO aKo TOCTOJU peaaH 6poj t Takas 1a BaXn d = tg,
OJTHOCHO aKO U CaMO aKO Cy UM ofroBapajyhe koopauaare nmpomnopimonaane. Kako je 1 : 12 #£
0 : 3, 3ak/pyuyjemMo jia TBpherme HUje TaqHO.

(B) Bexropu @, b u ¢ KOITaHADHK CYy aKO M CAMO aKO MOCTOje peajHu OpojeBw ¢ U s TAKBHU 114 je
¢ =td + sb. Kako je ¢ = a + 4b, 3ak/byuyjemMo jia je TBpheme TaaHo.

Tauuu cy ogrosopu (a) u (B).
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 19. 09. 2007.

1. Oapenurn meoapehene umrerpae:

@ [vi-trdn
(6) / cos? 7 sin(2z) .

2. Nspagywarn BpeganocT oapelernx naTerpama;

2
(a) /2 arctg(2z) dz;

Lotz
(6) / e
2

3. Ogpemutu ommire perieme audepeHImjaIne
jemnaunne v + 4" + 4y +y = 0.

4. 3a0KpYKUTH CJIOBA UCTPET KOHBEPTEHTHUX Pe-

J0Ba:
+o0 4 “+o00 +o00o 6
w)gwﬁw);mm@)gmﬁ

(r) Hujeman o MPETXOTHUX PEIOBA HHUje KOHBED-
I'€HTaH.

5. OjpeanTu MOJLYNIPEUYHUK KOHBEPIEHIU]e CTEeIe-
“+o0o

2n—1
HOT peaa E n "
2n + 1 '

n=1

6. Heka je p mpou3Bo/bHO NCKA3HO CJIOBO. 3a0KPY-
JKUTH CJI0BA UCLIPEJ| UCKA3HUX (POPMYIIa KOje HUCY
HI TAyTOJIOTHje HU KOHTPAINKIIH]je:

(a) p=p; (6) P=p; (B) DPAD;

() pAD; (@) (p=p)=p;
(b) =wmjeana ox MPETXOAHUX WCKABHUX (POPMYIIA.

7. Ha maTemaTnuko] KOHR(QEPEHIN]N CBAKA O yIe-
CHUKA PYKOBAO CE jeJIAHILYT CA CBUM OCTAJIUM y4e-
caumiMa. Ako je ykymuo 6mio 45 pykoBama, KO-
JINKO je O6uio yuecHuKa Ha TOj KOHMepeHuju’?

8. 3a Koje BpeIHOCTH peajHuX mapamMerapa « u 3
CUCTEM JIMHEAPHUX ANTebapCKuX jeTHaInHa

oar+y =2
r+y=p

HEMa, peremne’

9. 3a Koje je BPEJIHOCTH DPEAHOT TapaMeTpa a

1 a .
panr marpuie A = 0 a HajMambu?

10. Oppesurn BpegHOCTH peasHOr Lapamerpa b
3a Koje je je/IHa COTICTBEHA BPETHOCT MaTPHUIIE

17

1
B=|0 5
0 2

oS TN

jenHaka HysId.
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— Pemema —

1. VYeohemem cMeHa JaTh WHTETPAAN TIOCTA]Y TAOJIUYIHN:

t=3—4x 1 23 1 3
/”3_4“‘1‘”—{ dt:—4dx} /\[dt__4 g T 0= B2+

(6) /COS2 z sin(2z) dz = 2/cos3a; sinzdx = { b=cosz }

dt = —sinzdx

1
—2/t3dt:—2t4+C’:
1 4
—§cos z+ C.

Ob6parurn nmaxmwy jAa je HeoxpeheHu vHTErpasl CKyIl CBUX NPUMUTUBHUX (DYHKIM]ja HOIUHTErDAIHE
dyukunje. Ilpema Tome, BpJo je BaXKHO j1a Ko ojpehnBarma HeonpeleHor nHTerpasa JiogaMo KOH-
CTaHTY M3PAIyHATO] MIPUMUTUBHO] (DYHKIIL]H.

2.

Ako je f HenpeknHa 1 HenapHa (DYHKIMjA HA CEIMEHTY [—a, a|, oHza je f (z)dz=0.

a
U3 agmrusroctu ompehenor warerpana ciequ [ f(x)dr = x)dz + / f(x

Jlame, yBohemenm cmene t=—x mobujamo
0 0 a
r=-t r=—-a—t=a | _ .
_af(m)dx_{dx:—dt, z=0—>t=0 }_ /af( t)dt_/of(
Kaxko je dyuknuja f Hemapha, TpeTXOMHU WHTErpaJ jeHAK je — / f(t)dt. Bamenom

y mosazny jeaaakoct mpobujamo [ f(z)dx = —/ f(z)dz + / f(z)dz =
—a 0 0

Heka je dynkuuja f Henpexujna Ha cermenty [a,b] u Heka je F' npousBosbHA 1pH-
mutuBHa byHKIMja Gyukiuje f Ha ToM cermenty. Tana paxwu Hoyru-Jlajouurosa

dopmyna .
[ @) o= Fla)

(a) Dysknmja f(z) = arctg(2z) menpekujHa je u HenapHa Ha cermenty [—2,2]|. IIpema Towme,
BaxkKn

2
/ arctg(2z)dz = 0.

-2

(6) Ilpumenom ocobuHe muHEapHOCTH OfipeljeHor mHTerpasta, JaTH HHTErPAJ je 30up JBa TabJInIHA
waTerpasa. Fbyra—Jlajoaumnosa dhopmyna nam gaje

2 1

[ [ 2 [ e L
1 1 1
2 2 2

3. Hara jeguaunna y” +y” +1y +y = 0 jecre xoMorena nuneapHa qudepeHnujaita jegnadnna rpefier
peJia ca KOHCTaHTHUM Koedunujentuma. Oarosapajyha kapaxrepucruana jegaaumna A3+ A2+ \+1 =
NA+1D)+A+1=(A+1)(A\?+1) = 0 uma aBa TPOCTA KOHjyTOBAHO-KOMILTEKCHA KOPEHa A1 9 = i
u jenan peasian A3 = —1. IlaprukynapHa JinHeapHO HE3aBUCHA pellieha JudepeHiiijaitHe jeHaunHe
jecy y1 = sinx, yo = cosx u y3 = e~ *. Omnmire perieme NoJIa3HE jeJHAUNHE HUXOBA je JTMHEAPHA
kombunammja, 1j. y = Chy1 + Coyo + Csys = Cysinz 4+ Cycosx + Cze™ ™.

1

=—-14+4-1+2=4.

1 x

2 2
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+oo
AKko HyMepuuKM pej Zan KOHBeprupa, ouza je lim a, = 0, tj. norpedan ycjios
n—-+o00

n=1
Ita, peji KOHBEPIUpa jecTe Ja HeroB OIIITH YIaH TEXKHU Hy/u Kajaa n — +o0o. Hamnome-

HIMO JIa JIATH YCJIOB HUje U JIOBOJbAH. Y IpuMepy (@) ONINTH WiaH TeyKH HyJId Kasa
n — 400 anu je onrosapajyhu pex museprentan (Buam nasbe). C apyre crpaHe, ako

lim a,
n—-+00 +00

HE IOCTOJU WJIN je Pa3JInduT O] HyJ€e, OHJIA pel E Ay, JUBEPIUAPA.
n=1

Nurerpanuu kpurepujym. Heka je f mempekujna, mozutueHa u Hepacryha GyHKIMja

+00 +oo
Ha [k, 4+00) 3a mexo k € N. Tana cy / f(z)dx n Z f(n) eKBUKOHBEPreHTHH.
k n==k

—+00
KOpI/ICTehI/I HHTErpaJIHu KpI/ITepI/ijM MOXKe Ce IIOKa3aTH Oda pen E n® KOHBEpPIrupa

n=1
aKo M CaMoO aKo 3a peasiHu napamerap « Baxku « < —1. 3awucra, ako je a > 0 ominru

wIaH He TeXW HYJ U Kaja n — 400, na pej guseprupa. 3a a < 0 npumenuliemMo wH-
rerpaiaan kpurepujym. Oyuknuja f(z) = x® HenpekuIHa je, TO3UTUBHA ¥ HepacTyha

a+1 .
o x , a#—1;
Ha [1,+00). ame Baxu [ z%dz = oa+1 ITpema Tome, mmamo
Inz, a=-1
/ x¥dr = a+1’ ’
1 +o00, —-1<a<0.
+oo +oo
(a) Pez:4 221‘606 eprenTa ema erpasHo epnj Ho ncro
_— = = — T NBEPICHTAH, IIPpEMa HUHTEr JIHOM KPHUTEPU]YMY. nucrTor
A 1 6/n 3 1 NG J AUBED , Hp p puTEPUJyMy.
n= n=
3aKJ/byuKa MOKeMo jgofin u kopucrehn npeu nopenbenn kpurepujym. 3a ceako n €N Baxkn nma
+
11 . . ~1 .
je T > > T1a U3 JIMBEPTeRIije XapMOHMICKOT Peia Z— CTeN W IWBEPTEeHINja JATOT Pejia.
n —~mn
+oo
(6) Kako lim cosn me mocroju, 3aK/byqyjeMo ja pes Z COSN [WBEPrupa.
n—-+o0o 1
n—=

+ +

ber S 2y~ 1 ,

(B) el 276 n3 = gZﬁ JecTe KOHBEPIreHTaH, IIpEMa MHTEI'PaJIHOM KPHUTEPU]JYMY.
n=3 n=3

Tauan oarosop je (B).

IMpema Kommw—AgamMapoBoM craBy, MOJYIPEYHUK KOHBEpreHiuje R cremeHOr peja
+oo

g ap " MOXKe ce padyHaru Kao R = !

. an
————wm R = lim ——, ykoauko
lim /l|a N—+400 Ap41

n=0 n=-+oo | n|

HaBeJIeHN JIMMECH TIOCTOje.

—+00
n

2n+1

2n—1
Tlonynpeuynnk KOHBEpreHIHje pe/ia E < ) " jenHax je

n=1

. n =l fop 43\ 2! . on + 3\ 2 om2+3n "1
R = lim . = lim | =
n—+oo \ 2n + 1 n+1 n—4oo \ n + 1 2n2+3n+1
2 1

o+ 3 2 1 2m243n+1\ ZnZ13nTT
= lim nt . l1-— =4.¢% =4,
n—4oo \ n+1 2n? +3n+1
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6.

(a) Uckasna dhopmyna p = p jecre TayToJOTHja.

(6) lckaszma dbopmyrna p = p jemnaka je p. [Ipema Tome, HEje HU TayTOIOTHja HE KOHTPAJIHKIIH]A.
(B) Tckasna dopmyna p A p jeanaka je p. Ilpema Tome, Huje HU TAyTOJIOIMja HU KOHTPAJAUKIIU]A.
(r) Uckasna dbopmyna p AP jecTe KOHTPAIUKIH]A.

(m) Vckasma dopmyna (p = p) = p jennaka je p. Ilpema Tome, HEje HU TayTOJOTHja HU KOHTPA-
JUKIT]A.

Tauuu ogrosopu cy (6), (B) u ().

7. Heka je ma maremarnukoj xoubepermuju 6mio n yaecanka. CBaku y9eCHHK C€ PYKOBAO €a

ocrajaux n — 1 ydecumka. Ako ce yuecumk A pyKoBao ca y4ecHHMKOM B, oHia ce W y4decHUK B

n(n —1)
2

—n—90 = 0. Pemema Te kBanparne jexnatne jecy n = 10 mwan n = —9.

pykoBao ca ydecuukoMm A. Ilpema Tome, ykyman 6poj pyKOBaiba, jeHAK je . Nmamo ga je

n(n —1)

2
Kaxo jequnaunny pemasamo y ckymy N, 3ak/pyuayjemo ma je 6poj yuecnuka wa koudepenimju 6uo 10.

= 45, oHOCHO N2

YmopeanTn 3a7aTaK ca JeceTuM 3agaTkoM ca Tecta 13. 02, 2011.

8. TIpema Kponerkep—Kamennjesoj TeopeMn cucreM HeMa PEIICHE aKO je PAHT MaTpHIe CHCTEMA
MaE¥ O] PAHTA MpOIupene Marpuie cucrema. [Ipuvennmo Hu3 enmemenTapuux TpaucdopMmarmja Ha

IPOIINPEHY MATPHILY CHCTEMA
o )21 01 1[8]_1 1 B
1 18| |a 1|2 |0 1-a|2—aB |’

Panr marpune cucrema jenmax je 1 ako je a = 1, ogmocno 2 axo je « # 1. Paur npommpene MaTpuie

cucreMa jeauak je 1 ako je « = 1w f = 2; y ocTajmM CAydajeBUMa PAHT TPOITHPEHe MATPUIIE JeTHAK
je 2. 3ak/bydyjeMo Ja CHCTeM HUje caryacaH, Tj. HeMa peleme ako je o = 1 u § # 2.

1 a

a a 0 a—a

9. BaManI/IHyABa}KI/IA:|:1 a}%[ 2} Baa—a®#0,1j. 3aa# 1ua#0 panr

marpune A jennak je 2. Panr marpune je HajMamn u jegHax je 1 axo je a — a? = 0, oxaocHO a = 1
nam a = 0.

<> Nnycrpyjmo Ha 0BOM mpuMepy KakKO Ce padyHa panr marpuiie 1o gedununumju. Panr marpuie
TedUHAIIEMO Kao pej heHe HajBehe peryiaapHe mogmarpurie. Y caydajy marpuie A mMmamMo 1a je
detA=|'°
a a
" WeH paHr jenHak je 2. 3a a = 0 wam ¢ = 1 marpuna A je cuHTysapHa, ajn MOCTOJU PeryaapHa
nogmarpuna pega 1 (gobujena yxkaamameM Jpyre BPCTe W KOJIOHE), T1a 3aK/bydyjeMo 113 je Y OBOM
CIIyvajy paHT HajMamy U jemHax 1.

—a—a® Baa#0ua+#1 saxn gaje det A # 0, na je marpuna A peryaapHa

10. Coucrsene BpegnocTn Marpune B jecy Hy/e BEHOr KapakKTePUCTUIHOT moamHOoMa @p(N\) =
det(B—AI). Bpennoct nommnoma @p(A) y Tauku A = 0 jegraka je cI060IHOM WiaHy TOJMUHOMA, @ (),

ogrocHo pp(0) = det B. TIpema BujeroBum dopmymama, mpousBo CONCTBEHUX BPEIHOCTH MATPUIIE
det B
3

(—1)?

aKo je merepMuHaHTa MaTpuile B jennaka wynu. JlammacoBum paspojeMm Mo MpBOj KOJIOHU A00UjaMo

B jennak je (—1)

= det B. Marpuna B hie umatu jeqHy CONCTBEHY BPETHOCT jeIHAKY HYJIH

1 17 4
detB=|0 5 b |=5-4—-20=20—-2b=0.
0 2 4

TIpema Tome, myna he 6buTu comcreena BpegHocT mMarpuie B axo je b = 10.

<> YpaanTu 3a7aTak oapehumBameM KapakKTepUCTUIHOD MOJNHOMA MaTpuie B.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 13. 10. 2007.

1. Oapenurn meoapehene umrerpae:

(a) /J:e$2d:£;

6x°
o d
(6) /a:6+5

2. Nspagynary BpennocTr oapeljerx naTerpasa:

0
@ [ 3ol

1
(6) / e“lda.
0

3. Ogpemurtu omire periere audepeHIirjaIne
jemnaumne y” + 61y + 9y = 0.

4. BaoKpyKUTH CIOBA UCHPE] KOHBEPTEHTHUX Pe-
JI0Ba:

@ Y @ fnﬁlﬁ
n=1 n=1
+00 1 3n

(8) I+-—1
> (1+3)

(r) Hujeman o1 NPETXOMHUX PEIOBA HUje KOHBED-
TeHTAH.
5. KoimKO pasauuuTHX OPUPOJHUX IIECTOI-

dpenux 6pojeBa Moxke jJa ce Hanwmie ox nudapa
1,2,2,3,3,37

10

21 .
12 0 24]J6CT8'

(r) 3

() HUjemaH 07 IPETXOTHNUX OJTOBOPA HUjE TAYaH.

6. Paur marpure A = [

(@& 0 © L (B 2%

7. Cucrem uHeapHUX aarebapCKux jeHAYNHA

r— y+3z=4
—3rx+3y—9z=11

(a) wuMa jeJMHCTBEHO peIlee;

(6) wuma aBa pememna;

(B) wma GeCKOHAYHO pellerba,;

(r) wnewma perema;

(m) HUjemaH o IPETXOTHUX OJTOBOPA HUjE TAUAH.

8. OgpeanTn COMCTBEHE BEKTOPE MATPHUILE

5[5 1]

9. Hexka cy @ u b mpon3BO/bHY BEKTOPH BEKTOPCKOE
npocropa R3. B3aoKpy:KuTH cJI0Ba UCIIPE] TATHHX

OArOBOpA:
(a) a-b=b-a (6) @xb=0bxa;
(B) a-a=0; (r) bxb=0;

() HUjemaH 07 NPETXOJHMUX OJTOBOPA HUjE TAYAH.

10. [are cy paBan « : 6x + 4z — 12 = 0 w mpaBa

P vl = yEQ = 242—1 y mpoctopy R3. 3a-
OKPY2KUTU CJIOBa UCIIPpE] TAYHUX OAT0BOPA:

(a) plles

(6) pCo

(B) plo

(r) HujemaH o MPETXOIHUX OJOBOPA HUjE TAYAH.
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— Pemema —

1. Veohemem cmena mobujamo TabgndHe WHTErpase:

2 . t=ux2 _1 ¢ _1t _1:(:2 )
(a) /a:e dx_{dt:%cda:}_z/edt_ze —|—C—§e +

625 t=2%4+5 dt 6
(6) /de_{dt:&czdx}_ 7 =l O =@ +5)+C.

2.
Heka je dynkuuja f Henpexmjna Ha cermenty [a,b] u Heka je F' npousBosbHA 1pH-

mutuBHa byHKIMUja GyHkiuje f Ha ToM cermenty. Tana paxwu Hboyru-Jlajouurosa
b

b
dbopmyma / f(z)dx = F(z)| = F(b) — F(a).

a

IIpumenom Bbyrn—Jlajonunose dopmyse nmamo:

=€ —e. =0

0

-2 11 0 1

0

<> [pumep (a) moxemo pemuru u rpaduuku. Bpeanocr oapehenor unrerpasa / |3 x| dx jennaka
-1
j€ BeJIMYMHU NOBPIIKHE JIe1a PABHU KOju orpanudasajy npase * = —1, y =0 n y = —3z. VY nuramwy

je TPaBOYT/IM TPOYTao 4Hje Cy KareTe HyXuHa 1 w 3, 1a je BeIUUNHA FHETOBE MMOBPITTAHE jeTHAKA, >

3.

XomoreHa JuHeapHa A epeHIja na jeIHaTHA N-TOr PeJla ca KOHCTAHTHUM Koedu-
nujeHTuMa jecte audpepeHIjaTHa je THaInHa 00 IMKa, y(”)—l—aly(”’l)—i—. A1y tany =
0, vie cy ay, ag, ..., a, koHcraaTe. IloTpakumo pereme Jare jeJHaunHe y O0OJIUKY
y(x) = M. Kaxo je y®)(z) = A\ 3amenom y mary jenmaunmy moGujamo amrebap-
cky jeapadauay A" +ai A" .. 4 a, 1A +a, = 0, Kojy Ha3UBaMO KapaKTepUCTHIHOM
JeTHAUMHOM, KOja je MPUAPYXKEHa MOJa3HO0j JAudepeHinjaanoj jeqnaunuan. CBakoM
KOpPEHY KapaKTepUCTUYHE jeJlHaYMHe O/II0Bapa jeJHO HNapTUKYJIAPHO pelleme aude-
pennmjaane jennadune. Tako qobujeHa mapTukyjIapHa PEINeha YUHE CKYIl JIMHEAPHO
HezaBucHUX bYHKIHja (DyHTAMEHTATHNA CKYI DENIeHha).

e Axo je A mpocT peasiaH KOpeH KapaKTepUCTUIHE jeTHAUNHE, OHIA je oaroBapajyhe
HaPTUKYJIaPHO Pelemne Judepeniyjaite jelHauune y, = e

e Axo je A\ peasan xoper pena k, k > 1, KapakTepucTUUHe jeTHAUNHE, OHIA CY O/
rosapajyha mapTuxynaapHa peleme JudepeHIyjatie jeJHaInHe Yy, = e, Ypo =
ze ., Ypp = ahler,

e Axo je A = a + if TPOCT KOMILIEKCAH KOPEH KAPAKTEPUCTUUHE jeHAUNHE, OHJIA
jem A = a —if3 IpoCT KOMILIEKCAH KOPEH KapAKTePUCTUYHE jeJHAUMHE, A O/r0Ba-
pajyhia mapTuKyIapHa pemena Judepernujaiie jeJHadnne jecy i, = e** cos Bx
u Yp, = €**sin fx.

e Axo je A = «a + i xKommiekcan KopeH pefa k,k > 1, KapaKTepUCTUUHE jejI-
HAYMHE, OHJA je B A = « — i3 KOMIIJIeKCAaH KOpeH peja k KapaKTepuCTHUHe
jemHauuHe, a oxrosapajyha mapTUKy/IapHA peliemka JudepeHiinjaane jeTHaInHe
jecy yp, = e cosPx,yp, = xe*cosPr,...,y, = zF1e2% cos B, Yprsr
e sin B, Yp, ., = X SIN LT, .. Ypy, = zF e sin B
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Axo ¢y y1, Y2, .- , Yy JUHEAPHO HE3ABUCHA PEIEHa XOMOTeHne JudepeHiimjaine je-
maunue, ouga je y = Ciy; + Coyo + ... + Cry, WHEHO OMINTE pereme, e Cy
Cy, Cy, ..., C, npou3sBo/bHE KOHCTAHTE.

Jeanaunna 3y’ + 61y + 9y = 0 jecre xoMorena juHeapHa audepeHIyjaina jeHaduHa APyror peia ca,
KOHCTAHTHUM Koedunujenruma. Oarosapajyha kapaxrepuctuuna jegnaunna jectre A2 +6 X+ 9 = 0.
Kapakrepucrtuuna jeJHaunHa UMa jeJlaH PEAJIHA KOPEH BUIIECTPYKOCTH JABa, A1 = Ao = —3.
Oproapajyha napruky/jgapHa JMHEAPDHO HE3ABUCHA pellemna JudepeHiujajHe jeJHadnHe jecy
Y1 = e 3% 1 yy = xe 3%, OumTe pelreme MoTA3He jeTHAUNHE HIXOBA je TMHeApHa KOMOUHAIN]A, Tj.
y = Ciy1 + Cays = Cre™3% + Coze 3%,

4.
“+o0o
AKo nymeprnukm pen Zan KOHBeprupa, ouga je lim a, = 0, Tj. norpeban ycjos
1 n——+o0o

n=
Ila, peJl KOHBEPTHPA jecTe Ja ILerOB OMIITH WIaH TeXW HyIn Kaja n — +oo. Hamome-
HUMO /14 JIATH YCJIOB HUjE W JIOBO/baH. Y mpumepy (@) OmImTH 9IaH TexKu HyJIu Kasa
n — 400 anu je onrosapajyhu pex museprentan (Buam masbe). C apyre crpaHe, ako

+0o0
lim a, He noCTOjU WK je PA3IUYUT OJ HYJIE, OHJA P Z Qp, JUBEPIUpPA.
n——+0o00
+o00 n=1
Pen Z—a, a € R, xouBeprupa ako u camo ako je o > 1.
n=1 K
+oo on +oo
. (-1) 1 .
(a) IIpumerumo ma je pen Z = Z— xapMoOHMjcKU pen. latu pem nuBeprupa.
- " il
+o0 . +oo”1
(6) Hywmepuurwu penosu Z 616 " Z—G jecy eKBUKOHBEPTEHTHH, IPEMA, JIPYTOM TIOPEIHEHOM
n=1 n’+ n=1 "
+oo +oco 1

kpurepujymy. Pen 2—6 KOHBEPrupa na KOHBeprupa u pej 267

—n n® 46

n=1 +oon=1

n—-+o0o

3n 3n
1 1
(B) Kaxko je lim (1 + > = €3 # 0, 3aK/bydyjerMo aa pes E (1 + ) JmBEprupa.
n n
n=1
Tauan ogrosop je (6).
5. VY nuramy cy mepMyTallnje ca MOHAB/bAbeM CKyma o7 6 ememeHaTa, KOJl KOJUX Ce jJe/IaH efe-
MEHT TIOHAB/bA, jJeJAHIIYT, APYTH JBa, & Tpehu Tpu nyta. Bpoj pasmmuntux mecronudpennx dpojesa
6! 6-5-4
= = 60.
2! 3! 2

3aaTak MOXKEMO peruT Kopucrelin Komounarmje 6e3 morasmamwa. O IecT TO3UIHja y 3amucy
onrosapajyher 6poja Ha Tpu ynucyjemo mudpy 3. Bpoj Haunta Ha KOju TO MOXKEMO YPAJIUTH jeTHAK je

cacrap/benux on nmudapa 1,2, 2,3, 3,3 jecre

6pojy koMmbunaruja Tpehe Kjiace CKyma Oj1 MeCT eIeMeHaTa, Tj. je/IHaK je 5/ 3aTuM, 01 peocTase

3
TpHU MO3uIlrje 6upamo aBe, Ha Koje hemo ymucaru mudpy 2, Ha ( 2> magmua. Ilndpy 1 ymucyjemo
Ha mpeocTasty mosuiujy. llpema mpwHIUIY mpom3Boga 0pPOj pasnmuuTux mectorudpennx dpojera

6 3 6! 3! 6! 6-5-4
cacrap/benux ox nmdapa 1,2, 2,3, 3,3 jecre <3> . <2> TR e i The e e 60.

10
12 0 24
THUMa JIPyTe BPCTe, OJHOCHO Ja CYy €JIEMEHTH JIPYTe BPCTE jeJHAKU eJIEeMEHTMa IIpBE BPCTE TTOMHOMXKe-
num ca 12. Ilpema rome, panr marpune A jepnax je 1. Camuno, npsa u tpefia KosoHa AMHEAPHO CY

6. Ilpumernmo ga cy eqeMenTH npee Bpcre Marpure A = [ ] IPONOPINOHAIHEI eJIeMeH-

3aBHUCHe, ejeMeHTr Tpehe KOoJIOHE jeJlHaKW Cy eJEMEHTHMa 1PBe KOJIOHE TTOMHOXKEHUM Ca 2, JIOK Cy
eJIeMeHTH JpyTre KoJoHe jeauaru nyan. Ogakie omer 3ak/bydyjemo ga je rang A = 1.
Tauan ogrosop je (6).
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7. Cucrem quHEapHUX aarebapCKuX jeTHAINHA
r— y+3z2=4
—3r+3y—9z=11
HeMma pernierbe. Kaja MOMHOXKUMO TIPBY jeIHAUUHY ca 3 U J0JaMO je JIpyroj mobujamo
0O-24+0-y+0-2=23,
IITO HUje TAYHO HU 3a jemHy ypebeny Tpojry (x,y, z) peannux 6pojesa.

Tauan oarosop je (r).

8. Kapakrepucruunu nonmuom marpure B jennak je pp(A) = det(B — AI) = 5 3

(5-NB—-A)—=3=X-8\+12= (A —6)(A —2). Concrsere BpegHocTH MaTpure B jecy Hyse
kapaxkrepuctuanor nojmaoma pp(A). Tlpema Tome, concreene BpegnocTn ¢y A\ = 6 u Ay = 2.

5—-X 1 ‘_

(a) 3a upoussosmue BexkTOpE d = (a1,a2,a3) u b= (b1, b, b3) m3 R3 Baxkn
C_ig = (a1)a2)a3) : (b17b25b3) = alb]_ +a2b2+a3b3
= biay + baag + bzaz = (b1, b, b3) - (a1, a,a3) = b - @.
CkaJlapHy IIPOU3BOJL je KOMYTaTUBaH.

(6) 3a mpoussosphe BekTOpe d = (a1, a2,a3) u b= (b1, by, b3) m3 R? Bazku

- — -

B i j ok
axb = ayp a2 as ,
by by b3

e je i = (1,0,0), 7 = (0,1,0) u k = (0,0,1). AKo y jieTepMUHAHTH JBE BpCTe 3aMeHe MecrTa,
JleTepMHHAHTa Merba 3HaK. llpema ToMme, 3a mpomsposbHa 1Ba BeKTOpa @ U b us R3 Baxu
bxd=— (axb) £ xb. Je;LHaKOCTaXb—bXaBmKH camo aKo je @ X b = —(@x b), 0HOCHO
aKo je a X b= 0, Tj. aKo Cy BEKTOpHU d U b JINHEAPHO 33BUCHMU.

(B) Wmamo ma je @- @ = (a1, a2,a3) - (a1,a2,a3) = a3 + a3 + a3 = 0 axo u camo axo je a; = ag =
az = 0, 1j. ako u camo ako je @ = (0,0,0). IIpema Tome, TBpheme He BayKW 3a MPOU3BOJbAH
BEKTOD .

(r) U3 masepene pedununmje BEKTOPCKOr POM3BOAa jacHo ce Buau ga je b x b = 0, jep je y
MUTalky JeTePMUHAHTA Y KOjO] CY JIBE BPCTE jeTHAKE.

Taunu oxrosopu cy (a) u (r).

10. Bekrop HOp™mase i, = (6,0,4) paBHH « HOpMAaJaH je HAa CBaKH BEKTOD y paBHH. Bekrtop
Uy = (3,0,2) npaBe p mapajenaH je ca CBAKMM BEKTOPOM KOjU IIpHIAAa mpasoj. llpasBa u pasam
napaJiesiHe Cy WM 1IPaBa [PUIAJa PABHU aKO je fio L1, /lBa BekTOpa Cy OpTOrOHAJ/HA YKOJIHKO
je IBUXOB CKaJapHH IPOU3BOJ jeJHAK HYJHU, LITO y OBOM IIPUMEPY HUje Ciyd4aj, iy - Uy = (6,0,4) -
(3,0,2) =6-3+0-0+4-2=18+8 =26 # 0. Ilpasa p je oproroHajHa Ha PaBaH  YKOJUKO CY
BEKTODH i, U U, Konuneapun. Baxkn nma je f, = (6,0,4) = 2(3,0,2) = 21, Tj. BEKTOPH Ty U U,
JeCcy KOJMHEAPHH.

Tagan oarosop je (B).
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 26. 01. 2008.

1. Oapenurn meoapehene umrerpae:
(a) /3Sin$cos:xd:1:;

d
(6) / cos/x \/—2

2. Nspaugynarn BpenanocTr oapeljernx naTerpama;

1
(a) / 277" dr;
0

2

¢ dx
o —_—.
6) /e rIn?z

3. Ogpenuru ommre perreme audepeHIIRjaTHe
jennaunne y"” —y = 0.

4. 3a0KpyKUTH CJIOBA UCIPET KOHBEPTEHTHHX Pe-
J0Ba:

(a)

—n

+oo 1
Z;v%m+¢xn+m;

n=1

+ooen +oo
® > (r) Dl
n=1 n=1

() HUjemaH o7 MPETXOJHUX PEOBA HUjE KOHBED-
TeHTAH.

5. OﬂpeILI/ITI/I IIOJIYIIPDEYHUK KOHBepI‘eHL[I/Ije crerne-
—+00

n (x)n
HOT eag —) .
PeA n-+1\2

n=1

6. Onpeantu Koju je on ciaenehux 6pojeBa

2008 2008 2008 .
, Y uajehu.
1 2 2008

7. Heka je p pon3BOJ/HHO UCKA3HO CJIOBO. 3a0KPY-
JKHUTHU CJIOBA UCHPEJ NCKa3HUX (POPMYJIa KOje HUCY
HU TAyTOJOTHje HU KOHTPAJIUKITU]e:

6) p=p;
(pVD)=p;

(a) pVp;
(B) p=p; (r)
(m) p= (VD)

(b) wwmjeama om mpeTxoAHUX MCKAZHUX (HOPMyIa

HUje HU TAyTOJOTHja HU KOHTPAINUKIIH]A.

8. OnpeanTn panr MaTpuie

9. Heka je A peasma KBajpaTHa MaTPHUIA pera
n € N. 3a0KkpyKuTHu CJI0BA UCIPEJ] TATHUX OJIN0-
BOpa:

(a) kapakrepucTuuHN TOMMHOM Marpuie A yBek

nMa 7 PA3JIUIUTUX HYJIA;

(6) murumaHM noamaOM Marpune A yBek mma n
PaBIHIATUX HYJIA;

(B) cBE Hyse MUHWMAJHOT IMOJMHOMa Marpuie A
UCTOBPEMEHO Cy U HYJI€ FeHOI KapaKTepUeTuy-
HOT' MOJIMHOMA;

(r) HEjeaH O/ IPETXOHUX OATOBOpA HIUje TAJaH.
10. aru cy Bekropu @ = (1,2,0), b= (0,—2,2)
u ¢ = (1,1,1) y BekTopckom mpocropy R3. Oxpe-

JUTHA MEILIOBATHU IIPOU3BOZ, |d, b, C|.
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— Pemema —

|1. Nrrerpane ceommmo Ha TabJndaHe yBOhemeM cMeHa:

( ) / . t =sinx . 3t o 3sinx o
a 3T cosxdr = :/3 dt=—4+C= +C;
dt = coszdx In3 In3

t=+x

da :2/costdt:2sint+C’:2s,in\/5+C.

2\/z

O6paTuTi maxKm®my 1a je HeojpeheHn MHTErpas CKym CBEX MPUMUTHBHUX (DYHKIHja MOIUHTETDATHE

dyukuuje. IIpema Tome, BpJO je BaXKHO j1a Ko ojpehuBama HeonpeleHor nHTerpaia J1o1aMo KOH-
CTaHTY M3PAIyHATO] MIPUMUTUBHO] (DYHKIIN]H.

12. TIpe Hero mTo ce ynycTruMo y padyH, IOJACETUMO C€ YCI0BA 3a yBohemwe cmeHe y ogapeheHom
WHTErpaJy.

b
Y oapebhenom naTErpasLy / f(p(x))¢' (z) dz mozkemo yBecTn cmeny ¢ = () yKOIUKO
a

cy uciymwenu ciaeaehn yciopu:
e ( je cTPOTO MOHOTOHA (hYHKIIMja HA CEIMEHTY [a, b];

e 1 = ¢ ! nma menpexmman npsu m3Boj Ha uaTepBaTy (¢(a), ¢(b));

e f je menpexkumana dynkuunja Ha cermenty [¢(a), p(b)];

b ©(b)
U TaJa BaXKu 114 je / flo@)¢'(z)dx = / f(t)dte.
a ¢(a)
Wurerpan y mpumepy (a) pauynamo ysohemem cMmene t = ¢ (z) = 7% 1ok y pumepy (6) yBoammo
cMeHy t = pao(x) = e DynKIMje ] U Py jecy CTPOro MOHOTOHe (DYHKIMje Ha TOoHyDeHuM
nzr

naTepBasuMa. OyHKIHja 1 je pactyha ma cermenty [0,1], a @2 omazajyha ma cermenty [e, €?].

tbuxose unBepsne dyukiuje ¥y (x) = +/logrz u Ya(x) = er IMajy HEIPEKUJHE IIPBE H3BOJE
1

1 ew 1
/ /
r)=——79—/9———mu r) = —— na uaTepBasmMa (1,7) u | 1, = |. IIpema Tome, BaxKu:
¢1( ) 2.%'11’17\/@ ¢2( ) 2 p ( ) ) < 2) p )
1 t =17’ r=0=>t=1 1 7 1 7 3
2 I
(a) /x?x de = = / = t =
0 dt =272 In7de, z=1=t=7 2In7 Jy 2In7 |, In7
1
e? = — r=e=>t=1 1 1 1
dx ’ 2 1 1
1
e TMT dt:—rln%j, r=e=t=1 1 2 3
3. Jemmaumna y” —y = 0 jecre xomorena JmHeapHa nudepeHnujanHa jeaHaunHa Tpeher pema
ca xoucranTHEM Koedurmjentuva. Oprosapajyha kapaxrepucrmuna jegmaumza je A> — 1 = 0.
Kopenn xapakTepuctudse jenHaumHe jecy A1 = 1 m A3 = —% + @ i, jelaH peajiaH W JIBa,
KOHJYyTrOBaHO-KOMILJIEKCHA, cBu mpoctu. Ojaroapajyfia mapTukyaapHa JUHEAPHO HE3aBUCHA PEIEHha

(x/ﬁ V3

audepeHnyjajiHe jeqHadnne jecy y; = e¥, yo = e~ % sin 7$) nys = e~ 2 cos (7 :1;) Ormrre
periebe TOJA3He jeTHAYNHe BUX0Ba je JuHeapHa xomommuarmja, Tj. y = Cry; + Coys + Csys =
C’lex+0267% sin <§x) +Cg€7% cos (@x)

3a geTasbaH IIPeres TEOPHje XOMOTEHUX JNHEAPHNX An(PepeHInjaJHIX jeTHaINHa BHIIEr PeIa,
ca KOHCTAHTHUM KoeduImjenTuMa noraeaatn Tpehu 3amarak ca tecra 13. 10. 2007.
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+oo

Ako mymepuuku pen g an KOHBeprupa, ouja je lim a, = 0. ExBuBamenTHo,
n—-+00 +oo

n=1
aKo lirf G, He TIOCTOJN WX HUje jeTHaK HYJIU, OHJA Pell g Qn, JUBEPIUpPA.
n—-+0oo
+o00 n=1

Pen E —, @ € R, xonuseprupa ako u camo ako je a > 1.
n
n=1 +00

TeomeTpujckm pet Zq”, q € R, konBeprupa ako u camo axo je |q| < 1.

n=0

+00 1 400 1 +00 1
a) Penosn " —— jecy eKBUKOHBepTeHTHH. Pej —— je KOHBepTeH-
() nz::l\/n(n+1)(n+2) ;\/n:” nz::l\/n?’

+oo

N . . 1
TaH, jep je = > 1, ma je mpema ApyTroM MOpPendeHOM KPUTEPUjyMy U Pej g
2 — Vnn+1)(n+2)
KOHBEPTreHTaH.
X3\ T SR 2\ 2
6) T'eomerpujcku pe — = — | ca KOIWYHUKOM ¢ = — jecTe KOHBEPTeHTAaH.
(6) pujcxn pex <2> > <3> ¢=3] p
n=1 n=1 +oo
. . € . . e
(B) Kaxko je lim — = 400, 3ak/byuyjemMo 1a je pes E — JIMBEPTEHTAH.
n—+oo N n
n=1 +0o0
(r) Kao y nperxogrom npumepy, lim Inn = +oo ummmimpa na je pes E Inn nuBeprenTaH.
n—-+00

n=1

Tauanu oxrosopu cy (a) u (6).

5.
[Mpema Komu—A jaMapoBoM craBy, HMOJIYNPEYHUK KOHBEpreHiumje R creneHOr peja
+oo
n 1 : an
g an x'" MOXKe ce padyHatu Kao R = W wm R = lim , YKOJIIKO
1 n—+o0o @
n=0 n—1>I-‘,I-loo |an‘ it

HaBeJIeHN JIMMECH TOCTOje.

iy n+1
ITonynpeyHUK KOHBEPreHIHje pea E%nil (g)n jemHak je R = TLEI-POO 2n(nn_|_ ¥ 2 n(j ii— 2) = 2.
n=
6.
3a buHOMHEU KOeduimjeHT (n) BaxKu <n> = ni' n € NulO<=k<n.
k k El'(n— k)’
[Mogcernvo ce n! = n-(n—1)-...-2-1u 0! = 1. Bunomun koeduumjentn <Z>
n
jecy koedunujentu y paszsojy 6unoma (a + b)" = Z(Z) a* "% Baxu na je
k=0
n n! n i
<k> = m = (n B k) JlupexTHo M3 AedpuwHUII]E CAEIA PEKYPEHTHA Be3a
3a 6uHOMHE KOoeHInjeHTe (Z) + (k: Z 1) = (Zi i) Kopucrehu mary penammnjy,
moxkeMo ¢ropmuparu [lackamsos Tpoyrao:
n=20 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
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ITackasos Tpoyrao nam omoryhasa ja 3ak/py4duMo Jia je 3a ¢puxcupano n € N najpehu mehy buHoMHIM

n
koeUIIjeHTUMA, , 0 <k <n, onaj xkox kora je k = [5] (HajBehI/I npuposan 6poj Marmu o1 Win

n
k
e/lHAK — |.
Jen 5

2008
Hajpehu meby momybermm 6pojesnma je <1004)'

7. YV oBOM 3a7aTKy KOpHCTHIEMO METOJy JUCKYCHje [0 CJIOBY P 3a UCIUTHBaIbe Koje o moHyhenunx
ncKasHux QopMyJia HUCY HU TAyTOJOTHje HU KOHTPAIUKITA]E.

(a) MWckaszma dopmyna p VP jecre tayronoruja. Jlara TayTosornja Ha3WBa Ce 3aKOH HUCK/bYIEHa,
Tpeher.

(6) 3a p = 0 BpemnocT uspasa p = p jecre 0, a 3a p = 1 gobujamo speguoct 1. Tlpema Tome,
nckazHa GopMmyJia p = p jeJHAKA je p Te HUje HU TayToJIOTHja HU KOHTPAJIUKITH]A.

(B) VY cayuajy uckazue dpopmyse p = p 3a p = 0 gobujamo 1, 10K je 3a p = 1 Bpeanoct uspasa 0.
HaxJte, uckasua dhopmMyna p = P jeHaKa je . 3aK/bydyjeMo Ja JaTa UCKaszHa (hopMysa HEje
HU TayTOJOTHja HU KOHTPATUKITH]a.

(r) Kaxo je uckasua dpopmyna pVp rayrosnoruja, 3a p = 0 mmamo 1a je BpeaoctT uspasa (pVp) = p
jennaka 0, a 3a p = 1 nobujamo 1. OnnocHo, mara uckasna dopmysa jegnaka je p. llpema
TOMe, U3pa3 HHUje HU TayTOJIOTHja HU KOHTPAAUKIIU]A.

(m) WMmnamkanuja p = (p V P) jecre rayrosoruja, jep je norpeban ycjaos, p V P, TayTOJOIH]A.

Taunu oxrosopu cy (6), (B) u (r).

8. Ha mpumepy matpurne A miaycrposalieMo Kaxo ce panr marpuie oapeljyje mo nedpunumnuju. Panr

MaTpHUIle jejIHaK je peny meHe Hajselie perysiapHe mogaMaTpuiie. YKOJWKO je Marpuiia A peryrapHa,
el paur he 6uty jequax 3. Pauymamo merepmunanty marpuie A

1 20
detA=10 -2 2 |=-24+4-2=0.
1 11

Kaxko je det A = 0, zakmyqayjemo na je marpuna A cuwrrymapra. Ilpemaszmmo Ha mHheHe MOAMATPHUIE
pena 2. PazMoTpuMo BpeTHOCT JeTEPMUHAHTE

= —2#0.

1 2
0 -2

IMogmarpuria marpuiie A nobujena ykiaamameM Tpehie Bpcre n Tpehe KojioHe jecTe peryiapHa, ma je

panr Marpure A jenmak 2.

<> [Mpukazahemo jomr jeman moctymak 3a ojapehuBawme panra marpurie A. Ilpe Tora hemo matum
KpaTak Iperjies morpebne Teopuje.

Heka je A peamna marpuna tuna m X n. Axo Bpcre (komone) marpure A mocmarpamo
Ka0 BEKTOpE N-TUMEH3HOHAJHOT BEKTOPCKOT mpocropa R™ (m-InMeH3nOHATHOT BEK-
ropckor npocropa R™) naj nosbem R, orza je panr matpune A jesnak 6pojy JuHEAPHO
HE3aBUCHUX BEKTOPa M3 MOCMATPAHOT CKYIa BEKTOPA.

Hexa je V mpomsposbaH BeKTOpPCKHU mpocTop Hajg nosbeM F. 3a BekTOpe U1, U, ..., Uk

n3 V KaxkeMmo fma Cy JUHEAPHO 3aBUCHU aKO TMOCTOje CKATAPH O, (2, . . . , O W3 TT0Jba, [F
KOju HuCy cBu jeanaku 0, TAKBU Ja BaxKu o U1+ Ua+. . .4y U = 0. 3a BeKTOpE KOju

HUCY JWHEApPHO 3aBUCHM, KAXKEMO J1a, Cy JUHEeApHO He3aBUCHU. Bexkropu U1, U, ..., Uk
n3 V jecy JMHeapHO HE3aBHCHH aKO M3 JeJHAKOCTH o U + Q¥ + ...+ ap U = 0
ceny 1a je o = g = ... = o = 0.
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Hexa je 7 = (1,2,0), vo = (0,—2,2) u v35 = (1,1,1). Wcourajmo ma am cy BeKTOpHU U1, U2 U U3
JIMHEAPHO 3aBUCHY, ¥ YKOJUKO jecy HahUMO 06JIMK Te 3aBUCHOCTH. JeaHAKOCT (v U1 + g Vo + a3 Ug = 0
CKBUBAJICHTHA je XOMOT€HOM CHUCTEMY JINHEAPHUX aﬂFe6apCKI/IX je,ZLHaFH/IHa

o1 +a3=0
200 —2a9 +a3 =0
200 + a3 =0.
IlaTu cucTeM je eKBUBAJEHTAH CHCTEMY
o1 +a3=0
—2 a9 — Q3 = 0
2a9 + ag =0,
OJTHOCHO CHUCTEMY
(e %1 +a3=0
2a9 + a3 =0.
N3 cucrema mobumjamo ma je oy = —as = 2a9. Kako cucrem mMma HETPUBHjAHO PeIeibe, AaTH

BEKTOpH Cy JuHeapHo s3apucuu. Hmp. 3a as = 1 gobujam ma je 29; + U5 — 203 = 0, Tj. 1a je BEKTOP
Up JIMHEAPHA KOMOWHAIN]a, JTUHEAPHO HE3ABUCHUX BEKTOPA U] M U3, OJaKJie 3aK/bydyjeMo Ja je paHr
Marpune A jenmak 2.

ITpumerumo ma cy enemenTu jipyre Kojaoune marpuile A jejqHaku pasauru ojroapajyhux ejgemerara
mpBe KOJIOHE TIOMHOXKeHuX ca 2 u Tpehe kojone. Ilpsa m Tpeha kojona jecy jmHeapHO HE3aBUCHE.
Panr marpune A jenmax je 2.

o ucror pelema J0MIa3uMO U IIPETXOAHOM METOJOM HIPUMEEEHOM Ha KOJIOHE El = (1 0,1), EQ =
(2,-2,1) u ks = (0,2, 1) I/ISJGILHa‘Ia,BaMO JIUHEAPHY KOMOWHAIIH]Y BEKTOPA k:l, ko u ks ca HYJTa-
-BEKTOPOM, (1 k1 + 5o ko + B3 ks = 0. Barum JaTy jeHAYNHY PACIHUCYJeMO K0 CUCTEM JIMHEAPHUX
aarebapcKnx jeaHadanHa
B1+2 B2 =0
—2P2+2P3=0
fi+ B2+ B3=0,

Jatu cucreM je eKBUBAJIEHTAH CUCTEMY

B1+ 20 =0
—2P2+233=0
— P2+ B3=0,
OJIHOCHO CHCTEMY
B1+2052 =0
- ﬁ? + /83 = 07
KOJI/I nMa HeTpI/IBI/IJaJIHO perierse B1=-20m 53 = f5. 3a Py = 1 nuHeapHa KOMOWHAIM]ja BEKTOPA,

k‘l, kQ u kg IaCH -2 k1 + k:2 + k:g = 0. BekTop k‘g je nMrHeapHa KoMOMHAIM]a JUHEAPHO HE3aBHCHUX
BEKTOPA k1 u kg, ojlaKJjIe 3aKJbydyjeMo Ja je paHr marpuie A jenHax 2.

9.

Kapakrepucrudnm moJmHOM peajsHe KpajparHe Marpune A pega m jecre moJuHoM
va(A) = det(A — Al). Jdaru mosuaOM mMa N, He 06ABE3HO, PA3TUIUTHX HYJIA.

MunrnmMastan noauHOM fi4 () MaTpuie A je MOHUYHE TOJTMHOM HajMarber CTerneHa Koju
AHYJIMPa MaTPUILYy, OJIHOCHO TO jecTe MOHWYHHU ITOJIMHOM HajMAFher CTeleHa 3a KOoju
BakU A(A) = 0. Murnmanaan nojguHOM MaTpuile A e M KApAKTEPUCTUIHN [TOJTH-
mom. Heka cy A1, Ag, ... Ag, 1 < k < n, pasawuunre Hy/Ie KAPAKTEPUCTUIHOT TOJTUHOMA.
Tana cy A1, Ag,... A\, 1 < k < n, rakohe HyjIe UCTOT UM Maker pejia, MUHUMAJIHOTD

IIOJIMHOMA.
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Pasmorpnmo aBa mpuMmepa.

Kapaxrepucruiuu nosmuom jeaunuiue marpute I pena n jesnax je ¢ (A) = det(I— AI) = (1 —A)".
Taj monunoM mMma jegny Hyay A = 1 BuiiecTpykocTu n. MUHUMAJIHUA TIOJMHOM jeuHuYHe MaTpurie |
pesa n jexnax je 1 (A) = A — 1. Obaj 110/IMHOM UM CAMO jeJHY LPOCTY HyJLy.

2

0 2
0aA(N) = pua(N) = det(A — M) = (2 — \)?, Koju uma jeman Kopen A = 2 BumecTpyKocTn 2. Marpue
maror obamka naszmajy ce 2Kopaamosu 6/10K0BH.

Marpura A = “Ma MUHUMAJIHHU TTOJUHOM jelTHAK KapaKTEPUCTUIHOM W TO je TOJHHOM

Tagan oarosop je (B).

10.
[Mogcerumo ce, MeEIIOBUTH MPOM3BOJ] BeKTOpa @ = (ai,as,as), b= (b1,b2,b3) u € =
(c1,c2,c3) m3 R nedbwmmmmenmo xao [@,b,¢] = a@- (b x é). Mowxe ce mokazaTn fa 3a
ay; ag as
MEITIOBUTH TIPOU3BOJ Baxku [@,b,¢] = | by ba b3
Cl1 C2 C3
Y 0BOM KOHKPETHOM CIY9ajy UMaMO
1 20
@bd=a (bxe)=|0 -2 2 |=-2+4-2=0.
1 1 1

Kaxko je MemosuTH mpon3BoI BEKTOPA @, b U € jeiHak HyJIHu, MOXKEMO 3aK/bYUUTH 14 CY JTaTH BEKTOPH
KOTLTAHAPHM.

[Ipumerumo 1a cMo y 8. 3a7aTKy jgokasanu jga cy sekropu (1,2,0), (0,—2,2) u (1,1, 1) auneapuo
3aBUCHHA, OJaKJe JTUPEKTHO CAEIN J1a je ’hUXOB MEIMTOBUTH TPou3Boj jeqHak (.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 20. 02. 2008.

1. OgpemuTn wHTErpase:

dx
@ [55
1
(6) /3|:c+2]da:.

2. OgpenuTu ommrTe periemne audepeHIrjaTHe
jemnaunne y” + 1y — 6y = 0.

3. 320KpyXKUTHU CJI0BA UCTIPET KOHBEPTEHTHHX Pe-

J10Ba;
“+o00 “+00
n \/ﬁ
(a) ;2712—3’ (6) ;27124—3’
+oo J:oo( )
4n —1)"
®) > 0 >
n=1 n=1

(m) HUjemaH o7 MPETXOJHUX PEOBa HUje KOHBEP-
TE€HTaH.
4. Hexa je mat ckyn S koju mma 16 eremenara.

(a) Kommko mma Bapujanuja 6e3 mOHaB/bama
qeTBpTE KJace cKymna S7

(6) Konmko nma koMOMHATIM}A CA TTOHAB/HAHEM
mecre Kjace ckyna S7

5. Heka je p mpom3BO/BHO HCKA3HO CJIOBO. 3a-
OKPY2KUTHU CJIOBA UCIPEJ UCKA3HUX (hopMmy/ia Koje
Cy KOHTPaIUKIIMje:

(a) p=p; (6) PVp;

(pVp)= (pAD);

(B) pAD;
(r) p=p; (m)

(b) wmwmjemHa O MPETXOAHUX MCKA3HUX (HOPMYIIa
HUje KOHTPAIUKITIja.

6. OnpeanTy panr MaTpuie

1 3 -2
A= 4 6 0
-2 -6 4

7. Hat je cucreMm JNMHEADHUX anare0apCKUX jemaHa-

YUHa
22 —-3y=0

—6x+9y=1.
Ba0KpyKUTH CJIOBA UCIIPE]] TAYHUX OJI'OBODA:

(a) cucrem MMa jeIMHCTBEHO DEIIEHHE;
(6) cucrem Hema perrerne;
(B) cucrem mMma GECKOHAYHO PEIIEHa;

(r) HEjemaH O MPETXOAHUX OATOBOPA HEje TadaH.

8. Ompenurn CONCTBEHE BPESHOCTH MATPHUIE

10
B=1]2 2
11

w N O

9. JTartu cy Bekropu @ = (1,2,—1) u b= (0,3,0)
y BekTOpcKoM mpocropy R3. Oupeguru:

(a) a-b;
(6) @xb.

10. Ouxpenuru jenmaumsy npase y mpocropy R?
KOja je HOpMaJiHa Ha paBaH « : Yy = 0 u cajpxku
taaky M(0,1,2).
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— Pemema —

I1. JaTn uaTErpadn je JHOCTABHO Ce CBOJE Ha TabJIuJIHe.

. dz 1 d(v3 ) 1
a) Hwmamo 1a e/:/:arct V3z+C.
(@) 522517 B ) Bap a1 VBN
Ob6parnTn maxkmy ma je neoapehern maTerpas CKym CBUX MPUMUTHBHAX (DYHKIINja TTOINHTE-

rpanue dbyukiuje. IIpema Tome, BpJo je BaKHO Aa KoJ onpehuBama HeogpeheHOT MHTerpaa
J10/IaMO KOHCTAHTY M3PadyHATO] NPUMHUTHBHO] PYHKIIU]H.

1 -2 1 2 —2 21
2 2 1 9
(6) Baxm/ |x+2|dx = —/ (x+2) dx—|—/ (r4+2)dx = — (z+2) +(ac +2) = _4-=5
s s » 2 |, 2 |, 22
<> [Ipumep (6) Moxkemo pemuTu u rpaduaK.
1
Bpegrocr mHTErpasia / |z + 2| dz jesHaka je BesMUMHM MOBPINHHE x=-3 Jr=1

Jena PaBHW KOju OorpaHmyaBajy npase x = —3, x = 1, y = 0 u KpuBa
y = |x+2|. Y nuramy cy gBa jeJHAKOKPaKa MPaBOyTya TPOyIJIa Yuje Cy
KaTeTe NyKWHA 1 ¥ 3, TIa je BeIWUNHA BUXOBUX HMOBPIINHA jeTHAKA —

2(1:]

1
g Bpennoct nostaznor onpehenor wHTErpasia jeiHaka je 5 + 5= 9.

2. Jepmaunna y” +y' — 6y = 0 jecre XoMOreHa JMHEApHA AU(EPEHIINjATHA jeTHATHHA APYTOT PeIa.
ca KoHcTanTHIM Koedurmjenruma. Oarosapajyha kapakrepucruuna jegmaunna jecre A2 + X\ — 6 =
0. Kopenu kapakTepUCTUYHE jeJHAYUHE jeCy A\ = —3 U A9 = 2, PEAJHU U pPa3udIuTu OpOjeBH.
Onroeapajyha mapTukyaapHa JIMHEAPHO HE3aBUCHA peliena audepeHITjaane jeTHATNHE jecy y| =
e 3% 1 yp = 2. Ominre pemrerme MOJA3HE jeHAYNHE HUXOBA j€ JNHeAPHa KOMOHHAIN]A, 0[HOCHO
y = C1y1 + Coya = Cre 3% + Che?”.

3.

“+oo

Ako HyMepuIKEu pej E an, KoHBeprupa, ouga je lim a, = 0. ExBuBamentno,
n—-+00 +oo

n=1
aKo lir+n an He TIOCTOjU WM HUje jeJHAK HYJIU, OHIA Pef g Qn AUBEPIrUpa.
n—-—+0o0
+o0 n=1

1 .
Pen E —, a € R, koneeprupa ako n camo ako je a > 1.
n

n=1 +oo

TCeomeTrpujcku pe Zq", q € R, kouBeprupa ako u camo axo je |g| < 1.

n=0
+o0o 1
n n

a Pe ———— je peI ca MO3UTUBHUM 4WiIiaHoBHMa. Baxn ma je ——— ~ —, n — +00.
(a) AZQng_ngn Aaje oo~ g

n=2 “+0o0 1 +oo 1

. n .
[Ipema apyrom mopembeHOM KPUTEPU]YMY PEIOBHU E o2 _3 u B E n Jecy eKBUKOHBED-

n=2 n=1
reaTHu. Byayhy ma je XapMOHHUjCKH pell AUBEPreHTAH, W IIOJa3HU PeJ jé TUBEPTreHTAH.

+00 +00
Vvn 1 1 .
(6) Penosu g Pl g —— jecy eKBUKOHBEPIeHTHU MPEMa JIPYrOM TOPesOeHOM KpuTe-
\/n3
— 2n + 3 2 — n

3
pujymy. Kaxo je 3 > 1, 7aTH peoBU Cy KOHBEPTEHTHU.

—+o00
n 47'L
(B) U3 ummenune na je lim — = 400 caenn 1a je HyMepuaKyM pey E — JINBEPTEHTAH.
+oo n=-too nd 1 n4
=", . v
(r) Pen E ( n) jecre reomerpujcku pen ca kKoqmdHuKOM ¢ = ——. Kako je |q| < 1, matm pen
e e
n=1

je KOHBEpPreHTaH.
Taunu oxrosopu cy (6) u (r).
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(a) Bapwujanuja 6e3 noHaB/bama YETBPTE KJace CKyma S ¢Baka je ypeheHa 4eTBOpKa pa3nauThHX
ejeMenara Tor ckyma. bBpoj Bapujaruja 0e3 nmoHaB/balba d4ETBPTE KJAcCe CKyIa Koju mma 16
esleMeHaTa jeJHak je (mpema mpuHIUIY npomssoga) 16 -15- 14 - 13 = 43680.

(6) Kowmbunaimja ca ToHaB/bamEM IIeCTe KJIace CKyma S CBaKW je MYJITHCKYI CACTAaBJbEH O]
mecT, He 0DABE3HO PA3IUYUTHUX, €IeMEHATa W3 JAaTOT CKyma. Dpoj KoMbmHammja ca moHa-

. . . 16+6—-1 21
B/bAEHEM IIIECTE KJIace CKyla Koju mMa 16 ejemeHara jeJHaK je = =

6 6
21-20-19-18-17-16

=21-19-17-8 = 54264.
6-5-4-3-2 ) 8

(a) Uckasna dhopmyaa p = P jefHaka je HCKa3Hoj GopMysIn P, Ta IpeMa TOMe HUje HU TayTOJI0TH]ja
HW KOHTPAIUKITH]a.

(6) Uckasna dhopmyna pV p jecre TayToaoruja, 3aK0H UCK/byuerba Tpeher.
(B) Uckaszma dopmyna p AP jecte KOHTPAIUKIMja, HETAIM]a 3aKOHA NCKJbydermha Tpelier.

(r) MUckasna dopmyna p = p jenHaka je uckasuoj GopMmysan p, mpema TOME HUje HU TayTOJIOTHja
HY KOHTPAIUKIIH]a.

(n) Kako je uckasua cdbopmyna PV p TayTonoruja, a p A P KOHTPAJUKIIN]A, 3aK/BYIyjeMo Ja je
uminkanuja (pV p) = (p A P) KOHTpaJuKIHja.
Taganu oxrosopu cy (B) u ().
6. MuoxemeM ejieMeHaTa 1pBe BpeTe ca —4, PECHEKTUBHO €a 2, U J0AaBABeM oArosapajyhum eje-
MEHTHUMa Jpyre, OJHOCHO Tpehe Bpcre, mobmjamo

1 3 =2 1 3 -2
A= 4 6 0
-2 -6 4 0 0 O
OJTAKJIE 3aKJByUyjeMo na je rang A = 2.

1%
o
|
o
o0

[MTpumernnmo mga Cy eeMeHnTH mpBe BPCTE MPOMOPIMOHAIHN €IeMEHTHMA Tpehe BPCTe, U Ja HUCY
MPOTIOPIIMOHATHY eJIeMeHTIMa, IpyTe BpceTe. IIpema Tome, panr marpure A jegHak je 2.
C nmpyre crpase, mpBa W APyTra KOJOHA JeCy JNHEAPHO HE3aBUCHE, €TEMEHTH WM HUCY TTPOTIOPITH-

onasiHu. Kako je ememenT ag3 = (), ejieMeHTe npBe KOJOHE NeMO MMOMHOXKUTH Ca —% U JONATH

T
. 3 .
ux oAroBapajyhuM ejeMeHTUMA JApyTe KOJOHEe ja OucMo 106min KOJIOHY [ B 0 -3 ] Koja je

npomnoprmoraHa Tpehoj komoru. Tpehy komoHy MOXKeMO HOOWTH Kao JIMHEAPHY KOMOWHAIIN]Y TTPBE
¥ IpyTe KOJIOHE, OJHOCHO 3a ejJeMeHTe Tpehe KOJoHe BakKh Ja Cy jeqHAKHW pasjuiy oAropapa]jyhmx
eJIeMeHaTa IpBe KOJIOHE MMOMHOXKEHUX Ca 2 M eJeMeHaTa Ipyre KOJIOHe TMOMHOKeHnX ca ——. Oparie
ceau fa je rang A = 2.

7.

Hexka je mat cucrem simaeapunx aarebapCKuX jeHaAdINHa Y MATPUIHOM 00MKY Az = b,
rae je A = [aj]mxn PeanHa MaTpUa THIA M XN, &b = [bi]mx1 U & = [2j]nx1 MATpHIIE-
-kogore TumoBa mXx lunx1, 1 <i<m, 1 < j<n,m,n € N. Marpurty A nHazusamo
MaTpuUIioM KoeduljeHaTa Win MATPUIIOM CUCTEMA, MATPHUILY-KOJOHY b HA3UBaMO Ma-
TPUTIOM CJ0OOIHUX UIAHOBA, & MATPHUILY-KOJOHY & MATPHUIOM Hemo3HaTuX. Heka je
B = [bijlmx (n+1) MaTpuma tima m X (n + 1) nobujena konkaTenanujom mMarpuna A u
b, ogrocHO HeKa je bjj = a;; u b; (n41) = bi,3a1 <i<m,1<j<n. Marpurny B
Ha3WBaMO TIPOIMpeHoM MaTpuiioM cucrteMa. IIpema Kponekep—Kamennjesoj reopemn
cucrem A - x = b jecTe carnmacan, nMa pererme, ako W caMo ako je rang A = rang B.
[Ipema Tome, yroHKO je rang A < rang B, cucrem Hewma permerse, Hrje cariaca. AKo
je rang A = rang B = n, ouJia je cucrem oapelieH, nMa jeluHCTBEHO pememe. AKo je
rang A = rang B < n, oHza je cucreM HeonpelheH, mMa HECKOHATHO PEIerha.
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Ompemumo panr marpuna A m B. MHOKemeM ejeMeHnaTa MpBe BpeTe MaTpure B ca 3 U 1omaBameM
oroBapajyhumM esleMeHTrMa Ipyre BPCTe mo0mjamo

2 =310

0 of1]

y

Panr matpurie A jenmax je 1, mox je panr matpure B jemmak 2. Kako je rang A < rang B, 3ak/byty-
jemo, mpema Kpomekep—KanennjeBoj TeopeMu, Ja CHCTeEM HEMa DeIllelbe, Tj. HUje CaracaH.

2 -3
-6 9

Il

B:

Tauan ogrosop je (6).

[Tpumermmvo ma ogroBop (r) HemMa cMuUCIIA.

8. KapakTepncTnyHu mMoJUHOM MaTpure B jeqHak je

1I-Xx 0 0
2-\ 2
(A) =det(B — ) = 2 2-X 2 |=(1-X
° 1 13- ' L 3_A‘
= 1=-XN(2-NB-X)-2)=1-XN)A=5X+4)=—-\—1)23A—4).

Corncreene BpejgHocTn Marpuiie B jecy Hysne kapakrepucruanor nojmuHoma ppg(A). Ilpema Towme,
COTICTBEHE BPEIHOCTH Cy A1 = Ao = 1 1 A3 = 4.

9.

Heka cy matu Bekropu @ = (a1, ag,as) u b= (b1, ba,b3) m3 R3. CkamapHu mpom3Bo
BekTOpa @ u b peasan je 6poj

a-b=(a1,as,a3) ;(bl, bz, b3) = a1by + azbs + asbs.
BexTopckn npon3Boz BeKTOpa @ U b jecTe BEKTOP

- — -

i 5k
-7 a2a3—.‘_a1a3—3 ay ag |y
axb = ay az as b2 b3 bl b3 ]+ bl b2 k
b1 by b3
= (azbz —azby,az3b; —aybs,a1by —azby),
rae je i = (1,0,0), = (0,1,0) u k = (0,0,1).
3a mare BeKTOpE @ U b onpelyjeMo BUXOB CKaJlapHU W BEKTOPCKHU TPOU3ZBOJ:
(a) @-b=(1,2,—-1)-(0,3,0)=1-0+2-3+(—1)-0 = 6;
ik
(6) daxb=|12 —1|=(2-0—(=1)-3,(~1)-0—1-0,1-3—2-0) =(3,0,3).
0 3 0

10.

[lapamerapckn o6IMK jenHaumpe mpase y mpocropy R? Koja cajgp:XKu Tadky
M (x0,yo0, 20) u napasesnna je sekropy 4 = (a, b, c) rnacu

r = x0+at
y = yo+bt
z = z9+ct.

TpaxkeHa mpaBa p HOpMaJHa je Ha paBaH «. IIpema ToMme, BeKTOp U, IpaBe p jeIHAK je BEKTODY
paBHu «, Mo = (0,1,0). Jennaunna npase p riacu

z = 0
y = 1+t
z = 2.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 28. 06. 2008.

1. Oapenurn meoapehene umrerpae:

(a) /mlnxdx;

(6) /lnxdx

2. Nspauywarn BpeganocTr oapeljernx naTerpama;
1

(a) / arctg x dz;
—1

(6) /_11 2| da.

3. Ogpemutu omimre perieme audepeHIrjaTHe
jenmaunne y' =y + 1.

4. BaoKpyKUTH CJI0BA UCIPE] TATHUX OJINOBODA!

(a) 36up gaBA KOHBEPTEHTHA peJa jecTe KOHBEP-
TEeHTaH e,

(6) 36up mBa aWBEpreHTHA PeJa YBEK je JuMBeEp-
reHTaH pezL;

(B) pemosu Z\/T-i-l Z JECY EKBUKOH
BEPIeHTHH;
+oo
(r) ako je pex Z |ay| KOHBeprenTaH, OHIA je U

n=1
“+oo

pen E iy, KOHBEPIre€HTAH;
n=1
(m) HUjemaH o IPETXOTHUX OJTOBOPA HUjE TAYAH.

5. Hapectu npumep:

(a) KOHBEPreHTHOT TEOMETPHUJCKOT PeJIa;

(6) WBEPreHTHOT TEOMETPUICKOT PEJa.

6. VY 3aBUCHOCTH 0J] BPEJHOCTH PEAJIHOr IIapaMe-
Tpa T OAPEJUTH PAHI MaTpPULE
1 4
A= 4 T
3

Sy 00 N
[

2

7. 3a Koje BPEeIHOCTH PEAJHOr mapaMerpa ¢ XOMO-
CeHU CHUCTEM JIMHEAPHUX aaredapCKux jeTHadnHa

gr+2y=20
20+ (¢+3)y=0

NMa HETPUBUJATHO pererhe’

8. Jaru cy sexropu @ = (1,2,3), b = (1,3,5)
u €= (2,5,8) y Bekropckom npocropy R3. Oupe-
JIUTH:

(a) @xb;

(6) [a, b, 5}

9. OapeauTn KOOpAUHATE [IPECEYHE TadKe [IPaBe

x = 3+2t
p:y =t upaBan o : 7Tx+y+22—30=0
z = 4-T7Tt

y npocropy R3.

10. Jlar je ckym of mer 6aba u nBe xabe. Oape-
auTr OPoj MOACKYIIOBA, JATOT CKYTIa y KOjIMa Ce He
Memrajy 6abe u xabe.
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— Pemema —

|1, Murerpan y npumepy (a) permasBaMo METOIOM MaplujajiHe UHTErpaliije, J0K HHTerpasl y IpUMepy
(6) permaBamo yBohemem cmene:

u=Inx dv=zxdx 2 2 2
(a) /:cln:cdx: dx x? lenx—/xdm:xlnx—$+0;
Uu=— 9= — 2 2 2 4
T 2
Inz t =1Inx 2 1n2 2
T

ObpatuTn maxmy Aa je HeomapeheHn wHTErpas CKyI CBUX MPUMHUTUBHUX (DYHKITH]jA TOIUHTErDAIHE
dyukuuje. IIpema Tome, BpJO je BaXKHO j1a Ko ojpehuBama HeonpeljeHor nHTerpasa J1o1aMo KOH-
CTaHTY U3PAIyHATO] MIPUMUTUBHO] (DYHKIIN]H.

2.
a
Ako je f Henpexkugna u mHenapua dyHKIUja HA cerMeHTy [—a,al, ouga je [ f(z)dz=
—a
0. u
Ako je f mempekujana u napua QyHKIHUja HA CerMeHTY [—a,al, ouma je [ f(x)dx=
a —a
2/ f(z)da.
0
r =1
(a) Dyskmmja f(x) = arctgx HenpekuaHA je W HelmapHA HAa CETMEHTY
1
[—1,1]. TIpema rome, Baxxu / arctgxdz = 0. 1
-1 y=z a=1
(6) ®ynknmja f(x) = |z| menpekuana je u mapua Ha cermenty [—1,1]. .

o 1
1 1 ]":7:E

0 /|

1
<> [Tpumep (6) moxkemo pemmtu u rpaduuku. Bpemnoct oapeheror maTerpaa / rdr jennaxa

2
[Tpema Tome, Bazku -

1
]m|dx:2/ xdr =2
-1 0

j€ BeJIMYMHY TOBPINKHE Jeja PaBHU KOju orpanmdaBajy mpaBe z = 1, y = 0 u y = x. Y muramy je

TPABOYI/IN TPOYTA0 UHje Cy KaTeTe AyKWHa 1, Ta je BeIUINHA FHeTOBe MOBPITIHE jeTHAKa —.

. , . : . d
3. Indepennmjanna jemnaunna iy’ = y+ 1 ekBuBaaenTHa je TU(EPEHIN]ATHO] jeTHATHHA _31 =dx
KOja pasjBaja MPOMEH/bUBE Ha WHTEPBAJIY KOJU He caJpykKu Tauky y = —1. Ommre permieme jgare

d ~ -
:/dx—i-C', opsocuo In |y + 1| =2+ C, 1j. y = Ce” — 1.

jeHadNHe jecTe
Jen J y+1

4.

Heka je {an}neny HU3 peasnux 6pojeBa. CyMmy CBHX WIaHOBA JATOr HEU3a HA3WBAMO
+oo
peJIoM U 03HaYaBaMo S = Z Gp. CyMy IPBUX N WIAHOBA JATOr HU33 HA3UBAMO N-TOM
n=1 n +o00
MapIUjaJHOM CYMOM pejia, M O3HadaBamo S, = Zak. Pen Zan KOHBEPIEeHTAH je
k=1 n=1

ako je lim 5, =5 € R. Pex je ogpeleno nuseprenran ako je lim S, = +o00. Pen
n—+o0 —+00

je Heogpebeno nuBeprenran ako lim S, He mocroju.
n—-+o0o

n
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“+o0o +0o0
(a) 306up aBa KOHBepreHTHA pena jecTe KOHBepreHTaH pea. Axo cy S = Zan u Sy = an

n=1 n=1
n

n
JIBa KOHBEPreHTHA peJia, OHJA U3 jeHAKOCTH Z(ak + by) = Zak + Zbk creqm na je

k=1 = —

—+00 n n n
2 (antba) = lim B (ax+b) = lim (Zawak) = Jm > ot lim D b=
n=1 k=1 k=1 k=1
S1+ Ss.

(6) 36ump aBa AWBEpreHTHA pella MOxkKe OUTH KOHBEPreHTaH WM JUBEpPreHTaH pel. Pemosu
+oo +oo
Zl(—l)” u Z(—l)”+1 JINBEPTEHTHMU CY TIOIITO nglfoo(—l)” u nglfoo(—l)”“ He TocToje. Pen
n=
+oo

Z (=" + (—1)”“) jecre peg ca onmrum wianoM 0, Koju je, IpemMa ToMe, KOHBEPreHTaH.

n=1

(B) Penosu ca nosuruauM unanopuma Sp = E ap u Sy = E by, jecy eKBUKOHBEPIEHTHE, IIPEMa

n=1 n=1
: : N n(n+1)
JIIPYTOM TIOpeIDEHOM KPUTEPUjYMY, aKO je a, ~ by, n — +o0o. Kako je lim ——= =1,
n—-+oo n
+oo +oo
ovosnie Sy
BaK/BYyUYjEMO JIa je — ~ ————., N 00, OJTHOCHO Ja Cy PEIOBH —u
n n(n+1) n(n+1)
E€KBUKOHBEPTEHTHH.
+00 +oo
(r) Axo je pen Z |an| KoHBeprenTan, onaa je u pes Z (y, KOHBEPTreHTAH.
n=1 n=1

Taunu oxrosopu cy (a), (8) u (r).

“+oo
5. Teomerpujcku pen Z q", q € R, xouBeprupa ako u camo ako je |q| < 1.
n=0
1— qn—l—l
Bamcra, mapimjaaHe CyMe NeOMeTPHjCKOr pefa jecy S, = qu =, a4 #1uS,=n+1
k=0 B
3a ¢ = 1. Kako je lim ¢" =03a|q| <1, cienu 1a je S = lim S, = ——. Ba ¢ = 1 pex je
n—-+00 n—+o0 1—g¢q
JuBeprenTa, jep je S = lim S, = +00. Axo je ¢ > 1, pex je aupeprenrtad, jep je lim ¢" = 400,
n—+00 n——+o0o
naje S= lim S, =+o00. 3ag< -1, lim ¢" me mocroju, ma npema tome Hu lim .S, He mOCTOjM
n—-+00 n—>+oo n—-+00

" peJ je TUBEepreHTaH.

6. Ilpumerumo fa cy ejieMeHTH TIPBE BPCTEe MPOMopnuoHa Hn enemenTuma Tpehe. Takobe, ememenTn
[IpBE BPCTE MPOMOPIIMOHAIHU Cy eJIEMEHTUMAa JIpyre BpCTe ako u camo ako je r = 16. Ilpema Towme,
3akJbyuyjemo Ja je panr marpure A jennak 2 3a r # 16, oguocHo 1 3a r = 16.

o mcror 3ak/pydKa J0Ia3UMO ¥ IocMarpajyhu kosone. EjeMeHTH IpBe KOJIOHE MPONOPIAOHATHH
cy eneMeHTHMa Jpyre Kojsone. EmeMenTn mpee u Tpehe KOOHE MPOMOPIIMOHATHE Cy aKO W CAMO aKO
. . 1, =16
je r = 16. Baxu ma je rang A = ’ ’

2, r#16.
7. XOMOreHu CHCTeM MMa HETPUBH]ATHO PEIIEHhE aKO U CAMO aKO je JTeTePMUHAHTA MATPUIE CUCTEMA
jesnaka nysu. JlerepMuHaHTa MaTpULE CUCTEMA jeHAKA je

qg 2 2
‘2 q+3‘ q(q+3) q° +3q (g+4)(g—1)
CucreM uMa HETPUBH]AJIHO PEIIEHE aKO U caMo ako je ¢ = —4 win g = 1.

39




Heka cy maru Bextopu @ = (ay,az,as), b= (b1,bo,b3) m &= (c1,co,c3) w3 R3. Cka-
JIADHU TPOU3BO/I BEKTOpa a u b jecte peasan 6poj
a-b=(a1,az,a3)- (b,ba,b3) = arby + azby + azbs.

BexTopcku npon3Bos BeKTOpa d U b jecTe BEKTOP

- — —

, gk . ; ,
ixb = | a1 ay a3 e e F R B
b2 b3 bl b3 b1 bg
by bz b3

= (agbz —azba,azby —ay bz, a1 by —azby),

rae je 7 = (1,0,0), j = (0,1,0) u k = (0,0,1). MemoBuru 1ponssos BeKTopa @, b u &
peasan je 6poj |@,b, | = a- (l; X €). 3a MeIoBUTH TIPOM3BOJL BEKTOPA d, b u ¢ Baxkn
ap a2 as
@b =| b b by
€1 C2 ¢3

Kako 3amenom MecTa qgBeMa BpcTaMa JeTepMUHAHTa MEHha 3HAK, BAXKM 13 je [EL’, b,E] =

[5,5,5} - [5,5,6] — [a,az?] — [5,5,5] _— [6,5,5].

3a mare BekTOpe d, b u ¢ onpehyjeMo BUXOB BEKTOPCKU U MENTOBUTH TTPOU3BO/I:

ik
() axb=|1 2 3|=(2-5-3-3,3-1—-1-51-3-2-1)=(1,-2,1);
135

(6) [5,5,5} - [5,55,5} =G (@xb)=(258)-(1,-21)=2-1+5-(-2)+8-1=0.
IIpumernmo ma Baxku 1a je ¢ = d + 5, Tj. Ja Cy BeKTOpH d, bu C JIMHEAPHO 33BUCHU, OJHOCHO
KOTLTAaHAPHM, OJTaKJie TUPEKTHO MOYKEMO 3aK/bYIUTH J1a, je [Ez', I;',E} =0.

9. Koopaunare mpecedHe Tadke IpaBe p U PaABHU ( 33J0BO/HABA]Y MapaMeTapCKU 3aJaTy jemHa-

qUHYy TpaBe W jeJHaYMHY PaBHU, MMa TpeMa TOMEe TPEACTaB/bajy PeIlerhe CUCTeMa YeTUPHU JUHEeapHe
ajirebapcke jeTHAYMHE Ca YeTUPHU Helro3HaTe

T =3 + 2t
y =t
z =4 — Tt

Tx+y + 22—30=0.

Jaru cucrem cBogum ce Ha jesuny jepnaunny 7(3+2t) +t+2(4 — 7t) — 30 = 0, uuje je jequHO pererme
t = 1. Koopaunare mpecedne tadke (Tauke mpozopa) jecy (5,1, —3).

10.

Bpoj nopckymoBa cKyna Koju mMa n eJeMeHaTa jeJHakK je 2". EBo m jegHOT jegHOCTaB-
HOT [TI0Ka3a. Bpoj moacKymoBa KOju uMajy k eleMeHaTa CKyIa Of 1 €JIEMEHATA jeIHAK

je <k‘> . IIpema Tome, 6poj CBUX MOJCKYTIOBA CKYTIA OJ1 7 €JIEMEHATA, JeTHAK je Z (k) i
k=0

n n
Ha ocnoBy 6mHOMHOr obpaciia 1o6mjamo Z (Z) = Z (Z) 1 kk = (1+1)" =2
k=0 k=0

Bpoj moackymosa maror ckyma Koju cagpxKu camo 6abe jemHak je 6pojy CBHUX MOACKYIIOBA CKYIIa Ol
ner enementa 2°. Bpoj MOACKYIOBa JaTor CKyNa KOjU CajpKu caMo Kabe jeJHak je 6pojy CBHUX
IOJICKYTIOBa CKyTa o JBa ejgementa 22. IIpecex ckyma 6aba u »kaba jecte mpasas ckyi. Ilpema
TOME, TPaXKeHu OpOj MOCKYIIOBa jeHAK je 22422 -1=32+4—-1=35.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 23. 08. 2008.

1. Oapenurn meoapehene umrerpae:

(a) /tg x dx;

(6) / 37 dg.

2. Nspagywarn BpegnocTr oapelermx naTerpama:

2 dx
(=) /0 cos2(3z)’

3 dx
) —_.
6) /2 r24+4x+5

3. OgpenuTtu ommre perreme audepeHIIrjaTHe
jenraunme xdz + (y + 1)dy = 0.

4. Heka cy A1 = Ao = 1 u A3 = 3 KOpeHn Kapak-
TePUCTUIHE jeTHATNHE XOMOTEHe JuHeapHe aude-
peHIMja He jeqHadnHe Tpeher pema ca KOHCTAHT-
vuM koedurmjeatuma u (1, Co u C3 TPOU3BObHE
peajiHe KOHCTaHTEe. JaOKPY:KUTH CJIOBA HUCIIPE]
OTIIIITEr Pelliehe nare qudepenrujaane jeTHadnHe:

(a) y = Cre® + C2e3%;

(6) y=Ci(1+z)e ™ + Coe™3%;

(B) y = C1e® + Caxe® + C3e37;

(r) y = Cre @ + Cywe™™ + Cza2e 3"

(&) HEjemaH O IPETXOMHUX OJTOBOPA HIj€ TAUaH.

9. 3a0KpPYyXKUTH CJI0OBA UCIPEJ] KOHBEPTEHTHUX Pe-

oBa:
+o0 +oo +oo
G L om S
(a); p ,(6);n6+6,();m,

oy iy 1)\ -3n
(r) ;\3/774; (m) ; <1—n> ;

(b) mumjesam om MPETXOMHUX PEIOBA HUjE KOHBED-
rEeHTaH.

6. Y 3aBUCHOCTH O pEATTHOT MTapaMeTpa G PeIuTH
CHCTEM JIMHEAPHUX AJredapPCKUX je/IHAYNHA

r+y+z=1
r—y—z=1
Y+ 2z =a.

7. OmpenuTn COICTBEHE BPEIHOCTH MATPHUILE

A:

— N
L )
w N O

8. Ba0KpyKHUTH CJI0BA UCIPE, jeTHAUNHA IPABUX
y TIPOCTOPY R3:
(a) y=3x+2;
(B)z+y+z=1

(0) v=y=2z

(r) z=1—-t,y=2,2=0;
(m) 22+y—2=1,2=0;

(b) Hujemam o MPETXOTHNUX OJTOBOPA HIjE TAUAH.
9. Heka je p TpoWsBOBHO MCKAZHO CJIOBO. 3a-

OKPY>KWTH CJIOBA MCIPEJ NCKA3HUX (opMy/a Koje
Cy KOHTPaUKIIHje:

(a) p=p; (6) PVp;, (B) DPAD;
(r) p=p; (1) (PVp) = (pPAD);

(b) wwmjesma om mperxomHUX MCKA3HUX (HOPMYyIA
HUje KOHTPaIUKITH]a.

10. Kosmko rpana mma nornysu rpad ca 9 uso-
posa?
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— Pemema —

|1. Murerpan y npumepy (a) permasamo ysohemem cmene, 10k je uarerpas y npumepy (6) tabauanu:

sin x t =cosx dt
(a) /tgwdz—/cosxdx—{ df — — sin o da }—— 7——1n|t|+C——ln]cosx\+C,
3m+1
6 3 de = C.
) / T s T

Ob6paruTn maxkmy Aa je HeompeheHn mHTErpaI CKyI CBUX NMPUMHUTHBHUX (DYHKIH]jA MOIUHTErDAIHE

dyukimje. Ilpema ToMe, BpJIO je BayKHO Jia KOJI o/ipehuBama HeolpeheHor MHTErpaaa 0/1aM0 KOH-
CTAHTy U3PA4yHATO] HIPUMUTUBHO] PYHKIN]U.

2.

b
VY ompebenom unTerpay / flp(x))¢ (z) dz mozkemo yBecTn cmeny t = () yKOIIKO
a

Cy UCIyeHU Ccjaefenu yC/IoBu:

e © je crporo MOHOTOHA (DYHKIM]A HA CErMeHTY [a, b];
e ¢ = ¢ ! uma menpexugan npeu mzsos Ha unTepBaty (0(a), ¢(b));

e f je menpekugna dyHknmja Ha cermenty [¢(a), p(b)];
b o (b)
U TaJa BaxKH 11 je / flp(x)¢ (z)dz = / f(t)dt.
a w(a)
Heka je dynkuuja f Henpexngna Ha cermenty [a,b] w Heka je F' npowsBosbHA MTPH-
MutuBHA byHKIuja Gyukiuje f #Ha ToM cermenty. Tana paxwn Hoyru-Jlajouurora
dopmyaa
b
= F(b) — F(a).

a

[ e =

BagaTak pemasamo yBohemem cmene u npumenom Ebyru-Jlajouurnose dopmyite:

1z dx t=3z, r=0=t=0 1 I dt 1
0o cos?(3x) dt=3dz, 2=5=t=1 3Jo cos®t 3

(i o)

3 dux 3 dx t=x+2, r=2=>t=4 5 dt
6 _— = _— = = =
®) /2332"‘435"‘5 /2 (x+2)2+1 dt=dz, 2=3=t=5 /4t2‘|‘1
5

= arctg b — arctg 4.
4

arctgt

3. Hudepennnjanna jennaunna xdr + (y+ 1)dy = 0 jecre nudepennnjanna jeHaunna Koja pas3ipaja
npomenspuBe. OIIIITE pEIIehe /1aTe jeJHAUNHE jecTe / zdz + / (y + 1)dy = C, omHocHO
22 (y+1)?

LA e
2 T

ITpumernmo za je omnrre periere gare jejHadnne paMuinja KpyKeuma ca nearpom y tadaku (0, —1).
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4. Kopenn KapakTepUCTHIHE jeTHAUHHE jecy A1 = Ay = 1 m A3 = 3. Oxrosapajyha maptukynapua
JIMHEAPHO HE3ABUCHA Pellera qudepeniujaine jeqHadnne jecy y; = €%, yo = re® u y3 = e3%. Oumrre
peteme udepenijajine jeJHaUnHEe HhUX0Ba je JIMHeapHa KOMOUHAIM]a, 0JIHOCHO

y= C1y1 +ng2+C’3y3 = Clex—i-ngex—i—Cgegx.
Tagan oarosop je (B).

3a geTasbaH IIPEres TEOPHje XOMOTEHUX JNHEAPHNX AN(epeHInjaJHIX jeTHAYNHA BUIIET PEIa,
ca KOHCTAHTHUM KoeduInjenTuMa noraeaarn tpehu 3amarak ca tecra 13. 10. 2007.

5.
+oo
Ako Hymepuurw® pej Zan KOHBeprupa, ouga je lim a, = 0, Tj. moTpedan ycaoB
1 n——+00
n=

Ila pes KOHBEPTHPA jecTe 7 EeroB OMNIINTH YUIaH TEXKU Hy/Iu Kaaa n — +o0o. Hamome-
HIMO JIa JIATH YCJIOB HUje U JI0BOJbaH. Y TpuMepy (@) ONINTH WiaH TeKW HYJIH Kaja
n — 400 anm je onrosapajyhu pen quseprenran (Bumm gasme). C apyre crpane, ako

+00
lir+n Qy, HE TIOCTOJH UJIN je Pa3JIMIuT OJI HYJI€e, OHJIa Pe/l E ay, IUBEPrUApA.
n—-+0oo
n=1

—+00
1 .
Pen E —, @ € R, xonseprupa axo u camo ako je a > 1.
n

n=1

[lonceTnmo ce nma moYeTHA BPEJHOCT WHIEKCAa N He yTHUe Ha KOHBEPTEHIIN]Y pPela.

+oo +00
Hywmepuukn pen E Gp W EETOB OCTATAK E an, k € N, jecy ekBukOHBEpPreHTHU,
n=1 n=k+1

oba pema Cy mjiM KOHBEPIreHTHA WU JUBEPreHTHA.

+oo +oo
. (1) 1 ,
(a) Ilpmmerumo 1a je pen Z = ZE XapMOHUjCKE pej. Jlatu pej nuseprupa.
n=1 n=1
+o0 1 o0 1
(6) TlosuTuBHM HyMepUYKH DEJTOBH Znﬁ 6 n ZE jeCy eKBUKOHBEPTEHTHM, MPEMA, JIPYTOM
n=>5 n=1
+0o0 +oo
Oenom Kpurepujymy. Pe Z 1 KOHBEpPI'upa, 1a u pe Z 1 KOHBEPIUPa
nope : — , — .
pe,t purepujymy. Pes p - prup pes ) 5 prup
n=1 n=>>
3 =3
(B) Kako je — <1, pen 24— JINBEPTHUPA.
Y3
4 n=1 n
+oco A
(r) Pen 2\5/174 KOHBEPIUPA, TOMITO je o > 1.
n=
1 —3n il 1 —3n
(m) Kakoje lim (1 — > = €% #£ 0, 3akmyuyjemo 1a pe E (1 — > JTHUBEPTHPA.
n——+0o0 n n
n=1

Tauun ogrosopu cy (6) u (r).
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+o0o
. . . 1 .
<> [Tokazkumo 10 JeduHUNIn]E 2 je XAPDMOHUJCKHU pPel g — onpebheno nuseprentan. Pej je oape-
n
n=1
eHO IWBEepreHTaH aKo je JIMMeC Hh3a MApIUjadHux cyMa jeqHak 4oo. 3a 2F-ry mapmmjamny cymy

1
HU3a { — BazKHn
") neN

2k
1 1 /1 1 1 1 1 1\ 1 1
Sy =1 oLy by by 1
ok z:l” +2+<3+4>+<5+6+7+8>+9+ + o
n=
SR (- Y (I I
2 " \4"1 s 8'8"8) 16" Tk

k
= 1—|—§—>+oo, k — +oo0.

Hexka je mat cucrem mHeapHux aarebapcKux jeTHadnHa Y MATPHIHOM 00IUKY A2 = b,
rae je A = [aj]mxn peanna MaTpura tama mXxXn, a b = [blmx1 1 & = [j]px1 MaTpHIle-
-komone tumoBamxlunx1, 1 <i<m,1<j<n,m,n € N. Marpumy A Hazusamo
MaTPUIIOM KoedUIMjeHaTa WX MATPUIIOM CUCTEMA, MATPUILY-KOJIOHY b HA3uBaMO Ma-
TPUIOM CJI0D0HUX YJIAHOBA, & MATPHUILY-KOJOHY & MATPHUIOM Hemo3Harux. Heka je
B = [bijlmx (n+1) MaTpuma THma m X (n + 1) gobujena konkaTenanujom matpuna A u
b, omHOCHO HeKa je bjj = a;j u bjpy1) = bi; 3a 1 <4 <m, 1< j<n. Marpuny B
Ha3WBaMO TIpoImrpenoM MaTpuiioMm cucreMma. llpema Kponekep—Kanenmjesoj Teopemn
cucrem A - x = b jecTe carmacan, nMa pererme, akO W caMo ako je rang A = rang B.
[Ipema ToMme, yroHKO je rang A < rang B, cucrem Hema pelene, Hije carnaca. AKo
je rang A = rang B = n, ouja je cucrem oapelieH, nva jeMHCTBEHO permreme. AKo je
rang A = rang B < n, oHja je cucreM HeonpeleH, mMa GECKOHAYTHO PEITErha.

IIpommupena marpuia cucrema jecre

1
B=]1 -1 -1
0 1

Oy3uMarseM eleMeHaTa TPBe BPCTE 071 0AT0Bapajyhinx enreMenara Apyre BPCTe, Me/HEHhEeM eTeMeHATa
JIpyre BpCTe ca —2 U Ha KPajy OJIy3MarheM eJIeMeHaTa JpyTe BpeTe o] ojiroBapajyhux ejiemMenara Tpehe
BpcTe 71001jaMo

1 1 111 1 1 11 1 1 1|1
B0 -2 -2/0|=¢[0 1 1|0 =201 1/0
0 1 1|a 01 1ja 0 0 Oja

Vronmko je a # 0, panr MaTpuIile CUCTEMa jeJIHaK je 2, JOK je PaHT MpOITUPeHe MaTPHUIE CUCTEMA
jenmHak 3; Kako je 2 #£ 3, TaTW CHCTEM HEMa pelerhe, Hmje carmacan. 3a a = 0 BaXXW Ja je paHr
MaTpHIle CUCTEMA jeJIHAK PAHTy MPOITUPEHe MATPHUIle CUCTEMA, jeJIHAK 2, TITO je 3a jeJlaH Marbe Ol
6poja MPOMEHBUBUX; [IPEMA TOME CHCTEM MMa OECKOHAYHO PEITerha 33 KOja BaXKu

r+y+z=1
y+z=0.

Y oBom ciyuajy pemietse cucrema riacu {(1, —o, ) | a € R}.
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<> Jo pemema jako Moxkemo faohw un aupekTHO. CabupameMm TpBe W APYTre jeJHAUNHE CUCTEMA
pobujaMo na je x = 1, 3aMEHOM BPEJIHOCTH 3a IPOMEHJbUBY X Y cuUcTeM J100ujaMO €KBUBAJIEHTHU
CHCTEM KOjU Ce CBOJM Ha JBE jeJlHauuHe

y+2z=0
yt+z=a,
KOju mMa perieme 2 = —y = a € R ako u camo ako je a = 0.

7. Kapakrepuctmaam noaunom marpure A jegHak je

wa(A) =det(A—A) = 2 2-X 2 =(1-2X)

1-A 0 0

2-X 2
1 3—A

1 13-
= 1-=N(2-NMNB-XA)-2)=1-XN)A=51+4)=—-\—-1)2(A—4).

Corncrgene BpeaocTH MaTpuiie A jecy Hysie KapakrepucTudaHor nosuHoma ¢ 4(A). TIpema Tove, Baxkn
13, Cy COICTBEHE BPEIHOCTH A1 = Ao = 1 u A3 = 4.

8.

(a)

(6)
(®)

(r)
()

BexTopckn 06K jemHaamnne mpase p y mpoctopy R? koja cagpam tauxy M (o, yo, 20)
U mapaJiesiHa je ca BekTopoM U, = (a,b,c) rmacu OX — 5?\7 = tip, rae je OX =
(x,y, z) BekTOp TIpoM3BoJbHE Tauke X mpase p u t € R. Bancra, tauka X npunaja
paBoj p ako u caMo ako cy Bekropu OX — OM u i, xonuneapru. IIpema ToMme, jen-
HaYMHY TpaBe MOXKEMO 33aJaTH U jeTHAIMHOM (J}? — O—]\f ) X @, = 0. 13 BekTOpCKOT

obiMKa jemHaunbe mMpase, n3jegHavaBameM oarosapajyhuwx koopaunaTa, 1odujaMo ma-
paMeTapcku obJNK jeHadNHe TTpaBe

r—x9 = at r = x0+at
p: y—yo = bt ommocwo p: y = wyo+ bt
z—zyg = ct z = zg+ct.

Enuvunanujom mapaMerpa ¢t w3 TPETXOTHUX jeTHAUNHA A0OMjaMO KAHOHCKU OOJIUK
Je/THauMHe TIpaBe

=20 Y—Y _ 2—Z20
. - - )
a b c

3a a,b,c € R\ {0}. Ykomuko je a = 0 u b,c € R\ {0}, kanoncku 06k jegnaumne

- z— 2
npaBemaCHp:x:xg,y byo = 2. Baa=0unub=0wuceR\ {0} kanoxckn
c

00JIMK jeHaYMHE [PAaBE IJIACU P : & = Xg,Y = Yo. JEAHAYUHY HPABE Y IPOCTOPY R3
MO2KEMO 33JIATH U Ka0 IIPECEK JBe PABHU, OJHOCHO CHCTEMOM [IBe JITHeapHe ajarebapcke
jeHAYMHE Cca TPU HEIO3HATe.

aTa jelHAYMHA je jeTHAYNHA PABHU y TpocTopy R3. mam jeqnadnba mpase y mpoctopy R2.
] Je] p y up py K7, J p y up Py

x—0 y—-0_ 2-0

1 1 1
Y oBoM mpuMepy jJaTa je jeamaunmna pasHU y mpoctopy R3.

VY nuramy je KAaHOHCKH ODJIMK je/lHadnHe TTPABE

r—1 = —t
[IpaBa y oBoM mpuMepy JaTa je y mapaMeTapckoM oommky p: y—2 = 0
z = 0.

N ma Kpajy mMaMo TIpaBy 3aJIaTy Kao MpeceK JIBe PaBHMU.

Tauanu oxrosopu cy (6), (r) u ().
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(a)

(6)

(s)
(r)

()

Nckazua dpopmyna p = p jeanaka je uckaszuoj popmMysan P, mma npemMa TOMe HUje HU TayTOJIOTH]ja
HU KOHTPAIUKIIH]a.

Nckazua dbopmysna pV p jecte TayTosioruja, 3aK0H UCK/bydea Tpehier.

Nckazna dhopmyia p A p jecte KOHTPIUKIIMja, Heralnja 3aK0Ha NCKJbyderma Tpeher.

Nckazna dhopmysna p = p jenHaxa je nckasHoj (popMmyau p, IpeMa TOME HUje HU TayTOJIOTHja
HYW KOHTP3IUKITH]a.

Kako je mckazma dopmyna p V p tayrosoruja, a p A P KOHTPAAUKIIK]A, 3aK/BYyIyjeMO Ta je
umrKaImja (p VvV p) = (p A P) KOHTpaJIUKITHja.

Taunu oxrosopu cy (B) u ().

10.
[Motmyn rpad je rpad KOx KOTa Cy CBaKa JBa YBOPA CIojeHa rpaHoM. Ako je n € N
n
6poj uBopoBa moTHyHOT rpada, OHJA je eroB 0POj rpaHa jeHaK 5
. . . (9 9.8
Bpoj rpana normnyuor rpada ca 9 uBoposa jegHak je o) =3 = 36.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 20. 09. 2008.

1. Oapenurn meoapehene umrerpae:

(a) /tg2 x da;

@)l/m@@d%

X

2. Nspagynary BpemaHocTH ofpeljerx naTerpasa;

3
(a) / z? arctg(3z) da;
-3

2
(6) /2|2$|dx.

3. Ogpemutu ommire perreme audepeHIrjaTne
jennaunne y'y — x = 0.

4. OppesuTn OMINTE periermhe audepeHITjaTHe
jenmaunne y4) + 29 +y = 0.

5. 3a0KpYKUTH CJIOBA UCTIPE]T KOHBEPTEHTHUX Pe-

JI0Ba:
+oo +o0o
(-)"+3 n?
(a) X_j - (6) 2_33
+oo gn oo 5
(=) an (r) leinn;

(&) HUjemaH OJ MPETXOJHUX PElOBa HUje KOHBEP-
TCHTAH.

6. 3a xoje BpemHOCTH peasHuX mapamerapa a u b
CUCTEM JIMHEAPHUX AJIredapCcKuX je[HaYnHa

r+2y=a
r+by=3

“Ma HECKOHAYHO Perlerha !

7. Jlare cy kBajpaTHe Marpuiie A u B ucror Tuma
HaJ 10JbeM peasHux 6pojesa. Marpuna B je 1obu-
jera on MaTpuiie A TPUMEHOM KOHATHO e/TeMeHTap-
HUX TpaHchopMaImja. 3a0KPYKUTH CJI0BA UCTIPET
TAQYHUX OJITOBOPA.

(a) Matpure A u B yBek uMajy ucTe KapakTepH-
CTHYHE TIOJTHOME.

(6) Marpune A u B yBek nmajy ucre MUHUMAJIHE
[OJTHHOME.

(B8) Panr marpure A jeqnax je panry marpure B.

(r) Marpune A u B yBek uMajy UCTE CONCTBEHE
BPEHOCTH.

(m) Hujemam om mperxomHux OATOBOpPA HUje Ta-
JaH.

8. Koju je ox cnemehux mckasa morpebaH yCcioB

14 BEKTOPH @ U b BeKTOpCKOr mpocropa R3 Gymy
JINHEAPHO 33BUCHMU:

(a) allb; (6) afb;

9. Heka cy mare pasuu o, B u v y mpocropy R?
CBOJUM jeJHAIMHAMA

(B) @Lb; (r) @Lhb.

a: x+ 4dy— 52=10
B: 3x+12y—152=2
v:—2x— 8y+ 10z =21.

Bpoj zajesrnukux Tavaka jgaTUX PABHU JeJIHAK je:
(a) 0; (6) 1; (B) 2; (r) 3; (m) GeckonauHo;
(b) mmjenan om IPETXOAHUX OATOBOPA HUje TAYAH.

10. Heka je (B,V,A) Bymosa anrebpa u meka cy
a, b m c mpom3BoOsbHN eeMeHTH CKyma B. 3a0Kpy-
JKUTH CJIOBA MCHPE]] TAYHUX OJINOBODA:

(a)aVv(bAc)=(aVb)A(aVe); (6)aV0=0;
(B aVa=a; (r) 1A0=0;
(m) aVa=a; (b) anl=1;

(e) HmjemaH 01 MPETXOIAHUX OJArOBOPA HHUje TAdaH.
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— Pemema —

I1. ¥V npumepy (a) KOPHCTHMO OCHOBHM TPUIOHOMETDHjCKH HIEHTHTET sin’x + cos?

npumepy (6) yBogmMO CMeHy:

.9 2
1-— 1
(a) /thxdm:/SIdem:/mdx:/ dm—/dxztgm—x—i—C;
cos?x cos?x cos2x

t=1In(2x) 2
(6) /ln(fjx)dx: da :/tdt:t—l—C:;an(Qx)—i—C.

2

r =1, 1ok y

dt

T

ObparnTn maxmy 7a je meoapeleHn WHTETPAT CKYI CBUX TPUMHUTHBHUX (DYHKITH]a TOIWHTETPATHE
dyukimje. Ilpema ToMme, BpJIO je BayKHO Jia KOJI oJipehuBama HeolpeheHor MHTErpaaa T0/IaMO KOH-
CTAHTY M3PAYyHATO] NIPUMUTHBHO] PYHKIIN]H.

2.

Ako je f HenpekunjHa u Henapaa dyHKIUja HA CEIMEHTY [—a, al, oHua je / f(z)dax=

0. Axo je f menpekuaHa u mapHa GyHKIM]a HA CECMEHTY [—a, a], oHza je / f(z)dx=

2 [ e)ao B

(a) @yskmmja f(z) = r?arctg(3x) HempekmgHa je W HemapHa Ha ce-
rventy [—3, 3], Kao npoussos mapre x 2 u memapue arctg(3x) dyHx-

3
nuje. IIpema ToMe, Baxku / z?arctg(3z)dzr = 0. L1V =%
0) Oynkuuja f(z) = |2z HeH_z}KI/I Ha je W IIapHa Ha CerMeHTy [—2,2|. P:L'h:;]:4
YHKIH] peKuia j p y [-2, .
2 2 2
[Ipema ToMme, Ba}KI/I/ ]2xdx:2/ 20dr =222 =8,
-2 0

’ /|
2
<> [Ipumep (6) moxkemo pemuTu u rpaduaku. Bpeanocr oapeljeror waTerpasa / 2z dz jennaka
0

je BeIMIMHU MOBPIIUHE KOjy 3akJamajy npaBe £ = 2, y = 0wy = 2z. VY IuTamy je IpaBoyIyn
TPOYrao uuje cy Karere jy:kuHa 2 u 4, 11a je BeJIMYuHa HEeroBe MOBPIIuHe jeHaka 4.

3. udepenmmjanna jenmaanna iy y—x = 0 jecre nudepennujaana jeJHaAIMHA KOja pa3aBaja IpOMeH-

muse. Jlaty jemnaunny Moxkemo 3amucary u Ha ciaenehn wadwmn y dy —x dox = 0. Omimrre permemse gaTe
2

~ 'CL' ~
jeTHaYNHE jecTe /ydy—/xdx = (', oguocHo hamuiija xunepbosia % —5 = Cumy?—z2=C.

4. Pa3marpamMo XOMOTeHy JuHeapHy AudepeHInja iy jeqHadnHy JeTBPTOr Pea Ca KOHCTAHTHUM
KOQ(bI/IHI/IQieHTI/IMa y W +2y"+y = 0. Oxroapajyha kapakTepucTHIHa jeaHaunna riaca X +2A2+1 =
()\2 + 1) = 0. Kopenn kapakTepucTUdHe jeJHAMWHE jeCy KOH]YTOBAHO-KOMILJIEKCHU OpojeBn A\; =
Ay = i1 A3 = Ay = —i. [Ipumernmo na cy kopenu Buiiectpykoctu jsa. Oarosapajyha naprukysiapHa
JIMHEAPHO HE3ABUCHA pPernema andepeHinjajne jefHadnne jecy y; = sinx, yo = rsinx, y3 = coszT
u ys = xcosx. Omumre perieme gudepeHInjaste jeJHAUNHE BUXOBA je JMHeapHa KoMOWHAIU]ja,
ognocHo ¥y = Cry1 + Coyo + Csy3 + Cyys = C1 sinx + Cox sinz + C3 cosx + Cy x cos .

3a geTasbaH IIPEres TEOPHje XOMOTEHUX JNHEAPHNX An(pepeHIInjaJHIX jeTHaINHA BUIIET PeIa,
ca KOHCTAHTHUM KoeduIMjenTuMa noraeaarn Tpehu 3amarak ca tecra 13. 10. 2007.
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5. IlogceTnMo ce HeKWX KpUTepHjyMa 3a KOHBEPTeHIW]y HYyMepUYIKHX PeJoBa Ca HO3UTUBHUM
9JAHOBUMA W AJITEPHATUBHUX PEJIOBA.

I nopenbenn xpurepujym. Heka je 0 < a, < b, 3a ckopo ceako n € N. Tana us

—+00 “+o00

JIUBEPTEHIIHjE Pela Z an, CJIEU JTUBEPTEHIN]a pPela Z bn, & U3 KOHBEpPIeHImje pea
n=1 n=1

“+o00 —+00

Z b, KOHBepreumnuja pemaa Z Qp.-

n=1 n=1

11 mopeatern kpuTepujym. AKo je a, ~ by, 1 — +00, OHJA Cy PEIOBHU Ca TTO3UTHBHIM
+00 +oo

YJIaHOBHUMA E ap " E bn CKBUKOHBEPI'CHTHN (0621 peaa Cy mjanm KOHBEPreHTHA WJIN

n=1 n=1
JTMBEPTEHTHA).

Nurerpanuu kpurepujym. Heka je f mempekujna, mozutneHa U Hepacryha yHKIMja
o0

+
Ha [k,+00) 3a nHeko k € N. Tana cy mecojcrBeHM nHTErpast / f(z)dx u pen
k

—+o00
Z f(n) eKBUKOHBEPrEHTHH.
n=~k

“+00
KOpI/ICTehI/I HHTErpaJiHu KpI/ITepI/ijM MOZK€ C€ IOKa3aTHu Oa Pel E no‘, a € R, KOH-

n=1
BEpTrUpa ako M caMo ako je a > 1.

“+oo
Hamambepos xpurepujym. Hexa je Zan pel ca TO3WTHBHUM UJaHOBUMA W HEKa
n=1
a =
nocroju L = lim ntl Tana ako je L < 1, pex Zan KOHBeprupa, ako je L > 1,
n—+oo  ap
n=k
+oo
pex Z an nuBeprupa. 3a L = 1 KpuTepujyMm je HeoIJIyIuB.
n=k
“+o0o
Kormujes kpurepujym. Hexka je Z Gy, PEJ Ca TTO3UTHBHUM YJIAHOBUMA W HEKA TTOCTOjU
n=1
“+o0o +oo
L= ngg-loo Yay,. Tana ako je L < 1, pen Z;Can KOHBeprupa, ako je L > 1, pex Z;Can
n= n=

museprupa. 3a L = 1 KpuTepujym je Heo Iy uns.
+oo
J1ajoHuToB KpurepujyM. AJTepHATHBHU D Z(—l)"an, an > 0 3a cBako n € N,

n=1
KOHBEpIrupa ako je Hu3 {a, }neN MOHOTOHO onajajyhu Hyaa-Hu3.

+oo +o0o +00
Hexka cy Z ap U Z b, KOHBepreHTHU peaoBu. Tama je m pes Z(an + by,) xoHBeD-
n=1 n=1 n=1
+00 +oo +oo
TEHTAH W BaXKU & je Z(an +by) = Z an + Z by,
+00 +oo +oo
Hexa je Zan KOHBEPTeHTaH 1 an awBeprenTaH pern. Tama je pen Z(an + bn)
n=1 n=1 n=1
ITUBEPreHTaH.
+0oo +o00 +o00

Hexa cy Z ap 1 Z b, mmuBeprenTHN pemoBu. Tama pex Z(an + by) MOxe 6UTH U

n=1 n=1 n=1
KOHBEPI'€eHTAaH U JUBEPTCHTAH.
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(a)

(6)

(8)

(r)

+
=~ 1) 1 .
AnrepratuBnu pen E ———— jecTe KOHBEPTEHTAH, jep je HU3 § — MOHOTOHO oma/iajyhu
n
nEN

n=1
+oo “+o00
1)+ 3
HysJa-HA3. XapMOHUjCKU PeJl Z = 327 jecte muBeprenTan. Pen 27 auBep-
n=1 n=1 n=1 "
FEHTaH je Kao 30Mp KOHBEPIEHTHOI' W JINBEPIEHTHOI peja. 3aJarTak je MOorao Jia Ce pellud u

-1)"+3 _ 2
L > — 3a cBako n € N, uMaMo0 1a
n n

—+00 —+00

_ 3 , §:p4w+3
U3 JuBepreanuje peaa — CJie u auBepreauuja peaa E——
n

n=1

xopuctehn npeu nopenbenn kpurepujym. Kaxo je

n

n=1
+o0 3

3a ucnuTUBabEe KOHBEPIEHIMjE Pejia Z@ nckopuctuhemo danambepos kpurepujym. Omn-
n=1

3 . . an+1
—. Ogpebyjemo rpanwany spegaoct L = lim =
3n n—+oo A

n+1) 3 1 . (@m+1)3 1 , 1 . :

nEIEooW 3= gnngT =3 Kako je L = 3 < 1, 3akspydyjeMo na je pen
kouseprenrad. Mormu cmo Jia upumenumo n Koiujes kpurepujym. Y 0BOM CIIy4ajy UCIUTY-

IITH Y9JIaH JaTOT Pelia jJecTe an =

3 Y03
. . . n/M . n 1
jemo simmec G = lim a, = lim — = lim —— = - < 1. Ilpema ToMe, KOpucrehn
n—+00 n—+oo \V 3" Nn—+00 3
KommjeB kputepujyM 07a3WMO IO UCTOT 3aKJ/bYyTKa, J1a je pell KOHBEPTreHTaH.
+00
3'I’L

[MTpumerumo ma je ommnTu waaH pena E — JeTHAK PEIUITPOYHOj] BPEIHOCTH OIIITET YIAHA
n

n=1
u3 mperxonHor mpumepa. l[Ipumenom Hamambeposor, onnocuo KormjeBor kputepujyma mo-

bujaMo ma 3a ogarosapajyhe rpanuune pegrocT Baxu L = G =3 > 1, o;LaKne BaKJBYIyjeMO

3n
Ita je pen auBeprenTaH. Morim cMo jeTHOCTaBHO 3aK/BYUUTH Ja je pell E 3 [IMBEPTeHTaH,
n

3
momro je lim a, = lim — = +o00 # 0.
n—-4oo n—+oo n

n= 1

V osom mpumepy maycrposahemo I1 mopeaderu KpI/ITepI/ijM Baxku na je sin — ~ —, n — 4-00.
400 n n

[Tpema 1T mopeabenom KpuTepujymy pemoBu Z s1n —u Zf jecy eKBUKOHBEPTEeHTHHU. Xap-
+oo n=1 n=1 +oo
3
MOHU]CKU PeJT Z— jecTe mUBepTeHTaH, OMAKJe 3aK/bYUyjeMO Ja je U pel Z Sln — IIBep-

n=1 n=1
T€HTaH.

Tauan oarosop je (6).

6.

Hexka je mar cucrem imneapHux ajrebapcKuX jeTHAYNHA Y MATPUIHOM 06Ky A-x = b,
rae je A = [a;j]mxn peasHa MaTpura tia mXxXn, ab = [bilmx1 1 & = [x]nx1 MaTpHIle-
-kojiore TuoBa mx lunx 1,1 <i<m, 1 < j <n,m,n € N. Marpuiy A sHazuBamo
MaTpuiioM koeduljeHara uin MATPUIIOM CUCTEMA, MATPHUILY-KOJIOHY b Ha3uBaMo Ma-
TPUIOM CJA0OOIHUX UJIAHOBA, & MATPHUITY-KOJIOHY & MATPHUIOM Hemo3HaTuxX. Heka je
B = [bijlmx (n+1) MaTpuma T m X (n + 1) gobujena KoHKaTeHamjoM MaTputia A u
b, omHOCHO HeKa je bjj = a;; W bjnq1) = b, 3a 1 <4 <m, 1< j<n Marpuny B
Ha3WBAMO TPOIUperHoM MarpuiioMm cucrema. IIpema Kpomnekep—Kamnenujeroj Teopemu
cucrem A - x = b jecTe carmacaH, UMa pelerme, ako W caMo ako je rang A = rang B.
[Tpema Tome, yrosmKoO je rang A < rang B, cucrem Hema pellierke, Hije cariacad. AKo
je rang A = rang B = n, ouna je cucrem oapeleH, nMa jeIHHCTBEHO perene. AKo je
rang A = rang B < n, oHja je cucreMm Heonpeler, nMa BECKOHAUHO PEIera.

IIpommpena maTpuna cucTeMa je

1 2
5=} )

20




OnysumarseM ejieMeHaTa IIpBe BpCTe oJ1 oJropapajyhux ejgemenara jnpyre Bpcre p06ujaMo

1 2 a

B=10 b_2|3-4

Jatn cucrem mma HecKOHAUHO perrersa ako je rang A = rang B = 1 < 2. Jlarw yciaoB 6uhe ncmymmhen
daa=3ub=2.

<> o permmema jgako Moxkemo jgohn u jgupektHo. Cucrem hie mmarTu GECKOHAUHO PEIIema aKo Cy
KoeUIIjEHTH Y3 NPOMEH/bUBE & W Y TPOMOPIIMOHAIHU U aKO MCTa MPOTOPIINja BaxXKU 3a C1000HE
ayanoBe. Kako cy KoeduljenTr y3 NPOMEH/bUBY & jeHAKN, CUCTeM he mMaTh OECKOHAYHO pPellerha
aKo cy KoeHIUjeHTH y3 NPOMEHBPUBY Y U CJA0DOIHU “WIAHOBH jeHAKHU, Tj. aKo je a =3 u b = 2.

7.

[Tosncerumo ce, elemenTapae TpancdopMaliije MaTpUIe jecy:

e 3aMeHa MecTa JIBeMa BpcTaMa (KOJIOHAMA);

® MHOXKEHE eJIeMeHaTa, jeJiHe BpcTe (KOJI0He) Marpurie OpojeM KOju je PasjudauT 011
HYJIE;

e J0/laBame ejeMeHara jejaHe Bpere (KOJIOHE), IPETXOJHO IMOMHOKEHX Opojem, 01
rosapajyhum esemMenTumMa apyre Bpere (KOJIOHE).

3a marpure A u B KaXXeMo0 fa Cy eKBuUBaeHTHe, u muimeMo A = B, ako ce MaTpura
B voxe mobutn o MaTpuile A TpUMEeHOM KOHATHO eJJEMEHTAPHUX TPaHChHOPMAITH]a.
Enementapue rpancdopMmaryje He Memajy parr marpuiie. [Ipema ToMe, eKBUBAIEHTHE
MATPHIIE UMA]y UCTH PAHT.

Kapakrepuctnaam noanaoM, MUHUMAJIHA OJUHOM U COIICTBEHE BPETHOCTH HUCY WHBAPHjaHTE eje-
MeHTapHux TpaHchopmaiuja. Pazmorpumo marpune A = 21 u B = I pepa 3. Marpuna B je
Jgobujena o Marpure A MHOKEHEM e/IEMEHATa CBaKe OJ] BPCTa Ca 3 Matrpuie A u B jecy ekpuBa-

JIeHTHe, aJi UMAjy Pa3ndnTe KapaKTepUCTUIHE W MUHWMAJHE TIOJNHOME M COTICTBEHE BPEIHOCTH.

Jlako ce mpoBepasa ja je Kapakrepucruumu nojuHoM Marpune A mommmom @a(A) = (2 — A)?
Munwnmasnan onuaom marpuie A jecre nommuaoMm pg(A) = A — 2, 10K je A = 2 TPOCTpyKa CONCTBEHA,
speanoct. IlITo ce Tmue marpmme B = I, kapaxTepmermdmm mommuoM jecte op(\) = (1 — A)3

MUHUMAJTHN T0JMHOM jecte pp(A\) = A — 1, TpocTpyKa concrsena BpegHocT jecte A = 1.

Tagan oarosop je (B).

8.

Heka je mara mvnmukarja A = B. Tajga je A nososman ycios 3a B, a B norpeban
ycaos 3a A. Vmade, maTa IMIUIMKaFja MOXKE C€ MCKA3aTH W Ha jeJaH o1 ciaemehmx
Ha4YUHA:

e axo A ouma B; e B, ako A; o u3 A ciemn B;

e U3 mpeTmocTaBKe A MOXKe Ce M3BeCTH 3akabydak B; e A uMmmmmnupa B.

Bexropu @ u b BEKTOPCKOI' mpocTopa, R? jecy JMHeapHO 3aBHCHE aKo HOCTOje peanHH
bpojeBu s u t, KOju HUCY _MCTOBPEMEHO jeJIHaKU HyJIM, TAKBU J1a je Sd + th
TIpera ToMe, BeKTOPH @ 1 b pasimanTy of HyJla-BEKTOPA jeCy JINHEAPHO 3aBUCHU aKO
jed=tbsate R\{0}. 3a mBa BexTOpa @ 1 b BekTOpCKOT TIpocTopa R3 KazkeMo ma cy
KOJIMHeapH! (T1apaJielHi) aKo Cy JIMHEeAPHO 3aBUCHU. 3a jBa BekTopa d = (a1, as, as)
ub= (b1, ba, b3) BekTOpCKOr mpocTopa R? KaxkeMo da cy OpTOroHaJHH (HOPMAJHH)
AKO je FhUXOB CKAJTAPHU TPOU3BOJ, d - b = a1 bi+asby+as bs jemnak mymu. Heka cy @, b
1 € BEKTOPH BEKTOPCKOI IPOCTOpa R3, s u t peasHn 6pojeBn. 3a CKaJAPHU IIPOM3BOL
paxu (sd+tb) - = s(@- ) + t(b- ), 0cobUHA TMHEAPHOCTH CKATAPHOL IIPOH3BOJA.
Hopwma (my»Kuma, naTesuTer) BeKTopa @ = (a1, az, az) € R3 jecte Henerarusan peasan
6poj |@| = V- d = \/a} + a3 + a3. Baxu ga je |@| = 0 axo u camo axo @ = 0, ocobumna
O3UTUBHE J1ePUHUTHOCTH.
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IIpobumo cama xpo3 momyhene oarosope.

(a) Bexropu dn gcy KOJIMHeapHH, &'Hg, 1o JebMHAIIj I, aKO Cy JTMHEAPHO 3aBUCHU. IIpema Tome,
KOJIMHEAPHOCT je HOTpeGal U I0BOJbaH YCIOB Ja BEKTOPH @ 1 b GyiLy JIHHeapHo 3aBHCHH.

(6) Ourosop Huje Tauan.

(B) Bekropu @ n gcy oproronanuu, @ | I;, 0 AePUHUTIHjHA, AKO je IUXOB CKAJAPHU MPOU3BO/I
@b jennax mym. Heka cy @ u b JIHEApHO 3ABHCHU BEKTODH Das/IHIHTH OJ HYJa-BEKTODA
BeKTOpCKOF 1pocTopa R3. Tagajed=tb t e R\ {0}. Us nosurnsne nedunnrnoctu crein

b=tb-b=t |b|2 # 0. llpema tome, @ L b HHje TOTpebaH yeJoB JHHEAPHe 3aBUCHOCTH
BEKTOpa @ 1 b.

(r) Kako u3 juHeapHe 3aBHUCHOCTH BEKTOpA d U b cnenn @ - b # 0, zaxkpyuyjemo ma je @ [t b

1oTpebaH YC/I0B 3a JNHEAPHY 3aBUCHOCT BeKTOpa @ 1 b.

Taunn ogrosopu cy (a) u (r).

9. Jlse paBHE y IIPOCTOPY MOTY Jia Ce CeKy (EbMXOB IPECEK je mpaBa), Ja Ce MOK/Iaajy uiu jaa oymry
napaJsiesine. PaBHu cy mapasiesiHe yKOJUKO Cy KOe(MUIMJEHTH Y3 IPOMEHJbUBE IIPOIOPIMOHATHU U
aKo JIaTa TMPOMOPINja He BaXKM 3a CJI000/IHe UnaHoBe. PaBHU ce TOKJ/IAIA]Y aK0o Cy KoedUuljeHTn y3
POMEH/bUBE TTPOTIOPIIMOHAIHN W aKO UCTA TPOTIOPIINja BAXKHU U 33 CI0O0SHE UIaHOBE. Y KOHKPETHOM
cydajy 3a koedurmjenre pasuu o u [ Baxu 1:3=4:12 = (=5) : (—15) # 10 : 2. Pasau a u f ¢y
mapaJiesHe, OaKae 3aK/bydyjeMo 1a je Opoj mpecedHmx Tadaka AaTwxX paBHU jermHax 0.

Tauan ogrosop je (a).

<> Tpu pasHu y IPOCTOPY MOTY J1a Ce CEKY (HUXOB IIPECEK je NPaBa WK TAYKa ), J1a CE HOKJIANA]y Ujn
na O6yay mapanenune. [Ipema Tome, jequnan cvucaenn oarospu ¢y (a) (ako mpase Hemajy 3ajeIHUIKIX
npecevHnX Tadaka), (6) (ako ce cexy y jemnoj Tauku) u (1) (axo ce ceky mo mpasoj). o 6poja mpe-
CeUHMX TavuakKa Tpujy pasam moxkemo gohum xopucrehu Kpomekep—KanenujeBy teopemy. Jemmaunne
TPUjy PaBHHU YHHE CHCTEM JTUHEAPHUX airebapCcKux jeTHadnHa. AKO je paHr MaTpHUIe CUCTEMa Matbu
OJT pamHTa TPOITMpPeHe MaTPHUIe CUCTeMa, OHIa Cy Dap [aBe o7 TpW PaBHM Tmapanente. AKo je panr
MaTpUIEe CHCTEMa JeJHAK PAHTY MPOIMTUPEHe MATPHUIE CHCTEMA W MarbW O 3, PABHU Ce TOK/IANAjY
uI ce ceky Ay mpabe. Ha kpajy, YKOJIHUKO Cy PaHTOBH MAaTPUIE CHCTEMa W ITPOITHPEHE MATPHUIE
je/THAKW U jeJHaKy 3, PaBHU Ce ceKy y jegHoj Tadku. llpumenoM egemeHTapHUX TpaHchOpMalija Ha,
NPOIIUPEHY MATPUILY CUCTEMa, J06ujaMo

1 4 =5]10 1 4 =5 10 1 4 =5 10
3 12 =15 2 (=2]00 O0|-28|=]|100 O0|-28],
-2 =8 10 | 21 00 0 41 00 O 0

OJAKJIe 3aKJBYIYJEMO JIa je PAHT MATPUIlE CUCTEMA jeJIHAK 1, JIOK je PaHT MPOIMMUpeHe MaTPUIle jeTHaK
2. llpema Kponekep—KarmenujeBoj TeopeMu cucreMm HeMa PEIIEkE, OJIHOCHO OPOj MpecevHux TadaKa
JaTUX Tpujy paBHu jegHak je 0.
Tauan oarosop je (a).
10.
(a) DBunapna omepanuja V aucTpubyTHBHA je Y ofHOCY Ha OuHapHY omepaimjy A. Ilpema Towme,
3a 1pousBoJbHE esemente a,b,c € B Baxu aV (bAc) = (aVb)A(aVec).
(6) VY Bynosoj anrebpu (B, V,A\) enement 0 jecre HEyTpas HU eeMeHT 3a GuHApPHY omepanmjy V,
Tj. 3a cBako a € B Baxn aV 0 =a. 3a a # 0 Baxku a V 0 # 0. Tspheme nuje tauno.
(B) ¥V Bynosoj anrebpu (B, V,A) CBaKM eJIEMEHT jecTe MIEMIOTEHTAH y OJHOCY Ha OHHAPHY Ore-
parmjy V, ma je @V a = @ # a. 3aKbYIyjeMO 1a TBpheme Huje TadHo.
(r) Tepheme je Tauno, jep je 1 meyrpaaun enement 3a OunapHy omeparmjy A.
(m) Emement @ je KOMIUIEMEHT eJeMeHTa a, OJHOCHO Baxku 1a je a V a = 1. Ilpema tome, 3a
MPOM3BOJ/bAH eJieMeHT a € B, a # 1, umamo a V @ # a. 3ak/bydyjemMo ja Tepleme Huje TauHO.
() Kaxko je 1 meyrpanau emement Bysose anrebpe (B, V, A) 3a 6bunaphy omepanujy A, 3a CBaKO
a € BraxnaAl=a.3aas#1BaxuaAl#1. Tepleme uuje Tagno.

Taunu oxrosopu cy (a) u (r).
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 18. 01. 2009.

1. Oapenurn meogapehenu nmrerpasn

/ dx
Vir—3—z2

2. NspauynaTu BpegHoCTH Ooapeljennx marerpasa;
1 2
(a) / z3e” du;
~1
13
m)/ ta(37) da.
0

3. Hapectu npumep:

(a) xomorene maudepeHIEjaHe jeTHATHHE TPBOT
peaa;

(6) Dbepuynujese mudepenrujante jeHaTHHE TP~
BOT pejia;

(B) xomorene nudepennujanne jemnaanne Tpeher
pella ca KOHCTAHTHHM KOeDHUIUjEeHTHMA.

4. JTara je qudbepentmjannaa jennaunna y” —y = 0.
Heka cy C1, (5 u (5 npousBo/pHE peaJiHe KOH-
CTAHTE. 3A0KPYKUTU CJIOBA WMCIPE] OIIITET Pe-

merma Jgare audepeHiujajiHe je[HauuHe:
(a) y=Cre” +20C2"; (6) y= Cix+ Crxe”;
(B) y=Cie" +C2+ Cs; (r) y=C1+4 Coe™™;

(m) mWjeaHa o mMpeTXOnHUX (DYHKIUjA HHjE OTI-
mrre pereme gare audepeHnumjasHe jegHa-
JHHE.

5. Hasectu mpumep:
(a) KOHBEPreHTHOr HYMEPHYKOT pea Ca TI03U-

THUBHUM Y/IaHOBHMA,

(6) ycJI0BHO KOHBEPT€HTHOT HYMEDPHYKOT ajITep-
HATUBHOT' PEJIA.

6. Heka je A mpomsBosbHa peasiHa KBAJIpaTHA Ma-
TPULA PeJa . 3a0KPYKHUTH CJIOBA MCIIPE]] TATHUX
0JITOBOPA:

(a) det A=0<rangA <n;

(6) rangA=0< det A=0;

(B) rang A =n = det A =0;

(r) rang A =rang A”;

() HUjesaH O IPETXOAHUX OArOBOPA HUje TAYAH.

7. OppenuTn MUHMMAIHE IOJIXHOM MATPHIE

5-[20]

8. Jatu cy sexropu @ = (—1,—1,0) u b = (2,0,2)
y BekTOpcKoM npoctopy R3. Ompenuti yrao koju
obpa3yjy BekTopu d U b.

9. Heka je p mpowsBOBHO WCKA3HO CJIOBO. 3a-
OKPY2KHUTH CJIOBA UCIIPEJ NCKa3HUX (opmy/a Koje

Cy TayTOJIOTHje:
(6) pAP; (8) p=np;

(m) pip;

(a) pVp;
(r) ptp

(b) mwmjeaHa O TMPETXOAHUX MCKA3ZHUX (HOPMYIIa
HHje TayTOJIOTHja.

10. Kosuko uBOpoBa MMa HEOPUJEHTUCAH PETYJIa-
pan rpad 6e3 nerbu crenena 4 ca 24 rpane?
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— Pemema —

1. Crobemem kBajparHor TpuaoMa 41 — 3 — 2

dzx _/ dx B dzx
Vaz—3—22 J Vi—2214z-4 J J1—(z—2)2

Ha KAHOHCKW OOJIMK [JaTW WHTErpas mocraje
Tabamaau. MMmamo
C.

ObparnTn HaxKmby 13 je HeoapeheHw MHTErpaJi CKyI CBHX IMPUMUTHBHHUX (PYHKIH]ja [IOTMHTErPAJIHE

dyukuuje. Ilpema ToMe, BpJIO je BaxKHO Ja KO oxpehusama HeonpeheHOr MHTEIDa/Ia 101aMO KOH-
CTAHTy W3PavyHATO] MPUMHUTHBHO] PYHKIIN]H.

2.

= arcsin(z — 2) +

a
Ako je f Henpekngna u HenapHa dyHKIMja HA cerMenTy [—a, al, ouga je | f(z)dz=0.
—a

VKoJIMKO ¢y uciymwenu ciaejgehn yciosu:

e © je crporo MOHOTOHA (DYHKIM]a HA CErMeHTY [a, b];
e 1 = ¢ ! uma menpexmaan npeu m3Boz Ha uaTepBaTy (¢(a), ¢(b));

e f je menpekuana dyHknuja Ha cermenty [¢(a), p(b)];

b
MOXKEMO yBeCTH CMeHy t = ¢p(z) y oapelenom uHTerpasy / flo()¢' (z)dz. Tana
a
o (b)

b
BayKW J1a je / flp(x))¢ (z)dz = / f(t)dt.

a ©(a)
Heka je dynkumja f HempekumHa Ha cerMeHTy [a,b] u Heka je F' mpowsBosbHA TIPU-
muTuBHA dyHKIHja Qyuknrje f Ha Tom cermenty. Tama saxwn Fbyrn—Jlajormumosa

dopmyia
b

= F(b) — F(a).

a

[ 1@ =Fe

(a) @ysxmmja f(z) = z3e”

3

2 .
jecre HenmpekujHa M Hemapha Ha cermenty |[—1, 1], kao mpoussos
1

u mapHe pyHKIHIje e’ [Ipema ToMe, BaxKm 23 e dz = 0.
-1
i
(6) UWnrerpasn pemasamo yBoljemem cmene t = p(x) =cos(3 x) Ha cerMeHTy [O, ﬁ} OyukIHja ©

HemapHe QyHKIHAjE X

je omamajyhia Ha cermeHTy [O Hhena unpepsna dyHkuuja Ha garoM cermMenty ¥(z) =

7T
1)

11 V2
_gﬁ Ha UHTEPBATY (2, 1) . IIpema

12 sin(3 z) B { t=cos(3x), r=0—>t=1 } B

/
3 ATCCOS T UM HEMPEKM/AH NPBH H3BOJ Y'(x) =

T

12
TOME, HMAMO /0 g(Bx)dz /0 cos(3 ) dt=-3sin(3z)dz, o= — t= V2

2
.
1 % a1 2
L ]
3), T3

2
Xomorena judepenuujaina jejHaduta IpBor peja jeaHadnna je obiauka y' = f (5),
rre je dyHKIMja f HempeKuaHa Ha 331aTOM WHTEPBAJY.

V2 In?2

1
— I S=—F
) 372 6

Beprynmnjesa mudepennmjatna jennaunna jennaanna je obmka y' + P(z) y = Q(z) y %,
rme cy P u @ Henpeknape (yHKIN]e Ha 331aTOM HHTEpBaIy U o € R.

Xowmorena audepeHniinjaina jeHadnaa Tpeher peja ca KOHCTAHTUM KOepUIHjeHTHMa
jecre qudepennujanna jeauaunna obmuka y” + a1y’ +asy’ +azy =0, rae cy ay, as
1 a3 MPOW3BOJHHU peasHn GpojeBu.
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(a) Ako y ommrem 06Ky XOMOreHe audpepeHIyjaiHe jeJHaIMHe TPBOr pesa 3a [ y3MeMo HIp.
WIEHTHYKO MpecInKapame, 1oomjamo iy = =.
x
(6) Jemam npumep Bepnynujese nudepennujanne jennaunne qobujamo 3a uup. P(x) =z, Q(z) =
31 o = 2. 3a oBaxo m3abpane dysxmuje P u Q u napameTap « jefHauuHa raacu ' +xy=31>2.
(B) Ako uzabepemo HIp. 1a je a; = az = ag = 1, 1006mjaMo XOMOreHy JiuHeapHy audepeHImjainy
jemnaunny rpeher pena v + 4" +y' +y = 0.
|Harmmomennmo ma cy OBO camMO HEKH TPUMEpH TparxkeHuX JudepeHnnjaJnnX jeJIHaINHa W 13 OBaj

3a/laTakK HeMa jeINHCTBEHO peIleme. DBuio Koje KoHkpeTHe Bpeanoctu 3a dbyukmuje P, Q u f u
KOHCTAHTE 1, 42, G3 U & T3]y Ta9aH OTOBOD.

4. Jemnaumna y” —y = 0 jecTe XOMOreHa JUHEeApHA AA(EPEHINjaTHa jeHaAYnHa IPYTOT peaa ¢a KOH-
cranTHnM Koedunujentuma. Oxarosapajyha kapakrepuctuuna jesnaunna jecre A2 — 1 = 0. Kopenn
KapaKTepUCTHYHE jeJHaunHe jecy Aj2 = F1, peasnu u pazmrauTu 6pojesu. Oarosapajyha napTuxy-
JIapHA JIMHEApPHO HE3ABUCHA peIerma JaudepeHimjanae jeqaaanne jecy y1 = e* u yo = e~ . Ommre
PEIlerhe MoJIa3He jeTHaYnHe BUX0Ba je imHeapHa KoMmbuHanuja, 1j. y = C1 y1+Coyo = C1 e*+Coe™ ™.

Hujenna onx monyhennx ¢yukimja HEje ominTe permreme garTe audepeHnnjaaHe jeanadume. Tadgan
oarosop je ().
5.

+00
Pen Z o a € R, kouBeprupa ako u caMmo ako je o« > 1.

n=1
+00
FeomeTpujcku pen Z q", q € R, xouBeprupa ako u camo axo je |q| < 1.
n=0 +oo
Jlajonunos kpurepujym. AnTepHATHBHEA P Z(—l)”an, ap > 0 3a cBako n € N,
n=1
KOHBEPTUPA aKO je HU3 {ap }neN MOHOTOHO omanajyhn Hyma-HU3.
“+oo “+oo
3a pen Z Ay, KazKEMO J1a je yCIOBHO KOHBEPIEHTAH aKo Pe Z @y, KOHBEPIHPA, & Pel
+o0 n=1 n=1
Z |ay,| AuBeprupa.

n=1

(a) TIpsm mpumepn pemosa ca kojuma ce cycpehemo y Teopuju HymMepuakux peoBa jecy reo-

+o0 +o0 +o00
METPUJCKH PeT Z q" M XUNEpXapMOHHUJCKH DEI Z—, q,« € R. TI'eomerpujcku pej Z q"

na

n=0 n=1 n=1

KOHBEPTUPA aKo u caMo ako je |¢| < 1. Jegan npumep KOHBEPTEHTHOT peia Ca MO3UTBHUM H/1a-
“+o0o +oo
1

n
HOBUMa JecTe HIIP. T€OMETPUJCKU e g <2> . Kako pen E — KOHBEPIupa aKo u camo
n
n=1 n=1
aKo je a > 1, jom jemaH mpuMep KOHBEPIEHTHOT Pea Ca MO3UTHBHUM WIAHOBHMA, J00MjaMo
“+o0o
. 1
3a HIP. @ = 2, U TO je pen E —-
n

=1

(6) AnrepuaruBHHI peﬂz

. . 1 .
jecre KOHBEPreHTaH, jep je Hu3 {} MOHOTOHO omafajyhiu Hy/ia-
neN
0 n
. . ) (—1)
-HU3. XapMOHU]CKHU PeJy E — jecTe JUBEPreHTAH, T1a je Pejl E ~———— YCJIOBHO KOHBEPIE€HTAH.
n n

n=1 n=1

Paur marpuie jemmaxk je pemy mheHe najsehe perysapHe MOAMATPHUIE. Y KOJUKO je
KBaJIpaTHA MaTPWIIA Pela N PeryjapHa, meH panr Omhe jeqHax n. 3a CHHTYJIapHY
KBapaTHy MaTpuiy A pema n Baxku ma je rang A < n. JeammHa MaTpuiia 9uju je paHr
jenHak HysH jecre Hyaa-MaTpuia. Marpuna A u mena TpancrnoHoBana Marpuna AT
UMajy UCTHU DaHT.
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(a) 3a cunrynapuy xsajgparny marpury A pema n Baxwu ma je rang A < n. Tepheme det A =
0 & rang A < n jecte TavHO.

(6) Jemmnra mMaTpuIla YUjU je PAHT je[HAK HYJHU jecTe HyJa-MaTpurna. JlerepMuHAHTA CHHTYIapHEe
marpurie jennaka je uyau. Iloctoju cuurynapra marpuiia Koja Huje Hynaa-marpuna. llpema

. 11
ToMme, Tepheme rang A = 0 < det A = 0 muje Tauno. Hup. panr marpurme A = [ 0 0 ]
jemHak je 1, 10K je merepmmHanTa Marpuie A jegmaka 0.
(B) VKo/MKO je paHr KBaJpaTHE MATPUIIE PEa N JeJIHAK N, JaTa MaTpula je perynapraa. Tepheme
rang A = n = det A = 0 uumje Tagno. Tauma Bep3uja osor TBphema OGua 6u rang A = n =

det A # 0 wim rang A = n < det A # 0.
(r) TpancrnonoBameM KBaJpaTHe MATpPHUIE BPEJIHOCT FhEeHE JIeTepMUHAHTE ce He Mema. llomma-
tpune marpune A? 106ujajy ce rpancrnonosamem mnoamarpuna marpuie A. Ilpema Towme,
Bazku ja je rang A = rang AT
Tauuu ogrosopu cy (a) u (r).

7.

Munnvanun noanaoMm pp(A) peasne KBajgparHe Marpuie B jecTe MOHUYIHN HOJINHOM
HajMalber cTeleHa KOji aHyInpa MaTPUILY, OJHOCHO TO je MOHUYHU TOJTMHOM HajMarber

crenena 3a Koju Baxku pp(B) = 0.

Kaxo 3a marpurny B Baxu na je B = 31, omnocno B — 31 = 0, 3akmpydyjeMo 1a je MUHUMAJIHU
nosimHOM Marpunie B jexnak pip(A) = A — 3.

8.

Heka cy @ u b mpou3BObHN BEKTOPHU PA3AWIUTH 0] HYJIa-BEKTOPa BEKTOPCKOT TTPOCTOPA

—

- a-
R3. 3a yrao ¢ koju obpasyjy BeKkTOpH @ M b Baxku 1a je cosp = ——=, 0 < o < T,

j[B]
rae je a - b cKajapHU TPOM3BOJ BEKTOpa @ 1 b, a |d| = V/d - d nopma BekTOpa
d. Ckajaphu mpouseof BekTopa d = (ai,az,as) u b = (by,bo,bs) peanan je 6poj
a-b= (al,ag,ag) . (bl,bz,bg) = a1b; + agbe + agbs. Hopma BekTOopa @ = (al,ag,ag)

jecre Henerarmpan peasnan 6poj |@| = Va-d = y/a} + a3 + d3.

oy
SH

RSl
<=

3a yrao ¢ koju obpasdyjy sekropu d@ = (—1,—1,0) m b = (2,0,2) Baxku ma je cosp = =
(1)

|al |
—-1,-1,0)-(2,0,2 —1-2 —-1)- 1
(-1, ) - ( ) — + = —— = —5 Kaxo 3a yrao ¢

\/(—1)2 +(—1)2 402 /22 402 4 22 V28 4

1 27
BaXKIl COSY = —3, 0 < ¢ <7, uMaMo Ja je ¢ = 3 = 120°.
9. lcxkasna anrebpa je Bynosa anredpa. [Ipema ToMme, cBe Teopeme Bynose anrebpe Bake u y ncKa-
310] anrebpu. Y BynoBoj anrebpu 3a cBaku eneMenT p Baxku pVp = p u pAp = p (MIEMIOTEHTHOCT).
Opate 3aKk/pydyjeMo Ja uckasue dopmyse pV p u p A p Hucy Tayronoruje (Hucy jemHake 1 3a cme
BpeHOCTH uCKasHOr ¢ioBa p). Cawuano 3a [Mupcosy (awmm) | n Mledeposy (au) T dynkumjy Baxku
majepld p=pVp=Dp, ogaocuo p T p = pAp = P, na HU HuCKa3zHe Gopmyae p | p u p T p HUCY
tayrosoruje. Vckaszna dpopmysna p = p jecre TayTOJIOTIHja.

Tauan oarosop je (B).

10.

Heopujentncann rpad 6e3 mer/bw HasWBa Ce PETYJIAPHUM CTEMEHa T aKO je CTEeTeH
cBakKor uBopa jgaror rpada jemnax r. Cremen usopa rpada 6poj je rpaHa Koje cy
WHIMIEHTHE Ca TUM IBOPOM, OJHOCHO DPOj IBOPOBA KOJU Cy CYCEIHU TOM UBOPY. 30up
CTEIleHa CBUX YBOPOBa rpada jemHak je ABOCTPYKOM Opojy rpama Tor rpada, jep je
CBaKa rpaHa WHIWAEHTHA Ca JBA YBOPa. 3a peryaapan rpad CTemeHna T KOju uMa n
IBOPOBA U M T'paHa BaXkW Jia je nr = 2m.

2.24

Jlat mam je perynapan rpad crenena 4 ca 24 rpane. bpoj usoposa Tor rpada jeaHak je
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 08. 02. 2009

1. Oapenurn meoapehene umrerpae:

(a) /az sin z dz;
(6) /cos2 x sin(2x) dz.

2. Uzpauynaru BpenuocTu onpeljenux wHTErpasa;

1
(a) / shz dux;
-1

(6) /

3. Ogpenuru ommre pereme audepeHIIRjaTHe
jennauune rdx + (y + 1) dy = 0, a 3arum ony uH-
TerpasHy KpHUBY Koja mposasn kpo3 tadky (0,0).

dzx.

24x
72

4. OgpesuTn OMINTE perniermhe AudepeHITrjasTHe
jennaunne y” — 2y +y = 0.

9. 3a0KPYKUTHU CI0BA UCIPE] AUBEPTEHTHUX Pe-
IOBA;

= (—1)2 — 1
@ > © X s
oo q oo A
(8) ;ng (r) ij
* 1 —3n
() 1——)
> (1-3)

(b) muWjemaH o MPETXOMHUX PEIOBA HHUje JUBED-
T€HTaH.

6. O):LpeI];I/ITI/I IIOJIYIIPEIHUK KOHBepI‘eHHI/Ije cTere-
—+00

n
HOT pefia Zn :L_ 1 (%) .

n=1

7. OgpemuTn CONCTBEHE BPETHOCTH MATPHIE

Qz[g’g].

8. 3a koje BpemmHoCcTH peamHux mapamerpa « u
CUCTEM JIMHEAPHUX AIre0apCKuX jeiHaanHa

r+fy=1

ar—ay=pf

HEMa pelreme’

9. Heka cy @ u b TpOU3BO/EHI BEKTOPH BEKTOPCKOT
mpocropa R3. 3a0KPYKUTHU CJIOBA, UCTIPEJT TATHUX
0JITOBOPA:

(a) |
(B) a@-b

=
Sall

=lal[ol;  (6) |a-b=l|dl[b];
b-a; (r) Va-a=|a.

(m) HEjeTaH 07 IPETXOJHUX OJTOBOPA HUje TAYAH.

)

X

QL

10. Hanucaru jemnaduny paBHm y mpocTopy R3
koja cagpxku Tauky M(1,2,3) u napasesana je ca
ocama Oz u Oz.
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— Pemema —

i1. [Tpumenom MeTose mapiwjajnHe uaTerparmje y npumepy (a) u ysohemem cmene y mpumepy (6)
aobujamo:

(a) /xsinxda::{ u=2z dv=sinrdr }:—a:cosa:—i—/cosa:dx:—xcosx—i—sin:c—l—C;

du=dx v=—cosz

= —sinzdx

= 1
(6) /cos2cv sin(2x)dx:2/cos3x sinmd:c:{ a ¢ cos L }: —2/t3dt: _§t4+C:

1
—3 costz + C.

Ob6parurn maxkmy Aa je HeompeheHn mHTErpaa CKyI CBUX NMPUMUTUBHUX (DYHKIM]jA HOJUHTErDAIHE
dyuknuje. [Ipema Tome, BpJo je BaxKHO j1a Koj ojpehuBama HeospeljeHOr MHTerpaJa JioJgaMo KOH-
CTaHTY M3PAIyHATO] MIPUMUTUBHO] (DYHKIIH]H.

Ako je f Henpekunna u HenapHa dyHKIMja HA cerMenTy [—a, al, ouga je | f(z)dz=0.

et —e ™"
(a) Dyskmmja f(x) =shx = — jecte HempekuaHA U HemapHa Ha cermenty [—1, 1]. Ilpema
1
TOME, BAXKU 113 je / shxdx = 0.
-1

2
(6) Kakojex+2>0zax>—2 umamo aa je byukuuja f(x) = —|—2x HO3UTUBHA HA CEIMEHTY
x
[1,2]. TIpema Tome, BaXn 1a je
2 2 2
2 2 2
/ tr dx:/ —i—x / d:z—i—/ —dz=——| +In|z|| = —-142+In2 = 1+In2.
1 z? 1 Tl 1

3. Hudepennujanua jequnaunna x dz+ (y+1) dy = 0 jecre qudbepenrmjanta jel[HaHI/IHa KOja pa:smsaja
(y +1)°

npomensbuse. OlIITe pelee ;LaTeJe;LHaqHHeJeCTe/mdx+/ y+1)dy = C Tj. 5 +T =C,

ommocHo dammmmja kpyxuuna =2 4 (y+1)? = C. 3a x = y = 0 gobujamo ga je C = 1. Nnrerpanana
KpuBa jJare nudepeHnjaane jeJHadnHe Koja mposasn kpo3 Tadky (0,0) jecre KpyzKHUTIIA

2?4+ (y+1)°=1
4. Hudepennujaina jeanauuna iy’ — 2y’ +y = 0 jecre XoMorena JjiuHeapHa JudepeHnujaina, jeiHa-
gMHa JPYTOr pefa ca KOHCTaHTHWM kKoedunujerntuma. Ouprosapajyha KapakTepUCTUYIHA jeIHATNHA
rnact A2 —2A+1 = (A—1)2 = 0. Pememe KapaKTepUCTHYHE jeIHAYIHE PEATaH je KOPeH A\] = Ag = 1
BuirecTpykoctu gaBa. Oparosapajyhia mapTukyIapHa JUHEAPHO HE3aBUCHA Periema, JudepeHIinjaTHe
jennaunue jecy y; = €* u yo = x e”. Omurre perneme qudepeHIinjasHe jefHaTNHe BbUX0BA j€ JUHEAPHA,
KOMOWHAIM]a, OJHOCHO
y=Cry1 +Crys = Cre” + Coxe”.

3a jJerasbaH MPErJes] Teopuje XOMOTEHUX JTUHEAPHUX JugEpPEHInja HuX jeTHAUNH BUIIET Pejia,
ca KOHCTAHTHUM KoedUIIMjeHTuMa mnorjeaaTu Tpehu 3agarak ca tecra 13. 10. 2007.
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+oo
AKo HyMepuuKM pej Zan KOHBeprupa, ouja je lim a, = 0, Tj. norpedban ycjios
n——+00

n=1
Jla, peji KOHBEPrUpa jecTe Ja HeroB OIIITH Y4IaH TeXKHu Hy/iu Kajaa n — +o0o. Hanome-

HUMO J1a JIATH YCJIOB HUjE W JIOBO/baH. Y mpumepy (@) OmImTH 94ian TexKu HyJIu Kaa
n— ~+o0, aau je oarosapajyhn pen museprenrtan (Bumu gaske). C  Ipyre cTpaHe, ako

+oo
EI_E Gn, He TIOCTOjU WX je Pa3JIudUT O HyJle, OHAA Pell g ap OUBEPrupa.
n (o9}
“+o00 n=1

1 .
Pen E —, @ € R, xoneeprupa ako u camo ako je a > 1.
n

n=1
[TogceTnMo ce ma moYeTHa BPEAHOCT MHIEKCA 7T HE yTUYE Ha, KOHBEPIEHIIA]Y Pema.
—+o00 o0
Hywmepuukn pen Zan U EBETOB OCTATAK Z an, k € N, jecy eKBUKOHBEpPreHTHH,
n=1 n=k+1

oba pena Cy miM KOHBEPTreHTHA, WU JUBEPreHTHA.

“+oo “+oo
) (—1)% 1 _
a) II — = — ) .
(a) PUMETHMO J1a je pes Z - Zn xapMoHujcku pes. Jlatu pes quseprupa
n=1 n=1
+o00 1 +o00 1
(6) llosuTuBHE HYMEPHYKH DEIOBH Zn5 = n Zﬁ jeCy eKBWKOHBEpPTeHTHHU, TpeMa Jpy-
n=>5 n=1
+oo +oo 1
roM TopenbernoM KpuTepujymy. Pen Zﬁ KOHBEPTrUpa, jep je b > 1, ma u pexn Zm
n=1 n=>
KOHBEPIUpA.
3 = 3
(B8) Kako je 1 < 1, pen le IMBEprupa.
n=
= 4 4
(r) Pen le KOHBEPrupa, 10IITo je o > 1.
n—=
1 —3n oo 1 —3n
(n) Kakoje lim <1 - ) = €3 #£ 0, 3aK/bydyjeMo aa pes E (1 - > JMBEPrupa.
n—-+00 n n
n=1
Taunu oxrosopu cy (a), (B) u (r).
6.
IMpema Kommw—AgamMapoBoM craBy, MOJMYIPEYHUK KOHBEpreHiuje R cremeHOr peja
+oo
a
an ™ MOXKe ce padyHaTH Kao R = ———— wm R = lim ——, yKO/IuKO
z_% n paty T ] Jm =y
n= n——+o00
HaBeJIeHN JIMMECH TIOCTOje.
+oo
. n T\
Ha ocuoy Kormmu—A ramMapoBor craBa, MOJIYNPEUYHUK KOHBEPrEHIMje CTEMEHOT Peja Z (7)
“n +11\9
n=
n (n+2) 9ntl n(n+2)
jennak je R = lim = im —= =09.
JeAnaK ] n—s+oo (n+1)9"  n+1 n—+oo (n 4 1)2
7. K ' ' A =d ay = | 3T o
. Kapaxrepucrudann nosmaoM Marpune @ jeqaak je ¢g(A) = det(Q — N) = 5 g5\ |~

(3—=X2?—4= (1 -X)(5—)). Concrserne BpegHOCTH MaTpule () jecy Hyjle KapaKTepHCTHIHOT
nosmnoma (). IIpema Tome, comcrBene BpentocT cy A\ = 1 1 A = 5.
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8. [Ipema Kponekep—Kanennjesoj TeopeMu CHCTEM HEMa, PeLIeihbe aKO je€ PAHD MATPHUIE CHCTEMa MAabU
OJI paHTa TPOIUPEHE MAaTpPHUIle cucTeMa. MHOXKEHmeM eeMeHATa MPBe BPCTE MPOIMPEHE MATPHUIIE
CUCTEMa ca —q U JI0/laBamheM ojiroBapajyhuM ejeMeHTUMa Apyre BpcTe 100ujamMo

I Bl1 |1

a —a|pf| |0 —a(l+p)|B-—a |
Panr marpune cucrema jeqnax je 1 ako je o = 0 mwnu § = —1, ogmocuo 2 ako je « # 0 u § # —1. Panr
npoinuperne Marpuiie cucremMa jearak je 1 ako jea = 8 =0 wm a = § = —1; y ocrajiuMm cjiydajeBumMa

paHT TPOIUpeHe MaTpHIle jeJHaK je 2. 3aK/bydyjeMo Ja CUCTeM HHUje CarjiacaH, Tj. HEMa PeIermhe
akojea=0u B #0wm f=—-1una# —1.

CkajlapHE 1 BEKTOPCKH IIPOM3BOJ BeKTOpa d = (a1,az,az) u b = (by, by, b3) uz R3
nePUHAIIIEMO, PEIOM

@-b=(a1,a,a3) - (by,by,b3) = ai by + ag by + azbs

u
B i j ok
axb = a; ag as ,
by by b3

rae je 7 = (1,0,0), = (0,1,0) u k = (0,0,1).
Hopmy BexTopa @ = (a1, as,a3) u3 R? medbummmremo Kao HeHeraTHBaH peajiaH 6poj

@l =Vad-d= /a3 +a3 +ad3.

3a CKamapHH IPOM3BOJ BEKTOpA G 1 b Baxu @ - b = |d| |b] cos o, MoK 3a MHTCH3UTET
BeKTOpa @ X b mMaMo |a x b[ |d| ]b[smcp, rie je ¢ yrao msmeby sexTopa @ u b,
0<p<m.

IIpobumo cama kpo3 momyhere oarosope.

(a) Uwmamo ma je |@ x b| = |d| |b| ako u camo ako 3a yrao ¢ m3mely BekTOopa @ u b BaxKuU 1a je
. . ™ . .
sin = 1, OTHOCHO aKO W CaMO aKo je ¢ = 5 VY ommreM ciydajy TBpheme Huje TavHO.

(6) AncomyTHa BpegHOCT CKAJIapHOr MPOU3BOAA BEKTOPA @ W b jemHaka je MpPOU3BOIY HUXOBUX
HHTEH3UTETa aKO U CAMO aKoO je a - b= +|a| |g|, Tj. aKO M CAMO aKO 3a yrao ¢ m3Meljy BeKTopa
@ u b Baxu na je cos = £1, omHOCHO ako u camo axko je ¢ = 0 wim ¢ = 7. Y ommrem
caydajy TBpherme Huje TauHO.

(B) U3 nedunnmmje ckagsapHOT MPOU3BOIA IUPEKTHO CIETH Ja je a-b=b-a . Ja je cKaJIapHHu
IPOU3BOJ KOMYTATUBAH.

(r) VY muramy je nedpuHUNM}a HOPME BEKTODA.

Tauuu ogrosopu cy (B) u (T).

10. Bekrtop paBHu jecTe BeKTOp HOpMAJIaH Ha ATy paBaH. BeKTop mpase jecTe BEKTOp mapaJsiesaH
ca maToM TpaBoM. PaBaH u mpaBa mapaJjesHe ¢y ako Cy UM BEKTOPHU OPTOrOHAJIHE. 1parkeHa paBaH je
napaJseana ca ocama Ox n Oz, ma je BEKTOP paBHU HOPMaJIaH Ha BEKTOPE i= (1,0,0) m k= (0,0,1),
OJHOCHO BEKTOp TPAXKEHE DABHHU jECTE BEKTOp j = (0,1,0). Jemmaunmua paBHU KOja CAJPKU TATKY
M(1,2,3) u uuju je sexrop j = (0,1,0) romacu 0(z —1)+1(y—2)+0(z—3) = 0, oguocso y —2 = 0.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 07. 06. 2009.

1. Oapenurn meogapehenu nmrerpasn

/ dx
x24+4x+5

2. N3spagynary BpegHOCT OgpeheHOT HWHTerpaa

T

12 dx
/0 cos?(3z)’

3. OgpenuTu ommre perieme audepeHIIrjaTHe
jenmauune 4 — ¢ = 0.

4. Ba0KpyKUTH CJIOBA UCIPE] KOHBEPTEHTHUX Pe-
I0BAa:

+00 +oo
(@) > (-1 (6) >_5;
n=1 n=>5

<X 2008\ " o=
CBNEHE (1) Y1)

n=100 n=1

(&) HUjemaH o7 PETXOJHUX PEloBa HUje KOHBEP-
TE€HTAH.

“+o0o
1 rx\m
5. Jlar je creme e —(—).Oa'e a
Jar j THHHp;LZln 5 Baj pem uM
n=
0bJ1acT KOHBEPTEHIHje:

(a)(=1,1); (6)(—3,3]; (B)[-3.3]; (r)[-2,2);

(1) HUjemaH 0 NPETXOMHUX WHTEPBAJIA.

6. Onpenntn 6poj KOMOWHANK]A Ca TTOHAB/HAHEM
r-T€ KJIACE N-TOWIAHOT CKYTIA.

7. Heka je p mpousBO/bHO HCKA3HO CJIOBO. 3a-
OKDPY2KUTH CJIOBA UCIIPE) MCKa3HUX dopmy/ia Koje
Cy TayTOJIOTH]e:

(a) p=Dp; (6) PV (B) PAD;

(r) p=p; (m) D+ p;
(b) =wmjeaHa O TMPETXOAHUX MCKA3HUX (HOPMYIIa
HHje TayTOJIOTHja.

8. VY szaBucHOCTH 0 BpETHOCTH PEAJTHOT Tapa-
MeTpa (¢ PEIIuTH CHCTEeM JIMHEAPHUX anrebapcKmx
jeTHAIIHA,

r+y=1

T+qy=q.

9. Heka cy @, b U ¢ IpOU3BOLHU BEKTOPH BEK-
Topckor npocropa R3. Baokpy»xutu ciioBa ncmupe
TAYHUX OJIIOBOPA:

(a) BexkTopm @ m b KOMMHEAPHM Cy AKO je HUXOB
CKAJTApHU TTPOU3ZBOJ jeJHAK HYJIN;

(6) BekTOpu @ M b OPTOTOHAIHM Cy AKO j€ EBUXOB
BEKTOPCKH IIPOM3BOJL jeJTHAK HYJIa-BEKTODY;

(B) BexTopwm @, b u ¢ KONTaHAPHE CY aKO je I(UXOB
MEIMOBUTH TIPOU3BO/] PA3TUINAT O, HYJIE;

(r) Humjemam o MPETXOMHWX OJrOBOPA HUjE TATAH.

10. Jara je paBan o : * — 2y — 22 —7 =0y

npocropy R3.

(a) Oapenurn jenHy TadKy Koja IIPHUIIAIA PABHE Q.

(6) Ompemuru jenan BeKTOP KOJH je OPTOrOHAJIAH
Ha paBaH «.
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— Pemema —

.
|1. Jaru unrerpan ce CMEHOM CBOJM Ha TaOIHMYHU

dz dz t=x+2 dt
= = — [ — — 2 .
/:c2+4x—|-5 /($+2)2+1 { dt = da } /t2+1 arctgt + C = arctg(x + 2) + C

Obparutn maxmwy jAa je HeogpeheHu wHTErpas CKyI CBUX NMPUMHUTHBHUX (DYHKIM]jA TOJIUHTErDAIHE
dyukuuje. IIpema Tome, BpJo je BaxKHO j1a KO ojipehuBama HeojpeljeHor nHTerpasa J1o1amMo KOH-
CTaHTy M3PAIyHATO] MIPUMUTUBHO] (DYHKIIH]H.

2. UaTerpan pemaBaMo cMeHOM n ipuMenoM Hbyra—/lajéuaumose dpopmyse

/ o2 Z/ngt
0o CO8 (31’) dt:3dx7gj:1ﬂ-—2:>t:% 3 o cos“t 3

13

—1@ z t@—l
, 388y Ty

3. Jemnaunna y —y” =0 jecre xoMoreHa JuHeapHa JAudEPEHIIN]AHA jeJHAYNHA YETBPTOI PE/Ia
ca xoHcranTHuM Koebunujentuma. Ojrosapajyha xapakrepucTununa jegamaumua rmacu A* — A2 =
A2 ()\2 — 1) =A2(A = 1)(A+1) = 0. Kopenn KapaKTepuCTHYHE jeHANIHE PEATHH Cy OPOjeBH A\ =
X =0, 3 =1u )\ = —1. Tlpumerumo 1a je jeman KOPEH BUITECTPYKOCTH IBa, IOK Cy APYyra
JBa KopeHa mpocta. Oparoapajyha mapTUKyIapHa JUHEAPHO HE3ABUCHA peIlena TudepeHtinjaHe
jemmaunte jecy y1 = 1, yo = x, y3 = e u yg = e~ *. Omnmrre perneme qudepeHitijaine jeTHaAINHE
IbUXOBa je TuHeapHa KoMbnHamja, ogHocHO y = Chy1 +Coya+Csys+Cuyy = C1+Cox+Cse®+Cye™".

3a jJerasbaH MPErJes] Teopuje XOMOTEHUX JUHEAPHUX JudEpPEHIInja HuX jeHATNHA BUIET Pejia,
ca KOHCTAHTHUM KOoeUIIUjeHTuMa morjeaaTu Tpehu 3agarak ca tecra 13. 10. 2007.

4.

+oo

Ako mymepuuku pen g a, KOHBeprupa, ouga je lim a, = 0. ExBuBamenrtho,
n—-+o0o +oo
n=1
ako lim a, He mocTOjU WM HUje jeJHAK HYJIU, OHJIA PeJl E Gy, TUBEPTHPA.
n—-+o0o
n=1

+oo
CeoMeTpujcku pen Z q", ¢ € R, xouBeprupa ako u camo ako je |q| < 1.

n=0
n 1— qn+1
3amcra, naprujajHe cCyMe TeOMeTPUjCKOT pefa jecy S, = qu =3 3a q # 1
k=0
uS,=n+13aqg=1 Kakoje lim ¢"=03a|q <1, crequ naje S= lim S, =
n——400 n—+00
1

1—gq
pen je nuseprenTad, jep je lim ¢" = 400, ma je S = lim S, = +o00. 3a q¢ < —1,
n—-+oo n——+oo

lim ¢" me mocrojm, ma mpema Tome HU  lim S, HE MOCTOjU U Pex je TMBEPTEeHTAH.
n—-+oo n—-+oo

3a g = 1 pen je mueprentaH, jep je S = lim S, = +o0o0. Axo je ¢ > 1,
n—-+00

[Mogcetnmo ce ma modeTHa BPEAHOCT MHIAEKCA 7 HE yTUUE HA, KOHBEPTEHIIN]Y Pema.

“+o00 —+00
HyMepI/I‘{KI/I pen E ap U BETOB OCTaTaK E An,, k S N, jecy €KBUKOHBECPI'€CHTHH,
n=1 n=k+1

oba pesa Cy W KOHBEPreHTHA WM JUBEPrEeHTHA.
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(a) Kako lim (—1)" ue mocroju, (nu3 {(—1)"},eny mMa aBe Tadke Haromwmiasama 1 u —1);

n—-+00
“+o0o
3aKJ/bYyUyjEMO JIa HYMEPUUIKHU PeJl ca aarepHupajyhuM dianoBuma Z(—l)” JIUBEPTHPA.
400 n=1
(6) Pes ca KOHCTAHTHUM 4TAHOBAMA, Z 5 quBeprupa, jep lim 5 =5 # 0. Jequau KoOHBEpTEHTAH
o n—+00
pes ca KOHCTAHTHUM TWIAHOBHMA jeCTe OHAj KO Kora je ommTu wiaH jenHak 0.
+ +
~ (2008\" ~ [2008\" . ,
(B8) Pen Z 2009 ) 1 EeroB ocraTak Z 2009 ) Jecy expuKOHBeprenTHI. [leomerpujcknu
n=0 n=100
+
ef2008noe a, jep 3a BeroB Ko 2008& lq| < 1. TIpema Tome
—— | komBeprupa, EbETOB KOJUUHUK ¢ = BaXKU . Ma, TOME,
pen - 2009 prupa, jep q 2009 q P
n=
+
f 2008 "
e —— | KOHBepTHpA.
pen 2009 prup
=300
1
(r) Pen Z(—l)”e‘” jecTe TEOMETPUJCKN Pl ca KOTUIHUKOM ¢ = -2 Kako je |q| < 1, natu pen
KOHB%T)erpa.

Tauuu ogrosopu cy (B) u (T).

5.
IMpema Komm—AgamMapoBoM craBy, TMOJYIPEYHUK KOHBEpreHiuje R cremeHor peja
“+oo

g an " MOXKe ce padyHaTh Kao R = L

1 ywmR= lim
nm R = lim , YKOJIIKO
Iim /l|a n—=+00 Up41

n=0 n—s-too | TL|

HaBeJIeHN JIMMECHU TI0CTOje.

. <1 T\™ .
Ha ocuory Kormmu—A gamMapoBor craBa, HOJyIPEeYHUK KOHBEPTEHIUjE CTEIEHOT Pesa E — (§> jen-
n:()n
+
. _ (n+1)2nt . . =1 .
Hak je R= lim ————— = 2. 3a x = 2 peJ II0CTaje XapMOHHUJCKH Pe.l E — KOjU IHBeprupa.
n——+o00 nan : n
n=
PPk
3a x = —2 pen mocraje . Ilpema JlajonumoBoM KpUTepHjyMy Taj peJ KOHBEpPIUpa. SHAUH,
n
n=0

06/1acT KOHBEPreHIMje HO0Ia3HOl CTELEeHOD Pejla jecTe 10yOTBOPEeHN naTeppat [—2,2).

Tauan oxrosop je (r).

6.

Kombunanuja ca noHaBmbameM n-rounaHor ckyna X = {x1,Z9,...,Tn} r-Te Kiace
jecre OMJIO KOjU HHEI'OB 7T-TOYJAHM MYJITHIIOACKYIN. KomOuHarmjy ca IOHaB/bAbEM
ckyma X r-Te KJiace MOXKEMO IIOCMAaTDPATH Kao ped JyzKUHE T CACTaBJbEHY O CJI0Ba
{z1,22,..., 2y} KOI KOj& CE CJOBA MOIY MOHAB/BATU U KOJ KOJ€ je CJIOBO T; UCIPE
cioBa xj ako je 1 < i < j < n. Y oBako ¢opMHpaHOj pedn cBe cEMOOJIe T1, KO
MOCTOje, 3aMEHUMO Ca *, a TIOTOM JIOJIAMO |, 3aTuM cuMOOJIe Lo, AKO X MMa, 3aMEHUMO
ca *, a TOTOM J0/IaMO |; 0Baj TOCTyMaK MPUMEYjeMO CBe JOK CBe CHMOOJIE Ty, aKO
VUEeCTBY]Y V peud, He 3aMeHUMO ca *. lIpeMa ToMe, CBaKO] pedm Koja IIPEe/ICTaB/ba
jemny koMmbunanujy ckyma X r-Te KJace [0e/byjeMO jelHy HUCKY CACTAB/bEHY O T *
un—1] Osa gomera je jeqocrpano obozuauna. IIpema tome, 6poj KoMOWHAII]a
ckyma X r-Te Kjace jeqHak je Opojy HuCKW nyxKwHe n 4 7 — 1 cacTaB/beHuX O 7 * U
n — 1|, 7j. 6pojy HaunMHa Ha Koju O M + r — 1 mosuiwja 6upamo r TO3UMKja HA KOje

-1
hemo ynucaru *. Jlaru 6poj jegnak je <n tr >
r

. . . n+r—1
bpoj kombunarnuja ca moHAB/AILEM N-TOYIAHOT CKYIIA 7'-T€ KJIACe jecTe < >
r
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7. Uckasua anrebpa je Bysosa anrebpa. IIpema Ttome, cBe Teopeme Bysose ajirebpe Baxke U y UC-
ka3Hoj anrebpu. Y Bymosoj anrebpu 3a cBaku enevent p Baxu pVp = 1 u p Ap = 0 (mocrojame
koMmIieMenTa). Omarie 3ak/bydyjeMo na je uckasua hopMysa PV p TayToaoruje, a p A p KOHTPAIHK-
nuja. Vckasue dhopmyne p = p u p = p Hucy tayroaoruje jep saxu (p =p) = pu (p = p) = p.
Ha ocHOBY Teopeme 0 MHBOJIYIHjH Y BynoBoj anrebpu 3a cBaku eJleMeHT p Baxku Ja je p = p. Kako
je uckasna gopmysa A < B rayronoruja ako m camo ako cy uckasne gopmyse A u B jennaxe,
3aKJ/bydyjeMo Ja je nckasna popMmysia p < p TayToJoruja.

Tauuu ogrosopu cy (6) u ().
8.

Hexka je mat cucrem JmHeapHux aarebapcKkux jeTHadINHa Y MATPUIHOM 00IMKY Az = b,
rae je A = [a;j]mxn peanta MaTpura tama mXxXn, ab = [blmx1 1 & = [j]px1 MaTpHIle-
-Komone tumoBamxlunx1,1<i<m,1<j<n,m,n € N. Marpuiy A nazusamo
MaTPUIOM KOeDUIIHjEHAT U MATPUIIOM CUCTEMA, MATPUIY-KOJIOHY b HA3MBaMO Ma-
TPUIIOM CJI0O0IHUX YJIAHOBA, & MATPHUILY-KOJIOHY T MATpHUIOM Hemo3HaTtux. Heka je
B = [bijlmx (n+1) MaTpuma Tuma m x (n + 1) gobujena xorKaTeHanmjoM Matpua A u
b, omnocHo Heka je bjj = a;j u bjny1) = bi; 3a 1 <i<m, 1< j<n Marpuny B
Ha3UBaMO mpomupenoM marpuiiom cucrema. llpema Kponekep—Kanenujesoj reopemu
cucrem A - x = b jecTe carmacaH, UMa pelerme, aKO U caMo ako je rang A = rang B.
[Mpema ToMme, yroMKO je rang A < rang B, cucTeM Hema pelene, Huje cariacan. AKo
je rang A = rang B = n, ouja je cucrem oapeljeH, nma jeuHCTBEHO perreme. AKo je
rang A = rang B < n, oHja je cucreM HeonpeleH, mMa GECKOHAYHO PEITErha.

OnysumareM ejleMeHaTa I[PBe BPCTE MPOIIUPEHe MATPHUIE CUCTEMA O 0/Ir0Bapajynux ejgemMeHaTa

1111 1] 1
1 glg| |0 g—1|g—11|"

Paur marpure cucrema jemnak je panry mpommpeHe MaTPUIe CucTeMa u TO 1 ako je ¢ = 1, ogHocuHo 2
ako je ¢ # 1. BakmydyjeMo Ja je cucTeM cariacaH 3a ¢Bako ¢ € R. 3a ¢ = 1 cucrem mma GeCKOHATHO
pemema, {(a,1 — a)|a € R}. Vkoauko je ¢ # 1, cucrem uma jeauHcTBeHo pemniewe, © =0 n y = 1.

Apyre Bpcre j100ujamo

9.

(a) Axo je ckajapHU TPOM3BOJ BEKTOPA @ U b jeJHAK HYJIH, TATH BEKTOPU CY OPTOTOHAIHU (HOD-
MAaJIHM!), TIa, CAMUM TUM HE MOTY ja Oysy KoamHeapHu (nmapasiesnn).

(6) Ako je BEKTOPCKH MPOM3BOJ] BEKTOPA G U b jeHAK HYJIA-BEKTOPY, U3 AedUHAII]e BEKTOPCKOT
MIPOM3BOJIa AUPEKTHO CAeAM J1a Cy JATH BeKTOPH JUHEAPHO 3aBUCHU, Tj. KOJWHEApHH, I1a
caMUM THM He MOT'Y Jia Oyjy OPTOIOHAJIHMU.

—

(B) Ako je MemoBHTH TPOW3BOJ BEKTOpa @, b W ¢ Pa3aWdIUT OJ HyJie, Ha OCHOBY TBphema ma
j€ MEIOBUTH TTPOU3BOJ BEKTOpA @, buc jeqHaK BPEHOCTH JeTEPMUHAHTE MATPHUIle Yuje Cy
BPCTE YIPABO BEKTOPH d, bu C, 3aKJbydyjeMO Ja Cy BEKTOPH d, buc JINHEAPHO HE3ABUCHMU,
a HUCY KOIJIAHAPHU.

Tauan oxrosop je (r).

10.

(a) Koopaunare Tauke koja npunajia paBHA  3310BOJbABAjJy jeaHadnHy pasHu. Tauka Koja 1pu-
majia paBHE « uMa Koopauuate (2t +2s+7,t,s), Tae ¢y t U S IPOM3BOFHE PEATHU OPOjeBH,
Hip. 3a t =0 u s = 0 gobujamo tauxy M(7,0,0).

(6) Bexkrop HOpMATIE Ti, PABHHU (v jecTe CBAKW BEKTOD 0buKa 7, = t (1, —2, —2), tae je t € R\ {0},
HIp. 3a t = 1 gobujamo BekTOp Mo = (1, -2, —2).
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 25. 08. 2009.

1. Oapenurn meogapehenu nmrerpasn 6. Opnpemutu  6poj nepMmyTanuja CKymna
) {1,2,3,4,5} y kojuma ce umdpa 3 Hanasm Ha
/(33 +1) (22 +1) da 9YETBPTOM MECTY.
3 .
x
2. MWzpauynatu BpemmHocT oapeheHOT MHTErpaJa 7. Heka cy p u ¢ npou3BoJbHA UCKA3HA CJIOBA. 3a-
2 F(x) e, vie je f(z) = 2, 0<z<l1, OKPYKUTHU CJI0BA HUCIPes UCKA3HUX (POPMY/Ia KOje
0 ’ 2—z, 1<zx<2. Cy TayTOJIOTH]E:
(a) pAD; (0) (p=q) = (=79
(B) pVP; (r) (p=q) = (@= D)

(m) (p=q)=p;

(e) mwwmjenma o mpeTxoAHUX MCKA3HUX (HOPMYyTa
HUje TayTOJOTH]a.

3. Ogpemutn ommre pememe audepeHnmjaare 8. Y 3aBUCHOCTH O] BPEJTHOCTH PEATHOT TTapaMe-
jemmaamne y” — 5y’ + 6y = 0. Tpa (v OIPEJIATH PAHT MATPHIIE
1 4 3
A=12 8 «
4 16 12
4. OﬂfenHTH CyMy KOHBEDIEHTHOT T€OMETPHjCKOT 9. Jlary cy sexropu @ = (3,0,1) u b = (0,4,1) y
oo
1\" BekTOpcKOM mpocropy R3. Oxpemuru:
pera » (=) -
2 -
n=0 (a) a-b;
(6) axb.

I n 10. I'pad ma caumm (ca 6 aBopoBa) jecre:
5. Jlar je cremenu pen Z(—) . Osaj pen uma
e
n=1

OBACT KOHBepreHTHje:
@0 © (-1 e o)=L

() HEjemaH O MPETXOIHUX HHTEPBAJIA.

(a) opujentucan; (6) HeopujenTHCAH;

(B) nosesan; (r) perynapas;
(m) crabo; (b) mormyw;
(e) xomTypa, (>K) HHIITA O TTPETXOIOHOT.
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— Pemema —

|1. nrerpan MoxKeMo IPeJICTaBUTH Kao 30Up deTupu TabJuuHa MHTerpaJa

+ 1) (2241 3 2 1 1 1 1
/(x )@+ 4 /5'“" trt et dx:/dx—l—/dx—i—/dm—i—/dm
3 x3 x 2 x3
+C.

1

Ob6parurn nmaxmwy ja je HeoxpeheHu wHTErpaa CKyIl CBUX NPUMUTUBHUX (DYHKIM]ja HOIUHTErDAIHE
dyukunje. Ipema Tome, BpJo je BaXKHO j1a Koj ojpehnBarma HeonpeleHor nHTerpasa JiogaMo KOH-
CTaHTY M3PAIyHATO] MIPUMUTUBHO] (DYHKIIH]H.

z?, 0<z<1,

2. Kako dyukmmja f(x) = { 9_p l<gp<g MemA CBOj AHAMUTUYIKU OOJUK y Taduku = = 1,
) = =

2 1 2
uckopucruhiemo ocobuny aauTuBHOCT oapeljeHor mHTErpaa / f(z)dz = / f(z)dz + / f(z)dz.
0 0 1

Jasbe mmamo

/02f(x)dx:/01x2dx+/l2(2x)dx:/oledx/12(2:6)(1(2:6) ) 3333

3. Jdara jenmnaunna y’—5y+6y = 0 jecTe xoMorena uHeapHa audepeHimjaina jeHadnHa, Jpyror peja
ca KoHCcTaHTHEM Koedunujentuma. Oarosapajyha xkapakTepucTuuna jegpadnsa riaacu A2 —5 A 46 =
(A —=2) (A —3) = 0. Kopenn kapakTepucTHUHe jeJJHAYNHE peasHu Cy W pasinantu 6pojeBu A\ = 2 u
Ao = 3. Oxaropapajyha nmapTuky/iapHa JUHEAPHO HE3ABUCHA Pelleha JudepeHinjaine jeJHadInHe jecy
y1 = €27 u yp = e3%. Ommire pememe qudepennujaIHe je[HAUNHE HIX0BA je TUHeapHa KoMOHHAIH]a,

onuocuo y = C1y; + Cayo = C1 2% + Cye37,

L e—2)?P 1

0 2

3a jerasbaH MPErJIes] Teopuje XOMOTEHUX JTUHEAPHUX JudepPeHITnja HuX jeTHAUNHA BUIIET Pejia,
ca KOHCTAHTHUM KOoeUIIMjeHTuMa morieaaTu Tpehu 3ajarak ca tecra 13. 10. 2007.

4.

+oo
TeomeTpujckm pe Z q", q € R, xouBeprupa ako u camo ako je |q| < 1.
n=0
n 1— qn+1
3amcra, naprujajHe CyMe TeOMEeTPUjCKOT pefa jecy S, = qu =—q_, % #1
—q
k=0
uS,=n+13aqg=1 Kakoje lim ¢"=03a|q <1, crequ naje S= lim S, =
n—-+oo n—-+oo
1
——. 3a ¢ = 1 pexn je guBeprentan, jep je S = lim S, = 4o0o. Ako je ¢ > 1,
1— q n—-+00
pen je nuseprenTaf, jep je lim ¢" = 400, ma je S = lim S, = +oo. 3a q < —1,
n—-+oo n—-+oo

lim ¢" #e mocroju, na mpema Tome HE lim S, He MOCTOjU U peJl je JIUBEPreHTaH.
n—-+oo n—-+o0o

VY nuramy je reoMerTpujcKu peji Ca KOJUIHUKOM § = B KOJU Je KOHBEPI'eHTaH U 4H]a Je CyMa JeJIHaKa

+oo
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[Mpema Komm—AmamMapoBoM cTaBy, TOJIYTPEYHUK KOHBEpTeHIHje R cremeHor pea
+oo
n 1 : Qp
E an T MOXKe ce padyyHaTu Kao R = W mwm R = lim ——, yKoiuko
1 n—+o0o @
n=0 niriloo |an‘ el

HaBEJIEHW JTUMECH TIOCTOje.

+oo

AKo mymepHuKE pen E an, KoHBeprupa, ouja je lim a, = 0. ExBuBasenrTHo,
n—+o0o +00

n=1
ako lim a, He MOCTOju WM HUje jeqHAK HYJIHU, OHIA Pe Z Qy TUBEPTUPA.
n——+0oo
n=1
“+oo
. T\ .
Ha ocroBy Komw—A mamapoBor craBa, MOJyIPETHUK KOHBEPTEHIH]e CTEIEHOT Pea Z <7> jemHak
e
n=0
n+1 +oo
je R= lim =e. 3a T = e peJ nocTaje Z 1. Harwu peg nuseprupa, jep lim 1=1#0. 3a
n—+oo el ; n——+oo
n=
+oo
T = —e peJ mocTaje Z(—l)", Koju je takohe muBeprentan, jep lim (—1)" me mocroju.
0 n—-+o0o
n=

Tauaan oarosop je (a).

6.

[TepmyTaruja n-TowIanor CKymna jecre 6mao Koja ypeheHa n-TopKa pPasjamduTux eje-
MEHATa U3 TOT CKyma. Bpoj mepMyTalinja n-TOWIaHOT CKyTa jemHak je nl.

Bpoj 3 je dukcupan ma gerBprom Mmecty. IloTpebmo je monmyHuTH ocrase derupu no3urinje. Ha mpBom
MecTy Moxke Ourm yrnucan Omiro xKoju 6poj u3 ckyma {1,2,4,5}. Ba mpBy mO3WIKjy WMaMO YeTHpPH
moryhmoctu. Ha mpyroj mosuruju moxke ce mahm 0mao xoju ox mpeoctasa Tpu bpoja. Ha Tpehoj
no3uIju jefan je o aBa O6poja m3 ckyma {1,2,4,5} koju Huje Ha mpBe JBe mosuiuje. V Ha Kpajy,
OCTIe/Ibe TTeTO MeCTO MOIMyHaBaMo jeamauM mpeoctasuMm Opojem. [Ipema mpumnumy mpomszBoga
nMaMo J1a je 6poj TparkeHux mepMyTanuja jegnak 4-3-2-1-1 =41 =24,

7. @opmupajMo Tabaure HCTHHATOCTH 34 JaTe uckasue popmysie

P ¢|P @ p=4q P=q =D ||pAP|pVD | (=== |pP=9=@=D || p=9=p
0 0]1 1 1 1 1 0 1 1 1 0
0 1|1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
1 0/0o1 0 1 0 0 1 1 1 1
1 110 0 1 1 1 0 1 1 1 1

Ncxkasna dopmyiia pAp jecre KOHTPAIUKIHja, 10K ¢y dhopmyrie pvVpu (p = q) = (¢ = p) TayroJoruje,
3aKOH HCKJbydera Tpelier u 3akon konrpanosuimje. Popmyse (p = q) = =9 u (p = q) = p
HEUCY TayToJoruje. VI3 Tabsinie MCTHHUTOCTH BHIW Ce Ja BaxKu jemxakoct ((p = ¢q) = p) = p.
Jary jesHakocT MOXKEMO JIOKA33aTh U JAUCKYycHjoM 110 cjioBy p. Ummmkanuja je jesnaxka 0 yKOJIUKO
je mpeTrmocTaBKa jeanaka 1, a mocaenwa jemuaka 0. Y CBUM OCTAJUM CJIydajeBUMa UMILINKAIN]A
je jemnaka 1. 3a p = 0 nmocyenuna p jeqnaka je 0, a mpermocraBka p = ¢ jeaHaka je 1, omakie
3aKJbYUIyjeMO Ja je uMILHKaimja (p = q) = ¢ jennaka 0. 3a p = 1 nocienura p jenmaka je 1, ogakie
OJIMax 3aKJbydyjeMo Ja je uMImkanuja (p = q) = q Takohe jennaka 1.

Tauun ogrosopu cy (6) u (r).

1 4 3
8. Ilpumernmo ga cy ememenTu upse Bpcre marpuiie A = | 2 8  « POTIOPIIMOHAJIHU €J1e-
4 16 12

mentuma Tpehe. Takolje, esieMenTH MpBEe BPCTE MPOMOPIINOHAIHA CY €JIEMEHTUMA, IPYTe BPCTE aKO U
caMo ako je a = 6. IIpema Tome, 3ak/byayjemo ma je panr marpuile A jegHax 2 3a « # 6 u ja, je paHr
matpure A jennax 1 3a a = 6.
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Heka cy matu BekTopu @ = (a1, as,as) u b= (b1, ba,b3) m3 R3. CkamapHu mpom3BoI
BeKTOpa @ u b peanan je 6poj d-b = (a1,az,as) - (b, be,b3) = a1 by + a2 by + as bs.
BexkTopckn mpousBos BekTopa @ n b jecte BeKTOP

- - —

. ik . . q
axl — a s as as asg 7 a; as it a; as i
b2 b3 bl b3 b1 b2
by by b3

= (agbz —azba,azby —aibz,a1 by —azby),

e je i = (1,0,0), = (0,1,0) u k = (0,0, 1).

3a mate BekTOpE @ U b oxapelyjemMo BUX0B CKaTapHU W BEKTOPCKHU MTPOU3BOI:

(a)

(6)

10.

Jatu

OpHjeHTHUCAHE.
YIBOPOBA MOTY TIOBE34TU IIYTEM.

Q
X
S
Il
S W

@-b=(3,0,1)-(0,4,1)=3-04+0-4+1-1=1;

=(0-1-1-41-0-3-1,3-4—0-0) = (—4,—3,12).

~ O Sy
— = 3

I'pad pedunnmmeno kao ypehenu nap (X, p), rae je X Henpasan ckyn u p GuHapHa pe-
sganuja nedunncana Ha ToM ckyny. Ejgemente ckyna X HazwBaMo 4BopoBuMa rpada,
a ejieMeHTe CKyIla p rpaHaMa.

I'pacd ce moxke mpeacrasuTu 1 rpadudkn. UBopose rpada IpeacTaB/baMO TAIKAMA.
Axo cy enementn x; u xj cKyna X y peslaliju p, OHJA TaUKy KOja IPEICTAB/ba 9BOP T;
CIajaMo JIMHUjOM KOJa je OpHjeHTHCaHa CTPEIUIIOM Ca Ta9KOM KOja MPeICTaB/ba UBOP
Zj. AKO eJIeMenTH T; U T; HECY Y PeIaliju p, OHJA TauKe KOoje IPeJCTaB/bajy IBOPOBe
T; U xj HUCY JUPEKTHO NoBe3aHe. I'paHa Koja cIaja 9BOp ca caMuM COOOM Ha3uBa Ce
meT/ba.

Ba rpad (X, p) kaxemo 1a je HEOPHMjEHTHCAH aKo je pesarnmja p cumerpudna. Ko
HEOPHjeHTHCAHUX rpad0oBa CBe TPaHe Cy IBOCTPAHO OPHUjEHTUCAHE, OJHOCHO HEOPHjEH-
THCaHE, 114 Ce CTPEIUIE HA IIPTEXKY N30CTABIbA]Y.

3a gBa yBOpa HeOpHjeHTHCAHOr rpadha 6e3 MeT/bU KayKeMo J1a CY CYCEeJHH aKO Cy CIO0-
jenu rpanoM. Bpoj cycemnmx 4BOpPOBA Ca YBOPOM T HA3WBA C€ CTEIEHOM TOT TBOPA.
Heopujentucan rpad 6e3 nerjbu HA3UBaAMO PErYJApHUM CTEIEHA " AKO j€ CTelleH CBa-
KOT 4BOpa TOr rpada jeHaK 7.

Perymapan rpad ca n uBopoBa cremena n — 1 Ha3wWBa ce MOTIYH (KoMIuieTaH) rpad.
[Moryn rpad je rpad koa Kora Cy CBaka ABAa 94BOPA CIOjeHa rpaHoM. Bpoj rpana y

2 2
Y HeopujenTHCAHOM Tpady TMyT NyKUHE Kk HAM3ZMEHUYHU je HU3 YBOPOBA X; U T'DaHA

u; obJMKa X1, U1, X2, U, ..., Tk, Uk, Th+1, TPU deMy je 3a cBako 1 < ¢ < k uBop x;
MMOYETHH, a YBOP T;y] Kpajibu 3a rpany u,;. Heopujentucan rpad 6e3 merspu mopesan
j€ aKo ce MPOM3BOJbHA JBA HENOBA UBOPA MOTY MOBE3ATH MYTEM.

Konauan, nosesan perynapan rpad cremena 2 Ha3mBaMO KOHTYDPOM.

[Toeezan rpad ca n, n > 1, usoposa m n — 1 rpaHoM HaA3UBAMO CTABOJIOM.

) . n(n—1) (n)
MOTIyHOM Tpady jeHak je ————- = .

rpad je HeopujenTHcaH Oyjayhiu ja merosBe I'paHe Ha IIPTEXKY KOJjUM je NPEeJCTaB/beH HUCY
Jacno je u na je naru rpad mosesan, Oyayhu ja ce cBaka JBa O] HEIOBUX IIECT
Jatu rpad je peryiaapan, jep je CTEEH CBAKOT HEETOBOT YBOPA
jemnak 3. I'pad Huje crabiio, jep mMma IiecT 4YBOpoBa u Jeser rpana. (CrabJo ca IecT 4BopoBa UMa,
ner rpana. I'pad Huje HU NOTIYH, jep HOTHyH rpad Ca mecT 9BOpoBa uMa mernaect rpana. Kako je

nartu rpad peryiapan rpad creneHa 3, a He 2, HUje HU KOHTYpA.
Taunu oxrosopu cy (6), (B) u (r).

YmopeanTn 3a7aTaK ca JeceTuM 3agaTkoM ca Tecta 29. 06. 2013.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 19. 09. 2009.

1. Oapenurn meogapehenu nmrerpasn

[ =

2. Nspagywarn BpeganocT oapelernx naTerpama;

(a) cos z sin(2 z) dx;

1
(6) / 22 + 2| da
-3

3. 320KpyXKHUTHU CJI0BA WCTIPE] JUHEAPHUX Inde-
PEHITHjaTHUX je THAYMHa, TTPBOT peja:

2
(a) ()" +y+1=0; (6)
(B) ¢ —y=¢e" (r)
(m) wHujemHa o7 TPETXOTHUX AUEPEHIIN]ATHIX

jemHauuna HUje JWHEApHA AudEPEeHITN]aTHa,
jeaHadYMHa TIPBOT pefia.

xdy + ydx = 0;

v +y+ax=0;

4. OapeanuTu BpeJIHOCTH PEAIHOr [MapaMerpa S 3a

“+o0o
KOJ€ TEOMETDPHJCKI Pe.I 2(2 s)" KOHBeprupa.
n=0
+oo
. "
5. Heka je nar crenenn pen S(x) = Zm Onpe-
n=0

murn S(1).

6. Kosmko pasjnauTuxX HapHUX IPUPOIHUX TPO-
nundpennx OpojeBa MOXKe J1a ce HAIuUIe Kopucrehu
mudpe 1, 4 u 77 (Ilndpe mory ga ce monasmajy.)

7. Hamucaru y obiuky CKH® Bynosy dyukmnujy
flp,a)=pta

8. VY 3aBHUCHOCTH 0/ BPETHOCTH PEATTHOT TapaMe-
TPa « OZIPEANTH PAHT MATPUIIE

A:[}g]

9. OapeauTn COICTBEHE BPEIHOCTH MATPUIE

B:[_gﬂ.

10. Hanucaru jeamaumny npase y mpocropy R3
Koja cazpxkwu tauky M(1,1,1) n mopmanHa je Ha
paBan o : z = 0.
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— Pemema —

11. YV murawy je Tabingau waTerpan. Mmamo

/ 2 q 2 dx 4
2 dre= = | = ="
V3z VvV3J) Ve V3
Obparurn maxmwy jAa je HeoxpeheHu WHTErpas CKyI CBUX MPUMHUTHBHUX (DYHKIH]jA HOJIUHTErDATHE

dyukuuje. IIpema Tome, Bpjo je BaxKHO j1a Ko ojipehuBama HeojpeljeHor nHTerpasia J101amMo KOoH-
CTaHTy M3PAIyHATO] MIPUMUTUBHO] (DYHKIIH]H.

2.

VvV +C.

a
Ako je f nenpekujna n HerapHa dyHKIMjA HA CETMEHTY [—a, al, ougaje [ f(z)dz=0.
—a

(a) Dysknuja f(z) = cosx sin(2x) jecTe HempeKuIHA U HEAPHA HA CEIMEHTY [—T, 7], KA0 mpo-
s

u3BOJ mapHe cos & u nenaphe sin(2 z) dynkuuje. TIpema rome, Baxu cosz sin(2x)dz = 0.
—T

(6) 3mamo ga je
B 2(z+1), z>-1
|2x+2|_{—2(w+1), r < —1.

Ha ocmoBy aguTuBHOCTH 0/ipeheHOT MHTErpaa J00ujamo

1 -1 1
/ \2x+2]dx:—2/ (:c+1)da:+2/ (x+1)dz =
3

-3 -1
1

+ (z +1)2
-3

—(z + 1) =4+4=8.

-1

1
Taxobe, BpegHocT oapehenor nurerpasa / |22 +2|dx jen- T[T 5~
-3

. B 2 4 0 2 3
HAKa je 30Mpy BEJIMYMHA MOBPIIMHA JBA TPABOYIJA TPOYT/IA

4duje cy Karere jay>kuna 2 u 4, 0J/HOCHO jejiHaKa je 2- - = 8.

<> Ego jour jegaor pemersa npumvepa (6). Kako je rpaduk dyuknuje f(x) = |22+ 2| cumerpuaan y
1 1 1

|25E+2\dx:2/ 2(1:—|—1)dx:2(x—|—1)2 = 8.
3 -1 -1

OJHOCY Ha MpaBy ¢ = —1, 3aK/byUIyjeMo Ja je /

3. : : : i .
Jluneapna nudepennujaana jeTHaunHa IPBOT pea jecTe mudepennujaana jeIHaanHa
obmmka y' + P(z)y = Q(x), tne cy P u Q menpeknane dbyHKIMje HA 33]aTOM HHTED-
BaLY.

(a) Hudepennujanua jemunaauna (y’ )2 + y + 1 = 0 uuje auHeapHa JU(QEPEHTINjATHA jeTHAUNHA,
MOTIITO Ce NPBU M3BOA, (DYHKIHjE y Y je/IHAYNHN [10jaB/byje KBaPUPAH.
. . 1
(6) Tudepermmjanna jeanaumna xdy + ydr = 0 Moxe ce sammcatn n y obimky y + —y =
x
0, omakje Bak/byUyjeMO Ja je y THUTamy XOMOTeHa JuHeapHa JAudepeHrnjaaHa jeJHaInHA
mpBOT pena, 3a kojy je P(x) = —. Ilpumerumo ma ce gara audepeHnnjaaHa jeTHAUNHA
x
MOXKe CBpCTaTH U y JAudepeHInjaaHe jeJHaunHe KOje pa3/Bajajy HpOMEHJ/bUBE U XOMOT'€HEe
mudpepeHnuja He jeJHAMMHEe MPBOr PeJa, Kao W 14 je JaTa jeIHAYMHA CIEIUja/IaH CJIyda)]
Bepuynujese u Pukarujese nudepentujasine jeiHaqunHe.
(8) Jeamaumna y'—y=e?® jecre muneapua mudepennujaina jeanaunna 3a P(z)=—1u Q(x)=e".
(r) Jeamauuna y'+y—+x =0 jecre smneapua nudepennujaina jeqnaduna 3a P(x)=1u Q(z)=—x.

Tauuu oarosopu cy (6), (B) u (r).
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+oo
FeomeTpujcku pen Z q", q € R, xouBeprupa ako u camo axo je |q| < 1.

n=0

Y nmramy je TeoMeTpHjCKM peJ ca KOJUIHUKOM 2S, KOJU je KOHBEpTeHTaH aKo W CaMO akKo je

11
—1 < 2s < 1, 0OTHOCHO &Ko je s € <— >

272
5.
00 D
Maxksopenos pen dyukmuje f(x) = e* jecre S(z) = Z —- 3a cBaxo r € R Baxn ma
= n
oo n
P
jeer =32
n=0
Joxkazknmo, KopucTehy ocobrHe CTemeHNX PeaoBa, Ia 3aucTa 3a ¢Bako x € R Baxn
+o0o  n
e’ = Z - Oapesumo npBo nojiynpedHuk Kouseprenumje R crenenor pega S(x) =
= n!
+00  p
x . n+1)! .
Z —. IIpema Kommu—Apgamaposom ctaBy R = lim u = lim n = +oo.
n‘ n—-+4oo n‘ n—-+oo

n=0
Jlaxse, pen KomBeprupa 3a cBako x € R, Tj. 00/acT KOHBEPTEHIWjE CTEIEHOT PEeJa
jecre R. Cywma crereHor pejja mMa KOHAYaH IIPBU M3BOJ] HA WHTEPBAJIYy KOHBEPIEHIIU]je

¥ OH Ce MOKe€ m3padyHaTu AudepeHIPameM WIaH 0 9IaH. ¥ KOHKPETHOM CJIyUajy

too -1 too "
umamo ga je S'(z) = Z L = Z ) 33 CBAKO T € R, oxuocuo na je S(z) =
n=1 ’ n=0

S’(x). Oumrre pemerse muneapue audepentujannae jegaunne npsor pega S’ (z) = S(z)
jecre S(x) = Ce*. Kaxko je S(0) = 1, 3akspyuyjemo ga je S(x) = e,

3a z = 1 gobujamo 1a je S(1) =e.

6. Karo cy y muramy mapuu 6pojeu, mociaemmma mudpa mopa 6utm 4. Ilomro ce mmudpe mory
IOHAB/bATH, IPBE ABe Iudpe TpaxKeHor Tpoiudpenor 6poja Mory butn 6umo koju 6poj ox nonyhena
tpu, 1, 4 wim 7. Ilpema mpuununy npoussoia, 6poj TpaxkeHux TporudpeHux O6pojeBa jeJHAK je
3-3=9.

[powusromna Bynosa dyrkimmja f : {0,1}2 — {0,1} (w3yzen dynkmmje xoja je naen-
TUYKH jeTHAKa 1) MOXKe ce IPeJICTABUTH ¥ OOJIUKY CABPINEHe KOH]YHKTUBHE HOPMAJTHE

dopme (CKH®)

fa) = (fLL) VBV A(F(L,0) VDV ) Af(0,1)VpVg A(f(0,0)VpVq).

I[Ipomssosmsua Bysnosa dymkimmja f : {0,1}2 — {0,1} (m3yzes dynkmumje Koja je mien-
Tnaky jepnaka 0) MOxKe ce npejcraBuTu y 00JIMKy CaBpIIEHe JIMC]yHKTUBHE HOPMAaJIHE

dbopme (CAHD)

fp,a) =(FL ) ApAgV(f(L,0)ApAG)V(f(0,1) AP AV (f(0,0) ADAT).
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T10 1
Ilecdbeposa (nu) dyuxiuja T sedunncana je nomohy Kejmujese tabmume 01 1 .

111 0
[Tedepora dyuKIMja je Heranmja KOHjyHKIje, OJHOCHO Baxku p T ¢ =p A q.

110 1
Mupcosa (aumm) bysknuja | gedunncana je nomoly Kejnujese tabmume 0|1 0 .

110 0
[TupcoBa dyHKII]a je HeTaInja AnC]yHKIA]e, OJHOCHO BaXu p | ¢ =p V q.

Ba dbyukmujy f(p,q) = p T ¢, va ocroBy le MopranoBux 3akoHa, BaxKu
fp,a) =pTa=pAq=pV7,

IIITO je W CaBpINeHa KOHjyHKTuBHA HOpMastHa gopma [ledepore dymuknmje.

1 «
0 0

8. BaManI/H_[yABa}KI/IA:|:1 Z]%[

} . Paar marpurne jemnax je 1 3a cBako a € R.

<> WnycrpyjMo Ha OBOM HpUMepPy KaKO Ce padyHa PaHr MaTpulle 1o jedunnnuju. Panr marpuie
JepUHUIIIEMO Kao pej meHe Hajpehie peryiaphe nogmarpuie. Y ciaydajy marpure A mmamo ga je
det A = L oa
1 «
(mobujena yknamameM Apyre BPCTE W KOJOHE), Ia 3aK/bydyjeMO /13 je paHr Marpuie jefaHak 1 3a
cBaxo o € R.

= 0. Marpuna A je cuHTyJapHAa, aJd TOCTOJU perygapHa MOAMATpUIla peaa 1

9. Kapakrepuctuunu nosmnom Marpuiie B jennak je pp(A) = det(B — M) = 9

“AB=A) +6 =X —-5X+6 = (A —2)(\A—3). Concrsene speanocru marpuue B jecy myse
KapakTepucTuaHor nosuaoma @p(A). Ilpema Tome, comcrBene BpegHocTn jecy A\ = 2 u Ag = 3.

5—A 3 ‘_

10.

[Mapamerapckn o6JWK jegHaunmne mpase p y mpoctopy R3 koja cagpwxm Tadxy
M (0,90, 20) 1 napasenta je ca BeKTOpoM iU, = (a, b, ¢) raacu

r = xg9+at
p:y = yo+bt
z = zg—+ct.

Bekrop paBHu je BeKTOp HOpMaJaH Ha JarTy pasaH. BekTop 1pase je BEKTOp napaJiesian ca JaToM
npaBoM. Bektop pasuu o je 7i, = (0,0,1). PaBan u mpaBa OpTOTOHAJIHE Cy aKO Cy WM BEKTODH
napasennn. Jexnaduna npase Koja cagpxu tauky M(1,1,1) u unju je Bexrop i, = (0,0, 1) rracu

z = 1
p:y = 1
z = 14+t, teR.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 03. 10. 2009.

1. Oapenurn meogapehenu nmrerpasn

/(x+1) (22 +1) o

3

2. Nzpauynaru BpennocTu onpeljeHux uHTErpasia;

’7T 2
(a) xe “dx;
—Tr

) /11 2| dz.

3. Ogpemutu ommre perieme audepeHIrjaIne
jenmaunne y4 — ¢ = 0.

4. OapeanTu BpeJIHOCTH PEAIHOr [mapaMerpa S 3a

+00 s\ n
KOje TeOMEeTPUJCKH PeJ Z <1> KOHBEPTHUPA.

n=0

+00
‘,L,TL
5. Heka je nar crenenu pex S(x) = E —- Ope-
n!

n=1

auru S(2).

6. Kosmko pasinauTuxX HapHUX IPUPOIHUX TPO-
nndpennx 0pojeBa Ko Kojux nudpe He Mory 1a ce
MOHAB/bAjY MOXKe Ja ce Hanuie kopucrtehu nmudpe
1,4,6u 77

7. Hanucaru y o6siuky CKH® BynoBy dbyHkiumjy
fp:a)=pla

8. V 3aBUCHOCTH 0J] BPEAHOCTU PeaJsiHor HapaMe-
Tpa (v OIPEIUTH PAHT MATPHUIE
1 4
A= 4 o
3

(=20 B \V]
—
[\)

9. 3a Koje BpeJHOCTH PeasHOr apaMeTpa U XOMO-
FEHHU CHCTeM JIMHEeAPHHUX aJredapcKux jeIHaqnHa,

uxr + 2y =0
2z + (u+3)y=0

MMa HETPHUBUJAJTHO PeEIIEHeE.

10. Harwm cy sekropu @ = (1,2,3), b = (1,3,5)
u ¢ = (2,5,8) y BekTopckom mpocropy R3. Ompe-
JIATH:

(a) bxa
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— Pemema —

.
|1. Mnrerpan MoxKeM0 LpeacTaBUTH Kao 30up yerupu TabjuyuHa MHTerpasla

+1) (2241 34 g2 1 1 1 1
/(a: )(;C )d:r = /x e ;—x—i— dx:/dx+/dx+/2dx+/3d:€
X X X i X

1 1
= x+ln\x|—;—ﬁ+0.

Obparutn maxmwy jAa je HeoxapeheHu wHTErpas CKyI CBUX NMPUMHUTHBHUX (DYHKIM]jA HOJIUHTErDAIHE
dyukuuje. IIpema Tome, Bpjo je BaxKHO j1a Ko ojjpehuBama HeojpeljeHor nHrerpasia Ji04amMo KOH-
CTaHTy M3PAIyHATO] MIPUMUTUBHO] (DYHKIIH]H.

2.
a

Ako je f HenpeknHa 1 HenapHa DYHKIM]A HA cerMeHTy [—a, al, onaa je [ f(z)dz=0.
—a

a
Ako je f HenpekujHa u napaa QyHKI@Mja Ha CErMEHTY [—a,al, oHua je / f(x)dx =

2 [ se)an B

(a) Dyskmmja f(z) = ze”

2 .
T7 jecTe HeNpeKMWHA W HeMAapHa Ha CETMEHTY
™

[—7, w]. TIpema Tome, BaxKn ze ™ dz = 0.
— y=u
(6) ®Dyskmmja f(x) = |z| jecre HempexkuaHA U HapHa HA cermenTy [—1, 1].
1 1 21 P = -
x
[Tpema ToMe, Baxn / |z| dz = 2/ rxdr =2—
1 0

d

1
<> [Ipumep (6) moxkemo pemmuru u rpacduaku. Bpemnocr oxpeljenor maTerpasa / rdzr jenmaxa
0

a=1

(%)
N =

je BeJIMYIMHU IOBPIINHE Jejla, PABHU KOJU OTpaHmdaBajy npaBe ¢ = 1, y = 0 u y = . Y nuramy
je jeTHaKOKpaK! ITPaBOyIVIM TPOYrao uuje Cy KaTeTe TyKWHA 1, TTa je BeIWIWHA FLETOBE TIOBPITNHE
1

jeHaKa —.
Jen 5

3. Jara jexmaunmna y® — ¢’ = 0 jecre xoMorena nuHeapHa MudepeHIIjaTHA jeIHAUNHA TETBPTOT
pena ca xoucranTHIM Koedutmjentuma. Onrosapajyha kapakrepucruana jepraanna jecte A\ —\2 =
A2 ()\2 — 1) =A2(A = 1)(A+1) = 0. Kopenn KapaKTepuCTHYHE jeHAUNHE PEATHH Cy GPOjeBH A\ =
A =0, 3 =1u )\ = —1. Tlpumerumo ga je jeman KOPEH BUITECTPYKOCTH IBa, NOK Cy JAPyra
JaBa kKopeHa npocra. Oxarosapajyha maprukysiapHa JUHEAPHO HE3ABUCHA pelleha AnudepeHiinjaaHe
jennaunne jecy y1 = 1, yo =z, ys = e nu yg = e *.
BUX0BA je JMHeapHa KOMOWHAIN]a, OJJHOCHO

Omnrrre pernemse audpepeHIMjaIHE jeTHAUNHE

y=Cry1 +C2y2 + C3y3 + Cyys = C1 + Cox + C3e” + Cye™™.

3a jeraspaH MPErJIes TeOpUje XOMOTEHUX JUHEAPHUX JudepeHInja HuX jeTHAUNHA BUIET Pejia,
ca KOHCTAHTHUM KOoeUIIMjeHTUMa [orJieaTu Tpehu 3ajarak ca tecra 13. 10. 2007.

4.
+oo

CeomeTpujcku pen Zq”, q € R, kouBeprupa ako u camo ako je |g| < 1.

n=0

. . S .. .
V mwuramy je reoMeTpujcKu per Ca KOJMIHUKOM T KOJU je KOHBEPreHTAaH aKO U CaMO akKo je

-1< Z < 1, ogmocuo axo je s € (—4,4).
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—+o00

$n

Maksopenos pen dyukuuje f(z) = e jecre Zil Ba csako z € R Baxwu ma je
n!

n=0
“+o0o
n
T _ E :“L
n!’
n=0
+OO 7L TL
3a cako r € R Baxkn ma je e E —. Ilpema rome, umamo ga je S(x Z P = E — = 1=
n! n!
n= O n=0

¥ —1. 3a x = 2 nobujamo 1a je S(2) =e? - 1.

6. Kako cy y muramy mapun 6pojeBu, mocmeama mudpa je 4 wim 6. YKOIUKO je TocTeIma mudpa
4, nomTo nudpe HEe MOTY [1a Ce TOHAB/Bajy, mpBa nudpa je jeman ox mpeoctayga Tpu Opoja, 1, 6
win 7. Kana cmo uzabpanu npsy nudpy, apyra he 6utu jeman oj npeocrasa jpa bpoja. llpema
Tome, Tpomudpenux Opojera cactaB/benux o mudapa 1, 4, 6 m 7, Kox Kojux ce mudpe Pa3IUKY]y
u Koj kojux je Tpeha mudpa 4, nma npema npuHIUIY TpousBojga 3 -2 = 6. Mcrtum pe3oHOBameM
3ak/bydyjemo ma Tporumdpenux OpojeBa cacraB/perux ox mmdapa 1, 4, 6 u 7, kox Kojux ce mudpe
pasJIuKyjy U Koju ce 3aBpinaBajy mudpom 6, uma 6. Kako ce tpaxkenu 6poj 3aBpinasa wiu mudpom
4 wm nucppom 6, npema npuHIiMity 30Mpa 3aK/bydyjeMo i3 napaux Tponudpennx 6pojeBa Ko KOjuX
ce nudpe pa3IuKyjy U Koju cy cacraB/benu oj nucapa 1, 4, 6 u 7 uma 6 + 6 = 12.

IIpomssosmsua Bysnosa dymrkimmja f : {0,1}2 — {0,1} (m3yzes dynkuuje Koja je mien-
THYUKY jefHaka 1) Moxke ce pefcTaBuTH y O0JUKY CABPIIeHe KOHjyHKTUBHE HOPMAJIHE

dbopme (CKHD)

fo,q) = (fF(LL) VPV A(f(L,0) VBV AfO,1)VpVE A(f(0,0)VpVg).

I[Ipomssossua Byosa dymkimmja f : {0,1}2 — {0,1} (m3yzes dymkmmje Koja je mien-
Tnaky jegnaka 0) MOXKe ce npeJCcTaBuTu y 00JIMKY CaBpINeHe UC]yHKTUBHE HOPMAaJTHE

dbopme (CAHD)

f(p>Q) = (f(lvl)/\p/\Q)v(f(lvO)/\p/\q)\/(f(071)/\ﬁ/\Q)v(f(Ovo)/\ﬁ/\Q)'

T10 1
ledeposa (an) dynkumja 1 gedunucana je momohy Kejaujese tabaume 0|1 1 .
111 0
[MTecdbepora dbyukimja je meranuja KOHjyHKIINAje, OTHOCHO Baxu p T ¢ =p A q.
4o
[Mupcosa (ammm) dynaknuja | medunucana je nomohy Kejmujese tabmmme 0|1 0 .
110 0

[Tupcosa dbyHKIMja je Heranuja JUCjYHKITHjE, OJHOCHO BaXXu p L ¢ = p V q.

Caspiiena KoHjyHKTHBHa HopMasHa dhopma GyuKujy f(p,q) = p | g jecre

fp, ) =@V APV ON(PVY.

8. IIpumernmo 1a ¢y eleMenTH TIpBe BpCTe TPONOpIHoHaIHu exeMentnMa Tpehe. Takobe, enementn
IpBe BPCTE MPOIOPIIMOHAHY Cy €JIEMEHTUMA APYTre BPCTE ako n caMo ako je a = 16. IIpema Tome,
3aK/BYUIyjeMO fa je paHr Marpuie A jennax 2 3a « # 16 n na je panr matpure A jeqmak 1 3a a = 16.

75




Ho ucror 3ak/pydka josa3uMo u rnocMarpajyhu kosone. EjeMeHTH TIpBe KOJIOHE TPOTOPIIMOHAJIHI
cy ejileMeHTHMA Jpyre KojoHe. Ejgementu npBe u Tpehie KOJIOHE IPONOPIMOHATHE CY aKO ¥ CaMO aKo
1, a=16,

je a = 16. Baxu na je rang A = { 2, «#16.

9. XoMOreH# CUCTEM UM3, HETPUBUJAJIHO PEIIEHE KO M CAMO aKO j€ JIeTEPMUHAHTA MATPUIE CUCTEMA

jennaka nyau. JlerepMuHaHTa MATPHUIE CUCTEMA jeJHAKA je

;L w43 ’ —u(u+3)—4=u*+3u—4=(u+4)(u-1).
Cucrem mMa HETPUBH]AJJIHO PEITEHe aKo U caMo ako je u = —4 wim u = 1.
10.
Heka cy maru BekTopu @ = (ay,as,as), b= (b1,ba,b3) 1 € = (c1,co,c3) m3 R3. Bex-

TOPCKH MPOU3BOJI BEKTOPA @ 1 b jecTe BeKTOD
gk as a a, a a, a
-7 2 az |» 1 as = 1 az |7
axb = ay az as - J+ k
by b3 by b3 b1 by
by b2 b3

(ag b3 — agba, a3z by — a1 b3, a1 b2 —azby),
= (0,0,1). MemoBuTHu IPOM3BOJ, BEKTOPA @, bué

e je i = (1,0,0), 7 = (0,1,0) u k =
peanan je 6poj |d, 5,6] =a- (5 X ). 3a MeIoBUTH IPOM3BOJ BEKTOPA @, b u ¢ Baxu
ap az as
[@aj: by by by
c1 ¢y 3

3a BekTOpe @, b u ¢ oapeljyjemo onrosapajyhin BeKTOPCKU W MENTOBUTH MTPOW3BOT

) i 7k
(a) bxda=|13 5|=(3-3-5-2,5-1-1-3,1-2—3-1) = (1,2, —1).
12 3
(6) [d,¢,d=0

76




— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 07. 02. 2010.

1. Koanko pasgmunTux HEMApHUX TPUPOTHUX
Tpommdpennx O6pojeBa MOXKe Ja Ce HAIUINE KOPH-
crehu ucpe 1, 4, 6 u 7 (nudpe ce He MOTY TIOHA-
BbaTH)?

2. Heka je a mpows3BO/AHO WCKA3HO CIOBO. 3a-
OKPY2KWUTH CJIOBA MCIPEJ NCKa3HUX opMy/a Koje
Cy TayTOJIOTH]e!

(a) aVg (6)
(r) atg ()

(b) wmwmjeaHa O MPETXOAHUX MCKA3HUX (HOPMYIIa
HUje TayTOJIOTHja.

a A a; (B) a=aq;

al a;

3. Ojapeautu Heoapelerun naTErPAT

/ dx
Vir —3—z2

4. Wzpauynatu BpemHocT onpeljeHor mHTErpaa

1
2
/ z3e® de.
~1

5. OgpemuTu omimire perieme audepeHIijaine
jennaunne npsor pena y'y — x = 0.

6. [ara je nudepennujanna jesnaunna y’ —y =
0. 3a0KpyKUTH CJI0BO HCIPE] HEHOT OIIITET pPe-
IICHma:

(a) y = Cre” + 20",
(6) y = Crz + Coxe”;
(B) y = Che® + Cy + Cs;
(r) y=C1 + Cre™%;

(rme cy C1, Co, u C3 1pOU3BOJbHE DEATIHE KOHCTAHTE)
(m) mujenma on nmperxomuux byHKIMja HUjE OIIITe
pelrremne nare audepeHnnjatne jeTHadnHe.

7. BaokpyXWTH CJIOBA NCTIPE] KOHBEPTEHTHUX HY-
MEPUUYKUX PEJIOBa:

+o0 +oo
(—1)"4—3. n3_
@ Y e Yy
i =
3" .3
) Y5 (1) Y sin:
n=1 n=1

(mx) HUjemaH oJ IPETXOJHUX HYMEPUIKUX PEIOBA
HUje KOHBEPTEeHTAH.

1
8. Oapequru panr marpuie A = [ 1 Z ] y

3aBUCHOCTHU OJ], BPEJHOCTU PEAJIHOI [IapaMeTpa a.

9. OmpenuTn MEHMMAJIHK IOJAHOM MAaTPHIE

p-[2 0]

10. Hamucaru jeqmaummy mpase y mpocropy R3
koja cagapxu taduky C(0,1,0) u HOpMasHa je Ha
paBan 0 : z = 0.
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— Pesynratn —

1. Tpaxenux Tponudpenux 6pojea uma 12.

Bunern mectn 3agatak Ha Tecty 03. 10. 2009.

2. Tagasu je ogrosop (B).

Bunern nesern 3ajartak Ha Tecty 18. 01. 2009.

= arcsin(xz — 2) + C.

'/\/zm;iixwz/\/l—xjiu—zl:/\ﬂ—czi—m?

Bunern mpeu 3agatak #a tecty 18. 01. 2009.

1
4. / 23 dz = 0.

-1

Bugern apyru 3amarak nog (a) ma recry 18. 01. 2009.

5. Ommrre pememse gare qudepentujaite jeqnaunte raacu y2 = 22 + C wm y = Va2 + C.

Bunern tpehu 3agarak na Tecty 23. 06. 2007.

6. Tauan je oxgrosop ().

Buneru werspru 3azarak na recty 18. 01. 2009.

7. Tagan je ogrosop (6).

Bumeru meru 3amarak ma tecty 20. 09. 2008.

8. Panr marpure A jennax je 1 3a cBako a € R.

Bunern ocmu 3amarak Ha Tecty 19. 09. 2009.

9. Munnmasan osimHOM Matpuiie B jennak je up(A\) = A — 3.

Buneru cemmu 3anmarak wa recry 18. 01. 2009.

10. Jenmauunna mpase xoja cagpxu tauky C(0,1,0) u wmju je Bexrop @), = (0,0, 1) racu

zr = 0
p:y =1
z = t,teR.

Bunern necerm 3amarak Ha Tecty 19. 09. 2009.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 20. 06. 2010.

1. Hexka je p mpom3BO/BHO WCKA3HO CIOBO. 3a-
OKDPY2KUTH CJIOBA UCIIPEJ MCKa3HUX (opmy/ia Koje
Cy KOHTPaUKITHje:

(6) PVp;

(r) p=n ()

(a) p=p; (B) pAP;
(pVp) = (pAD);

(b) wwmjeama om mperxoAHUX MCKAZHUX (HOPMyIa
HUje KOHTPaJUKIIH]a.

2. Onpeantn Heompehenn wHTErpaIT

/ dx
Vir —3—22

3. Uspauymaru BpegHOCT OpeheHOT WHTerpasa

vy
x
—dz.
/gcost

4. Oppegurn omrnre perieme gudepeHiujaHe
jennaanne xdx + (y+ 1)dy = 0, a 3arum n oHYy WH-
TerpaHy KpuBy Koja mposiasu kpo3 Tadky (0,0).

5. OgpenuTu ommrTe perieme anudepeHTrjaTHe
jemmaamne y” — 5y’ + 6y = 0.

6. Hasectu mpumep:

(a) KOHBEPreHTHOT TEOMETPHJCKOT PEJIa;

(6) JAMBEPreHTHOr TEOMETPUJCKOT PEJIA.

“+o0o
1 rax\m
7. Har je crene e —(—).Oa'e a
Har j TnHHpgz:ln 5 Baj pell UM
n—=
obJiacT KOHBEPTeHIIHje:

(a)(—=1,1); (6)(—3.3): (B)[-3.3]; (r)[-2,2);

() HEjemaH OJ MPETXOMHUX WHTEPBAJIA.

8. 3a Koje BpeIHOCTH peaHor TTapaMeTpa ¢ XOMO-
TeHU CHUCTEM JIMHEAPHUX aaredapCKux jeTHadnHa

ax +2y =0
22+ (a+3)y=0

nMa HEeTPUBUJATHO Perrerhe’

9. Hekacy du ngOI/ISBOJ'bHI/I BexTOopu u3 R3, u
HEKa je ca - O3HAUEH CKAJApHU MPOU3BOJI BEKTOPA
y R3, a ca X BexTOpCcKm mpom3Boj BeKTOpa y R3.
Sa0KpYKUTH CJIOBA UCIPE] TAYHUX TBPhHema:

(a) laxbl=lalb; (6) |

-

@b

=

|l [b];

7

]:
(B) @-b=0-a (r) @xb=bx

QL

(m) HujemHO O MpeTXOHUX TBPhEma HIje TAYHO.

10. Komauko rpana nMa moToyH rpad ca 10 gso-
posa?
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— Pesynraru

(a) Uckasna dhopmyna p = P jefHaka je nCKa3Hoj GopMysin p, ma mpeMa ToMe HUje HU TayTOI0TH]ja
HY KOHTPAIUKIIN]A.

(6) Uckasua dhopmyaa pV p jecTe TayToa0THja, 3aKOH UCKJbyUderba Tpeher.
(B) Uckasnma dopmyna p AP jecre KOHTPAIMKIMja, HETAIM]a 3aKOHA UCK/byderha Tpelier.

(r) Uckasua dopmyna p = p jemHaka je UCKa3HO] GOPMYJIH p, TpeMa TOME HHUje HU TayTOJOTHja
HYW KOHTPAIUKITH]a.

(n) Kako je uckasna dbopmyna pV p TayTonoruja, a p A P KOHTPAJAUKIIN]A, 3aK/ByIyjeMoO ja je
ummnkaimja (pV p) = (p A D) KOHTpauKIuja.
Tauun ogrosopu cy (B) u ().

YmopeauTu 3a7aTak ca MeTuM 3ajaTkoM ca Tecta 20. 02. 2008.

12. Ceoljemem kBagpaTHOr TpUHOMA, 4 2 —3—2 % HA KAHOHCKM OOJIMK JATH HHTEIPaJI IOCTaje Tab IMIHI.

dx - / dx B dx
Vdxr —3—x? V1—z2+4x—4 V1= (z—2)2
ObpartuTn naxmwy Aa je HeompeheHu MHTErpas CKyI CBUX NMPUMHUTUBHUX (DYHKIH]jA TOJIUHTErDAIHE
dyuknuje. IIpema Tome, BpJO je BaXKHO j1a Ko ojpehuBama HeonpeljeHor nHTerpasia J101aMo KOH-
CTaHTY M3PAIyHATO] MIPUMUTUBHO] (DYHKIIN]H.

HNmamo

= arcsin(x — 2) + C.

YmopeanTn 3a7aTak ca MPBUM 3aaTKoM ca Ttecta 18. 01. 2009.

3. llpumenom Fbyra—Jlajorumose dpopmyre mMaMo:

™ ™ ™ 2
[Tcos:;da;—Qf2r cos;d(g)—2sing25ﬁ—2(sing—sin2)—2<1—\2[>—2—\f2.
2

2

4. Tudepenumjanna jennaunna z dz+ (y+1) dy = 0 jecre nudepennujanna jeaaaauna Koja pasipaja
2

~ x
npomersbuBe. OmnTe permeme Jgare jeIHAYrHe TIach /acdx + /(y + 1)dy = C, omnocuo - +

n?
(y-;) = C, 1j. T0 je bammmja kpyxnuna x>+ (y +1)2 = C. 3a z = y = 0 gobujamo za je

C = 1. Unrerpasna Kpusa jaTe audepeHimjaitne jeJHaqdnne Koja mposasu Kpo3 taduky (0,0) jecte
kpyxuuna 2 + (y + 1)2=1.

Ymopeantn 3amarak ca Tpehum 3agaTkom ca Tecta ompxkamor 08. 02. 2009.
5. Onmre pememe nare qudepennujaise jengaunne rioacu y = Cp 2% 4+ Oy 37,
Ymopeantn 3amarak ca Tpehum 3agaTkom ca Tecta omprxkamor 25. 08. 2009.

“+oo
6. Teomerpujckm pe Z q", g € R, kouBeprupa ako u camo ako je |¢| < 1. Makue, nox (a) cy Taunu
n=0

400 +00 1\" 400
CBW OJITOBOPH Z q", 3a|q| <1 (anp. Z <2> ), amog (6) Cy TaYHU CBU OITOBOPH Zq”, 3a |q| > 1
n=0

n=0 n=0
“+o0o
(HOp. Z 2™).
n=0
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YmopeanTn ca meTuM 33 aTKOM ca TecTa oapxkanor 28. 06. 2008. roxmme.

+o0o
1 sx\m
7. Ha ocnoBy Kommn—AgamapoBor crasa, MOJIYIPEYHUK KOHBEPTEHIMje CTEeHOr peja E — (5)
n=0 n
+
. . o (nt1)2nt . . ~1
jemmak je R = lim ——————— = 2. Bax = 2 pej mocraje XapMOHUjCKH eI Zf KOJjU JInBeprupa.
n—-+00 n 2" n
n=0
+o0
: (=" : : ,
3a £ = —2 pej nocTaje E ——. llpema JlajoHUIIOBOM KpUTEPHUjYMY Taj pell KOHBEPTHUPA. 3HAUH,
n
n=0

o6/1acT KOHBEPreHIHje TONa3Hol CTEeHOD Pejla jecTe MOIyOTBOPEHN nHTepBas [—2,2).

Taqan je oarosop (r).

YmopeauTn ca IeTuM 33JaTKOM ca Tecta ogpxkanor 07. 06. 2009. roxmae.

8. XoMoreHn cucreM UMa HETPUBUjATHO PEITICIHE aKO U CAMO aKO je JeTepMUHAHTA MATPHUIIE CHCTEMA
jennaka nysau. JlerepMuHaHTa MATPHUIE CUCTEMA jeJHAKA je

2
g 0+3 ‘ —ala+3)—4=ad>+3a—4=(a+4)(a—1).
CucreM mMa HETPUBH]AJJIHO PEIIEHe aKo U caMo ako je ¢ = —4 win a = 1.

YIopeuTn ca ceAMUM 33JaTKOM ca TecTa oapxkaHor 28. 06. 2008. rommHe.

9.
(a) Umamo ga je |@ x b| = |@||b| ako u camo axo 3a yrao ¢ msmely BekTopa @ u b Bazkn 1a je
sin = 1, 0IHOCHO aKO M CaMO aKo je ¢ = g VY ommreM ciydajy TBphere Huje TauHo.
(6) AlicosyTHa BPEJHOCT CKAJIapHOD LPOU3BOLA BEKTOpa @ 1 b jejHaka je 1pOU3BOLY HIXOBUX
VHTEH3NTETa aKo M CaMO aKo je @ - b = +|d] |g\, Tj. aKO M CAMO aKO 3a yrao ¢ m3Meljy BeKTopa

G b Baxkm na je cosy = +1, OIHOCHO aKO W CaMoO ako je ¢ = 0 wim ¢ = 7. Y onmrem
caydajy TBpheme Huje TadHO.

(B) U3 nedunnmmje ckagsapHOT MPON3BOIA JUPEKTHO CIETH Ja je a - b="b- a, Tj. Ja je cKaJapHu
IPOU3BOJ KOMYTAaTHUBAH.

(r) Baxwu d@ x b= —b X d, mro je nocaeguna geduHUTII]E BEKTOPCKOT MPOU3BOJA U OCOOMHE J1a
JeTepMUHAHTa Meha 3HAK YKOJHNKO [IBe IhbeHe BPCTe 3aMeHe MECTa.

Tauan je camo oarosop (B).

Y1opeuTH ca JeBETHM 3aJaTKOM ca TecTa ojapxkanor 08. 02. 2009. romwne.

10 10-9
10. Bpoj rpana nmornyror rpada ca 10 uBopoBa jegHaK je ( 2> =—5 = 45.

YmopeanTn ca geceTnM 3aJaTKOM ca Tecta ofpskanor 23. 08. 2008. roxmme.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 02. 10. 2010.

1. Onpenutn Heogapehenu nmrerpas

/ dx
sin?(2x +3)

2. Uzpauynartu BpennocTu onpeljeHnx mHTErpaa;

(a) /02|1—xrdx;

(6) /2 2 da.
—£ er

3. Ogpenuwru ommre perieme audepeHIIRjaTHe
jennaunne npsor peaa y' = 3y.

+00 1 2n
4. WzpauynaTu: Z <2> .

n=1

5. OapennTn MOMYTPEeYHUK KOHBEPTEHIIN]e cTere-

+o0 1 n
14— "
HOT pesa nz:() ( + n) x

6. Heka je A mpomsBosbHa peasiHa KBaJIpaTHA Ma-
TPUIA PeJia 1. 3A0KPYKUTH CJIOBA UCIIPET TATHUX
TBphema:

(a) detA=0<=rangA <n;
(6) rangA =n <= det A > 0;
(B) rangd =n = JA7;

(r) rangA =n <= det A # 0;

(&) HEjemHO O/ MPETXOMHUX TBphEma HHUje TadHO.

7. OapeauTn jeJlaH CONCTBEHN BEKTOP MaTPHUIIE

5-[20]

8. 3a Koje Cy BPEJHOCTH DPEAJHOT MapaMeTpa
Bekropu 4 = (2,8,6) u ¥ = (1, ,3) BekTOPCKOr
mpocropa R3:

(a) kosmHeapHM;

(6) oproroHaNHH.

9. Heka je a mpowsBO/AHO WCKA3HO CIOBO. 3a-
OKPY2KWUTH CJIOBA MCIPEJ NCKa3HUX opMmy/a Koje
Cy TayTOJIOTH]e:

(a) aVa; (6) aAa (B)
(r) atfa (2) () @

(e) wwujegHA O MPETXOIHUX WCKA3HUX (hOpMysIa
HUje TayTOJOTH]ja.

a = a;

a & a;

10. Kosmwko usoposa nma crabmo ca 100 rpama?

82




— Pesynrarm

.
11. Veohemen cmene go6ujamo TabauaHN HHTErPAT:

dx t=2x+3 1 dt 1 1
— = =— | ——=—c-ctgt+C=—-ctg(2x 4+ 3) + C.
/sin2(2m+3) { dt = 2dz } 2/sin2t o '8 - 2cg(a:+ )+

ObpartnTn maxmy ma je HeoapeheHn WHTETPAT CKYI CBUX TPUMUTHBHUX (DYHKIM]a TOAWHTETPATHE
dyukimje. Ilpema ToMe, BpJo je BayKHO Jia KOJI o/ipehuBama HeolpeheHor MHTerpaia T0/1aM0O KOH-
CTAHTy U3PA4YyHATO] HIPUMUTUBHO] PYHKIN]U.

2.

a
Axo je f HempekunHa u HemapHa dYHKIHja HA cerMenTy [—a, al, oamaje [ f(x)dxz=0.
—a

2 1 2 2\ |1 72
(a) I/IMaMo;Laje/ |1—x|dw:/ (1—:1:)dx+/ (x—l)dx:<:c—> +<—m>
0 0 1 2/ 2

1 1
1—--— 2-2—--4+1) =1L
( 5 0+0>+( 2+>

. X .
(6) Dysknumja f(x) = o7 HENPEKUAHA je I HeNapHa Ha CErMeHTy [—%,5]. TIpema Tome, Baxn

e

2
/_eeﬁdxzo.

2
<> [Ipumep (a) MoxeMo permuTn u rpadbuIK.

2
Bpennoct maTerpasma / |1 — x| dx jegnaka je BeJMYUHU TOBPINUHE
0
Jesa paBHU Koju orparmyaBajy npaBe =0, x = 1, y = 0 u kpuBa y =
|1 —z|. ¥ ouramy cy aBa moaygapHa jeTHAKOKDAKa MPABOYIJIa TPOYIJIa N y=I[1-2 =1
duje cy obe Karere jy:KuHA 1, 1A je BEJMYMHA IIOBPIIMHE CBAKOI' O

)

. . . ="k
BUX jeTHAKA 3 Bpeuocr nosaznor ogpehenor unrerpana jeanaxa je . 2 | 2
1 1

—+-=1.
2 2
3. OBo je jegmaumna Koja pa3Baja MPOMEHHUBE, W 0 HEHOT OIIITET Pellermha J0Ja30M0 HHTETPa-
d d d
mujom: Y = 3y = d—y =3y = Y _ 3dz = /y = /3dx. HMurerpanu ca neBe m JecHe cTpaHe
L Y Yy

nocse e jeHakocTn Tabauann cy uHTerpasau, e je: Inly| = 3z + C, ogHocHo y = Che*. Naxne,
OIIIIITe pelrerbe mosasne andepeniujaiie jequadune raack y = C1e®, mTo ce jeIHOCTABHO MOKE
POBEPUTH.

4.
+o00 1
Baxmu: Zq" = 1_a rje je ¢ peasiHa KOHCTaHTa Koja 3ajoBosbaBa ¢ € (—1,1).
—q
=0
" “+o0o +o00 1 q
Takobe, 3a ¢ € (—1,1), Ba : "= "n_l=— 1=
Kol qge( ), BaXKH u Zq Zq T4 &
n=1 n=0
Hakute:

%
8
N
N | —
N———
[\]
3

I
&
3
VR
N
N =
"
[\]
~

I
%
3
N
=
N————
3

I

—_
[ .

I
INIOUI NS

I
W
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Ha ocuory Komu—A gamapoBor craBa moynpedHUK KOHBEpreHiuje R cremeHor peja
“+oo

E ap, " MOXKe ce u3padyHaTu Kao R = L

R - 1' n
—————, IJIU 1m ———, YKOJIUKO
. ’ )
lim \n/ Qa v 0 An+1

HaBeJIeHN JIMMECH TIOCTOje.

400 n?
1
Hakme, mosynpednuk (paInjyc) KOHBEPreHIHje CTEIeHOT Pe/a Z (1 + ) x" jecre:
n

n=1
1 1 1
R — = j—

1\ ) li A
lim <1+> lim <<1+> > nilfoo< +n>
n—-+00 n n—+o0 n

Paur marpure jemmak je pemy meme najsehe perysapHe MOAMATPHUIE. Y KOJUKO je
KBaJI[paTHA MAaTPHUIA pelia 1 peryjapHa, wmeH padr he 6utu jeqHak n, uw oOpHYTO,
VKOJIUKO je paHT KBaJpaTHe MAaTPHUIE Pela N jeJHAK M, Tajaa je OHA peryiaapHa. 3a
CHHTY/IApHY KBaIPATHY MaTpuily A pema n Baxwu 1a je rangA < n.

Haxne, tepheme (r) jecTe Tauno (Marpuna je peryaapHa ako M CaMO akKO jeé HheHa JeTEePMUHAHTA,
pa3JIMInTa O HYJIE).

Takobe, YKOJINKO je MaTpPHIA PEryaapHa, Taja I0CTOju keHa napep3na Marpuna A~ na je u repheme
(B) Taumo.

Tephemwe (6) Huje TauHO, jep U3 YMILEHUIIE Ja je PAHI KBAJIPATHE MATPUIE DEJa N JeJHAK M CJAeau
J1a je WmeHa, TeTePMUHAHTA PA3JIMduTa O HyJe, aad TO He 3HAYM Ja WheHa, JTeTePMWHAHTA Mopa OuTh
NO3UTHUBHA (HHeHa JeTePMUHAHTA MOXKe OUTH W HETATUBAH OpOj]).

Tepheme (a) jecre Tauno (Marpuna je CHHTYJIAPHA AKO M CAMO aKO jé HeHa JeTePMUHAHTA jeJHAKA,
HYJIH).

Takne, tauna cy tephema (a), (B) u (r).

. 2—A 0

7. Kapakrepucrnunn nomunom marpune A jecre pa(A\) = det(A — AI) = ‘ 0 3-1 ’
A)(3=A).

Cormcrene BpenHocTu MaTpurie A jecy HyJsie KapaKTEePUCTHIHOT TOJUHOMA @4 ().

TIpema ToMme, BaxkKu 7@ Cy COMCTBEHE BPETHOCTH A1 = 2 U Ao = 3.

CorcTBeHN BEKTOPH Cy HETPUBHjATHA pelnema Marpudnux jemHadmba (A—MI) Xy = 0 wu

(A= Xd) Xy = 0.

HeKajeXlz[xl]I/IXQZ[m2:|.
1 Y2

2—-2 0 il o 0 . o
Ta;:anrs[ 0 3_2}{%}—[O]ﬂo@gamoyl—().

,a e R\ {0}.

. . «
Corncreenn BekTop X jefHAK je BEKTOPY 0

2-3 0 z2 | |0 B B
MS[ 0 3—3]'[%]—[O]HO@UaMon_O,

o]
3 , B e R\ {0}

Cormcreenn BekTop Xo jefHAK je BEKTOPY

VY1ope T ca OCMUM 33JIaTKOM ca Tecta ofp:kaHor 13. 02. 2011. rogune.
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8.

(a) Bekropudmu b 6uhie KOJIMHEAPHU aKO W CaMO akKo mocToju t € R TakBo j1a Baxku @ = t 5, OJTHOCHO
ako nocroju t € R makso ma Baxku (2,8,6) = t(1,«,3). M3jennagaBamem omrosapajyhmx
KoopauHaTa jgobujamo 1a je t = 2 u o = 4. Ilpema Tome, BekTOpU 4 U ¥ KOJMHEAPHU CY 34
a=4.

(6) Bekropu @ n U Guhe OPTOrOHATHN KO M CAMO aKO je ’UXOB CKAJAPHW MTPOU3BOJL jeTHAK HYJIH,
Tj. aKO BaXKh 113 je

@ v=(286) (1,0,3)=2-1+8-a+6-3=20+8a=0.
5

IIpema Tome, BekTOpY 4 W U OPTOTOHAIHU CY 38 O = ——.

2

VmopeanTn ca ocMuUM 33, 1aTKOM ca Tecta ofpskamor 27. 08. 2011. roxuwe.

9. Nckasna anrebpa je Bysmosa asrebpa. [Ipema Tome, cBe Teopeme Bynose anrebpe Baxke n y HCKa3HO]
anrebpu. Y BysmoBoj anrebpu 3a cBaku eJeMeHT @ Baxku aV a = a ¥ a A a = a (HJIeMIOTEHTHOCT ), TIa.
3aKJby4yjemo ma uckasue dpopmyse aVa u aAa Hucy Tayronoruje (Hucy jemnake 1 3a CBe BPEIHOCTH
MCKA3HOT CJIOBA G — YKOJMKO UCKA3HO CJIOBO @ MMa UCTUHUTOCHY BpexHocT 0, uckasue dopmysie aV a
u a A a mmajy ucruaurocay speanoct (). Takobe, jacro je ma mckasua dbopmysna G HEUje TAYTOJOTH]A,
(YKOJIMKO @ mMa MCTHHUTOCHY BpenHocT 1, @ mMa uctuauTocHy Bpeanocr 0). Canano, 3a llledepory
(an) 1 dyukuujy Baxku ga je a T a = a Aa = @, na uu uckasna Gopmyna a T a HEUje TayTOIOTH]A.
Jlako ce mpoBepaBa ja uckasHe hopMyse a = a U a < a jecy TayTosoruje (TadHe Cy, OTHOCHO UMajy
UCTUHUTOCHY BPEAHOCT 1 Uy Cydajy jla MCKA3HO CJIOBO @ UM, HCTHHUTOCHY BPeJHOCT 1 vy cayuajy
Jla ICKA3HO CJIOBO ( UMa MCTUHUTOCHY BPEAHOCT ().

Tauuu cy ogrosopu (B) u ().

10.

[Mogcerumo ce aedunnnuje crabna: To je nosesan rpad ca n (n > 1) uBoposa u
m = n — 1 rpana.

Haxkie, ctabmao ca 100 rpana mva 101 gBop.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 09. 10. 2010.

1. Konwko mma mpupoaaux 6pojeBa ca HajBHUIIE N
nudapa (0 nuje npuponan 6poj)?

2. Heka je p TpowsBOBHO WCKA3HO CIOBO. 3a-
OKPYXKUTHU CJIOBA UCIPEJ UCKA3HUX (bopMmyaa koje
Cy KOHTPaUKITIje:

(a) p=p; (6) PVp;

(r) p=n ()

(B) pAD;
(pVp) = (pAD);

(b) wwmjesma om mperxomHUX MCKA3HUX (HOPMYyIA
HUje KOHTPaJUKIIH]a.

3. Onpeantn HeompeheHn MHTErpaIT

/ dx
Vir —3—z2

4. Nzpauynaru BpeaHoct onpeheHor wHTErpaJa

T
2
/ sin x+/cos zdx.
0

5. Ogpemutu omiire perieme audepeHIrjaIne
jennadwne npBor pega y’ = 3y.

+00 1 2n
6. lzpauynaru: Z (2> .

n=1

7. OppenuTn jemam COTICTBEHW BEKTOP MATPUIIE

5-[20]

8. Heka je A peasma xBajpaTHa MaTPHUIA pera
n € N. 3a0KpyKuUTH CJ0BA UCIPEJ] TATHUX OJIN0-
BOpa:

(a) kKapakTepucTHYHU TIOJHHOM Marpure A jecre
CTeneHa m;

(6) marpuma A yBeK uMa n pa3IuIUTHX CONCTBE-
HUX BPEIHOCTH;

(B)crenen mMuwHWMATHOr TOJMHOMA Marpuie A
CTPOTO je Mamb! O]l CTEeNeHa HEeHOI KapaKTepH-
CTUYHOT ITOJIMHOMA,;

(r) HEjeaH OJ TPETXOTHUX OATOBOPA HIUjE TAUaH.

9. 3a koje Cy BPEIHOCTH PEAJHOT MapaMerpa «
BekTopn d = (2,8,6) u b = (1,,3) BeKTOpCKOT
npocropa, R3:

(a) kosmHeapHM;
(6) oproronaTHM.

10. Konuko (HeopujeHTHCAHUX) rpaHa UMa IOT-
nyH rpad ca 10 usoposa?
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1.

— Pesynrarm

VYV nuramy cy cBu jennonmdpenu, nporudpendu, ..., n-ronudpenu OpojeBu, maksie, cBu OPojeBH

mamu 07 10" (10™ je majmamu npupoaan 6poj ca n+ 1 nudpom). Taksux 6pojesa, jacHo, nma 10" —1.

2. Taunw omrosopu ¢y (B) u ().

Buneru metu 3amarak Ha Tecty 20. 02. 2008.

dz dz A
3. . .
/\/m /\/1_x2+4$_4 / = _2? resin(z — 2)

Buneru npsu 3agarak uwa recry 18. 01. 2009.

b
Y oppelhjenom unTerpasy / flp(x))¢' (z) dz Mmoskemo yBecTn cmeny t = () yKOIMKO
a

Cy WCIyHEHU Cjiefenu yC/IoBu:

e © je crporo MOHOTOHA (DYHKIM]A HA CErMeHTY [a, b];
e 1 = ! uma nenpekujan npsu ussos Ha unrepsary (o(a), p(b));

e f je menpekuana dyHKIMja Ha cermeHty [¢(a), p(b)];
b ©(b)
U TaJia BaxKu Jia je / flp(x))¢' (z)dz = / f(t)dt.
a w(a)
Heka je dynkuuja f Henpexnjna Ha cermenty [a,b] w Heka je F' npowsBosbHA 1pH-

mutuBHa byHKIuja Gyukiuje f #Ha ToM cermenty. Tana paxwn Hboyru-Jlajouurora

dopmyaa
b

[ e = r

— F(b) — F(a).

a

Takobe, 3a cBaky unrerpabunny gyuknujy f #a cermenty |a,b] Baxu:

/abf(a:)dx =— /ba f(z)dx.

Bagarak pemasamo yBohemem cmene u npumenom Ebyru-Jlajouurnose dopmyite:

/’5
0

3
2

t

wl N

dt = —sinzdz, v=5=t=cos5 =0

t =cosz, r=0=>t=cos0=1 0 1
sin xy/cos xdx = = —/ Vidt = / Vidt
1 0
1

2
=30-0=3.

Wl o

5. Ommre perrerse gare mgudepennujanie jegnadanne riaach y = Cre’?.

Bumeru tpehw 3agarak ma tecty 02. 10. 2010.
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400 1 2n 1
6. = = —.
>(3) =3
n=1
Buneru wersptu 3amarak ma tecty 02. 10. 2010.

7. Concreenn BeKTOp X1 jeJHaK je BEKTOPY

BeKTOpY [ g } BeR\ {0},

g }, a € R\ {0}. Concreenn BekTop X2 jemHak je

Bunern cenmu 3amarak Ha Tecty 02. 10. 2010.

8. Tauan je camo oarosop (a).

Buneru nesern 3amartax Ha Tecty 28. 02. 2007.

9.

(a) Bekropn @ n b Komneapau cy 3a a = 4.

5

(6) Bekropu d u gOpTOI‘OH&HHI/I Cy 32 &= — .

Bunern ocmu 3amarak Ha Tecty 02. 10. 2010.

10 10-9
10. Bpoj rpana normynor rpada ca 10 gBopoBa jegHak je (2 > =—5 = 45.

Bunern necern 3ajgarak Ha Tecty 20. 06. 2010.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 23. 01. 2011.

dx

1. Oapenurn meompelenn waTErpas / —_—
1+ cosz

2. Wzpauynatn BpeaHOCT OApeheHOT MHTErpaJa

1
/ |z + 1|dz.
-1

3. Hammcarn amdepentujanny jeqHaqInHy TPBOT
peja auje je ommre permeme y = Ce3?.

4. OpgpeguTn OMINTE perniermhe AudepeHITrjaTHe
jemmadamne v —y = 0.

5. 3a Koje BPEIHOCTH pPEAJHOr MmapaMerpa o Hy-
+oo

1

MEpPUIKHU PeJT KOHBepTHPa?

+oo n

x

6. Hexa je mar crene en S ——g 1)t
Ka je ar crenenu pex S(z) (—1) -

n=1

Onpeauru S <;> )

7. OJpe T panr MaTpuIe

A=

_ 0 -
o O O
=
W = N

8. Hagectn kBagpatHy Marpuily pega 2 uuju
Cy MUHUMATHM W KapPaKTEPUCTUIHH TTOJTMHOM jel-
HaKN.

9. Hamucarn jeamaumny mpase y mpoctopy R3
Koja cajgpxu tadky M (0,2,0) u mapasenna je ca
Z-0COM.

10. Hexka cy p v ¢ npon3Bo/bHA UCKA3HA CJIOBA. 33~
OKPY2KUTHU CJIOBA UCIPEJ UCKA3HUX (hopMmy/ia Koje
HHCY TayTOJIOTH]e:

(a) pVD; 6) pAp;  (B) p=p;

(r) p=¢ (0) b

(b) cBe mperxomte uckasHe HOPMYIIE jecy TayTo-
JIOTH]e.
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— Pesynraru

d d
1. Kako je 1+ cosx = 2 cos? Q,HMaMogaje/H;Sw:/m;g:tgg—i—C.
1 1 211
1
2. BayKH;Laje/ |x—|—1|dx:/ ($+1)dx:(x—;) -9
-1 -1 1

3. Xomorena jmHeapHa AudepeHInjaIia jeJHadnna Ipeor pejga y = 3y uMa pememe y = Ce3?

Ymopeantn 3amarak ca Tpehum 3agaTrkom ca tecta 02. 10. 2010.

4. 3Bagarak je HACTH Kao Tpehn 3agaTak ca tecta 26. 01. 2008.
+o0
@
jecy exBukouBeprenTHu. Pen Z—a KOHBEPTUPa 3a 3 > 1,

LD I

o0
omHOCHO 33 « > 2. IIpema Tome, u pen, Z — KOHBEpPrupa 3a o > 2.
\/ n—+1

5. Pegosu

+00 n
6. Maxsopenos pen dyuknuje S(x) = In(1+ z) jecre Z(—l)"‘lx—. 3a cako x € (—1,1] Baxkn 1a
n
n=1
+00 n
1 1 3
je S(x) =In(1+2x) = Zl(—l)"la;. IIpema ToMe, nmamo 12 je S <2> =In <1 + 2> =In <2>
n=

7. IlpuMmermMo ma cy OpBa W ApYyra BpCTa MATpUne A JMHEapHO HE3aBHCHE, KA0 U Ja Cy eJIeMEHTH
tpehe Bpcre jemmakwu 30mpy oarosapajyhmx ememenara mpBe u apyre Bpcre. Ilpema Tome, panr
Marpuie A jennak je 2.

8. MunnMaJ/IHU IIOJIHHOM MAaTPHIE JeId heH KapaKTepUCTHIHH IoauHoM. Hyiie KapakTeprucTHaHor
MOJINHOME, Takohe Cy HyJie MUHWMAJJHOT TOJMHOMA WCTOT WU Mamer pema. llpema Tome, yKOIUKO
KapaKTEePUCTHIHU MTOJNHOM MATPHUIE Pela 2 UMa JBe PA3JININTe HYJe, IbeHH MUHUMAJIHU U KapaK-
TEPUCTUIHYU TIOJUHOMU jecy jenHaku. Hp. MUHMMAJHM ¥ KAPAKTEPUCTUYHW TOJTUHOMYM MATPHUIIE

1 . .
A= [ 0 (2) ] jemHaku cy. AKO KapaKTEPUCTUIHN MTOJMHOM MATPHUIE UMA JeTHY HYJIY BUIIECTPYKOCTH

2, numamo jase moryhuoctu. Ilpsa moryhrocT je Jjia je MUHMMAJIHUA ITOJIMHOM jeJIHAK KapaKTEePUCTUY-
2

0 2

HOM Ka0 Koj marpuiie B = [ } YV npyrom caydajy MUHMMAJIA TTOJHHOM WM jEIHY MPOCTY

20
HyTy, Kao Kog marpuie C = 0 2|

9. Ilpasa napaJjensa ca £-0COM HapajesHa je U ¢a BEKTOPOM i = (1,0,0). Jenmaumna npase Koja
caapxu tauky M (0,2,0) u mapasnenna je ca Bekropom i = (1,0,0) racu

r =t
y = 2
z = 0.

10.

(a) Uckasna dopmymna pV D jecTe TayTOIOTH]A.

(6) Uckasma dopmyna p A p jennaka je p. IIpema Tome, HEje TayTOJIOTHjA.

(B8) Uckasua dopmyaa p = p jecre TayToOJOTHja.

(r) Uckasna dopmyna p = ¢ uuje tayrosoruja, jep 3a p = 1 nu ¢ = 0 jara nMmIMKanuja nma
BpeanocT 0.

(n) Vckasma dopmysa P HEje TayTOIOTH]A.

Tauanu oxrosopu cy (6), (r) u ().
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 13. 02. 2011.

1. Ha xomKO HaunHa MOYXKEMO (DOPMUPATH PErHu-
CTApPCKy TaOIUITY KOja MMa J[BA TPOU3BOJHHA CJIOBA
cpricke a30yKe Ha CBOM TIOYETKY, & 3aTHM UETHPH
pOM3BOJbHE THdpe.

2. Oapeautn Heoapehenn uHTErpas

|

3. Uszpauymnarn BeIWdnuHy MOBPIHHE €18 PABHU
. . 1
KOju OrpaHnYaBajy KpuBa y = Inx u npaBe © = —,
e

r=eny=0.

4. OgpesuTn OMINTE perniermhe AudepeHITrjaTHe
jemmaamne y"” = .

9. 3a0KpyKUTH CJIOBA UCIPEJ] KOHBEPTEHTHUX Pe-
IOBA.

oo -1 2n oo -1 5n
(a) Z(TLZ-ZQ; ©) Zén—i)—5;
n=2 n=>5
+

(5) *Z“S. o S L
n=3 %’ n:4W’

() HujesaH O NPETXOJHUX PEIOBA HUjE KOHBED-
IeHTaH.

+00

. 1 x\ nt+l1 .

6. Jar je crenenu pej E I <§) . Onaj
n=0

pen uMa 00IACT KOHBEPTEHITH]e:
(&) HUjemaH O/ MPETXOMHUX HHTEPBAJIA.

7. Tlpencrasurm BekTop & = (1,2,3) y BEKTOpP-
ckoM Tpocropy R? Kao jmHeapHy KoMOHHAIM]Y
Bekropa d@ = (1,0,0), b= (1,1,0) u ¢= (1,0, 1).

8. OnpeanTn COTCTBEHE BEKTOPE MATPHUITE

A:[gg}

9. OgpeanTn BEKTOp HOpMaJje PaBHU ( y TIPO-
cropy R3 nare jempmaumnom 2z — 2y + z = 1.

10. Kosmuko uBopoBa mMma moTmyH rpad ca 45
rpasa’
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— Pemema —

1. Cprcka azbyka nma 30 cnosa. Ha mpBoj m Apyroj mosunuju y perucrapckoj Tabaumm Moxke OUTH
zanmucano 6mio koje ox 30 ciosa azdbyke. Ha ocrasie getwpu mo3wuiuje perucrapcke tabinie MoxKe
6utn 3ammcana 6mao Koja nudpa uz jgecerouwnaHor ckyma mudapa {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Bpoj
HauMHA, 33, (POPMUPAHE PEruCcTapcKe TabJIuIe, MPeMa MPABUIY TPOU3BOJIA, jeCTe

n=30-30-10-10-10-10 = 9000000.

12. PanmonasmcarmeM nMeHHONA HOAMHTErpane (pyHKImje gaTn HeoapeljeHn nHTerpas CBou Ce Ha,
306mp aBa TabamuHa WHTErpasa,

/ x _ 1 Vo +1 —l—f
Vil Vitl—va Verltva

:/\/1'+ +\f (\/ﬁ—{—\/»)

r+1—=2
= /\/:L“—i-ldx—{-/\/fdm:;x/(x+1)3+§\/x73+0
2
- g((:c+1)3+:::%)+0.

ObpartnTn maxmy 7a je Heoapehern WHTETPA CKYI CBUX TPUMUTHBHUX (DYHKIM]a TOAMHTETPATHE
dyukimje. Ilpema ToMme, BpJIo je BayKHO Jia KOJI o/ipehuBama HeoJpeheHor MHTerpaia J0/1aM0 KOH-
CTAHTy U3PA4YHATO] HPUMUTUBHO] PYHKIIN]U.

3. eo paBHEU orpaHHYeH KpUBOM Yy = Inx w mpaBaMa x = %, xz =eu y = 0 Haja3u ce UCNOJ, a J€0

n3Had T-0Ce. BGJII/IqI/IHy IMOBPIINHE TPaXKEHOT JeJIa PaBHU MOXKEMO IIPEeACTaBUTH Kao 36I/Ip BE/INYUNHA
MOBPINIUHA JIeJIOBA PABHU Ha CJIUIU o3HadeHux ca P u Pr. Heonpehenu uarerpas dyukiuje y = lnx
onpehyjemo meromoM mapiujasiHe WHTErpaiuje, J0K oaroBapajyhe ompehene muTerpasie padyHaMO
kopurihewem Ebyru—Jlajouurose dbopmyite.

) u=Ilnx dv=dz
e /lnxdm: d dx lenx—/dac:mlnm—x+0
U=— V=2
1 — x
y=Inz 1 e
By P:P1+P2=—/ 1na:d:1:+/ Inzdx
-1 0 71 2 3 % 1
1 e
_ 1 1 2
1 | =—(zlnzx—2)| +(zhzr—-—2)] =1—-—-—-4+e—e+1=2——
.1,':; é 1 e e e
-2

4. YV nuTamy je HemoTHyHa JudepeHInjaina jenadania Tpefier pega. Y3acTOMHOM TPUMEHOM TI0-
CTYTIKa WHTErparimje modmjamo

"

Cl.’E +C2£1?+03

y' = @
2
y' o= /a;dar—+01
/ 22 3
Yy = /(2 >d$—6+Clx+C’2
4 2
y = /<%+C1x+02>dx—;+c1x+C2$+C3
ot
24
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<> Jennauuna ¢y = x jecre Hexomorena nuHeapHa qudepeHIjaita jeaHadrta Tpeher pega ca KoH-
cranTHEM KoedunujertuMa. OmmTe peremse xoMmorere jegaaunne iy =0 jecre y, = Crx 2 + Cox +Cs,
jep oarosapajyha xapaxrepucruuna jegaaunna A5 = 0 uma jegan xopen A = 0 BUIIECTPYKOCTU TPU.
Merosiom Heonpehenux koeduiinjenara oapehyjemMo jeIHO MapTUKYJIAPHO pEIerhe JaTe HEXOMOIEeHE
jeanaunbe. Kako A = 0 jecre KOpeH BUIIECTPYKOCTH TPU KAPAKTEPUCTHIHE jeIHATMHE, TPAXKEHO 11ap-
THKyIapHO permere ob/Ka je y, = 25 (Ax + B) = Az + Bx3. Mvamo xa je Y, = 4Ax3+3Bx?,
Yy = 12A224+6Bxn Yy, =24 Ax+6B. Bamenom y,' = 24 Ax+6 B y noasmy jemmaumry y"' = x,
jgobujamvo 1a je 24 Ax+6 B = x. UsjennagapameM KoeHUIMjeHATA Y3 UCTH CTEIEH TPOMEHIHUBE T Ca,

JIEBe U JleCHe cTpaHe, 1obujamo 1a je A = o1 n B = 0. TIpema Tome, jemHO TAPTUKYIAPHO PEIIEIHE He-
4 4
. . x . 9 x
XOMOTeHe jeIHasMHE JeCTe Yp = o, & THeHO OTIITe PEIIIEThe jecTe i = yn+yp = C1x"+Cq .’L'+C3+ﬁ.
5.
“+o0o

Pen Z—a, a € R, xouBeprupa ako u camo ako je o > 1.
n

n=1
[Topcernmo ce na modeTHa BPEIHOCT WHJEKCA N HE YTHYE HA KOHBEPIEHIIN]Y DEIa.
+oo +oo
Hywmepuuknu pen Z Qp M THETOB OCTATAK Z an, k € N, ekBukouseprenTHu cy, 0b6a
n=1 n=k+1
peJia Cy Wik KOHBEPreHTHA W/ JIMBEPTEeHTHA.
<=2 (—1)2n 1 =1
(a) Hywmepuuru pemosu Z = Z n Z— jecy eKBUKOHBepreHTHH. Ha ocHOBY
n2+2 n2 +2 n2
n=2 n=2 n=1
+00 1
HaBEMIEHOT TBPhHema mMaMo 7 je pes Z—Q kouBepreutan. I3 apyror mopenbenor kpurepu-
n
400 (_1 om n=1
jyMa cjaenu Jia je pen Z 5 KOHBEPI'€HTAH.
il K 1 (e
(6) TIpumenom Jlaj6ruoBOr KpUTEpHjyMa 3aK/bYUyjeMO 14 je pes Zm = —527
n n
n=>5 n=>6

KOHBEPI'eHTaH. +o0

4 3
(B) Kako je 3 > 1, pex z;ﬁ je JimBepreHTaH.
n=

“+o0o
4 3
(r) Pen E —~~— Jje xouseprenTan, jep je — < 1.
Yk
n=4 n 4

Tauuu ogrosopu cy (a), (6) u (r).
6.

[Mpema Komw—AgamMapoBoM craBy, HMOJMYNPEYHUK KOHBEpreHiuje R creneHOr peja
+oo

g an 2™ Moxe ce pagynaTn kKao R = ! lim

R n
————= WNJIN =

Iim 4{/|a n—=+00 Up41
n=0 n=-+oo | n‘
HaBeJICHH JIIMECH II0CTOje.

, VKOJIMKO

Ha ocmoBy Komm—Ajgamaposor craBa TOJYIPEYHWK  KOHBEpPTEHIIWje  CTEMEHOT  PEela
+oo

E (3:) jenHax je R = lim u = 2. 3a z = 2 pes mocTaje XapMOHH]-

n+11\2 n—+oo (n 4 1)27+1
n=0
+oo +0o0o “+o0o +oo
1 1 —1)ntl —1)"
CKH peJ Z%n+ 1= X:In KOjU JUBEPIHUpa. 3a T = —2 pej mocraje z%(nj—l = z:l(n)
n= n= n= n=

IIpema ﬂa}6HHHOBOM KpUTEPUjyMy Ta] pell KOHBeprupa. J3Hadu, 00JIaCT KOHBEDIEHITHje M10JIa3HOT
CTEIEHOT pejsla jecTe MOJYOTBOPEHN HHTepBaT [—2,2).

Tauan oxrosop je (r).
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7. Bekropu @, b u € jecy JMHeapHO HE3aBHCHH, INTO C/IEIH HA OCHOBY UMIbEHHIE Ia je [d, 5,5} =
1 00
1 1 0|=1%0. Ipema ToMe, OBM BEeKTOpH umHe jejHy 6a3y BeKTOpcKor mpocropa R3. Craxu
1 11

BEKTOD BEKTOPCKOT IpocTopa R MoyKe ce Ha jeUHCTBEHN HAYUH IIPEJCTABUTH KAO JMHEAPHA KOM-

OuHaIMja BEKTOPA d, bué

3a BEKTOP T BaxKu
¥ = aa+pfb+~c

(1,2,3) a(1,0,0) +3(1,1,0) +~v(1,1,1)
= (a+B8+78+77).

OcraJio je join ja pemuMo CHCTEM JIMHEAPHUX aarebapCcKux je HaunHA

a+B8+y = 1

Bty =
v = 3.
Pememe cucrema je v =3, = —1 u o = —1. [lakne, Bekrop & npejcrasmpamo y Gasm {d, b, ct
BeKTOpCKOr mpocropa R? kao smHeapny koMbunanujy = —a — b + 3 ¢.

8. Kapakrepuctuann nosmaoM maTpuie A jecre

wA(N) = det(A — \I) = ‘ 2-X 0

0 el ':(z—x).(zs—x).

Comcrene BpefaOoCTH MaTpuiie A jecy Hysje KapakrepuctuaHor mosmHoma ¢ 4(A). IIpema Towme,
BAXKHU JIa CY COMCTBEHE BPeAHOCTH A = 2 U Ao = 3. ConcTBeHN BEKTOPHU Cy HETPUBUjAJTHA PEIIEHa

marpuununx jegnaanna (A — A1) - X7 =0u (A — A2I)- X9 = 0. Heka je X; = [ il } nXo= [ 5;2 }
1 2

2-2 . . .
Taga uz [ 0 3 0 9 } : { :l:jl } = [ 0 npobujamo y; = 0. Concreern BekTop X1 jeHAK je KOJOHA-
- 1

a 2-3 0 2] [0 . B
—ManI/ILU/I|:0:|,OZER\{O}. 1/13{ 0 3_3]'[%}—{0],106@&1\/10952—0. Concrsenn

BEeKTOp X9 jeJIHAK je KOJOHA-MaTPHUIIA [ g } , B € R\ {0}.

9. Bekrop HOpMasie T, PABHU (v CBaKM je BeKTOp obsmka 7, =t (2,—2,1), rae je t € R\ {0}.

10.

[Mormyn rpad je rpad Ko KoTa Cy CBaKa JBa UBOpa CrojeHa rpamoM. Ako jen € N

n
6poj uBopoBa moTnyHOT rpada, OHJA je IHeroB OPoj rpaHa je HaK 5

n(n—1)

n
13 ycnosa 3amarka Baxkn ga je <2> = 45. Nmawmo 1a je = 45, ogrocao n? —n — 90 = 0.

Pemema nare xkBajparue jennauunne jecy n = —9 u n = 10. Bpoj uBoposa normyHor rpada ca 45
rpaga jemHax je 10.

YmopeauTn 3a7aTak ca OCMUM 33JaTKoM ca Tecta 03. 02. 2007.
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— TecT OCHOBHOI 3HAHA — 11. 06. 2011.

z+1
1. Oxapenurn meompeljenn waTErpas / dzx.
NZ

2. Jlara je mudepeniujanna jeanaanna y” —y = 0.
Heka cy C1, (5 u (3 npousBo/pHE peaJiHe KOH-
CTAHTE. 3A0KPYKUTU CJIO0BA WMCIPE] OIIITET Pe-
merma Jare audepeHijajiHe je[HaduHe:

(a) y=Cie® +202e% (6) y=Cre” + C2 + Cs;
(B) y=Cre” +Ce™®; (r) y=Crz+ Coze”;

(m) muWjeaHa o MpeTXONHUX (DYHKINjA HUjE OTI-
mrre pereme gare audepeHnnmjasHe jegHa-
9HHE.

3. 320KpyXKUTH CI0BA UCTIPET KOHBEPTEHTHUX Pe-

J0BA:
oo +oo _1\2n
@ 33 © YUV
n=2 n=>5

—+00 3 +00 4
(5) Z;m (r) ZW

(x) HUjemaH o7 MPETXOJHUX PEOBa HIUjE KOHBED-
TE€HTAaH.

4. O,Z[peI];I/ITI/I IIOJIYIIDEYHUK KOHBepI‘eHL[I/Ije cTere-
—+00

Z 1 T\ n+1
norber 2 (5) '

n=0

5. Y 3aBUCHOCTH OJ BPEIHOCTU PEAJIHOT HapaMe-
Tpa (v OJIpEUTHU PAHT MATPHUIIE

1 4 3
A=12 8 «
4 16 12

6. VY 3aBuCHOCTH 0JI BPEIHOCTH DEAJHOI Mapa-
MeTpPa G PelIUTH CUCTEM JIMHEAPHUX aJjirebapcKkux
jenHaTmHA

z+y=1

r+ay=a.

7. OmpenuTn COICTBEHE BPEIHOCTH MATPHUILE

=[13]

8. Jaru cy Bekropu 4 = (1,0,1) u v = (2,3,2) y
BexTopckoM tpocropy R3. Oapeuru:

(a) u-7;

9. OjpennTn BEKTOP HOpMaJe paBaHW « ¥ TPO-
cropy R? nare jeamaumnom 2z + 5z = 1.

10. Heka cy p v q npou3Bo/bHA UCKA3HA CJIOBA. 3a-
OKPY2KUTH CJIOBA UCIPEJ UCKA3HUX (popMy/ia Koje
Cy TayTOJIOTH]eE:

~—

6) p=9)=>0P=7

(r) (p=4q) = (@=D);

(a) pAD; ;
(B) pVD;
() (p=q)=p;

(b) wmwmjeaHa O MPETXOJHUX MCKAZHUX (HOPMYIIa
HUje TayTOJIOTHja.
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— Pesynrarm

1 d 2
1. Bamﬂgaje/x\/t?dx:/\/idx—k \/—225\/:?3—1-2\/%—#0.

2. Ba smerapHO pererme noreaaTn 9erspru 3agarak ca recra 18. 01. 2009. Tawan oxrosop je (B).

3. Tauanm oxmrosop je (r). Pex ca KOHCTaAHTHHUM WIAHOBAMA W XaPMOHHUjCKHU PEJ| jeCy ITUBEPreHTHH
penosu. Ipumepn (B) u (1) pasmarpanu cy y nerom 3agarky ca tecra 08. 02. 2009.

4. Tlonynpeunnk komseprenmuje je R = 2. Ilormemarn mectn 3amarak ca tecra 13. 02. 2011. 3a
JIeTaJbHO PEITIerhe.

5. Bajgarak je mctu Kao ocMmu 3ajgarak ca Tecta 25. 08. 2009. 3a panr marpuie A Baxkwu rang A =
1, a=6;
2, a#6.

6. 3amarak je mcTh Kao ocMu 3amarak ca Tecta 07. 06. 2009. 3a a = 1 cucrem mma GECKOHAUHO
pemema {(r,1 —r)|r € R}. Ykomuko je a # 1, cucrem uma jeauncreeno pememe, © =0 u y = 1.

2—-X\ 3

3 2=
(2—-X)2 -9 =(-1-X)(5~—)). Comncreere BpegHOCTH MaTpure B jecy HyjIe KapaKTepHCTITHOT
nosmuoma @p(A). TIpema Tome, concreene BpemnocTu jecy A\p = —1 u Ag = 5.

7. Kapakrepuctuaau nosmaoMm marpuile B jennak je ¢p(A) = det(B — AI) =

8. Camaan oBoM 33aTKy jecTe mepeTn 3agarak ca tecra 25. 08. 2009. 3a gare BekTOpe € u U BAXKM:

(a) @ -5=(1,0,1)-(2,3,2)=1-240-3+1-2=4;

(6) =(0-2-1-3,1-2-1-2,1-3-0-2) = (=3,0,3).

Sl

X

<y

Il
[
W O
DN = [

9. Bekrop HOpMaTe 7, PaBHU (v CBAKHU je BEKTOp obumka 7, =t - (2,0,5), e je t € R\ {0}.

10. 3agaTak je ucTu Kao ceaMu 3amaTak ca Tecta 25. 08. 2009.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 27. 08. 2011.

1. Oapenurn meogapehenu nmrerpasn

/ x2dx
x2—-3z+4+2

2. UzpauyHatu BpegHOCT opelieHOT mHTErpasa
/ 313+
1

5 dx.

X

3. Ogpemutu ommre perieme audepeHIirjaIHe
jenuaaune xy = y + x na uarepsaiy (0, 400).

4. BaoKpYKUTH CJI0BA UCIPEJ TATHUX OJINOBODA!
(a) s6up gaBA KOHBEPTEHTHA peJa jecTe KOHBEP-
TeHTaH pe;
(6) 36up mBa JAWBEpreHTHA PeJa YBEK je JuMBeEp-
TeHTaH pe/;
+ +
T e ) B o=
B eJI0BH ny ——
ped 2n—1)(5¥n—1) 10 ¥/n2

. n=1 n=1
jecy eKBUKOHBEPTeHTHH;
“+o00
(r) ako je pen E |an| KoHBeprenTaH, oHyma je u
n=1
“+o00
pen E @, KOHBEPTeHTaH;
n=1

() HEjemaH 0/ IPETXOJHUX OJTOBOPA HUjE TAYAH.

5. OapeaunTn MOMYTPEUYHUK KOHBEPIEHITH]E CTETe-
+00

n <x)n
HOT eaE - .
bea n+1\4

n=0

6. 3a Koje BpeIHOCTHU peasHOT TTapaMeTpa ¢ XOMO-
CEHU CUCTEM JIMHEAPHUX aAredapCKuX jeIHaInHa

ar+2y=20
22+ (a+3)y=0

NMa HEeTPUBUJATHO Pererhe’

7. OapesuTr MAHAMAIHA IIOJIMHOM MATPUIE

p-[12]

8. 3a Koje Cy BpPEIHOCTH PEeAJHOT MMapaMerpa «
Bekropu 4 = (3,9,6) u ¥ = (1, ,2) BeKTOpCKOT
npocropa, R3:

(a) kosmHeapHM;

(6) oproronaTHM.

9. OapeauTn KOOpaUHATE [IPECEYHe TadKe [IPaBe
r=1+4+2t

p: y=t
z2=2—1t

y npocropy R3.

npaBEHH 0 : 20 +y — 32+ 12 =0

10. Koanko paziudauTux TPUPOIHUX CEIAMOITHU-
dpennx 6pojeBa MOXKe Ja ce HAIMIIE 01 nudapa
1,1,1,2,2,3,37
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— Pesynrarm

1. VY muwramy je mHTerpas Hempase palmoHanne ¢dyHKuje. IIpegcTaBuMo JaTy paruoHATIHY
2

x
dbyHKIKjy Kao 30up MoJauMHOMAa U IIpaBe paiumoHajHe dyHKuje. Baxu ga je 7 3542
2 -3z

—3x+2+3x—2 1+ 3x—2 p b . 3x—2
= _—. A3JIOZKMUMO AITNOHAJIH HKITI —  Ha
“3r+2 22 31 +2 N batt j Y YRR s 9
x_

30up mapiujaJHuX pazsiomaka. Mmamo ga je = + . Habumo xoedwuriu-
(z—1)(z—2) =x—1 x-—2

jenre A m B u3 nperxojne jegnakocru. Muoxemwem jare jenaaxkocru ca (z — 1)(z — 2) gobujamo
majed3r—2=A(x—-2)+B(x—-1) =(A+ B)x —2A — B. Yuopehusamem roebunujenara y3
oxrosapajylie crenexe umaMo cucreMm jeHauMHA

A+B =3
2A+B =2
auje je pememe A = —1u B =4.

TIpema Tome, BaXKU 14 je

r?dx dz (x —2)4
= In —2% .
/x23x+2 / /:Bl /:CQ T+ |z — 1| +C

<> Hpyru mauun 3a oxpehupame Koedunujenara A u B jecre 3amMena, peaoM, BPEIHOCTH T = 2 U
x =1y jegnakocr 3x —2 = A(x—2)+ B (z—1). Oamax gobujamozaxz =2 gaje B=4,azazx =1
maje A = —1. OBaj MeTO[T je 3TOIHO TPUMEILHBATH Kaa Cy HYyJIe TIOTHHOMa ¥ UMEHHOITY PaIMOHAIHE

noguuTerpasne GyHKIUje PeaTHe W PABIUIUTE.

313+

2. Baxku na je — | dz=2+1n3.
x

[Mornenaru apyrum 3amarak ca recra 08. 02. 2009.

3. ara jennaunna je va uarepsasy (0, +00) eKBUBAJEHTHA XOMOTEHO] THMDEPEHITI]ATHO] jeTHATNHI

y =1+ Q YBobhemeMm cMeHe z = g nobujamo jennauuny 2z’ x + 2z = 1+ z, 0qHOCHO qudbepenIyjarny
x

dx
jemHaumHy Koja paszaBaja mpomenspuBe dz = — umje je ommrre pertetbe z = In|z| + C. Omnmrre
x

perieme nosasne jepHadnne Ha narepsany (0, +00) rmacn y = x Inz + C x.
3a jgerasbe norieparu Tpehu 3amarak ca recra 08. 02. 2015.

4. Taunum omrosopu cy (a), (B) u (r). Ilpokomenrapurmmo mpumep (B). Pemosu ca mosurus-
+oo +o0

HUM YJIaHOBUMA, E an U E by, jecy eKBUKOHBEPI'€HTHH, IIpeMa JPyTroM MMOpeadeHOM KPUTEPU]yMY,

n=1 n=1
3/ 2
ako je anp ~ by, n — 4oo. Kako je lim 10Vn? = 1, 3aKJ/bydyjeMO Jia

n=+oo (2n — 1)(5 /n — 1) X

n — -+00, OJHOCHO Ja Cy PeaoBu Z @
n=1

3
n2

DG 1)

n2

. 1
T len-06yn-1 " lovn

“+o00

1
; 10 v/n2

€KBUKOHBECPI'€HTHH.

[TornegaTn 4eTBpTH 3aaTaK ca Tecta 28. 06. 2008.
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5. Ilonynpeunnk xoHBeprenmnuje jecte R = 4.

[lornemaru mecru 3agarak ca Tecra 08. 02. 2009.
6. Bagarak je mcru Kao ceaMu 3alaTak ca Tecta 28. 06. 2008.

7. MI/IHI/IM&HHI/I ITOJIMHOM MaTpPHIE AeJIN TheH KaPaKTePUCTUYIHU TTOJIMHOM. Hyﬂe KapaKTEePpUCTUIHOT
MOJIMHOMA, TaKOhe Cy Hy/Jie MIUHUMAJHOT TOJUHOMA UCTOT WU Mamer pefa. llpema Tome, yKOJIMKO
KapPaKTEPUCTUYIHU ITOJIMHOM MaTpPHUIE pPeaa 2 UMa JIBC PA3JUYINUTE HYJIC, IheHU MUHUMAJIHU U KapaK-
TEPUCTUIHU TTOJMHOMU jecy jelHakn. KapakTepucTHIHU ITOJNHOM MaTpuie B jeqHak je

4— A 2

o5(\) = det(B — AI) _' el

‘—(4—)\)(3—/\)—2_)\2—7)\+10—()\—2)()\—5).

Kako kapakrepuctranu mouHOM MaTpuile B nma aBe pazauunTe HyJse, 3aK/bydyjeMo Ja je heH
MUHIMAJTHI TOJIHHOM jeqHak pp(A) = (A — 2)(A —5).

8.

(a) I . L
Bekropu @ u ¥ buhe KonuHeapHu aKo U caMo ako nocroju t € R takBo Jia BaxKu @ = t ¥, O/IHO-
cuo ako nocroju t € R rakso ma saxwu (3,9,6) =t (1, «,2). 3jeqnauasamem ogrosapajyhinx
KoopauHaTa gqobujamo ga je t = 3 u o = 3. [Ipema ToMme, BEKTOpH % U U jecy KOJTHHEAPHH 34
o =3.

(6) Bekropu @ u ¥ 6Guhe OpTOroHAJIHN AKO M CAMO aKO j€ BUXOB CKAJADHU NPOU3BOJL jeJIHAK HYJIH,
Tj. aKO BaKd J1a je

i-7=(3,96)(1,0,2)=3-1+9-a+6-2=15+9a =0.
5

IIpema Tome, BeKTOpY @ ¥ U jeCy OPTOTOHAJHA 338 (0 = ——

3

9. Koopjunrare mpecedne Tauke MPaBe p U PABHEU ¢ 33/I0BOJHABAJY TTAPAMETAPCKU 33JIaTy jeTHATMHY
npaBe u jeJ[HaYNHy PaBHU, IIPEMa TOME ITPEJCTaB/ba]y PeIlerhe CUCTEMA YeTHPH JinHeapHe ajarebapcke
jerTHaumHe ca IeTUPH HETO3HaTe

r =1 + 2t
y =1
z =2 — t

2c+y — 32+12=0.

Jaru cucrem CBOAM Ce HA jeHy jeJIHAYUHY
2(1+2t)+t—3(2—1t)+12=0,

quje je jenuno pemerse t = —1. Koopaunare npeceune rtauke (radke npojgopa) jecy (—1,—1,3).

10. V mwuramy cy mepMyTalldje ca MOHAB/BAILEM CKYIa OJT 7 eJleMeHATa, KOJ KOJUX Ce jefaH eJe-
MEHT IIOHAB/ba TPHU IIyTa, a JAPyra ABa 10 ABa myTa. Dbpoj pasaumuntux ceamormdperHux dpojeBa
cacrtaB/bennx ox nucapa 1,1,1,2,2,3,3 jecre

= 210.

7! 7-6-5-4
3r.21.21 2.2
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<> 3amaTak MoykeMo permuTu kKopucrehn komOuHaimje 63 nonaebama. O[T cemaM MO3UIH]A Y 3AMUCY
onroBapajyher 6poja Ha Tpu ynucyjemo mudpy 1. Bpoj Haunma Ha KOju TO MOXKEMO YPAJIUTH JeIHAK je

6pojy koMbuHaIrja Tpehe Kiace CKyma 0Ji CeJlaM ejleMeHaTa, Tj. jeJHaK je 3) 3arum, oj] IpeocTalie

4
JeTupu no3uiinje bupamo JBe, Ha Koje hemo ynucaru nudpy 2, Ha <2) waunna. Hudpy 3 ynmucyjemo

Ha mpeocrtasie ase no3uiuje. [Ipema mpunnnmy npon3soia, Opoj pasamanTx ceaMonndpennx dpojera
cacTaB/bennx ox nmcapa 1,1,1,2,2,3,3 jecte

7\ (4 (R
: = = 210.
<3> (2) sralar.a 20
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 20. 01. 2013.

1. 3aokpy:XRuTH CJI0BA HCIOPE] TPUMHTHBHUX
dbynxumja bynxuuje f(z) = 622, ma unrepnamry
(=00, 400):

(a) 227 (6)2° + 1;

() 423 + 2; (r) 223 + 5;
(m) wwWjemsa o mpeTXOMHUX DYHKIMjA HUje MTPH-
vuteBHA byEKImja dyrknuje f(r) = 6x2.

2. 3a0KpyXKUTH CJI0BA HCIpes PyHKIH]a Koje Cy
unrerpabuine ua cermenty [0, 1]:

(a) f(x) = ; (6) f(2) = In;

(B) f(z) = sinx; (r) f(z) = arctg z;
(m) mujeana on uperxopHux GyHKIM]A HUjE UHTE-
rpabusina Ha cermenty [0, 1].

3. 3a0KpyXuTH CJI0BA, UCOPEN, JUHEAPHUX jude-
PEHITHjaTHUX jeJHAYNHa, IIPBOT Pea:

(a) oy =22 (6) yy=sinz+a;

B v=% (r) ¢y —4y=0;

() HUjemHA O MPETXOJHUX jeHAYNHA HUJE JIV-
neapua audepeHIujaJHa  jeJHAYNHA, [TPBOT
pena.

4. Jata je mudepennujanna jeguaduna y’ — 4y =

0. Ba0KpyKUTH CJIOBO MCIPE]] HHEHOT OIIITEr pe-

Ierha;

(a) y=2C1e” + 2Cye";

(6) y = Cr1e* + Cae™";

(B) y = C1e** + Cre™ 2" 4 C3e%;

(r) y=Cre ™ + Coe™ %,

(rme cy C1, Co, u C3 IpOU3BO/bHE PEATTHE KOHCTAHTE)

(m) mHWjeaHa 01 MpeTXOMHUX (DYHKITHja HUje OIIITe
pememe gare qudepeHnmjanie jeHaanHe.

5. Kosmwmko rpana uma normnys rpad (Heopujenru-
can u 6e3 mewpn) ca 10 uBoposa?

“+o0o
6. ara je dbyukmuja S(z) = Zx", x € (—1,1).
n=1

: Iy .
Taga je S 3 ) Jemmaxo (3A0KPYKUTH CJIOBO WC-
OpeJ] TAYHOT OJITOBOPA):
1 2
(a)1;  (6)3; (8)3; (r)3:
() HUjemaH O MPETXOMHUX OJATOBOPA HIUje TAYaH.
7. Heka je A mpousBo/bHA peaHa KBaJpaTHA Ma-

TPUTIA PeJa 1. 3A0KPYKUTH CJIOBA UCIIPET TATHIX
TBphema:

(a) det A #0<= rangA =n;
(6) detA=0<= rangA=0;
(B) rangA <n=— det A =0;
(r) rangA =rangA”;

(&) HEjemHO OJT MPETXOTHUX TBphema HHUje TadHO.

8. Hamcatn MuHUMATHE TOTMHOM jeJUHUYIHE Ma-
tpute | mpon3BospHOT pefa.

9. Hamucaru jeqHaunHy paBHE KOja je HapaJiesHa
ca mpasoMm & = y = 1 u cagpxu tauky A(1,1,1).

10. [dara je uckasua dhopmyna (p = q) = (pVp).
Sa0KpYKUTH CJIOBA UCIPE] TAYHUX TBPhema:

(a) mara wckasua GopMysIa je TAyTOIOTH]A;
(6) mara wckasua GopMysIa je KOHTPAIUKITH]A,;

(B) mara mckasHa dbopMmysa HEje HU TayTOJOTH]a
HU KOHTPAJINKITN]A;

(r) Hwmjemno ox mperxomHux TBphEma HUje TATHO.
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— Pemema —

[Mogcerumo ce na je F(x) npumwmrusha dynknuja dbyukmnuje f(x) (medurncane na
uaTepBaTy (a,b), Koju MoxKe OUTH KOHAUaH WM OECKOHAYAH) HA HHTEepBaTy (a,b) ako
3a a < x <bsaxu F'(z) = f(z).

Habuwmo, pemom, npsu u3Boa csake ox nonyhennx dbynxnuja F(z):
(a) (22°) = 6a7;

(6) (23 +1) = 322

() (423 +2)" = 1227,

(r) (223 4 5) = 622

Hakse, Taunn cy oxrogopu (a) u (r).

<> Perturn 3aatak gupekTHuM ofipeluBamemM WHTerpaJia / 62%dz. Pesyrrar je 22° + C, tae je C
[IPOM3BOJbHA PEATHA KOHCTAHTA.

[Tomcernmo ce cregehnx BaXKHUX UWEHEHHUIA:

e cBaka MOHOTOHA dyHKIMja HA [a, ], a,b € R, nHTerpabuina je Ha TOM HHTEPBAJLY;

e cBaka uHTerpabuana dysknuja Ha [a,b], a,b € R, orpannuena je Ha [a, b].

Oyukmuje f(x) = z u f(x) = arctgx gedunncane cy u MoHoToHO pacryhe 3a csako z € R D [0, 1],
na cy camMuM THM u uHTerpabusine ua cermenty [0, 1].

®yuknuja f(x) = sinz nedunncana je 3a ceako x € R, u MoHOTOHO je pactyha Ha umaTepBaty [0, 7]
koju cagpxku unrepsad [0, 1], na je narerpabusina na cermenty [0, 1].

Byayhu na dyuknuja In x auje orpanudena na cermenty [0, 1] (cerumo ce ma je nomen dbyukuuje In z
unrepsai (0, +00)), OHA HA TOM CEIMEHTY HUje HU MHTerpabuJIHa.

Haxne, Taunu cy ogrosopu (a), (B) u (r).

3.
Jegraanna ' (z) + P(x)y(x) = Q(z), rme cy P(x) n Q(x) nenpexunae dbyHKImje HA
(a,b), Ha3uBa ce guHeapHA JAudeEpEHNNjaTHa jeJHAINHA IPBOT PEJia.
Onmax Moxkemo youwrn ja je jenmaumna y” — 4y = 0 jenmauwna peja JBa, Te HUje JTUHEAPHA JIU-

depennmjanna jennadunHa npeor pema. Taxobe, jemmaumny y'y = sinz + T MOXKEMO 3aIMCATH Kao
y = (sinz + 2)y!
MOKEMO 3aIICATH Y oroBapajyhem obuKy (IpUMeTHMO Ja je Ta jeJHavnHa, y cTBapu, BepHynujesa
JquchepeHIrjaTHa jeTHATNHA).

Jemmaumna i = 22 jecTe nmuHeapHa mEcbepeHITjaTHA jeHAYHHA IPBOT pefa, 3a P(r) = 0 u Q(z) =

1
22, a Takobe je To u jenmaumna y = Q’ 3a P(z) = —— un Q(x) = 0.
x

, TIa HU OHA HHUje JWHeapHa Au(EepeHIujaaHa jeqHadInHa IPBOT pPeaa, jep je He

Haxne, Taunu cy ogrosopu (a) u (B).
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4. VYV muramby je XOMOTeHa JHHeapHa JUepeHInjaj na jeTHAUnHa APYTOr peaa ¢a KOHCTAHTHUM
koedurmjentuma. Kapaxrepucruuna jesnaunna ose audepennujaine jegaadnne raacu A2 —4 = 0, u
IbEHA PEIIeha Cy: A1 = 2 u Ao = —2. Permerba KapakTepucTUIHE jeTHAYNHE TaTe XOMOTeHe JINHeapHe
mudpepennujaHe jeJHaurnue Apyror Peja ca KOHCTAHTHUM KOeUIMjeHTHMa PeaHa Cy U PA3JIU9uTa.
To 3Haun ma Cy aBa MApPTHUKYJapHA JUHEAPHO HE3ABHCHA PeIleiha jare AudepeHrnjaane je HaunHe
y1 = ¥ u yp = e72*, na je HEHO OIIITe PEIICHe HUXOBA IPOU3BO/HHA JIMHEAPHA KOMOMHAIM]A:
Yo = C1e%** 4 Cye™?*. Jlaxame, Tagan je oxrosop (6).

<> 3ajaTak CMO MOIVIM yPaJUTH ¥ METOJIOM eJUMUHAIMje HETAYHUX oJjroBopa. Hawmwme, omre pe-
[erke XOMOTeHe mudeperiujatae jeqaadune pega n, n € N, jecre mpousBo/bHA JUHEAPHA KOMOWHA-
ija BEHNX N JUHEAPHO He3aBUCHUX MAPTUKYIAPHUX PeIlekha, a 3a pelema nonyhena moa (a) u mo
(r) Baxku y = (2C1 + 2Cy)e” = Cse”, ognocuo y = (C1 + Ca)e™® = Cyge™ ™, na Cy TO ONIITA PElebha
xoMorene JmaeapHe judepeHIrjaIHe jeHaunHe TpBOr peja, a oyayhu ma cy y1 = €%, yg = e >* n
y3 = ¥ auHeapHO He3aBUCHE (BYHKIM]e, pereme Tonyero mog (B) jecre OMINTe perrnemne XOMOreHe
mureapue nudepennujannae jeanadnnae pega tpu. Jlakme, camo pememe monyherno nmox (6) npeacra-
BJba OIIIITE PEIehe XOMOreHe JIuHeapHe faudepenHiujaste jeqnadannae aApyror pega. OBo join yBek He
3HAYM 13, je TO Pellierbe OmiTe pememne gare mudepennujarue jeqaaqanne. [loTpedmo je jorrr, gupekT-
HOM 3aMEHOM y JaTy mudepeHujasny jeJHaunHy, IPOBEPUTH JIa, JIU OIIITe pellete monyheno mos
(6) samcra 3amoBopasa nary audepennmjanny jeanaunny. Byayhn na za y = Cre*® + Cye " Baxu
y" = 4C1e** + 4Coe™%* | Buanmo s1a TOHYhHEHO OmIITe pereme 3a,10B0/baBa, JIATY AudepeHIIjaIHy
jennaunny, na je ogrosop nog (6) rauan.

[Toacernmo ce ga je moTmyH rpad oHaj rpad KOJ KOTa Cy CBaKa IBa UYBOPA CIIOjeHa
rpasoM. AKO je m 6poj 4BOpOBa MOTIYHOI Tpada, OHJA je BeroB 6poj rpana jeHak

n
(3)-
Kopucrehu naBernene unmenuiie, jeJHOCTABHO MOXKEMO HU3padyHaTH OpPOj rpana moTmyHor rpada ca

10
10 uBOpOBa: < 9 ) = 45.

Vroopemury ca mecermM 3amaTKOM HA TecTy ofpxkanom 13. 02. 2011. romwwe.

6.
[Togcernmo ce dpopMmye 3a M3padyHABAILE CYME TEOMETPH]CKOT Pea:
+00 . 1
o=
n=0 q
rJie je ¢ peasiHa KOHCTaHTa Koja 3a/0Bosbana ¢ € (—1,1).
Takobe, 3a ¢ € (—1,1) Baxxu u
+o0 +oo 1 q
S Y S S B
n=1 n=0 1= q 1- q
Hakite:

Tauan je omrosop (6).
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[Toncerumo ce na je panr marpurie pen meHe Hajsehe KBampaTHe peryaapHe MOIMa-
tpurie. Takolje, 3a Mpom3BOBHY KBaIpaTHY MATPUIly A BaXW peJaruja rangAT =
rangA.

Ha ocuoBy mamemene uwmenuie, jacHo je aa je TBpheme (r) tauno. Pasmorpmmo cama mpeocrana
TpHu TBphemba.

VKOJWMKO je meTepMUHAHTA MaTpurie A pasjiuauTa oJ] HyJle, TaJa je OHa caMa CBoja Hajselia peryiapHa
[IOAMATPHUIIA, 14 jeé HEeH PAHr MAaKCHMAJaH, OJHOCHO jeTHaK je 1, B ODPHYTO, aKO jé PAHI MATPHIIE
A jenHak HBEHOM ey, Taja je caMa MaTpPUIla PeryjaapHa, 1a je meHa JeTePMUHAHTA PA3IUIUT], O
uyne. Jlakse, repheme (a) je radHo.

Tephemwe (6) Huje TauHo, jep U3 YMLEHUIE /4 je JeTepMuHanTa Marpune A jejHaka Hyau Ciaeau 1
HEeH PAHT HUje MAaKCUMAaJIaH, OJHOCHO MOpa OWTH Mamu O n, agu He Mopa outn jeanax vy (jennna
KBaIpaTHA MATPUIA PEJIa N YUjU je PAHT jeTHAK HYJIH jeCTe HyJIa-MaTPHIIA).

Tephemwe (B) je TauHo, jep YKONIMKO je PaHr KBajpaTHe Marpuie A Mamyu OJ TeHOT Pea, OHOCHO
HUje MaKCHMaJjaH, TO 3HAYU Ja OHA caMa Huje cBoja HajBeha perymapHa mogMmarpuia, Jakje cama
Marpuiia, A Huje peryapHa, 1a joj je JeTepMUHAHTA jeTHAKA HYJIH.

Haxne, rauna cy tephema (a), (8) u (r).

Ioncernmo ce na je munumasnun mosunoM marpune A (jemuncrsenn) mosmaom P())
HajMamber crenena 3a koju Baxu P(A) = 0 u unju je Bogehu koedurmjent (koeduru-
jenT y3 majsehin cremen) jenHak jemam.

Bynyhu na ounrnenno Baxxnu I —1 = 0, To je moamHOM HajMamber crenena ca Bogehnm koedunmjeHTOM
jenan 3a koju Baxku P(I) =0 P(A\) = A — 1, na je T0 TpaskeHM MUHUMAJIHU MOJHHOM.

IToscerumo ce ja je 1paMeH paBHU CKYII PABHU KOje CaJipzke jejiHy DUKCUPaHy 1IPaBY.
VKoIHKO je Ta mpapa 3aJaTa Kao IpeceK paBHu ca jepuadannama A x+Biy+Crz+Dq1 =
0u Asx + Boy+ Coz+ Do = 0, ouga je jeqnaunpa npamMena papuau Aix + Biy+ Ciz +
D+ )\(AQI‘ + Boy + Coz + DQ) =0, A eR.

Younwmo na koopaunare Tadke A(1, 1, 1) 3ajoBo/basajy jeHaunHy npase = y = 1, 11a 3aK/bydIyjemMo
ma Tauka A mpumana gatoj mpasoj. Jlakme, paBaH koja cagpxu Tauky A w mapajesHa je maToj
npaBoj MoOpa cajpxkaTh Ty npasy (mHadwe joj Huje mapasenna, seh je ceue y tauku A). Pememe je
CBaKa paBaH KOja CaJpPXKU JAaTy IpaBy, OJHOCHO OWJIO KOja paBaH KOja NPUINAJa MpaMEHy paBHU
onpehenom marom mpasom. Kako je marta mpasa mpecek paBun x — 1 = 0w y — 1 = 0, jemmagmna
npameHna pasau onpelenor garom mpasom riacu ¢ — 1+ A(y — 1) = 0, A € R, na je permeme 3a1arka
CBaKa paBaH unja jeanadnmua nMma oomK ¢ + Ay =1+ A, A € R.

10.

[Toscerumo ce ga je Tayrosioruja uckasua dhopMysia Koja 3a CBe MCTUHUTOCHE BPE/IHO-
CTH MCKA3HUX CJIOBA KOja Ce Yy 10j 110jaBsbyjy uMma ucrunurocHy spejgnoct 1. Takobe,
KOHTPAIUKIHIja je mcKasHa (opMyJia KOja 3a CBe HMCTHHUTOCHE BPEIHOCTH HMCKA3HUX
CJIOBa Ko0ja ce y 0] M0jaB/byjy MMa UCTUHUTOCHY BpemaHocT ().

IToscernmo ce m ja MMIJIMKAIM]a UMa UCTUHUTOCHY BpeaHocT () ako ¥ caMo akKo JieBa
CTpaHa MMILIUKAIje UMa UCTHHUTOCHY BpeaHocT 1, a faecHa 0 (y ¢BUM ocTajuM CiIy-
YajeBMMa MMILIMKAIM]a MMa MCTUHUTOCHY BPEIHOCT 1), Ko u j1a y nCKasHoj aarebpu
BazKHu TeopemMa p VvV p = p.
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Ha ocnoBy naBejeHne Teopeme jara MCKasHa (DOpMy/a eKBHBAJIEHTHA je MCKasHOj dopmyan (p =
q) = p. Bynyhu na je nenrpasna oneparuja y mocMarpanoj (popMy/IH UMILTHKAI]A, jeTHOCTABHO je
pasmoTpuTHy na Jiu je popmysia tayrosaoruja. loBo/bHO je mcrmraTy ma id je moryhe ma gata mcKa3Ha
dopMysia IMa UCTHHUTOCHY BpeaHocT (, a TO ce MOXKe JOTOJUTH CAMO aKO p = ¢ UMa UCTUHUTOCHY
BpemmocT 1, a p mctwamTocHy Bpemguoct (0. Byayhw ma je mcrwrmTOCcHA BpemHOCT m3pasa p = ¢
jemHaka 1 yKOJMKO p uMa HCTHHUTOCHY BpeaaocT () (6e3 063upa HA HCTHHUTOCHY BPEIHOCT MCKA3HOT
CJIOBA (), TO 3HAYM /14 AKO MCKA3HO CJIOBO P MMA MCTHUHUTOCHY BpemHocT () m cama uckasua hopmyia
MMa UCTUHUTOCHY BpemHocT (), ma caMuM THM HHje TayTOJOTH]a.

Ha cimuan maunn mMokemo BuaeTH 1a AaTa MCKaszHa (GopMysia HUje HU KOHTPAIUKIIN]A: YKOJIUKO je
UCTUHUTOCHA BPEHOCT UCKA3HOL CJIOBA P jeiHAKa 1, Taja je ¥ UHCTUHUTOCHA BPEJHOCT 1ese (opmysie
jemHaka 1, jep je MCTHHUTOCHA BPEIHOCT UMILIMKAIKje 1 aKO je MCTUHUTOCHA BPEIHOCT JeCHE CTPAHE
Te UMIUTAKAIje jeTHaKka 1.

Haxme, nara uckasua GhopMysia HUje HU TAyTOJOrHja HE KOHTPAIWKITH]A, TIa je TadaH oarosop (B).

<> Permuru 3anarak popmupameM ncTuHUTOCHE TAb/IUIE 33 JATY UCKA3HY (DOPMYJIIY.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 10. 02. 2013.

1. Baokpyxwutu croBa ucmopen QyHKIHja 33 Koje
je F(x) = 2e3* + 5 npumurusaa DyHKIMja HA HH-
TepBaiy (—o0o, +00):

(a) 2e3% + 5; (6) 6e37;

(B) 63 +2; (r) 2e3® + bua;

(m) wm3a jenmy on nperxomaux GyHKIHja QyHK-
mja F'(x) nuje npuvuTuBHa GyHKIH]a Ha TH-
repBasty (—00, +00).

L de
2. I/IspaquaTI/I BPEIHOCT MHTErpaJja 5
—1 1 +x

3. Hara je mudepennmjanna jenpaumna y =
y + 1. 3a0KpyKUTH CJAOBO UCIPE]] B€HOD OIIITED
perema:

(a) y=Cre® + 1, (6) y=0Ce® —1;

(B) y=Ciz+1,; (r) y=Ciz+ Coe”

(m) y=Cre® 4+ Cre™ %

(rme cy C1 u Cy Ipou3BOJbHE PEATHE KOHCTAHTE)

(b) wwmjenma ox nmperxomamx (byHKIMja HUjE OI-
ITe pelewne jgare audepeHtujaine jeaHa-
qUHE.

4. 3aoKpyXKWUTH CIOBa UCIOPE] XOMOTEHWX JIMHE-

apanX nudepeHnjaTHuX jeHAYNHA IPYTOT PeIa;

(a) ¥ +2y=0; (6) y" =2y

®) y=y'-v+3 () y=y" -

(m) y—y" =y +2y

(b) mwmjemna ox mperxoaHUX DYHKIINjA HUjE XOMO-
reHa JuHeapHa JudepeHInjaaHa jeTHATNHA
IPYTOT pea.

5. Uckazny dopmyay (p V q) = p mamucaru y
obuky CJTHO.

6. 320KpyXKUTHU CI0BA UCIPE KOHBEPreHTHUX HY-
MEPUYKUX PEJIOBA:

n+2

~+00 - +o0 _
@ X(5) 5 © X(=):

n=0 n=|
+oo 400 2

() D (-Dns (1) YT

n=2 n=1

() HujesaH 0 NPETXOJHUX HYMEPUUKUX PEI0BA,
HUje KOHBEPTEHTAH.

7. TlosynmpeuHWK KOHBEPTEHIWje CTEMeHOT PEea
+oo

2n?
Z (1 + ) x" jemHak je (3a0KPYKUTU CJIOBO
n=0 "
UCIIPE]T TATHOT OJITOBOPA.):

(a)e; (6)e™; (B)e?; (r)e™™

(&) HUjemaH OJ MPETXOTHUX OATOBOPA HIjE TAUAH.

8. 3a Koje BpeIHOCTH PeaJHOT TapaMeTpa a je
carjaacal CHCTeM JIMHEAPHUX jeIHaTHHA:

z+ y+az = 0
r—2y+ z = 0.

ax— y— z = 0

9. 36up COMCTBEHUX BPETHOCTH MATPHIE

1 2 . .
J = o _qp |Jemmax je (320KPYKUTH CITOBA UCTI-
peJl TAYHUX OJITOBOPA):

(a)2; (6)1; (8)0; (r)—1; (m)—2;

(b) mujenan o IPETXOAHUX OATOBOPA HUjE TAYAH.

10. Jlatu cy BekTOpH

—

Wspaaynarn @ X b u b
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— Pemema —

[oncerumo ce nma je F(x) mpumurusha dyuknuja dbyurnuje f(x) (nedwunncane na
untepsany (a,b), Koju Moxke OGuTH KOHAYAH UM ODECKOHAYAH) Ha uHTEpBaLy (a,b) ako
3a a < x < bsaxu F'(z) = f(z).

Bynyhn ma saxu F'(z) = (2¢3% + 5)' = 6¢3%, summvo 1a je tawan oxrosop (6).

[Mogcerumo ce aa, yKoamuko je noguaTerpaana hpyaknuja f(r) HenpekuHa Ha nHTED-
a a

BaIy |—a,a| n mapHa, Taja BaxKu flx)dz =2 [ f(z)dx.
—a 0

[Mogunrerpanna dyukmmja f(z) = HeTIpeKnIHa je 3a cBako r € R m mapmHa, ma MOXKeMO

1+ 22
. /1 dx ) /1 dz - / dz . .
IIPUMEHNUTH HaBE€ICH CITHAKOCT: —_— = —_—. HTEerpaJi € TaoJINYHU, U
p JeHy Jen 14 T+ a? p 1122 ;

jemnak je arctgx + C, ma 3a m3padyHaBame TpaykeHe BPEIHOCTH KopucTuMmo HbyrH-Jlaj6HUIOBY

1
1 1
d d
dopmyity: /11_:@2 = 2/0 Txx? =2 | arctgx 0 = 2 (arctg 1 — arctg0) = 2 (% —0> = g
1

dx 7
ﬂaKﬂe, /_11—’_1.2 = 5
3.

Jepraanna ' (z) + P(x)y(z) = Q(z), rme cy P(x) n Q(x) nenpexkumne dyHKImje HA
(a,b), nasmBa ce jmHeapHa audepeHIjaIHa jelHaYnHa MPBOT pena. bbeno ormmrre
perieme 1aTo je hopMysIoM:

y = e~/ P@dz <C + /Q(m)ef P(ﬂf)dﬂcdx> '

MozkeMo yOUWTH /3 je Jara jeJHadynHa JuHeapHa AudepeHInjaHa je[HAUYMHA [PBOTI peja, 3a
P(x) = =1 un Q(x) = 1, na 3a onpehjuBare BHEHOT OMINTEr PENIeHha KOPUCTUMO HABEAeHY (hOpMyITy:

y:efdx (C’—i—/e_fdxdx) =e’ <C+/e‘xdx> =e” (C—e_x) =Ce” — 1.

Haxne, Tauan je oarosop (6).

<> Jlara jegnaunna je Takohe W jeaHauMHA KOja pPa3/Baja MPOMEH/bUBE, jep jé MOXKEMO BalnCaTH

Y . .
Ha cienehn HaYUH: Tl = dz. /o meHor ommrer pelema T0Ja3UMO UHTErPAIUjoM (QYHKIIN]A

dy

o1 = [ dx. Jlaxje, omimre perreme TOTa3HE
Yy

mudepenipjante jeaaaunte jecre In |y + 1| = x + C, ognocuo, y + 1 = Ce®.

ca JIEBE W JIECHE CTPAHE ITOCACIIHE jeIHAKOCTH:
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Ticpepenmjama jesnasmna y + £ (2)y"= 4+ fo1 @)y’ + fu(@)y = F(x), vre
cy f1(x),..., fo(x) u F(z) dyukimje nedunncane u HeMpeKuIHe HA HEKOM UHTEPBAJTY
(a,b), koju Mozke GuTH 1 GeCKOHAYAH, HA3UBA Ce JNHeapHa JAndepeHIInjaTHa jeHAYnHA
peran. Axo je F'(x) = 0 ma uarepsady (a, b), Taga KazkeMo ja je jeHaINHA XOMOT€eHa,
y IPOTUBHOM je HEXOMOTEHA.

Pasmorpuliemo, penom, cse nounyhene audpepenimjaite jefHaINHe.
Jeanaunna y' + 2y = 0 ounnae 0o je jeJHadnHa TPBOT Peja, Ma HUje XOMOreHa JnHeapHa JnudepeH-
IUjaJIHa jeTHAINHa APYTOT pefa.

Jennauuna " = 2y moxe ce 3anucaru kao y” — 2%y = 0, ma jecTe xoMorena JuHEAPH3, AudEPEHIII-
jasIHa jeqHadMHA APYTOT pena, 3a fi(x) = —x? u fo(x) = 0.
Jemnaamua y = y” — 3y + 3 moxe ce samucarn xkao ¥’ —y' —y = —3. Bugnmo ma je F(z) = =3, n

cTora jelHAYMHA jecTe JuHeapHa AudepeHiinjaHa jeIHadnHa IPYroT pelia, ajl HUje XOMOTEHA.
Cimuno, jeanauuny y = y” — x Moxkemo 3anucaru kao y’ —y = x, u oHa jecre JuHeapHa audepeH-
[jaJiHa jeTHAYMHA JPYTOr peja, ajl Huje XoMoreHa, jep je F(z) = x.

Axo jennauuny y—y” = y'+2y zanumenmo kao y” +y'+y = 0, BUAMMO /12 OHA jecTe XOMOI'eHa JIMHeapHa,
nudepeHIjatia jeJHadnHa Ipyror peaa, 3a fi(x) = 1 u fo(x) = 1 (upumernmo Ja je oBa jenHadnHa,
XOMOI€Ha JIMHEeApHa AuEePEeHIMja/HA jeIHAUYnHA, PYIOT Pela A KOHCTAHTHUM KOeDUIUjeHTUMA).
Hakune, Taurn cy oarosopu (6) u ().

Csaka Bynosa dyukmuja f(p,q) nse npomen/buse (0JHOCHO, HCKa3Ha (hOpMy/Ia Koja
CaJIpKU JIBa UCKA3HA CJI0BA), OCUM (DYHKIIHjE KOja je MICHTUYKN jeJHAKA HyJIH, MOXKE
ce Ha cjejeNn HAYMH MPEJICTABUTH y OOJHMKY CaBpIIeHEe JIHUCjyHKTUBHE HOPMAaJIHE

dbopme (CITHD):
f(paq) = (f(l,l)/\p/\q)\/(f(l,(]) /\p/\ﬁ)\/(f(o,l)/\ﬁAq)V(f(0,0)/\ﬁ/\Q).

Bynyhu na ceaka wckasma dopumysia Koja CAap:KW IBA WCKAa3HA CJI0Ba AedwHuUIlne oiarosapajyhy
Bynoy dbyuxnujy ase npoMen/buBe, Kopucrtehn HaBeleHY YUHEHUITY, jETHOCTABHO JIOJA3UMO [0
TpaxkeHe CaBPINEHE AUCjYHKTUBHE HOpMaJTHE (hopme.

Hajmpe uzpaaynajmo speanoctu byukiuje f(p,q) = (pV q) = p:
FL)=(1Vv)=>1l=1=1=1
f1,0)=(1Vv0)=1=1=1=1
F0,1)=(0v1)=0=1=0=0
£(0,00=(0V0)=0=0=0=1.

Caga je:

f,q) =(fL,)APAGV(f(LLO)APADV (f(O,1)ATAG)V (f(0,0) APATG) =

AAPAGVAAPAGYVOADPAGV(AAPAG ={@AGV (AT V (DAT).

Haxne, CJTH® 3a gary uckazny dbopmyry jecre (p Aq)V (p AG) V (PATG).

[Togcernmo ce cienehe Teopeme:
OnmTy 9iaH CBAKOT KOHBEPIEHTHOI HYMEPHUUIKOT Pejia TEXKU HYJIH.
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OBO 3HAYM J1a YKOJMKO OIIIITH YaH HEKOD HyMEPUUIKOLD PeJla, HE TeXM HYJIU, TaJja Taj
pest auBeprupa. OBy TEOpeMY je 3aTO MOTOJHO KOPUCTUTH Ka/la KEeJTUMO 13, TIOKAZKEMO
ma pen AuBeprupa. Bpjo je BaxKHO 3amaMTuTH 13 00paT OBOT TBphema He BaxKw,

OJTHOCHO TIOCTOj€ PEIOBU KOJU He KOHBEPTHUPA]Y, a OMNIITH YjaH UM TeXKW HYJIH.
+0o0o

CeoMeTpujckm pen Z q" xomBeprupa 3a |q| < 1, a 3a |q| > 1 auseprupa.

n=0
+oo 1

Hywmepuuknu pen Z — KOHBeprupa 3a « > 1, a'y ocrajum cjiyvajeBuMa JUBEprupa.
n

n=1
Taxolje Baxku u ciaegehn npBu mopeadeHNn KPUTEPUjYM 33 MO3UTUBHE HYMEDPUUKE Pe-

JTOBe:
AKo 3a cKOpo cBaKY OpupojiaH 6poj n BAXKM a, < by, Tajga, ako peq » b, KOHBEPrupa,
KOHBEPIUpPa U PeJl »_ Gy, & YKOJIHUKO PeJ Y Gy, AUBEPrupa, AUBEPrupa u pei »  by,.

+oo
JIako je younTw Ja ONIITH 9IaH pera Z(—l)" Inn He TeXU HYJIH, TIa je pes TUBEPTEHTAH.
n=2
“+oo +oo +oo
T n+2 T 2 T\ T 2 T\ T\
3a pe (—) BaxXKn (—) (—) = (—) (—) . Bynyhu na je pe (—) reOMeTPUjCKU
pen ) (3 > (3) (3 5) 2_(3) - Byavhu maje pex (5 puj
n=0 . n=0 n=
pen 3a q = 3 > 1, OH je TUBEpPTeHTaH, 14 je W TOJA3HU PeJl TUBEPTeHTaH.
“+oo
: . T\ : LT 3 :
Taxobhe je u pex Z (sm §) reOMeTPUJCKU 33 ¢ = Ssin 3= 5 < 1, na je KOHBepreHTaH.
=0
+oo 2 2
cos“n cos“n 1
3a ommITu 4jaaH peja Z 5 BaXKH 5— < —5, & PeJl Ca ONNITUM 4JAHOM — KOHBeprupa (To
n n n n

n=1
00 1
je pen E —.,rejea=2> 1), ma MOXKeMO TIPUMEHUTH MPBY MOPEI0EHN KPUTEPUjyM, Ha OCHOBY
n
n=1

KOTa je IMocMaTpaH! pell KOHBEPTeHTaH.

Haxne, Taunu cy ogrosopu (6) u (r).

7.
Ha ocuoBy Kormmmu—A jamMapoBor crasa, TOJIyTPETHUK KOHBEPTEHIHje R cTemeHor pea
+oo
n _ 1 _ . an
ap " MOXKe ce m3padyHaTn Kao R = —————— nm R = lim , YKOJTUKO
— lim  {/|an] n—+00 (n11
n=0 n—-+o0

HaBEJIEHW JTUMECH TIOCTOjeE.

+oo o2n?
Jaxse, nosynpednuk (paaujyc) KOHBEPreHIuje CTEMeHOT Pea Z <1 + > " jecre:
n

n=1
1 1 1
ko= 1\ 207 N 1\ 202 = < 1)\ 2"
: n : . lim {1+ >
1 )

1 ny\ 2
lim <<1+> )
n—-+oo n

Haxne, Tauan je oarosop (r).
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[Toacernmo ce fa je cucteM m JIMHEAPHUX aJrebapcKuX jeTHAUNHA Ca 1l HETTO3HATUX Ca-
rJIacaH yKOJIMKO 1ocToju 6ap jeana ypehena n-ropka (1,2, . .., Ty) KOja 33/J0BO/haBa
CBaKy O/ m jegHaduHa cucreMa. Jpyrum pequma, cucreM m JIMHeaApHUX ajarebapcKux
jeTHAYMHE, Ca N HEMO3HATUX CArIACAH jeé YKOIUKO MMa 0ap jelHO PeIrerne.

Taxole Bazky ¥ YNEEHUIIA /13 XOMOTEH CHCTEM M JINHEAPHUX aarebapcKuX je HaunHa
ca M HEIMO3HATHX YBEK WMa 0ap jeaHo peeme, U TO pPermeme je ypeherHa n-topka

(0,0,...,0).

Ha ocHOBY m3io)KeHUX UMELEHUIIA CJAEeIH /13 je JaTu cucreM, byayhu ma je XomoreH, yBeK carjacaH,
OJTHOCHO carjacaH je 3a cBako a € R.

[Moncerumo ce ja je 30up CBUX COMCTBEHUX BPEIHOCTH JaTe KBajpaTHe Mmarpuie A
jemHaK BeHOM Tpary (30upy CBHX eJieMeHaTa KOju ce Hajla3e Ha FheHOj TJIABHO] /Hja-
TOHAJIN).

Jlakjie, moTpebHO je caMo oapeanTH Tpar Marpure A, OJHOCHO cabpaTy jBa eJeMEHTa Ca HHeHe
riasHe gujaronase. Bynyhn na je ounrmenno trA =1+ (—1) = 0, Tauan je onrosop (B).

<> VpaauTu 3aaTaK JUPEKTHIM U3padyHaBamkeM COTICTBEHUX BPeIHOCTH MaTpuile A, OMHOCHO oape-
huBameM Hy/la HEeHOT KapaKTePUCTHIHOT moanaoMa. Pesyarar je A\; = v/5, Ay = —/5.

110.

[MomceTnmo ce ma, YKOUKO Cy @ v b KOJTUHEApHW BEKTOpH, Baxkn d X b =b x @ = 0.

Tpa Bexropa @ = (a1, az,as) u b = (b1, ba, bs) y npocropy R3 komuneapru cy (napa-
JIeJTHI) aKO M caMo ako 3a Heko s € R\ {0} Baxnu a@ = sb.

—

Youumo ja cy BeKTOpH @ U b KOJMHEAPHU jep BaXKU
BEKTOPCKH Tpou3Boy je 0, omHOCHO, d X b=b X d =

=1(2,2,4) =2-(1,1,2) = 2a. JTaxse, ®uxoB

ObpaTnTn Maskmy /14 jé BEKTOPCKM MPOMU3BO/I JIBA BEKTOPA yBEK BEKTOD, & HE CKAJIAP, 114, j€ TIOTPEITHO
HAUCATH @ X b = b X @ = 0, MITO je JecTa TperKa y CIHTHAM 33TaTlHMA.

— —

<> Pemmimu 3aaTak TUpEKTHUM H3padyHABAHEM TPAYKEHNX BEKTOPCKUX MMPOW3BO/A @ X b 1 b X d.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 08. 06. 2013

dx

1. Oapemnru warerpan | ————.
APEA P /a:z—a:—i-Z

2. UszpauyHaTw BeIWYWHY TOBPINHHE €18 PABHH
OrPaHUYIeHOr KPUBOM Y = —x2 + 32 + 10 u z-ocoM.

3. Ogpenwtu ommre perieme audepeHIrjaTHe
jemmaamne y” = 0.

4. Kommko mMa pazmuanTux BymoBux dyHKIMja
f o {0,1}? — {0,1} raxsux ga je dopmyma
f(z1,22) = (21 V z2) TayTosoruja?

5. McouraTn KOHBEpPreHIN])y HYMEPHUIKOD peia
+00

3n-n+1
>

n=1

6. IlonynmpeunHnK KOHBEpPTEHITHje CTEIEeHOr pejia:

Xl (= 3)" !
3 (z —3)

o jemHak je (3a0KpyXKHUTH CJIOBO

n=1
HCITPE]T TATHOT OJIrOBOPA.):

(a)1;  (6)+oo; (8)0; (r)3;

(&) HUjemaH OJ MPETXOTHUX OATOBOPA HIje TAUaH.

7. Hat je cucreMm NHHEADHUX anare0apCKUX jemaHa-
YUHa

z+ y = 5
m—i—ay:?'

3a KOjy BPEIHOCT PEATHOT MapaMerpa @ JaTh CH-
CTeM HeMa pelrerha’

8. Ogpenutu KapakTepUCTUYHH TIOJTHHOM Ma-

TpI/IHeA:|:g i]

9. 3Ba koje a € R ¢y Bekropu @ = (1, «,
b=(-2,6,1—aq)

—2)u

(a) oproronasHu?

(6) xosmHeapHU?

10. Hamwmcatu jemmadmny paBHEH KOja CaapKi
rauky M(—2,7,3) u napanenHa je paBHu « @ T —
4dy+52z—-1=0.

111




— Pemema —

i 4
1. yowmo;:aje/ﬂ:/dg:

P2 ) Goyel 7
22 -1
VT

Jlobujenn naTErpas pemasamo yBojehu cmeny ¢ =

. 20— 1
4 / da B T VT4 [dt
7 (296_1)2 N _ (21“—1)_ 2 T 27) ey
1 dt =d = —dx
vi) T VT VT
2 2 2z —1
= —arctgt + C = — arctg —— + C.
VA ViR
dz 2 2z — 1
——— = —arctg——— 4+ C.
Z[a1<ne,/x2—x+2 \ﬁarcg Ne +
d
IlpmwmukoMm ogpehupama oBor HHTErpaja KOPUCTHIN CMO UYHILEHHIY 13 je / ﬁxl TabJIMYHT UHTE-
x

rpaJ, u Ja je jearak arctgx + C.

ObpatuTn TmaxKiky Ha YHHEHUIY Ja je HeonpeleHM WHTErpas jeqHak ITPOU3BOJbHOj HNPUMHUTHUBHO]
dyuKIMj ToanHTerpasHe QyHKIMje, Ta je BPJIO BaXKHO I3 JI0JAMO KOHCTAHTY TPUMUTHBHOj (PYHK-
U1 KOjy CMO OJIpEJININ pelraBajyhu 3agarax.

2.
[Mogcerumo ce ma, ykomuko je y = f(x) HeHmeratwpHa Kpusa, rae je f(x) dyHrumja
WHTErpabuIHa Ha OJCeUKy [a,b], Tama BpemHOCT ff f(x)dx mpencraspa BeTHUHHY
HOBPIINHE orpanndene KpusoM y = f(x), z-ocom u npaBama £ =a u = = b.

Oyukmuja f(r) = —2? + 3z + 10 kBagparHa je DYHKIM]a ca MAKCHMYMOM 4uje cy Hyjae rp = —2

u ry = 5 (T0 cy Tauke y KojuMa KpuBa y = f(z) cede z-oCy), Ta je HEHETaTHBHA HA WHTEPBAJY

[~2,5]. Besmunna nospiimHe Jiejia paBHU OrpaHuueHor Kpusom y = —r2 + 3z 4+ 10 1 z-ocoM jejiaka
5

5
je, makne, P = / (—x2 + 32+ 10) dz. Ha ocroBy smHeapHocTH nHTErpasa ciaean P = — / 22 dz+
-2

-2

5 5
3/ xdx + 10/ dz. Warerpanu /xs dx, /x2 dx mn /dx TabJIHUYIHN Cy HHTErPaId U jeTHAKHU CY,
-2 —2

x x
pesom, 3 +C, ?4—0 u x+C. 3a u3padyHaBame MOCae Ha Tpu oipelieHa MHTerpa/ia HCKOPUCTHeMo

Byru-Jlajouurosy dbopmyy:

5 3
/ 22 dr = T
_9 3

o 5
5 2 2 2 k2 2 5
z 52 (=2)2 52— (-22 21 /
/_z:rd:v 2| T 5 5 5 _de x 2 5—(-2)=5+ 7
1 21 2 1 42 4
Ha kpaiy Je P = — o0 +3%0 4 10.7= 200 199, 420949
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[Togcernmo ce medmumimje audepeHIrjalne jeTHAunHe Peaa mn:

Heka je F' peasna dyukunmja n + 2 npoMensbuse. Jepnadnna

F(a,y(@),y' (@), ...,y™ (@) = 0, z € (a,b),

re je y memo3uaTa n myTta audepennmjabuina GyHKIM]a, HA3UBA ce AudepeHIn]jai-
HOM jeJIHAYMHOM DPejia 1 aKO ce V 0] eeKTUBHO I10jaBJbyje U3BOI y(”). WaTeppan
(a,b) Ha KOMe He3aBHCHA TPOMEH/bUBA I Y3WMa BPEJHOCTH (M HA KOJEM TPAYKUMO
pelrerse gare jelHadnHe) MoKe OUTr KOHAYaH Wil OECKOHAYIAH.

VKosmKO Heku oJi aprymenara dyskuuje F y jgudepeHnnjaiHoj jeJHAUMHN Peja N
HEJJ0CTAjy, jeJTHAIMHA, Ce YeCTO MOKe 0JIMaX HHTETPAJIUTH, UJIX JO] Ce TTIOTOTHOM CMEHOM
MOZKE CHUBUTU PE€Jl. ¥ TOM CJy4ajy 33 je/IHA4UHY KarKeMO JIa je HElOTHYHA.

VY nuTamy je HeMmOTHyHa jeTHAYUNHa APYTOT Pella, KOjy AUPEKTHO MOYKEeMO MWHTETPAJIUTH:

d
"=0= () =0=4¢y=C= di:C:>dy:Cdxi/dy:/Cdmiy:C'x—i—D,

1a je TpakKeHo OIIITe peleke gare audepennujanue jeqaaunne y = Cx + D.

<> Bynyhu na je mara jengnadmua Apyror pega XOMOTEHA, JeJHAYWHA €4 KOHCTAHTHUM KOeUINjeH-
THMAa, JI0 F-EHOI' ONIITEr pellerma Moryhe je johu um NpUMEHOM MeTOJie 3a pelllaBalmbe XOMOIE€HUX
JucepeHtujaJHIX jeJHATMHA ¢ KOHCTAHTHUM KoedulmjeHTrMa. KapakTepucTuaHna jeTHaInHA, JaTe
jenmaunue riacu A2 = 0, ma cy mena pemema A\ = Ay = 0, Tj. KapaKTePUCTHYHA jeHATNHA
MMa jeJHO JBOCTPYKO PeaHo permeme. Jlaxie, ommre pememe je y = C1e%% + Cyze?, omnocHo
Yy = C1 + Cox.

4.

[Toncerumo ce ga je Tayrosoruja uckasHa dhopMysia Koja 3a CBe MCTUHUTOCHE BPEIHO-
CTH UCKA3HUX CJIOBa KOja Ce YV 0] I0jaBJbyjy UMa HCTHHUTOCHY BpemHOCT 1.

Ceaka Bymosa dymkumja f : {0, 1}2 — {0,1} ompeljena je Hu30M (JyKUHE YeTHPH) CBO-
jux camka (f(0,0), £(0,1), £(1,0), f(1,1)), tae f(x1,x2) npeacraBma cauky enementa (r1,rs) €
{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. Byayhwm na je xomomen dyukumje f msoemementrn ckyn {0,1}, 3raun
na enementn Husa (£(0,0), £(0,1), £(1,0), f(1,1)) mory ysumaru Bpeguoctu u3 ckyna N = {0,1}, na
je ykynan 6poj paznuantux Bymosux dyukumja f : {0, 1}2 —{0,1} jemmak 2-2-2-2 = 2% = 16.
Pazmorpumo cama 3a kosumko he o tux 16 paznuuntux BymoBux dynkiuja para dhopmyna butu
tayrosoruja. Cerumo ce ja MMILIUKAIM]a UMa UCTUHUTOCHY BpelHocT () caMo y ciyuajy [a EeHa
JIeBa CTpaHa MMa UCTHHUTOCHY BpemHocT 1, a mecua ucrwanTocHy Bpemmoct 0. lakme, mata dopmyra
MOKe UMAaTH UCTHHUTOCHY BpearocT 0 camo axo je f(x1,x2) = 1 u ucropemeno x1 V zg = 0 (y cBuM
ocrasmm ciaydajesuma gata dhopmysa uMa uctuHuTOCHY Bpeanoct 1). Bymyhin aa je 1V xe = 0 camo
YKOTUKO BaKU X1 V X2 = 0, 3akspyuayjemo fa 3a x1 V 2 = 0 dymkmuja f mopa umatu Bpeauoct 0.
Haxne, na 6u mara dpopmyna 6uaa tayrosaoruja mopa saxkuru f(0,0) = 0, 0JHOCHO TIPBU €JEMEHT
wuza (f(0,0), £(0,1), f(1,0), f(1,1)) mopa 6urn jexwax 0. IIpeocrana Tpu eseMeHTa TOT HU3A MOTY
y3umatu Bpeanoctd u3 ckyna N = {0, 1}, ma je ykyman 6poj pasmuuurux Bymosux dyakmmja f :
{0,1}* — {0,1} 3a xoje je nara dopmyna TayTosoruja jesmak 2-2 -2 = 23 = 8.

<> 3ajlaTak cMO MOIVIH Ja YpajauMo u pOpMUpambeM UCTUHUTOCHE TabJIHUIE 3a J1aTy (HhOpMYITY.

21 | 22 | 21 Vo | f(21,22) = (21 V 22)
olol o 7(0,0)

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 1 1

113




Ha 6u nara dopmysa 6una TayTosoruja, y MOCHeIH0O] KOJOHN TabJinie MOpajy Cce MOjaBUTH CaMO
jenmuamie (Taj yCI0B je eKBUBAJEHTAH yCIOBY Ja je (hopMmysa TadHa 33 CBE BPEJIHOCTH MCKAZHUX
CJIOBaA KOje ce y 10j mojassbyjy). Byayhu ma usz Tabauiie BUANMO 1a HCTHHUTOCHA BPEIHOCT hOpMYIIe
3aBUCH 0J1 BpegHocTH yHKIU]e f camo ako je x1 = 0 u xo = 0, a He 3aBUCH 0] BPEIHOCTH (DYHKITH]E
f yromuko (x1,z2) € {(0,1),(1,0),(1,1)}, o 3Hauwm jma 3a 1 = x2 = 0 dyukuuja f mMopa mmarn
speauoct 0 (oaHocHo sa Baxku f(0,0) = 0), a na 3a (z1,22) € {(0,1),(1,0), (1,1)} dbynxuuja f moxe
yaumaru Bpeanoctn w3 ckyna {0,1}. akse, Hu3 kojum je oxpelena caka dbynkumja f 3a Kojy je
nmara dbopmyra tayrosoruja cieneher je obmmka: (0, £(0,1), f£(1,0), f(1,1)), tae emementu f(0,1),
f(1,0) w f(1,1) ysumajy speamoctn u3 ckyma {0, 1}, ma Tpaskernx dbynxnmja f mva 2-2-2 = 23 = 8.

[Toncerumo ce mpeor mopeadeHor KpUTEPUjyMa, 3a IO3UTHBHE HYMEpPUUIKe PeIoBe:
Ako 3a ckopo cBaku npupojan 6poj n Baxku a, < by, Tajga, yKoauko pej » . b, KOH-
BEPrUpa, KOHBEPIHPA U PN Y | Gy, & YKOJUKO PEJIl Y . Gy, JTUBEPTUPA, AUBEPTUPA U PET

S by,
+oo

Takobhe Baxku J1a T€OMETPHjCKHU Pej Z q" xomBeprupa 3a q € (—1,1), a y ocramum

n=0

CJIy4ajeBUMa, JTUBEPTUPA.

3 ".on+4+1 S 3" S 3" " 3\"
a OIIIMITHU YJ/IaH JaTOor' peJa BaKl ———— —n -— = - a peJ Ca OIIIITUM YJIaHOM -
AATOr pef o 2 5" 2 on 5 ) - apen 5

quBeprupa (To je TeOMETPHjCKY PeJl ¢a KOJTWIHUKOM ¢ = — > 1), ma je Ha OCHOBY TPBOT MOPEIGEHOT

DO o

KPUTEPUjyMa, JaTH pej JUBEPreHTaH.

6.

Ha ocuoBy Komu—A gamapoBor crasa, moJynpeuHnK KOHBepreuimje R cremeHor peja

“+oo

n 1 . anp
E an T MOXKE ce m3pavdyHaTn Kao R = W, mwm R = hrJIrl ——, YKOJIUKO
_>

n=0 n—1>r—i1-100 |an| N0 Aptl

HaBeJIeHN JIMMECHU TIOCTOje.

[Mogcetnmo ce w gmmenune 7a, YKOJIUKO je R moaynpednnk KOHBEPTEeHIH]e CTemeHOT

“+oo
pena 5 ap ", Taja Taj pej alcoJyTHO KOHBEPTHPA 3a CBAKO T KOje MPUIAIa HHTEP-
n=0

Bany (—R, R), a nuseprupa 3a |z| > R.
VYBenuMo y JaTu cTelleHn pen cMeHy x — 3 = t. Ha Taj HaumH J07a3MMO JI0 CTEMEHOT Pea
+00 n +oo nl +o00 (n+1)'

*ogn—1 : Coan—1 __ tan
E 2n+1t . Ouursieiro je g 2n+1t = E otz t".
n=1 n=1 n=0

+
_ X(n+1) . an
Onpennvo caja TONYIPEYHUK KOHBEPTEHIH]e CTEmeHoT pefa E st R = lim =
‘ 2n+ n—+00 Ap41
n=»
(n+1)! (n+1)!
im 22 = lim —2—° _ = lim 2 _

ns—too (n+2)! no—too (n+2)(n+1)! n—+oon + 2

2n+3 2n+3

+
. Xn+1), . ) .
JakJue, OJYIIPEYHNK KOHBEPIEHIIHjE peja g Wt jeHAK je Hyja, OJIHOCHO OH je aIlCOJIyTHO
n=0

KoHBeprenTaH camo 3a t = 0. To 3HaumM 72 je mOJTA3HN pes allCcOyTHO KOHBEPreHTaH caMo 3a —3 = 0,
Tj. £ = 3, OJIHOCHO MOJIYIIPEYHUK KOHBEPreHnuje JaTor peaa takohe je nyna (jep KoHBeprupa camo y
jenHoj Tavukm).

Haxse, Tauan je oarosop (B).
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IToscernmo ce j1a je cucrem m JnHEApHUX aarebapCcKuX jeJHAYNHA CA N HEMO3HATHX:

a1, + a12X9 + T + A1nTn — b1
ag1xr1  +  axprs + -+ agx, = b
am1T1  +  m2T2 + - GunTn = by
carjacaHn yKoJmKO mocroju 6ap jemna ypehewa n-topka (1,%2,...,T,) KOja 3a70B0O-

JbaBa CBaKy OJ M jeflHaUYWHA CHCTeMa. JpyrmM pedmma, cuCTeM m JUHEAPHNX aJre-
HapcKuX jeJiHAYMHA CA 1 HEIIO3HATHUX CAIVIACaH je YKOJIMKO uMa 0ap je/IHO pellerse.

ain a2 - Qin air a2 - Gy by

a1 Q- a2y a1 @z -+ Gz, b
Marpune A = . u B =

am1 am?2 e Amn am1 Am?2 T Amn bm

Ha3WBa]y ce, PeloM, MaTPHUIla CUCTEMA W MPOITHPeHa MaTPUTIA CHCTEMA.

Baxwu un crieneha, Kpornekep—Kanenujesa reopema:

Cucrem m nwHeapHuX aarebapCKUX jeHAYMHA Ca N HEIO3HATHX CAlJIACaH je ako U
camo axo je rangA = rangB.

[Toncerumo ce na je paHr marpuile pej meHe Hajpehe perynapHe KBajpaTHe TI0Ma-
TpuIie, Ka0 U J1a eJeMeHTapHe TpaucopMaIyje He MEmbajy PAHT MATPHIIE.

Ha ocnoBy nmperxomuor gatu cuctem Hehe WMATH PEIEha YKOJUKO je PAHT MATPHUIIE CUCTEMA PA3/in-

. 1 1
YUT OJ] PAHTa MPOITUpeHe MaTpure cucrema. llpommpena marputia cucrema je B = [ 1 57) ] .
M3zBpmmmo Ha 10j ciaemehy enemenTapHy TpancOpPMAIM]y: MOMHOXKHAMO HEHY MPBY BPCTY Opojem
. . . . 1 1 5
—1 u momajmo je apyroj epcru. Ha Taj mauun gonazumo g0 marpune B = [ 0 a—12 ] .

Hajseha perynapra KpajpaTHa mojMarpriia mMarpune B’ jecte mommarpuma Koja je oOpa3oBaHa Of
eremenara marpune B’ koju ce Hamase y mpecenuMa HeHe IpBe W Apyre Bpcre m npse n Tpehe

KOJIOHE, TO jeCT MaTpHIIa [ ] , TIa je IeH PaHr jeaHak asa. Byayhu ga Baxku rangB = rangB’,

0 2
¥ PaHr IPOMUpeHe MATPHUile cucrema je takohe 2, m 1o 3a cBako a € R. Youumo ma je marpua

1 1

cucreMa A = |: 1 HO,ZLM&TpI/I]_[a HpO]_HI/IpeHe ManI/I]_[e CI/ICTQM&, IIa HCTHUM eJ'[eMeHTapHI/IM
a

TpaHcdopMalrjaMa Koje CMO H3BPIILIN Ha IPOIINPEH0] MATPUIIM CHCTEMa, 01 MaTpuile A mobujaMo

marpuny A’ = [ (1) a i 1 } , 9MjU je PAHT jeHak JBa yKOJuKo je a # 1 (taga je det A' # 0, ma je
cama marpura A’ cBoja najseha perynapmua nojgMarpuia), a jeJHak je jejaH yKoJauko je a = 1 (y Tom
ciydajy marpuna A’ ounriienno Huje peryjapHa jep Cy joj CBU €JIeMEeHTH y APYroj BPCTH jeJHAKH
uysn). Baxu u na je rangA = rangA’, na je panr marpurie cucTeMa pasiduauT OJf 1B ako je a = 1.
HakJsie, ycjoB 1a je panr MaTpuie CUCTeMa PAa3/IUuduT OJ PAHIA IPOIIUPEHe MATPUIE cucrema (Taia
CUCTEM HHMje CarjacaH, OJHOCHO HEMA PEIee), UCIYIHEH je YKOINKO je a = 1.

Q Ba,anaK CMO MOIVIM YPAJAUTU U JUPEKTHUM DEHIaBakbEM JaTOor CUCTEeMa. I‘IaI/IMe7 YKOJIUKO IIPDBY
jemnaumny moMHOKMUMO 6pojem —1 m mogamo je Apyroj jepHadnnu (Kaxko 6MCMO y ApPYTroj jeHavInHT
z+ y = 5
eJIMMWHUCAIN HEMTO3HATY ), J0JA3UMO 10 eKBUBAJEHTHOT CHCTEMA . Oamax
z+(a—1y = 2
MOXKEMO YOUNTH, Ja YKOJIUKO je a — 1 # 0, omHOCHO a # 1, ApyTYy jeqHaunHy y J0OMjeHOM CHCTEMY
MoxkeMo nostesinTh ca @ — 1. Ha taj naunn gobujamo na je y = %, a 3aTUM KaJla OBY BPETHOCT 32 Y
YBPCTUMO y NPBY je/HAUMHY, 700MjaM0 13 je T = % To 3HauM 2 AKO je UCIYHEH yCIoB a # 1,
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oBaj cucreM, 3a cBako a € R Koje Taj ycjI0B UCIIyHaBa, UMa JeJINHCTBEHO DPellemne, u TO je ypehen map
(5(1—7 2 )

a—1"’a—1
C npyre crpane, ako je a — 1 = 0, ogHocHO a = 1, ipyra jeJHaunHA Ce CBOJM HA HETAYHY jeTHAKOCT

0 =2, may TOM Cayd4ajy CUCTEM HEMA PEIIeHe.
JlakJjie, 1aTu CHCTEM HeMa pellere YKOJIUKO je a = 1.

[Topcernmo ce na 3a jJary KBajaparHy Marpuily A MoxeMo jgedUHHCATH HeH Kapak-
repuctuann moanHOM Pa(A) = det(A — Al), tae je I jermanyna MaTpuia ucTor peja
Kao u Marpuia A.

Kapakrepucruanu nosmaom marpuine A riacu:

5—A 3

Pa(N) = det(A — AL) = ’ R

':(5—)\)(4—)\)—6:)\2—9)\+14:(A—Q)(A—?).

JBa Bekropa d = (a1, az,a3) u b= (b1, b2, b3), 011 KOjUX HUjeJAH HUje HYJIA-BEKTOD, Y
npoctopy R? cy oproronasHm, ako u caMo axo je BEXOB CKAJAPHH IPOM3BOJ jeHAK
HYJIH.

CkaJtapHu TPOM3BO/I JBa BeKTOpa M = (mi,ma, m3) u i = (n1,ng, ng) U3 BEKTOPCKOT
mpocropa R3 jecre 6poj 1 - it = ming + mang + mans.

Ba Bekropa @ = (a1, az,a3) u b= (b1, by, b3) y mpocTopy R? mumeapro cy 3aBHCHHE, Tj.
KOJIMHEADHH, OJHOCHO IAPAJIC/IHE, KO U CaMo aKo 3a meko s € R \ {0} Baxu @ = sb.

(a) Bextopu @ = (1,0,—2) u b = (—2,6,1 — a) Gulie OPTOrOHATHE AKO I CAMO AKO BAKH
- T - o o - 1
d-b =0, 0JHOCHO YKOJIMKO je _1' (=2)+6a—2(1—a) =0. ﬂaliﬂe, 8a—4=0,majea=3.

To 3maum ja cy BeKTOpH @ U b OPTOTOHAHM YKOJIUKO je & = 3.

(6) Bexropu @ = (1,a,—2) u b= (—2,6,1 — o) Gulie KOTHHEAPHE AKO U CAMO AKO 34 HEKO § €
R\{0} Baxku @ = sb, omHocHo ykosuko je 3a veko s € R\{0} (1, a, —2) = (—2s,6s, (1—a)s).

Haxne, 1 = —2s, a = 6s u —2 = (1 — a)s. 13 npBe jenmnakocTu ciaemn na je s = —%, 3
apyre 1a je « :_’—37 a Tpeha jeTHakoCT je 33/10BO/bEHA 33 § = —% u o = —3. To 3uaun 1a
Cy BEKTOPU @ W b KOJTMHEAPHN YKOJUKO je v = —3.

10.

[MoaceTumo ce ma jepHaumua pasHu o y npocropy R3, umju je BexTop mOpMase 7l =
(n1,n9,n3) u koja canpxku rauxky T(T1, To, T3), rnacu: ny(z—T1)+nao(y—To)+ns(z—
T3) = 0.

Taxobe Baku u cieneha unmennna: pasan o u 8 y npocropy R3 mapanense cy axko u
CaMO aKO Cy IHXOBH BEKTODH HOPMAJIA 1l U 13 MAPAJICIHI.

BekTop mHOpMmase paBuu « jecte Bektop 7i = (1,—4,5). 3a BeKTOp TpaskeHe PABHU MOXKEMO y3€TH
BekTop 1 = (1,—4,5). Byayhu na cy mare u koopaunare tauke M(—2,7,3) Kojy TpakeHa papaH
caspik, weHa jenHadnaa je 1-(x — (—=2))—4-(y—7)+5- (2 —3) =0, ogrocro x —4y + 52+ 15 = 0.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 29. 06. 2013.

6x°

1. OnpemnTn mHTErpas dzx.
per p /x6—|—5

2. Wspauywatu BpeanocT onpeljeHOr WHTErpaJa

V3
/ |z| arctg xdx.
V3

3. Ogpenutu ommre perieme audepeHIrjaTHe
jenaaanne xdx + (y+ 1)dy = 0, a 3arum n oHY WH-
TerpaHy KpuBy Koja mposiasu kpo3 Tadky (0,0).

4. DopmupaTH JUHEAPHY XOMOTEHY JU(EpeHIin-
JATTHY jeTHAUWHY JPYTOT Pejia aKo Ce 3HaA J1a, Cy JIBa
IeHa JNHeapHo He3aBUCHA MaPTUKYJIapHa pellenha
y1 = > u yp = 22",

5. Ako je A 6poj pazmuunTHX HAYWHA 14 Ce U3
ckyna o 13 paznuuuTux KyTJIUIa WU3IBOJU MOJ-
cKym o7 8 Kyryuma, OHJa je (3a0KPYKUTH CJIOBO
HCIIPE]T TATHOT TBphermba):

(a) A<2013; (6) A=13%

(B) A=28!3: (r) A> 83

(m) wHUWjeman o NPETXOAHMUX OATOBOPA HUjE TAUAH.

6. 320KpyKUTHU CI0BA UCIPE, KOHBEPreHTHUX HY-
MEPUYKUX PEJIOBA:

+o00 1 4n ~+00 1 3n
(a) 2514424; () Zgg’)n—i)—{&;

400 3 +oo 3
(B) ;W7 (r) ;Wv

() HujesaH 0 NPETXOJHUX HYMEPUUKUX PEI0BA,
HUje KOHBEPTEHTAH.

7. Ogpenurn panr marpuie A =

3aBUCHOCTHU OJ] BPEJHOCTHU PEAJTHOT MapaMeTpa a.

8. Heka cy d m 5Hp0H3BOJ‘bHH BexTOopu u3 R3 u
HEKa je ca - 03HAUEH CKAJApHU MPOU3BO/I BEKTOPA
y R3, a ca X BexTopckm mpom3sos BekTopa y R3.
Sa0KpYKUTH CJIOBA UCIPE]] TAYHUX TBPhema:

(a) @-b=b-a; (6) @xb=0bxa;
(B) da-a=0; (r) 5x5:5;
(/1) [ﬁ, 676} = [67 gv b];

(b) w=wmjeaHO O MPETXONHUX TBPhEHa HUje TATHO.

9. OmpenuTn MEUHMMAJIHK IOJAHOM MAaTPHIE
0 1
A= .

10. T'pad ma couny je (3A0KPYKATH CJIOBA UCTIPE]T
TAYHUX OJITOBOPA):

(a) mweopujentucan; (6) mnoBe3aH;

(B) perynapasn; (r) mormys;
() Hema HEjeTHY O MPETXOTHO HABEJECHUX OCO-

OnHA.
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— Pemema —

[Moncernmvo ce na ykoswnko je F(z) mpowssosbHa npumutnsHa (QyHKIUja QyHKIHje

f(z) na waTepBany (a,b), Tama Baxu /f(a:)dx = F(z) +C, z € (a,b), tue je C
IPOM3BOJbHA PeAJIHA KOHCTAHTA.

Takobhe, ykoJmKO je momumHTErpasiHa (PyHKIMja 33/aTa Kao Pa3/ioMakK, W akKo je u3-
BOJI UMEHHOI[A TOI' PA3JIOMKA jeJIHAK HeroBoM Opojuolly, Taja mHTerpas uma ciaegehn

o / d(ff((;ﬁ))) _ / j;”/((f)) dz, na ra pemasamo ypohemwem cmene t = f(z):

/];,((;C))dm_ { di _ jfc’(xg;))da; } _/it =Inft[+C =n|f(z)| +C.

) 62°
HotpeGHo je onpenuru [ ——r
x

dz. Younmo na saxu (28 + 5) = 625, ma je:

+5
6° t=a%45 dt 6
— ey 7:1 :1 .
/:z:6+5dx {dt:6l’5d1‘ t nlff +C =" +5+C
6 6 6 : 6z°
Byayliu na 3a csako x € R Baxu z° + 5 > 0, ciequ |2° + 5] = 2° + 5, na je mdx =
x

In (2° + 5) + C, vae je C' upuseobHa peatia KOHCTAHTA.

ObpatuTy maxkKiky HA UYHHEHUIY Ja je HeonpeleHM WHTErpas jeqHak ITPOU3BOJbHOj HNPUMHUTHUBHO]
dyuKIMju ToauHTerpaHe GyHKIKje, Ta je BPJIO BaXKHO I3 JI0JaMO KOHCTAHTY TPUMUTHBHOj (PYHK-
KU KOjy CMO OJIpe/In/Iu perraBajyhu 3aarax.

2.
[Mojcernvo ce ja  yKOAMKO je  uHTepBas wuHTerpaunuje obiuka [—a,al,
Tj. CUMETPUYAH Yy  OJHOCY Ha  HYJIY, Hajllpe  WCIOUTYjeMO  map-
HOCT HOAUHTErPaJIHE dyuxkiuje, jep Baxke cienehe YULCHULLE:

e axko je nmomunTerpasina (yHkiuja f(r) HenpekugHa Ha MHTEpBALY [—a,a] u He-
a
napHa, Taja je f(x)dz jennak wysu;
—a
e aKo je moguHTerpaana GyHKIja f () HepeKuIHA Ha HHTEPBALY [—a, a| 1 mapHa,
a

Taja je ' f(z)dx = 2/ f(z)dx.
—a 0

Hoaunrerpanna dbynxknuja |z|arctgx nenpexmina je na unrepsany [—v/3,v/3] (gomen dynkuuje
|x| arctgx je R), a takobe je m memapma (3a cBako x u3 R Baxkwn arctg(—zx) = —arctgz, Kao u
| — x| = |z|, Te je | — x| arctg(—x) = —|z| arctg x), na je TpaxkeHa BPEJHOCT JATOI MHTEIPAJIA JeHAKA,
0.

<> 3amaTak ce MOXKe YpaIuTH U JUPEKTHUM W3PAadyHABAmEM JaTor oapeljeHor wuHTerpaJa
(Hajmpe wmCKOpUCTHTH OCOOMHY aamTUBHOCTH onpeljeHor wmHTerpasa, OJHOCHO TPUMETUTH J1a je

V3 0 V3
/ |x| arctg xdz = —/ z arctg xdx + / xarctg xdzr, a 3aTum y o6a MHTErpasa NPUMEHUTH
-V3 -3 0

MEeTOJT mapijaine narerpanuje). Taj HAUWH je, HAKO KOPEKTaH, 3HATHO 3aXTEBHUjU.
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[Mogcernmo ce ma je maTErpasna KpuBa gudepeHITHjaIHe jeHaAYNHe CBAKO HEHO map-
THUKYJAPHO WM CUHTYJIAPHO PEIIeihe TOCMATPAHO Kao KpuBa ¥y = y(r) Wik y MMILIH-
murHOM 06Ky G(z,y) = 0.

Taxobhe, mapTukyaapHo periewme audepeHijaiHe jeIHadnHe IPBOr PEJia jecTe CBaKO
pelreme Koje e MOKe MOOUTHU U3 HEHOT OIINTEr PEIemha 33 HEKY BPEIHOCT (KOHAYHY
i GeCKOHAYHY) KOHCTAHTE KOja y OMIINTEM Delley (bUrypwuiie, J0K je CHHTYIAPHO
pereme qudepenujaaHe jeHaunHe IPBOT PEIa OHO PEIehe KOje ce He MOXKe 100uTHn
13 IEHOT OTIIITEr Pelleiba HU 33 JeJHY BPEIHOCT (KOHAYHY MJIH OECKOHAYHY ) KOHCTAHTE
KOja y OlIITEM peliewy purypuiie.

Hata jemnaunna jecTe jeHaUNHA KOja pa3aBaja IPOMEH/bUBE, U JI0 IeHOT OMINTEr PEIleha T0Ia3uMO
urrerpanujom: zdz + (y + 1)dy = 0= [dz + [(y + 1)dy = 0. Narerpanu ca nese u mecHe crpane
2 2
x (y+1)

MOCJIe/TIbE Je/THAKOCTH TabJUYHU CY WHTErPaJid, 1a je > + N C, 0JTHOCHO, HAKOH MHOYKEha

oC/Ie e jeTHAKOCTH Ca, 2, 2 + (y + 1)2 = (1, ¥ 0BO je OTIIIITe pelehe mojazHe JudepeHIinjaTHe
jemnaunue. UuTerpasny KpuBy Koja mpoJsiazu Kpo3 Tadky (0,0) HaIasuMo 3aMEHOM y jeHAYHHY:
02+ (04 1)2=Cy, 1j. Cy = 1. Jakse, Tpaemna maTerpasna kpusa je =2 + (y +1)% = 1.

4. Jlata cy aBa JHHEAPHO HE3ABUCHA MAPTUKYIAPHA PEIleiha XOMOTeHe MU epeHIinjaTHe jeTHATnHe
apyror pega. To cy y1 = €2 u yp = 2ze?*. Ilpumerumo ga je dbynxuuja ys = 2xe’® mureapHO
3aBucHa ca GYHKIMjoM y3 = ze?® (Baxkn yo = 2y3), 11a je n byHKImja y3 = re2* jeaHo napTUKyIapHo
pertemke gate XoMoreHe aupepeHIjasie jeqHaunHe APYTOT pejia Koje je JMHeapHO HEe3aBUCHO Ca
eHIM MAPTUKYIAPHUM perermeM y; = €2, JlakJie, IMaMO /B3 JUHEAPHO HEe3ABHCHA MAPTUKY/IAPHA
pellema JaTe XoMoreHe qudepeHImjaIHe jeJHAYnHe PYToT pea obamKa iy, = 2% u y3 = xe?®, ma cy
perema KapakKTePUCTHYIHE jeTHAYNHE TPaKeHe XOMOTreHe IudpepeHIinjaine jefHAYnHEe APYTror Peaa
A1 = Ay = 2. KapakrepucTnuHa jemHAUYNHA jecTe APYTor crerneHa (jep je TpaykeHa IudepeHInjaTHa
jenHaUMHA IPYTOT PeJia), W TO3HATA Cy HAM HeHa 00a Pernema, Ta KAPAKTEPUCTHIHA jeJHATNHA T/IACH
(A —2)2 =0, onmocro A\? — 4\ +4 = 0. Caza je jacHo Ja je TpaskeHa JucbepeHITjAIHA jeIHATHHA
Yy’ — 4y + 4y = 0.

Heka je gar ckyn X = {x1,z9,...,2,} Koju uma n enemenara. KombGunanuja k-re

xiace, k < n, ckyna X jecre OUI0 KOJU BEroB MOJCKYN ca TadHo k ejemenara. [loj-

ceTuMo ce ga je 6poj kombunanuja k-te kiace, k < n, ckyma X Koju mma n ejeMenara

(omHOCHO 6pOj k-Towranux mockymoBa, k < n, CKya KOjH MMa 1 eJleMeHaTa) jeTHaK
n

()

Bynyhu na cy xyraumme pazmawmawre, one umue ckynm X koju wma 13 enememara. Csaxm m3bop 8
Kymnia u3 jgaror ckyma X ca 13 Kymiuna mpejicraBba u3b0p jegHOr MOJACKYIA KOJU HUMa OCaM
eJIeMeHaTa, OJHOCHO MPEACTaB/ba jeany koMmOmnarmjy kaace 8 ckyma X. Ilorpebmo je mpebpojarm
CBe TakKBe MOJCKYIIOBe, Tj. cBe KoMOUHaIUje Kiace 8 cKyma Koju uma 13 enemenara, ma je y IUTaby
O6poj xKomOuHarMja Kiaace 8 ckyna Koju uma 13 ejemenara, a taj 6poj jeanax je:

=13-11-9 = 1287.

c (13 13! _13-12'11-10-9-8!_13-12-11-10-9
13’8_(8>_8!~(13—8)!_ 8l 51 T 5-4-3-2-1
Pasmorpumo caza nouyhene oarosope. 3a 6poj 1287 saxku 1287 < 2013, na je oarosop (a) Tauan.
3a 6poj 13% Baxu 13% > 132 - 10 = 1690, ma oxrosop (6) Huje Tagan. 3a 6poj 82 Baxku 813 > 642 >
602 = 3600, ma oarosopn (B) u (T) HICY TaxdHL.

Hakse, Tauan je camo oarosop (a).
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+00
1
[loaceTnmo ce YumHeHNTTe Ja HYMEePUIKI Pej E — KomBeprupasa « > 1, ay ocranum
n
. n=1
CyYIajeBUMa JTUBEPTUPA.
Takobhe Baxku u apyru mopeadeHu KpI/ITepI/ijM 33, TIO3UTUBHE HYyMEPWYKE PEJIOBE:

Ako Baxu a, ~ by, win ako nmocroju lim — = K, 0 < K < 400, Taga cy peroBu
n—+00 Op

> an u Y by eKBUKOHBEPI€HTHH.
+oo
[ToxceTnmo ce u J1a 3a aJTepHATUBHE P E (—

n=1
BOT' THIIa aKO je Hu3 {a, } MOHOTOHO onaaajyhin Hyaa-HU3, Kao U ja je pes Jlajoaurnosor

"1 g, Kazkemo 1a je pen JlajGammo-

THIIa KOHBEPIreHTaH.

Konaumo, nogerna Bpeamnoct "6pojaua" He yTude Ha KOHBEPreHIN]y pema Oyayhu ma

+oo +o0o
cy pen g Gy W EHETOB OCTATAK E an, Te je k mpom3BO/bAH TMPUPOIAH OPOj, eKBU-
n=1 n=k

KOHBEPTEHTHHU (aJii 3aTO yTUYe Ha BPEIHOCT CyMe pejlia, Tma je moTpebHo obparuTu
mocebHyY TaXKmby Ha MoYeTHY BpegHocT "Opojaga' y zamamuma y kKojuma oapelyjemo
CyMy JTaToT pejia).

1 an 400 1
Baxn Z i —I)- 1= Z YR 1a je, Ha OCHOBY APYTOT HOPeaOeHoT KPUTEPH]yMa, TATH Pel KOHBEP-

L 4
na n .
rentat. Haume, ounryienno paxku  lim 1+ 1 = lim 5 = = 1, a je j1aTu pejl eKBUKOHBEPIE€HTAH
n—+too = n—+oo n* + 4
n
00 1
ca peJioM g vl KOjW je KOHBepreHTaH jep je a =4 > 1.
n=4

—+00
Cuau4ano Je Ha OCHOBY ApyTor HOpeLL6eHOF KpI/ITepI/IJyMa pen Z \/7 €KBHKOHBEPI'€HTaH Ca peaoM

3 +oo
1 . . Y . ..
Z ——= 3aro mro je lim -5~ = 3. Pex ca onumrrum unanom Z = HMje KOWBEprenTa jep je
n3 n——+o0o T
SV = \/
+oo
5 <1, na € Z 5 HUje KOHBEPI'€HTAH
= — I1a H1 y— .
—+00 A
Takobe je, Ha OCHOBY ApPyror mopemdeHOT KPUTEPHUjyMa, Pei Z \3/—74 €KBUKOHBEPIEHTAH Ca PEIOM
4 +o0
3/n4

g -~ 3aro mTo je lim
It

= 4. Pen ca ommTuM WIaHOM E JeCTe KOHBEPreHTaH jep je
n——+00 A /

3\/ n4
- > 1 E
ma je u pe; KOHBe[)FeHTaH.

+o0 (_1)371 +00 ((_1)3)" +00 (_1)7’L
Baxu 7; 3+ 3 = 7; n13 = ; 343’ ma je y muTamy pen JIaj0HuiioBor Tuma 3arTo Imro

1 1

i - v Gyayhin 1a ] —an = - -
je mus apn = o= monorono omazajyhu mus Gyayhu sa je ant1 — an ST 1) 13 3ni3

1 1 1 —1

- - = < 0 (ogaOCHO < an 3an € N), anja je rpa a BpeJ-
3<n+2 n—|—1> RCEDICES)) (OTHOCHO apt1 < ap 3a M ), 9nja je TpaHWIHA BPe.T
HOCT KaJla N TexKU OeCKOHAYHOCTH OYUTJIEHO jeJHaKa HyJd. 3aTo je pei 5 5, 3 KouBeprentai.

n

Takne, Taunn cy ogrosopu (a), (6) u (r).

120




[Toncerumo ce ga eqemMerTapHe TpancdopMalyje He MEmbajy palT MAaTPHUIlE, Kao U J1a je,
o medMHUTIV]U, PAHT MATPUIlE PeJ heHe HajBehie perynapHe KBapaTHE TOIMATPUTIE.

Wseprmumo Ha garoj marpurm A, pemowm, ciejehe npe enementapHe TpancgOpMaIidje: J101ajMO
eJIEMEHTHUMA, JPYyre BPCTE ejeMeHTe NPBE BPCTE IIOMHOXKEHEe OpojeM —2, a 3aTuM J10/1ajMO €jIeMEeH-
tuMma Tpehe BpcTe ejieMeHTe TIpBe BpcTe mMOMHOXKeHe Opojem —1. Ha Taj mauns mobujamMo MaTpuiry

1 2 3
A = |0 =1 a—6 |. Buuumo usa je marpuuna A’ ropmwe rpoyraoHa Marpuua, na je HbeHa
0 0 -3

JIeTEPMUHAHTA, jeJHaKa MPOW3BOJY €JeMeHaTa ca [JIaBHe JujaroHase, oxxocuo 1 - (—1)-(=3) = 3.
Hakne, marpuna A’ perynapna je (3a csako a € R), nma je oma cama cBoja majsehia perynapua
MOIMATPUIA, W TheH PaHT je cTora jegHak Tpu. Bymyhu ma je rangA = rangA’, Baskm 1a je panr mare
Marpuie A jegmak Tpu 3a cBako a € R.

[Toacerumo ce HeKMX OCOOWHA CKAJAPHOT M BEKTOPCKOT TTPOU3BOJA JBA BEKTOpA U3
R3.
CkajrapHu IPOU3BO/I BEKTOPA jecTe OUHApHA onepauuja KOja TTapy BEKTOPa W3 BEKTOP-
CKOL IIPOCTOPa R3 /:Logemyje peasan 6poj, Tj. - : R3 x R? — R. 3a caxa aBa BeKTOpa
GubusR3Bazku @-b=b- @, OTHOCHO CKAJIAPHU MPOU3BOJT BEKTOPA jecTe KOMYTATHBHA
onepanuja. CkajgapHm OPOM3BOJ 1Ba BeKTOpa u3 R jesHak je Hyam ako M camo ako
cy Ta JiBa BEKTOpa OPTOrOHAJHA, Tj. aKo je yrao m3Mehy mux jeqnax &, WM yKOTHKO
je bap jeman oj Ta JiBA BEKTOPA HYJIA-BEKTOP.
BekTopcku mpom3Boa BeKTOpa jecTe OMHApHA OIEpalnja Koja Iapy BEKTOpa H3 BeK-
TOPCKOT IIPOCTOPA R3 nonemyje BEKTOD U3 R3, 1. x : R? x R?® — R3. 3a cBaka 1Ba
BEKTOpa a4 bus R3 paskn @ x b = —b x @. BexkTopckn mpom3Boa aBa BEKTOpa n3
R? jemmax je HyIa-BEeKTOPY aKO M CaMoO aKo Cy Ta JBa BEKTOpa TapaJesHa (KOJIHe-
apHa, Tj. JUHEAPHO 3aBUCHA), OJHOCHO aKo je yrao mamely wux jeguax 0 wiw 7, wau
YKOJIUKO j€ 6ap jeaH oJl Ta JiBa, BEKTOPA HYJIa-BEKTOD.
AKO cy d, bud BEKTOPU U3 R3, Tajga ce mHUXOB MEIIOBUTH IIPOM3BOJL O3HaYaBa Ca
[@,b, ¢ u jexnax je [@,b,¢ = a- (b x @). AKo ¢y y MemoBHTOM TpousBony [@, b, ¢ Gap
JIBa BEKTOPA jeTHAKA, MEIIOBUTH IPOU3BOJ jeJHAK je HY/IU.

Ha ocHOBY HaBeJeHUX YHILEHUIA, OJMAX 3aKJbydyjeMo 1a ¢y TeBphema Hasemena mon (a) u ()
TadHa, a rBpheme HaBegeno noxa (6) werauno. Byayhu ma je cBakm BeKTOP KOJMHEApaH caM Ca
cobom, tauno je Tepheme nHaBegeno mox (r), a TBpheme HaBeaeHO MO (B) HETAYHO.

Hakune, tauna cy tephemwa (a), (r) u (x).

9.

[Mogcerumo ce ga je munumasau nogunom marpune A (jemuncrsenn) nosmaom P(N)
HajMamber cremena 3a koju Baxu P(A) = O u unuju je Bogehu koedurnujent (rkoedu-
mjeHT y3 Hajeehw cremen) jemanak jeman. Taxobe, Baxku 7a je MUHUMAJHU TOJUHOM
Marpuie A fgeauiaarn meHOr KAPaKTEePUCTHIHOD [TOJINHOMA.

Kapaxkrepuctuunu nosmaom marpuie A jegHax je:

Pa(N) = det(A — AT) =

’ 00—\ 4 ':(_)\)2_4:(_)\_2)(—)\+2):()\+2)()\—2),

1 0— A

na cy jeamnu gemwonu monmHoMa Py (\), umju je Bogehm koedwunujeHT jeTHAK jeaH, MTOTMHOMHI
Pi(A) =X+2u Py(A\) = X\ — 2, u cam xapakrepucruaan noguaom Pa(N).
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To cy jenunn "Kamgugaru" 3a MHEHEMAJIHE DOJHHOM MaTpuie A.

Byayhu ma je Pi(A) = A+ 21 = { ? ;L } # 0, mommaoM P () HEje MUHUMAJHE HOJMHOM MAaTDUIE
' 2 4 .
Takobhe, Po(A) = A — 21 = 1 9 # 0, ma 1 mosmHOM P2(\) HUje MUHUMAJHHU IOJHHOM

marpuie A.
Hake, MUHUMAIHA TOMUHOM Marpure A jeTHak je BeHOM KapaKTePUCTUIHOM IMOJTHMHOMY, OHOCHO
mwen Muaumaann nouHoM je P(A) = (A4 2)(A —2) = A2 — 4,

10.

[Moxcernmo ce na je rpad ypehen nap (X, p), rue je X wenpasan ckyn u p Gunapna
penanuja nedunucana Ha ToMm cKymy. Esementu ckyma X jecy usBoposu rpada, a
eJIEMEHTH CKYTIa p erose rpane. 'pad ce 0unrieno MoXKe MPeICTABUTY IIPTEKOM Y
pasHE (nu mpocTopy) Ha caenehn HaunH. UBopose rpada mpeacTaBbhamMo MPOU3BOJb-
HuM MeljycoOHO pasiuauTiM TadKaMa y paBHu (Wi IpocTopy ). Ao ¢y, 3a ¢4, 25 € X,
eJIeMEeHTH T; U Xj y PeJaluju p, OJHOCHO aKO BaxKU T;pT;, TadKy KOja IPEJCTaB/ba
YBOD X; CIIAjaMO HEIPEKUTHOM TJIATKOM JIMHUJOM Ca TAYKOM KOja MPEJCTaB/ba YBOP
x;. OBa JUHUja ce OPUjeHTHITe Ha MPTEXKY CTPEIUIOM O T; K& T; W OHA He TIPOIa3u
Kpo3 Hekw Tpehm uBop rpada. Ako 3a x;,x; € X, eJTeMeHTH x; ¥ T; HUCY Y pPesallyjn
p, OZJHOCHO aKO He BaXKU T;pTj, YBOPOBH Tj U T; HUCY Ha IPTEXKY JUPEKTHO HOBE3AHM.
['pana koja cmaja 4Bop ca caMuM coOOM Ha3WBA Ce MEeT/ba (AKO KOJ YBOPA T; MOCTOjH
ner/ba, OHJIA je eJIeMEeHT x; CKyma X y Peamuju p ca caMuM coOOM, Tj. BAXKW X;PL; ).
Ipad (X,p) HeopujeHTHCAH je WM CHMETPHYAH aKO M CAMO AKO jeé p CHUMETPHIHA
penamnuja. Kox meopujentucannx rpadoBa CBe rpaHe Cy IBOCTPAHO OPHjEHTUCAHE,
OJIHOCHO HEODUjEHTUCAHE, 11a Ce CTPEJHUIIE HA IPTEXKY U30CTAB/bAjY.

3a ABa YBOpa HEOPHUjEHTHCAHOD Tpada 0e3 MeT/bU KayKeMo 13 CY CYCeJHU aKO Cy CI0-
jeHu rpaHoM. Bpoj cycelHUX 9BOpPOBa 3a YBOP & HA3WBa Ce CTeleH ToT uBopa. Heopnu-
jenTucan rpad 06e3 neT/byu HA3WBA CE PEryJIaPaH CTEIEHA T KO je CTEIEH CBAKOI YBOPa
Tor rpada jenuak r. Perymapan rpad ca n aBopoBa cremena n — 1 HA3WBA C€ TMOTIYH
(kommieran) rpad (Komx mormyHOr rpada Cy CBaka JBa YBOPA CIOjEHA TPAHOM ).

V meopujertucanom rpady myT ayxKuHe k jecTe HAM3MEHWYHU HU3 YBOPOBA X; ¥ TPAHA
u; O0JMKA T1,U1, T2, U, ..., Tk, Uk, Tk+1, IPU UeMy je 3a cBako 1 < ¢ < k 4uBop z;
TMOYETHH, & YBOP Xj+1 KPAjibU 32 TPAHY U;.

HeopujerTucan rpad je moBesaH ako ce CBaKa JIBa IHETOBA IBOPA MOTY IIOBE3ATH IIy-
TeM. Ako y HeopujeHTHCAHOM rpady MOCToje JBa YBOpPa KOJU C& HE MOTY MOBE3ATH
IIyTeM, KaykKeMo 1a je Taj rpad HemoBesaH.

Ha ocHoBy wmasioxkenwx uwmmhenwuiia mgaTtum rpad jecte meopujenTucan Oynyhm ma meroBe TpaHe Ha
LIPTEXKY KOJUM je MpeJICTaB/beH HUCY OpHUjeHTHCaHe. JacHo je u Ja je JaTu rpad MOBE3aH, jep ce
CBaKa /[Ba O/ IErOBUX IIECT 4YBOpOBa Mory nosesarn myrem. Jlatu rpad nuje perynapan, jep y
HBEMY II0CTOje 9eTHUPHU YBOpA CTEleHAa TPH U JBa YBOpA CTEIEHA JIBa, OJHOCHO HUCY CBU YBOPOBHU
ucror crenena. Takobe, rpad Huje HE TOTIYH, jep MM IMECT YBOPOBA, W OHU HUCY CBU CTEIIEHA TIET
(ounrseHo je m ma y maroM rpady HHCY CBaka JBa YBOpa CIOjeHa TPAHOM, Tj. IOCTOjé YBOPOBU
KOjU HUCY CIIOJEHU IPAHOM).

Haxne, Taunu cy ogrosopu (a) u (6).
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 24. 08. 2013.

1. Oppeaurn ony npumurusHy dyHKImjy F(z)
dyukuuje Inz, 3a xojy je F(e) = 0.

2
2. U3pauyHaT BPEJHOCT HHTErPAIA / |z —1|dz.
0

3. OgpenuTtu ommre perieme audepeHIIrjaTHe
jenmaumue npsor pexa v + 2zy? = 0.

4. @opmuparu XOMOIeHY JuHeapHy jaudepeH-
nMjaaHy jeJHaunHy Ca KOHCTAHTHUM KoedWInjeH-
THMa aKO Ce 3HA JIa je BheHO OIIITe perewne y(x) =
Che® +2C5¢* 4+ Cze™ ™.

5. 3a0KpYyKUTH CJIOBA UCIPE]] UCKA3ZHUX (DOPMYJIa
KOje Cy TayToJIOTHje:

(a)pAp;  (6)pVD;
(mp=p; (W)p?TD

(b) mujenna on mperxomHux ucKazHEUX (GOPMyIA
HUj€ TayTOJIOTH]a.

(B)p = p;

6. 3a xoje a € R koHBeprupa HYMEPUIKH PEJ

> (2)

n=10

+oo
1 4 n,n
7. Uspaaynaru S (2> ako je S(x) = Z(—l) "

n=1

8. Ompenurn cOICTBEHE BPESHOCTH MATPHUIE

1 -2
B=10
0

O =
N Ot

9. Jaru cy sexropu a = (1,0,0), b= (1,2,1) m
¢=(2,t,2), t € R. 3a Kojy BpeJHOCT TapaMeTpa
t oBM BEeKTOpHU HE UmHe 0a3y BEKTOPCKOr MOCTOPA
R3?

10. Hammcaru jenmaduny paBHE y 1pocTopy R3
Koja ceue z-ocy y tauku A(1,0,0), y-ocy y Tauku
B(0,2,0) n z-ocy y Tauxu C(0,0,3).
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— Pemema —

[Mogcerumo ce ga ykouuko je F(x) npousso/bHa npumutubHa, (DyHKOuja (DyHKIUjE

f(z) wa wnrepsany (a,b), Taja Baxwu /f(x)dx = F(z) +C, z € (a,b), tme je C
IPOM3BOJbHA PeaHA KOHCTAHTA.

[Torpebno je ompemuru F(x) = / Inxdzx, a 3a ojgpehuBame TOr MHTErpaIa KOPUCTUMO METOJY IIap-

yjaJiHe WHTerpamuje:

u=Inz dv=dx
F(J:):/lnxdx = dz = mlnm—/dx:xlnx—m+C.
du:? v=u

Kopucrehin naru ycnos F(e) = 0, uspadyHasamo spejHoct Koncranre C-
0=F(e)=elne—e+C=e—e+C=C,

ma je TpaykeHa mpuMuTHBHA dyHkunja dyarnuje Inx F(z) = xlnx — .

[Toncerumo ce ocobute aUTUBHOCTY OJIpe)eHOT HHTerpaJjia: YKOJUKO CY @, b 1 ¢ Ipou3-
BO/bHU peasiHu 6pojeBn u ykonuko je dpynkumja f(z) unarerpabumna wa najsehem o

b c b
unTeprana [a,b|, [a,c], [b, ], Tana je/ f(z)dx —/ f(z) dw+/ f(z)da.

—z+1, z€]l0,
1

. Uckopucrumo caja ocobun
r—1, z€ll, } p . Y

Ba nogunrerpanny dbysxiujy Baxu |[r — 1| = {

AUTUBHOCTH ojipeljeHor uHrerpaJa:
2 1 2 1 2
/ ]m—l]dx:/ \x—1|da:+/ ]m—l]dx:/ (—x—i—l)dm—l—/ (- 1)da.
0 0 1 0 1
1 1 1 2
36or suHEapHOCTH O/ipeleHor MHTerpaJsa je / (—x+1)dx = —/ zdz +/ dx, xkao u / (x —
0 0 0 1

2
x + C, na 3a uzpadyHaBambe MOCIe/ha YeTUPU MHTerpaJa MoxkeMo uckopuctutu Hbyru—Jlajbuunosy

2 2
x
1)dx = / rdr — / dz. Unrerpanu / rdr un / dx Tabswunu cy u jemHaxu cy, peaom, — + C u
1 1

1 1
1 332 1 1 1 2
dopmyy: /:L“dx: — =—(=--0 :,/dx:x :10:1,/xdx:
0 2 2 2" Jo 1
0 0
2 2
2 2 2
4 1 3 1 3
% :<2—2>:2,/1dx:x :2—1:1.HaKpajyje/0 |x—1]dx:—§+1+§—1:1.
1 1
2
<> Sajarak MoxKeMo pemuTu U rpadudku. Bpegnocr oapehenor unrerpadia |x — 1| dz jennaxa je

BeJINYMHM TIOBPITMHE KOjy 3akjanajy npase ¢ = 0, x = 2, y = 0 u rpadwk dynkuuje f(z) = |z — 1].
Y muTamy Cy IBa MOLyJapHa MpaBoyIryIa TPOyT/Ia Ca KaTeTaMa My KuHe 1, Ia je BeJudnHa MOBPIIHHE
JeTHOT OJT ThUX jeTHAKa, %, a TpakeHa BpeaHOCT je 1.
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3. Hamummmo jeamaumny ma caegsehn maumm: oy = —2xy2. Obo je jeamaumna Koja pasziBaja
TPOMEHJbUBE, M 10 FHEHOT OIIITET pPellemha T0Ia3UMO0 HHTETPAITIjOM:

d d d
y = —2xy° = Y —2x1° = W _ ords = /y = /—Zmdx.
dz 32 32

1

Warerpanu ca jieBe u jecHe crpaHe TMOCJIE/Ibe jeJHAKOCTH jecy TabJAMYHM WHTErpaju, Te je: —— =
2 1 2 . : :
—x“ 4+ C1, ommocuo — = z* 4+ C. Jlakje, OIINTe perene moaaste JudepeHiinjasne jeJHATnHE jecTe
)

Y IITO Ce jJeTHOCTABHO MOYKe ITPOBEPUTH.

rCEYel

4. Youmwmo Hajope Ja ce JaToO OMINTe permeme Moxke 3amucarn kao y = (O + Cy)e” + Cze ™™ =

Ce® + Cse™™, na Ha 0CHOBY 0OJIMKA OIIIITEr PEIeha 3aK/byIyjeMo Jia je ped 0 XOMOTEHO] JIMHeapHO]
JudepenInjaiHoj jeIHAYUHA IPYTOT pefa ca KOHCTAHTHUM KOeUIHUjeHTUMa, JHja Cy JIBa JIMHEAPHO
HE3aBUCHA TMAPTHUKYIapHA permema y1 = e u yo = ¢~ *. Ha ocnoBy obsivka aBa JMHEAPHO HE3ABUCHA
NapTUKYyJIapHA PElleha MOXKEMO 3aK/byUUTH Ja CY PEIlermha KapaKTEePUCTUUIHE jeJHAUNHE TParKeHe
mudepenrujaane jeqHaawHe APYTror Peia ca KOHCTAHTHUM KoedwurujentumMa A =1 u Ay = —1.
Kapakrepucruana jeHaqlHa je Ipyror crernena (jep je Tpakena MudepeHijasHa jeIHAInHa JPYTor
pesa), u mo3HaTa Cy Ham 00a HmeHa perrema, na je Kapakrepucrnana jegaaanaa (A — 1)(A 4+ 1) = 0,
omuocuo A2 — 1 = 0. Jlakse, Tpazkena mudepennujaina jeqaaanna rioacu y”’ —y = 0.

[Toncerumo ce ga je Tayrosioruja uckasua ¢dpopMysia Koja 3a CBe MCTUHUTOCHE BPE/IHO-
CTU MCKA3HUX CJIOBA KOja Ce Y 0] 10jaB/by]y UMa UCTUHUTOCHY BpejHoCT 1.

(a) Baxu p ADp = 0 (maBemena jemnakoct je akcmoma Bynose anreGpe), nma mara dbopmyna Huje
TayTOJIOTH]a;

(6) Baxu pV P =1 (maBemena jemnakoct je akcmoma Bysose anrebpe), ma gara dhopmyna jecre
TayTOJIOTH]a;

(B) Baxkump=Dp = pVDp = P (OpBa jeHAKOCT CJEIN U3 YUFCHUIE Ja je p = ¢ = PV ¢, a Ipyra
U3 YMELEHUIE /12 BaxKu pVp = p), ma gara GopMysIa HUje HU TayTOJIOTHja HU KOHTDAIUKIN]A,;

(r) Baxu p=p = PV p, na gara Gopmysa jecre TAyTOJOIH]A;

(n) Baxuptp = pAp = pVp (nocaenmwa jennakoct ciean u3 Je MopraHoBux 3akoHa U 3aKOHA
MHBOTyTIME), Na, gaTa hOpMysIa jecTe TayToJ0THja.

Hakne, Tauun cy oarosopu (6), (r) u ().

+o00
[Moacernmo ce ma reomerpujcku pes Z q" xomseprupa 3a |g| < 1, a y ocrasum cuy-

n=0

JajeBUMa JUBEPTUPA.

. . 3 . 3
Jatu pen je reomerpujcku peji 3a ¢ = —. Jlaksie, KOHBepreHTaH je yKOJIUKO Baxku |—| < 1, ojiHOCHO
a a

a
21> 1, 1. |a| > 3.
(3‘ 1j. |al
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+o00o
1
[Toacernmo ce na 3a |¢| < 1 Baxu Z =
l—gq
n=0
= = 1 1 @
Youumo na je S(x) = Z(—l)"w” = Z(—x)" —-1= = (o) 1= 52 1= 112’ ua je
n=1 n=0
o1 : 1
Tpaskena Bpearoct S | = | = — =——.
P pest 2 1+1° 3

[ToxceTumo ce a 3a gary KBaJpaTHy Marpuiny A MoxKeMO TeUHHCATH HEH Kapak-
repuctraan moauHoM Pa(\) = det(A — AI), rae je I jequnmana marpura ucror pejga
kao u Marpuna A. Hyne kapaxrepuctudnor noanHoMa Marpuie A jecy meHe Kapak-
TepucTrdHe (CONCTBEHE) BPEIHOCTH.

Kapakrepuctuunu nojsunom marpuiie B je:

1—X =2 4
PN =det(B—X)=| 0 1-X 5 |=(1-XN*2-).
0 0 2-2A

Hoerose myse cy Ay = Ao =1 u A3 = 2, ¥ TO Cy COICTBEHE BPEAHOCTH naTe Marpuie B.

[omcernMo ce ma 6a3y BeKTOpCKOr mpocTopa R3 umne 6110 Koja Tpu JTHHeapHO He3a-
BHCHA BeKTOpa 13 R3.

Takobe, Tpu BekTOpa @ = (a1, az,as), b = (b1,b2,b3) u & = (c1,c¢2,c3) y mpocTopy
R3 nuHeapHO Cy 3aBUCHEW aKO W CaMO aKO je FHXOB MEMIOBUTH TPOM3BOJ |d, 5,5] =

ap a2 as
b1 by b3 | jemmax Hysm.
c1 C2 C3

Ha OCHOBY HaBCACHUX YUIHCHUILA, JATHU BEKTOPU CYy JIMHEAPHO 3aBUCHU aKO M CAMO aKO BazKHU

N = O

10 .
0=[abd=]1 2 :‘t2'24—u
2 ¢

OJHOCHO 3a t = 4.
Jlaxje, aTa TPH BEKTOpa JIMHEAPHO CY 3aBUCHH, OJHOCHO He UmHe 6a3y BEKTOPCKOT IpocTopa R3,

VKOJIUKO BaxKM t = 4.

10.

. T z
[osiceTnMo ce cerMenTHOT Ob/INKA jeJHaunHe PaBHu v y poctopy R3: o + % + o= 1.

Pasan «a ojcena ma kKoopauaaTauM ocama Ox, Oy, Oz, pejaom, ofcedke a, b, ¢, OHOCHO
caJpKHu Tavuke ca KoopauHatama (a,0,0), (0,b,0), (0,0,c).

z

3 =1, oguocuo 6z + 3y + 2z — 6 = 0.

. T
Jegmaunma TpakeHe paBHU je, TaKJe, 1 + g +
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 07. 09. 2013.

xdx

1. Ompe erpa. —.
APenuTH WHTETP ﬂ/$4_4m2+4

2. UszpauyHaTw BeIWYWHY TOBPINHHE €18 PABHH
OTPAaHMYEHOr KPUBOM ¥ = T° U mpaBoM y = 2.

3. OgpenwTtu ommre perieme andepeHIIrjaTHe

jemaadmHe ¥ = 2V

4. Koymko nma pazmumautux Bynosux dyHKOUja
f:{0,1}* = {0,1} raxBux ga Baxmu:

(\7(331,@) €0, 1}2) f(z1,22) = f(T1,72)?

5. Ha xomko pazanunTux HAUMHA MOXKEMO TTOC/Ta-
ratm Ha mosuiy 10 Kmura, o Kojux cy 4 3esede,
3 npBeHe, 2 KyTe u jejaHa rraBa’

6. 3a koje o € R koHBeprupa HYMEPUIKH PeJ

+0o0
Z na+3?
n=3

7. OspeauT moyNpeYHIK KOHBEPreHInje CTerne-

+OOTL+1
— (3xz)".
Horpega;n+2( x)

8. OmpenuTn MEUHMMAJIHU IOJAHOM MATPHIIE

A:[;ﬂ

9. Jlar je cucrem juHeapHUX aarebapCcKux jejiHa-

YUHa.:
2+ y = 1

ar +o5y = 92

3a K0jy BPEIHOCT PEATHOT TapaMerpa a JATH CH-
creM HUje caryiacaH?

10. Hamumcarw jemmadunmy paBHEU KOja CAIPKU
tauky M(—2,1,3) u HOpMasHA je Ha BEKTOp 7 =

—

47+ 25 — k.
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— Pemema —

. d d
11. Younmo na je / 334_36475@1 = / (:z;—w2)2 Hobujern uHTErpaj permaBamMo yBomehu cMeHy
t =z

xdx t = a? 1 dt 1 1 1 1

/(w2—2)2 {dt:d(:rQ):2xd:c} 2/(t—2)2 2 75—2+ 2 x2—2+
zdz 1
—— = ———5—— + C.
Haxe, / xt —4x? 4+ 4 2(z2 —2) +
dt 1

IIpurukom onpehuBama 0BOI MHTErpajia KOPUCTUIK CMO JIa je / W lr— +C.

ObpatuTn TaxkKiby Ha UYHEBEHUIY Ja je HeompeheHM WHTErpas jeqHak TPOU3BOJbHOj HNPUMHUTHUBHO]
dyuKIMjn ToanHTerpasHe GpyHKIMUje, Ta je BPJIO BaXKHO I [T0JAMO KOHCTAHTY TPUMUTHBHOj (PYyHK-
U KOjy CMO OJIpEJININ perraBajyhu 3a1arax.

12.

[oxcerumo ce ga yroauko cy y1 = fi(x) u y2 = fo(z) ABe KpuBe MCTOr 3HAKA HA
onicetky [a, b] (omHOCHO aKo 33 CBaKO = € [a, b] Baxn fi(z) > 0u fao(x) > 0 mam fi(x) <
0u fa(x) < 0), mpu gemy je fi(x) > fa(z) 3a z € [a,b] a fi(z) n fo(z) dynkmje
uHTerpabuiHe Ha 0JceuKy [a,b], Taga BpemHOCT f: (fi(z) — fa(z)) dz npexcrarmpa
BEJINYWMHY TIOBPIIMHE OrpaHudeHe Kpusama y1 = f1(x), yo = fo(x) u npaBamMa z = a u
xz =b.

Yxonuko, nomarno, Baxku u fi(a) = fa(a) u f1(b) = fa(b) (omHOCHO yKOIHKO Ce
kpuse y1 = fi(x) u y2 = fa(z) cexky y raukama A(a, fi(a)) u B(b, f1(b))), Taga one
3a © € [a,b] unHe rpanuIy jemne burype y paBHM W TOBDIIHHA Te (Urype jecte

f; (fi(z) = fo(x)) dz.

Onpemmvo, Hajpe, Tipeceare Tauke Kpubnux y1 = f1(z) = 23 u yo = fo(z) = 27, ogHOCHO permuMo
jennaunny fi(z) = fo(z), 1j. 23 = 22. Wmamo na je 23 — 22 = 0, oxnocuo z(z — v/2)(x 4+ v/2) = 0,
112, BHMMO [ IOCTOje Tpu Ipecedne tauke marux xkpusux: A(v2,2v2), B(—v2,—2v2) u 0(0,0).
Ckunupajmo cafa rpaduke bykmmja y; = fi(x) = 2% n yo = fo(z) = 2z. Bmmmvmo ma gare
KpuBe orpaHuyaBajy jejny urypy y upBoM u jegHy y rTpehem KBaJipaHTy, Kao U Jla Cy Te JiBe
durype mogymapHe, mTo ciaenu u3 udumbeHue ga cy dynknuje fi u fo memapme (3a cBako x € R
Baku f1(—z) = —fi(x) u fo(—x) = —fo(z)), ma cy ®BUXOBU rpadulll CUMETPUYHU Y OJHOCY HA
KOOD/IMHATHU TIOYETAK. 3aTO0, KO ca P| 03HAYNMO BEJIMYMHY MOBPINTUHE e/a (hurype Koju ce Hasasn
y TIPBOM KBaJPaHTYy, a ca Py BeINYUHY TOBPIIKHE je1a GUrype Koju ce Hastasu y Tpehem Kpajapanry,
Taza je Tpaxena nospumHa P = P + P» = 2P;. Buaumo n na ce 3a x € [0, \/5], OJTHOCHO Y TTPBOM

KBaJIPaHTy, rpaduk Kpuse ys = fo(r) = 2x Hamasn usHaj rpaduka Kpuse y; = f1(r) = 23, oxHocHo
V2

sa z € [0,v2] Basku fo(x) = 22 > 23 = f1(x). Bato je P| = / (22 — 2%) dx. 36or mmmeapuocTH

0

V2 V2 V2
MHTErPAJIa BaXKu / (2:0 — ac3) dr = 2/ rdr — / 23 dz. Murerpamm /xdaz u /333 dz jecy
0 0 0

4
. €T T
TabJIMYHN WHTErPaad U jeHAKH CYy, PEIOM, > +Cun T + C, na 3a w3padyHaBarme MOBpIuHE P)

kopuctumo Hbyru-JlajouuroBy dbopmysy:
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1 b f= fi(x) = 2
P V2 V2
= 2/ xdx—/ 23dr =
-3 -2 -1 /9 1 2 3 0 0
/-1 ) 2 [V2 24 V2
vy fol) = 2z o 4o
_ 2 (V2! _
N = ((v2?-0) ( = o) =2-1=1

Haxne, Tpaxkena mospmmHa je P =P+ P, =2P; =2-1=2.

<> Benwauny noppiubae Py Morsiu cMo, Takohe, pauyHaTu IIPUMEHOM opeheHor nHTerpaJa u To Ha
0

WMCTU HAYWH KO IITO CMO m3padyHa u Bejwauny mospmuuae Pp. lakne, Py = / (xg — 23}) dz, a
V2

BpeaHOCT oBOT oapelenor muTerpasia jecte 1.

VY zajanuMa y KojuMma je noTpebHO U3padyHaTH BEJIMYUHY NOBPIITUHE OIPAHUYEHE JaTHM (PYHKIIUjaMa,
(oiHOCHO KpuBaMa) npuMeHoM ogpeljeHor mHTerpaa, BpJo je BaXKHO MPABUJIHO CKAIUPATH rpaduke
tux dysknuja (kpusux). To HaAM gYecTo (Kao y OBOM 3aJaTKy) OJIaKIlaBa M3pajy 3aaTKa, a I0-
Mazke HaM U IIPUJIMKOM oapehuBamwa mehycobHor 1ojioxkaja jJarux kpusux y pasau. [locebny naxy
Tpebao 6u obpaTuTH Ha YUILEHUIlY JIa je uHTerpas Herarushe dyukuuje f(x) Ha unrepsany |a,b]
HeTaTUBaH OPOj, TTa YKOJMKO YKeJUMO /18 U3PAUyHAMO BeJIMUWHY NOBpiinHe P orpanudene rpadukoM
dbyukiuje f(z) u z-ocom, Taga je P = — f;f(a:) dz.

3. OBo je jeqmaunHa KoOja pa3jaBaja NPOMEHJBUBE, W 10 EbEHOT OIIITEr PeIleha JOJa3uMO WHTETPa-

IIHjOM:
1 dy 1 dy 1 dy 1
Y=V 7w YTy T2 y 2"

Wurerpann ca jieBe U J€CHE CTPAHE MOC/IEA e JeJHAKOCTH TabudHu Cy MHTErpatm, na je: In|y| =

z . .
ix + C, ognocuo y = Che2. [lakJjie, omimnre pelierme moJja3He AudepeHiiuja e jeJHaunHe TJIach

z -
y = Cle2, mTo ce jeIHOCTABHO MOXKe TTPOBEPHUTH.

4. Csaka bymosa dynkmmja f : {0, 1}2 — {0,1} ompebena je HuM30M (Iy:KWHE UYETHDH) CBO-
jux camka (f(0,0), £(0,1), £(1,0), f(1,1)), tae f(x1,x2) npeacraBma cauky enementa (r1,Ts) €
{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. Byayhm na je xomomen dynkumje f msoenementrn ckyn {0,1}, 3raxun
qa emementu Huza (f(0,0), f(0,1), f(1,0), f(1,1)) mory ysumaru Bpemnoctu u3 ckyna N = {0,1}
(ommocHo, 3a cBako (x1,z2) € {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} Baxkn f(z1,22) =0 wm f(z1,22) = 1), ma
je ykynan 6poj pasmuanrux Bynosux dynxnuja f : {0,1}2 — {0,1} jesmax 2-2-2-2 = 2% = 16.

Pasmorpumo cajga kosuko o tux 16 paznuunrux Bynopux dyHKIUja 3370B0/baBa TPaXKEHY 0COOUHY.
Bynyhu na Baxku: (V(ml,xg) € {0, 1}2> f(z1,22) = f(Z1,7T2), To 38291 gaje f(0,0) = f(1,1), kao u
f(0,1) = f(1,0), na je Hu3 cauka KojuM je oxpehena caka Bysmosa dyHKIMja ca TpazkeHOM 0COOUHOM
crepeher obnmka: (f(0,0), f(0,1), £(0,1), £(0,0)). To 3naun na je Taj ausz oxpeljen ca cBoja npsa aBa
esieMenTa (Tpelin ejileMent je jesHak Apyrom, a YeTBPTHU IPBOM), a IPBa J(BA eJIEMEHTa MOy Y3UMaTH
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speaunoctu u3 ckyna N = {0,1}, na je ykynau 6poj pasiuaurux Bynosux dyHKIHja ca TpazKeHOM
ocobmHOM jemHak 2 - 2 = 4.

<> Csaka Bysosa dyHKIMja MOXKe ce 3agaTu U TabJIUIOM CBOjUX BpeaHocTu (Taja je Bynosa dyHK-
mja oapehena BpesHOCTIMA Y TTOCIEH0] KOJOHN Tabule, a Te Bpegnoctr mory omrn 0 wm 1), na
CMO 33/IaTaK MOIJIN Ja YPaJuMo 1 (GOpMUpameM TaOIUIE BPEIHOCTH TpakeHuX (pyHkiuja. Tabsuia
BpeaHoCcTH cBake Bysose dbyHKIM]e KOja 3a0BO/bABA TPAXKEHY 0cobumy nma caeaehn obnK:

X1 | T2 f(l“l,SCQ)

—= =0 O
_ o = O

JakJiie, nuTame je KOJHUKO pazandyuTux Tabjauia maror obsinka moxemo dopmuparu. byayhum na
[IOIIYHaBaMO CaMO IIPBA JIBA MeCTa Yy II0CJIE/Hh0] KOJIOHU, a Tpehe M 4erBpTo MEeCTO IIPENNCyjeMo
(rpelie MecTo y mocsen0j KOJOHE jeTHAKO je TPYTOM, a YeTBPTO MPBOM), W Ja HA THM MECTHMA
MO)keMO Omparu A3 Jiv NeMO UX IOIMYHUTHA HYJIOM WU JEJIWHUIIOM, TPaXKeHuX BysioBux (QyHKIHja
nMa 2 -2 =4.

Heka je gar ckyn X = {x1,x2,...,2,}. [Ipe6pojMo KOIMKO HMa TEPMYyTAIHja eeMe-
mara ckyma X y KOjUMa Ce CBAKM OJT eJIeMEHATA TI0jaB/byje MPomucan 0poj myTa, 0IHO-
CHO Yy KOJUMa ce eJIeMeHTH T1,X2,...,Lyn IOjaBIbY]y, PEJIOM, TadHO My, M2, ..., My,
myra. JacHo je 7a je cBaka TAaKBa MEPMYTAaIlnja, y CTBApPH, jeJaH HU3 [IYKUHE
mi +ma+ -+ m, = r. YKOJUKO OUCMO TUX T ejleMeHaTa [EPMYyTOBau He Bojehu
npu TOMe padyHa ga Mely BuMa uMa M jeJIHAKUX, YKYIIaH O6p0j TaKBUX HU30BA (mep-
MmyTaruja) 6uo 6u jenmak rl. Mehyrum, mpousBosban HE3 (mepMyTaruja), YKOJIUKO
ce jelHaKU ejeMeHTH nepmyTyjy (Ipemenrrajy) y OKBUDPY HMO3HIMja KOje 3ay3uMajy,
JTaje WCTH Takas Hu3 (mepmyTtanujy). laksie, ako y jeHOM TaKBOM HE3Y (IIepMyTa-
IVj1) eJIeMeHTe jeTHAKe T1 TEPMYTYjeMo y OKBUPY M1 TMO3UIINja HA KOJUMA ce HaJase,
nobujamo mq! merux HUsoBa (mepmyTtanuja). VcTo BaXkm m 3a CBe OCTAsE €JIEMEHTE
ckyma X: ako y jeJHOM JaTOM HU3y (IIEPMYyTAIlUju) eJeMeHTe jeJHAKE X; MepMyTy-
jeMO y OKBUPY m,; TMO3UIHja HA KOJUMa, ce HajIase, 1obujaMo m;! neTunx TakBUX HAB0BA
(mepmyraruja), u 0Bo Baxu 3a cBako ¢ € {1,2,...,n}. Ilpema mpuHmUIy TpPOM3BOIA
BHIMMO JIa TIEPMYTOBaHeM fgobmjamo mylma! - - - my,! mctux mepmyranmja 3a cBaky mep-
MyTaIujy KoJ Koje mojequtu MelycobHO je/IHaKu eJIleMEHTH 3ay3UMajy UCTe TO3UIIU]e.

Axko ca Py, ms,...,m, O3HaUMMO OpOj IepMmyTaluja ejeMeHara CKyna X y Kojuma ce

n
eJleMedTH 1,2, ..., Ty M0jaBbY]y, PEIOM, TATHO M1, M2, . .., My TyTa, BUIAMO, Ha
OCHOBY IIPETXOJIHE JUCKYCHUje, Ja je:

—= 7!
mM1,M2,y.c.,y My,
P " m1!m2!---mn!

Y muramy je 6poj mepMmyTanuja ¢a MOHAB/BAHEM CKYTIa OJ T€TUPH €JIeMEeHTa (MMaMo 3e/1eHe, TPBEHE,
JKyTe U TTaBe KIbWre), ¥ KOjUMa ce MPBU eJIEMEHT T0jaB/byje TauHO YeTHpH myTa (jep MMaMo JeTHpu
melycobHo jemnake 3enene Kmure), Jpyru eJeMeHT TadHo Tpu nyrta (jep mMamo Tpu melycobmHo
jenHake TpBeHe Kbure), Tpeliu egeMeHT TavHO ABa myTa (jep mmamo aBe MehycobHO jemHake KyTe
KIbUT€E) M 9eTBPTHU €JIEMEHT TaqHO JeJHAHNYT (jep mMaMo jeJHy IIaBy KEUry).

Haxne, m; = 4, mg = 3, mag = 2, my = 1, u Baxxn my; + mg + m3 + myqy = 10, ma je, Ha OCHOBY
IPETXOHOT, TPaXKeHu OPoj jeanax ?473,271 = ﬁ%’m = 12600.
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+00
1
[Toacernmo ce unrbeHuIe /18 HyMEPUIKT Pej E — Kouseprupa 3a o > 1, a y ocranum
n

n=1
CITyvajeBUMa JTUBEPTUPA.

OmimTy 4aaH JaTor pefa MOMKEeMO HAIIHUCATH Kao n—clx—B' 360r HaBelcHE YUILEHHIE, JTATH PEI KOH-

Beprupa 3a —a — 3 > 1, ogHoCcHO 332 o < —4.

7.
Ha ocrnosy Komu—AmamapoBor craBa mosyIpednnK KOHBEpreHIuje R CTemeHor peia
“+oo
G
Z apn " MOXKe ce m3padyHaTn Kao R = %, mwim R = lim ——, ykoauko
n=0 nggloo v |an| n=+00 An41
HABEJIEHU JIMMECH T10CTOj€.
“+oo
n+1 n+1
Bazxn o= 3"z", ma je MOJYOPEeYHWK KOHBEPreHIIHMje JIaTor Peja
Zn+2 ;n+2 , j yIp premmje 71 pes
n+lan 2
) an ) 2 . (n+1(n+3) 1 n°+4n+3 1
R = lim = lm —=>~—— = lm —(—~—_=—+ = lim ——— = _, Oy
n—+00 (41 n—r=+00 Z—HSnJrl n—+oo  3(n+ 2) 3 n—toon” +4n+4 3
n? +4n + 3 . .
ayhu ga Bakm lim ————— = 1 (jep ¢y moamHOMH y OPOJUOIy W HMEHWOIY Da3OMKa ¥

n—+oo n2 +4n + 4
10C/Ie/IH0] IPAHMYHOj BPEAHOCTU MCTIOI CTelleHa M uMmajy ucru KoeduuujenT y3 Hajsehin cremen

MPOMEH/BUBE N).

Vuopemury ca mectuM 3a1aTKoM Ha Tecty ogapzkanom 08. 06. 2013. romune.

Ioncermmvo ce na je munumanun mosumHoM Mmarpune A (jemuncrsenn) mosmaoM P())
Hajmamer crenena 3a koju Baxu P(A) = O u uuju je Bogehu koedunujenr (koedu-
mujenT y3 najsehu crenen) jeanak jemam.

Takobe, Baxku Ja je MUHUMATHW TOJTHHOM MAaTpulle A JeJujal] HheHOr KapaKTepH-
CTUYHOT TIOJIMHOMA.

Kapaxkrepuctuunu nomuaoM marpurie A jecre:

Pa(N) = det(A — \) =

1—A 2
2 1—-A

‘:(1—>\)2—4:(1—)\—2)(1—)\+2):(A+1)(>\—3),

na cy jenuuu aeawonu moauaoMa Py (A) auju je Bomehn koedurmjent jeanax jemxan mosuaomu Py (A) =
A+ 1, Py(\) = A — 3 u cam kapaxkrepucruanu nosmaom Pa(X). To cy jepunn "wauwpmparu" 3a
MUHHMAJIHU IIOJTMHOM MaTpuie A.
. 2 2
Byayhin na je Pi(A) = A+1= [

2 2

] # 0, nomuaoM Pp(\) HUje MUHUMAIHN TIOJUHOM MAaTPHILE

-2 2

Taxobe, Po(A) = A -3l = [ 9 _o

] # 0, na uu nosmHOM P(\) HEje MUHUMAJHEU TOTHHOM

marpuue A.
Jaksie, MUHUMAJIHI TOJMHOM MaTpuiie A jejHaK je meHOM KapaKTePUCTUIHOM MOJTMHOMY, OJHOCHO
mer MuHIMaTHn osmHoM je P(A) = (A + 1)(A —3) = A2 — 2\ — 3.

VroopenuTy ca JeBeTUM 33aaTKOM Ha TecTy oapxkanom 29. 06. 2013. roawuwme.
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[Moacerumo ce f1a je cucTeM m JUHEAPHUX AMreOAPCKUX jeTHAYUNHA CA 1 HEMO3HATUX:

aiizy  +  apry + -+ Az, = b
a1x1 + axre + - 4+ awmTn, = b
am1T1  + Qp2T2 o+ AmaTn = by
carjacaH yKoOJIWKO mocroju 6ap jenna ypeljena n-topka (z1,xa,...,T,) KOja 3370BO-

JbaBa CBAKy O/ M jejiHA4YMHA cuUcTeMA. JIpyrum pedmma, CUCTEM m JIMHEAPHUX aJire-
HapcKuX je/IHAYMHA Ca N HEITO3HATUX CAIVIACAH je YKOJIMKO nMa 6ap jeJIHO pellerbe.

ailr a2 - Qip a1 a2 - aip by

as1 a2 - Q2 a1 a2 - G, b
Matpume A = . uB =

Aml am2 - Amn Aml am2 - Amn bm

Ha3WBa]y Ce, PeJoM, MaTPHUIla CHCTeMa U NPOIINPEeHa MATPUIIA CHCTEMA.

Baxu u cneneha, Kponekep—Kanenujesa Teopema:

Cucrem m nuHeapHUX aarebapCKUX jeTHATMHA CA N HETO3HATHX CATJIACAH jé aKO W
camMo ako je rangA = rangB.

IToscernmo ce 1a je panr marpurie pen mweHe Hajsehe peryjiapHe KBajparTHe MOjMa-
TpHIle, KA0 U JIa eJeMeHTapHe TpaHcgopMaliije He Membajy PaHD MaTpuile.

Ha ocuoBy mperxommor matu cuctem nehe Outw carsacan, OJHOCHO Hehe MMATH PEIerha, YKOJIUKO
j€ paHT MaTpHIE CACTEMAa PA3INYAT O PAHra MPOIIHpEeHe MaTpHile cucreMa. llpommpena maTpuia,

. 2 111 . .
cucrteMa jecte B = o 512 | WsppnmMo Ha Wwoj ciaenehy emeMeHTapHy TpaHCchOpMaIn]jy:
IOMHOXKHMO HeHY IIPBY BpCTy bpojem —5 u Jiojiajmo je jpyroj Bpcru. Ha Taj nHaumn gosaszuMo 10

, 2 111 . /-
marpuie B’ = a—10 0l -3 |- Hajseha perynapra xBajgparHa nogMarpuna marpure B’ jecre

HnojMaTpuIla Koja je obpaszopaHa of egeMenara MaTpuiie B’ Koju ce Hamaze y IpecenuMa, HeHe IIpBe

1 . .
0 _3 } , Ia je BEeH DaHT jeJHaK /IBA.

Byayhu ga Baxku rangB = rangB’, u pasnr npommpeHe MaTpuile cucTeMa Takohe je 2, 1 TO 3a CBAKO

u apyre Bpcre u apyre u tpehe kojione, TO jecT Marpuia [

. 2 1
a € R. Younmo sa je marpuna cucrema A = { 0 5 } [OJIMATPULIA IIPOIIUPEHE MATPUIE CUCTEMA,

[1a UCTUM eJIEMEHTAPHUM TpaHcdOopMalirjaMa Koje CMO U3BPIIUJIN HA ITPOIMIUPEHO] MATPHUIU CUCTEMA,
2

a—10 0
(raga je det A" = 10 — a # 0, na je cama marpuna A’ cBoja najseha perynapaa noamarpuna), a
jennax je jeman ykosuko je a = 10 (y Tom ciyuajy marpuna A’ oaurnenno nuje perymapua jep cy joj
CBW €JIEMEHTH y JIPyToj BpcTH jenwaxu nynm). Baxkw u ga je rangA = rangA’, ma je panr marpune
cHUCTeMa Pa3JIuIuT of 1Ba ako je a = 10. lakse, ycJoB Ja je panT MaTpHUIE CUCTEMA PA3IUIUT O
paHra mpoImmupeHe MaTpuIe cucreMa (Taja CUCTeM HUje CarjacaH, OJHOCHO HEMA PEIIErhe), UCITYheH
je yroamko je a = 10.

ox matpute A nobujamo marpurny A’ = [ ] , IUjU je PAHT jelHak JBa yKOJWKO je a 7 10

<> 3a7aTak MO MOTJIM YDAJUTH U JUPEKTHUM pelllaBameM JaTor cucreMa. Hawmwme, yKoamko mpBy

jenmHauMHy TTOMHOKMUMO OpojeM —b m 10/aMo je ApyTroj jegHadnun (Kako 6UCMO y ApYyroj jeHaInHY
2v+y = 1

eJIMMWHUCAIN HETTO3HATY YY), J0JA3UMO /10 eKBUBAJEHTHOT CUCTEMA .

(a—10)z+ = -3

O Max MOXKeMO YOUUTH 113, YKOIUKO je a — 10 #£ 0, ogrocHo a # 10, Apyry jeqHadqwny y 106ujeHoM
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cucreMy MoxkeMo nojesuTu ca ¢ — 10. Ha taj nauwn nobujamo 1a je x = —ﬁ,

3a & YBPCTHUMO y INPBY je/HaduHy, Jo0ujamMo 1a je y = ;—_fo' To 3Haum j1a aKo je MCIyFhEH YCJIOB
a # 10, oBaj cucreM, 3a cBako a € R Koje Taj ycaoB MCOyHaBa, UMa JEIHHCTBEHO PEIIene, W TO je
ypeben nap (255, ——215).

C npyre crpaue, ako je a — 10 = 0, onaocHo a = 10, Apyra jeHauNHA CBOJU CE HA HETAUHY jeTHAKOCT
0= —3, ma y TOM CJIy4ajy CUCTeM HeMa pelllerme, Tj. Huje CaraacaH.

Jaxme, 1aTu CUCTEM HHUje caryiacaH YKOJIWKO je a = 10.

a Ka/1a OBY BPEJHOCT

YropeanuTn ca ceIMUM 33JaTKOM Ha TecTy oapxkanom 08. 06. 2013. roaune.

10.
[omcernMo ce aa jeaHaumna paBHM « y mpoctopy R3 unmju je BexTop HOpMase 7l =
(n1,n9,n3) n xoja cagpxku tauky 1T(T1, Te, T5) rnacu: ny(z—T1)+na(y —To) +ns(z —
T3) = 0.

BekTop mopwmase TpaskeHe paBHM jecTe JATH BEKTOD 7T = 47 + 2] — 1_5, ogrocHO T = (4,2,—1).

Bynyhu na cy mare u koopauaare tadke M (—2,1,3) Kojy TparkeHa paBaH CaJIpXKH, eHA jeTHAUNHA,
jed-(z—(-2)+2-(y—1)—1-(2—3) =0, onrocuo 4z + 2y — z+ 9 = 0.

VY1openTn ca JeceTuM 3aJaTKOM Ha TecTy oapxkanom 08. 06. 2013. romaume.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 19. 01. 2014.

1. Oxapenuru waTErpas / xv/xdx.

2. Bpeamoct mapamerpa b € R, b > —1, TakBor
b

322 + 2z)dz = 4,
i e
jennaka je (320KpyKUTH CJI0BA UCIIPE]] TATHUX OJI-
roBopa):

(a)1;

Ja BayKW jeTHAKOCT

(6)2; (8)3; (r)4;

() HEjemaH OJ MPETXOTHUX OATOBOPA HIUje TAUaH.

3. Ogpemutu ommire perieme audepeHIja He
jennaunte npsor pena tgydr = xln xdy.

4. @opmupaTH XOMOTEHY JHHEAPHY JU(EpeHTin-
JATHY jeHaYWHY 9eTBPTOr Pelia C4 KOHCTAHTHUM
koeUIUjeHTUMA, aKO Ce 3HA Jla Cy YeTUPHU FheHa
JIMHEAPHO HE3aBUCHA HAPTUKYJIAPHA PELIemha Y] =

_ _ 2
ety =e T y3s=xe T uy,=axe ",

5. Kommko uma uerBoporudpenux O6pojeBa KO
Kojux je apyra mudpa sBeha ox 6, a rpeha Mama o1
27 3a0KpYKUTHU CJIOBA, UCIIPE]T TAYHUX OATOBOPA:

(a)600; (6)540; (B)486; (r)360; ()270;

(b) Hmjenan o MPETXOAHUX OATOBOPA HUjE TAYAH.

“+oo

6. Pen E n¥ KOHBepTHUpa 3a cBako k, vae je (3a-
n=1

OKPYKUTH CJIOBO MCITPEJT TATHOT OJIFOBOPA):

(a)k > 1, 6)k <1 (B)k < 0;

(m)k > —1;

() muWjenam o7 TPETXOIHUX OATOBOPA HHUjE TAUAH.

(r) k< -1,

“+o00

7. CywMma cremeHor pejia Zx", HA HHTEPBAa-
n=1

ay (—1,1) y 3aTBOpeHoM 00Ky je (320KPYKHUTH

CJIOBA UCIIPEJ] TAYTHUX OJIFOBOPA):
1 1 T

(a)m; (@m; (B)l—(]};
(r)

x T
() muWjenaH o7 TPETXOIHUX OATOBOPA HHUjE TAUAH.

v Wor

8. Oupenury cBe BPpEAHOCTH PEAJIHOL aPaMeTpa d
1 2 3

3a Koje je panr marpuiie A= | 2 3 a | jemHax

2 4 6

ABa.

9. OmpenuTn MEUHMMAJIHK IOJAHOM MATPHIE
3 1
A= .

10. Koamko 4BOpoOBa MMa HEOPHjEHTHCAH MOTIIYH
rpad ca 21 rpanom? 3a0KPYXKUTHU CJIOBA UCIIPE]
TAYHUX OJIIOBOPA:
(a) 13 uBopona; (6)42 usopa;
(B) 7 uBOpOBA; (r) 6 uBOpOBA;
(m) rakas rpad He mOCTOjU;

() HuUjemaH o IPETXOTHUX OATOBOPA HIjE TAUAH.
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— Pemema —

2
S + C. ObparuTu maxkmy Ha

i1. Jatu waTErpas je TabInYuHN UHTErPaJL: /xﬁdx = /:cgd:p =z

IUIHEHUITY J1a je Heonpehenn muTerpas jeaHak Ipon3BO/bHO] IPUMATHBHO] (DYHKIMJU [IOANHTETPAJIHE
dyukiumje. [lakie, BpJIo je BayKHO 13 IPX U3PaIu OBAKBUX 331aTaKa 04aMO KOHCTAHTY IPUMUTUBHO]
bYHKIKjU KOjy CMO Ofipeiiid perraBajyhu 3a1arax.

1 b

b1/,

1

2. MUckopucruhemo ocobuny smaeaprocTH ofpeheHor MHATETPaIa KAKO OUCMO U3PaTyHAJIN BPEIHOCT
b b
= — 3z2dz + 2zdz
b+1

ca JieBe CTpaHe JaTe je/IHAKOCTHU:

Ob6a meoxpebhena uurerpana [ 3z2dz n J 2zdx jecy TabanuHM MHTErpasH, M HUXOBE HPUMHTUBHE

dbynxumje cy, pegom, 22 4+ C u 22 + C. a 6ucmo uspaaysain ogrosapajyhe oapeljene unrerpase,

kopuctumo Hbyru-Jlajouurosy dopmysry:
b

/_bl ¥ —(-1)P2=b+1 u /

-1

(322 + 2z)dx

b b

2xdx = x2

3xde = 23 =02 - (-1 =0v" 1.

-1 -1

Cana je: 1/b(3x2+23:)dx — (B 1+ -1) = M = b?. JTa 6u BpemHOCT U3pa3a
A YT ), T b+l T Tbhr1 e P
1 b

1 / (?)x2 +2x)dx 6ua jemnaxa 4, Mopa BaxknTu b? = 4, oqHOCHO b = 2 wm b = —2, amu 6yayhn

-1

Jla je y 3a7aTKy MOCTaB/beH yeaoB b > —1, 3akpydyjemo ma je b = 2. Tauan je oarosop (6).

[Toncerumo ce cruenehe unmeHnile: YKOJIUKO je HOJUHTerpajgHa (DyHKIN]jA 3aJaTa
Ka0 Pa3jgoMaK, M YKOJWKO je W3BOJ MMEHWOIA W3Pa3a KOjuM je 3aJaTa IOJImHTe-

rpasira dykiuja jenHak Opojuory TOr m3pasa, Taja je mHTerpaJ ciejeher obsmka

/d(f(;a;)) _ / J;’((;’)) dz, n pemasamo ra ysoljemem cmene t = f(x):
/ff/((;c))dx = { M }c,(fcx))dx } :/i’f —In|t|+ C = In|f(2)| + C.

ORo je jeqmaunna Koja pasjBaja MPOMEHJ/bUBE, U J0 HEHOT OIIIITEr PEIerha, JT0Ja3UMO HHTEIPAIJOM:

dx

_ Yy
zlnz  tgy
CcTpaHe Mocjelibe jeTHAKOCTH.

tgyde = zlnzdy =

-/

Wurerpas ca jese crpaHe jeHAKOCTH PeII

x

d t=1Inx

/ r o dzx
rlnx dt = —

T

1
Snamo 1a je P ctgy, na je moTpedbHO PEIUTH WHTErPaJ /Ctg ydy = /
gy

Bymyhw na Baxn (siny)’ = cosy, nmamo:

dx

Inx

dy
tgy

‘]

aBamo yBohemem cmene t = In x:

dt
}:/tzln]t]+0:ln]lnx\+0.

. Pemmumo caja muTerpalsie ca JieBe u jecHe

COS
k|
siny
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cosy . t = siny _[dt _ :
/Sinydy_{ dt = cos ydy }— ; =Inft|+ C =1In|siny| + C.

Caa MOXKEMO OJIDEIUTH OMIINTE pelietkhe TomasHe audepennujaane jennaunue: In|lnz| + C =
In|siny|, mwm siny = Cylnz, ogrocro y = arcsin(ChInx), mro ce jmako Moxke HEMOCPEAHO IPO-
BEPUTH.

4. Jara cy deTupu JUHEAPHO HE3aBUCHA MAPTUKYJIApPHA PEIerha jeJHadnHe KOjy je moTpebHo ¢dop-

Ty oy, = x?e”®. MoxKeMO 3aK/bYUUTH da CY
perema KapakKTePUCTUIHE jeHAYNHE TPaYKeHe XOMOoreHe MudepeHInjaTHe jeTHAINHE 9eTBPTOT Peaa
ca KOHCTAHTHHM KoedwumujeHTHMa A\ = 1 1 Ay = A3 = Ay = —1. Byayhwm ma je Tpaxkena aude-

MUpaTH, U OHA Cy Y1 = €¥, yo = e %, y3 = xze~

peHITHjaTHA jeJHaUWHA YeTBPTOr peja, HheHa KAPAKTEPUCTUYHA, jeITHAUNHA 9YeTBPTOr je CTeleHa, u
T03HATA Cy HaM CBa HeHa pellerma, Tla je KapakTepucTudana, jemmaanta (A — 1)(A + 1)2 = 0, ogmocHo
X203 — 2X — 1 = 0. Tpaxena audepenmmjanna jeanaunna raacu Y4 + 2y — 2/ —y = 0.

Yroopenuty ca 9eTBpTUM 33JaTKOM Ha Tecty ompxkanom 29. 06. 2013. rogume.

5.  Csaku gerBoponudpen 6poj MOKe Ce IPEJACTABUTH KA0 HU3 Jy2KHHE deTupu (HU3 ca derupu
eJIEMEHTA), Tjie {-TH eJIeMeHT HW3a npejcraBba i-Ty 1mdpy Tor 6poja, i € {1,2,3,4}. Hus koju
MpEJICTaB/ba HEKN Off TPaXKeHuX bpojeBa uma cieaehe ocobnHe: HeroB MPBYU eJIEMEHT MOXKEMO OupaTu
w3 ckyna A; = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} (3aro mro npsa undpa He cMe 6GuTH Hysa), IPYTH €JIeMeHT U3
ckyma Ay = {7,8,9}, 3aro mro je apyra nudpa seha ox 6, tpehu emement u3 ckyma As = {0, 1},
saro 1mTo je tpehia nudpa mama o 2 u yerspru esement u3 ckyna Ay = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
CrymoBu Ay, Ag, A3 n A4 umajy, pegom, 9, 3, 2 u 10 eemenara, ma je, IpemMa MPABIIY TPON3BO/IA,
0poj pa3IMUNTHUX HI30BA Ca HaBeaeHnM ocobmuama jeanak: 9-3-2-10 = 540. dakse, werBopornudpennx
6pojesa kox Kojux je apyra nudpa seha ox 6, a Tpeha mMama ox 2 mma 540. Tagan je ogrosop (6).

“+oo
HOI];CGTI/IMO Ce YUIbCHUIIC Ja HYMEPHUYKH pex E = KOHBEpPrupa 3a o > 1, a 'y OCTaJIUM
n

n=1
CITy9IajeBUMa JTUBEPTUPA.

Oy 4iaH 1aTor peja MOXKEeMO HAIMCATH Kao Lk 3601 HaBeAEHE YUELEHUIIE, JATH Pejl KOHBEp-

rupa 3a —k > 1, omrocno 3a k < —1. Tagan je ogrosop (r).

Vroopenutu ca mrectuM 3amaTkoM Ha TecTy oapxkanom 07. 09. 2013. rommme.

[Mogcerumo ce ga 3a cBako t € (—1,1) u ceaku 6poj a € R\ N Baxku 6unoMHM pa3Boj

(1+1)" = f <Z>t”

n=0

-1 .
Taxobhe, 3a caku mpupojan 6poj n je ( > = =
n

n!
~1)"n! 1 X
=1t = (—1)", ma GunomHN pa3Boj 3a @ = —1 rnacm: —— = » (—1)"t".
n! 1+t =
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YBeIuMo y MOCTeIH0] jeTHAKOCTH CMeHY © = —t, ¥ YOUNMO Ja, yKoauko t € (—1,1),
+oo
1
taga u x € (—1,1). Ha taj mauna nobujamMo HOBH pasBoj Tos = Z(—l)"(—x)” =
—x
=0
“+oo “+oo "
Z(—l)%x” = Z x", Koju takohe Baxku 3a cBako x € (—1,1).
n=0 n=0
400 400 1 T
Cagya je jacuo ja je "t = 't —1= — 1= ——. Tauan je oarosop (B).
na je j IEJnZl nzo — — je onrorop (B)

V zamammma y KojuMma je moTpedHo cymmpaTru mgatu pen, Tpebaso 6u obpaTtuTh moceOHY TMAXKELY Ha
nogetHy Bpeasoct "6pojaga (ceTmmo ce ma modeTHa BpeaHOCT "Gpojada’ He yTrde HA KOHBEPTeHIH]Y
pesia, aiu, HApaBHO, YTUYE HA HEroBy CyMYy ).

<> MoxkeMO yOUHUTH 3 je y TUTarby CyMa FeOMETPHjCKOT pella Yju je KOMUIHUK ¢ = T, & IPBU WIaH

by = x. TeomeTpujcKu pes KOHBeprupa 3a |z| < 1, i merosa cyma je 2 = 1=, 113 je TavaH OAroBop

1—q —x’
(B).

[Mogcetnmo ce na enemenTapue TpancdopMaIije He MEbHA]y PAHT MATPHUILE, KA0 U 14 je,
o mebUHANN)H, PAHT MaTPHUIlE pel IheHe HajBehie perynapre KBaJgpaTHe [IOIMaTPUIIE.

Wseprmmumo Ha garo] marpunin A cienehy enementapHy TpaHChOpPMaIujy: A04AJMO eJTeMEeHTHMa
Tpehe BpcTe elgeMeHTe TpBe BpCTe MOMHOXKeHe Opojem —2. Ha Taj mauma mobujaMo MaTpHILY

1 2 3
A=12 3 a
0 0 0

Herepmunanrta marpuie A’ jeqnaxa je Hysu, ¢ 003upoM Ha TO j1a Cy CBU eJleMeHTH heHe Tpehie Bpcre
jeTHAKW HYJIH.

Bugumo za je rangA’ = 2 jep je mena najselia peryiapha KsaJpaTHa I0JMaTPUIA OHA KOjy 00pasy]jy
eemenTn Marpune A’ Koju ce Hamase y mpecenuMa meHe IPBEe U IPyre BPCTe U OPBE U JIPYTe KOJIOHE,

2
9 3 ] Byayhn na Baxu rangA = rangA’ = 2, panr maTtpune A He 3aBUCH Of

a, u jenHax je apa 3a csako a € R.

OJHOCHO MaTPWUILA, {

<> Moxkemo younrTu 3 Cy €J€MEHTH IIPBE BPCTE IIPOIOPIMOHAIHN eleMeHTuMa Tpehe Bpcre, anu
HUCY IPOIOPIINOHAJIHY eJIeMeHTHMA ApyTe BpeTe. 1o 3Hawn ga MaTpuUIla nMa JBe JUHeapHO He3aBUCHE
BpCTe, TIa je TI0 TeOPEMU F€H PaHT jeJHaK 2, 3a cBako a € R.

YmopeauTn ca 0CMUM 33JIaTKOM Ha TecTy oap:kanoMm 09. 02. 2014. ronune.

Ioncermmvo ce na je munumasnun mosunoM Mmarpune A (jemuncrsenn) mosmaoMm P())
HajMamer crenena 3a koju Baxu P(A) = O u unju je Bogehu koedurnmjent (koedu-
mujenT y3 majsehu crenen) jenmax jeman. Takobe, BaXKw Ja je MUHUMAJHU TTOJUHOM
Marpure A Jesuial lBeHor KapaKTEepUCTAIHOT TTOJTHHOMA.

Kapakrepuctuann nomunoMm matpurie A jecre:

3—A 1

Pa(\) = det(A — ) = ' 0 el

RICEPS
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na cy jemunu jesuonu nosuaoMa Py (M), yuju je Bomehn koedunujent jejHak jeJaH, ITOJUHOME
Pi(\) =X —3u P(\) = (A —3)2. To cy jeqmmm "Kanamaatn' 3a MHHIMATHA TOJMHOM MaTpuTe A.

Byayhin na je P(A) = A—3[ = [ 8 (1)

A, ma 3axmydyjemo ja je MuEEManEN moguHoM Marpute A mommmaom Pa()\) = (A — 3)%.

] # 0, nomuuoM Pj(\) Huje MUHUMAIHN TOJTMHOM MaTpPUILe

10.

[Mogcernmo ce ma je moTmyH rpad 0OHAj KOI KOTa CY CBAKa JBa YBOPA CIIOjEHA TPAHOM.
Axko je n 6poj usoposa mormnyuor rpada, OHIa je Imerop 6poj rpaHa jegHak (Z)

n(n—1)

. n .
Kopucrehn naBeneny ammenunily, BUANMO 114 je (2> = 21. To suaum ma je = 21, oxHocHO

n? —n — 42 = 0. Pemrema oBe KBajgpaTHe jegHaunue jecy n; = —6 u ng = 7. Jacuo je ga 6poj

YBOPOBA, CBAKOT T'pacha Mopa OuTH mprpodaH 6poj, ma je 6poj YBOpoBa MOTIYHOT Tpacda ca 21 rpanom
jennak 7. Tauan je ogrosop (B).

V1opeauTn ca JIeCeTUM 33TaTKOM Ha TecTy oap:kaHoM 13. 02. 2011. romwnHe, Kao W ca METHM
3a7aTKOM Ha TecTy oxpxkamom 20. 01. 2013. roguwe.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 09. 02. 2014.

1. Oppennrtu nmpuMuTuBHY (YHKIH]Y (DYHKIH]e

_ 322 + 22 — 2
fa)axoje f@) = S5 a9, o

2. Wzpauynatn BpeaHocT oapeheHOT WHTErpaJa

/ arcsin xdx.

jus
4

ENE]

3. Ogpenutu ommre perieme audepeHIrjaTHe
jennaunne npsor peaa y' = y.

4. QopmuparTu XOMOTEHY JUHEAPHY JMDepeHIiu-
JATHY jeTHA9WHY IPYTOr Pejia ¢4 KOHCTAHTHUM KO-
edunrjeHTHMa aKO Ce 3HA J1a Cy JBa IbEeHa JIH-
HEAPHO HE3aBHWCHA MAPTUKYJIAPHA PEIeHa Yy =
sinv2z u 1o = COS V2.

5. Bbpoj enemenara konaune Byose anredbpe Moxe
6uTH (320KPYKUTH CJIOBA HCIPE] TaIHUX OJIrO-
BOpa):

(a)6; (6)8; (B)10; (r)16; (m)24; (D) 30;

(e) Hujeman o MPETXOHUX OATOBOPA HUjE TATAH.

6. 3a koje o € R komBeprupa HYMEPUIKH PeJ

+o0
E n%?
n=1

oo p2n+l
7. Ako je S(x) = —1)"——— uzpauyHaTn
je S(x) ;( )(2n+1)! pay

S(1).

8. 3a koje je BpemHOCTH peajHOT TapaMerpa b

2 -5 -2
panr matpure A = 1 -2 0 | Mamu wu
-3 7 b

jennak mBa’

9. [IpousBo/ COLCTBEHUX BPEAHOCTH MATPULE

1 11

J= |1 1 1| jennak je (320KpyzKuTu C10B2
1 1 1

UCIPEJT TAYHUX OJI'OBOPA):

(@3  ©)% ()0 OL  (W)-1

() HEWjenaH o7 MPETXOAHUX OJrOBOPA HHUjE TAYaH.

10. Hammcaru jenmaduny paBHE y pocTopy R3
Koja je mapajenta ca Oxy-paBHA U CAJIPKU TATKY

C(0,0,3).
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— Pemema —

[Mogcerumo ce ma ykoquko je F(x) mpousso/bHa npuMmuTubHA, (BbyHKIHja (DyHKIUjE

f(z) ma unrepsany (a,b), Tana Baxu /f(a:)dx = F(x)+ C, z € (a,b), tae je C
TPOM3BOJHHA PeasIHA KOHCTAHTA.

Taxobe, ykonauko je mommHTerpajHa (PyHKIHja 3aJaTa KAao Pa3jIoMak, U aKo je u3-
BOJI UMEHMOIA TOI' PAa3JIOMKA jeJ[HAK HeroBoM Opojuolly, Taja MHTerpas uma ciaegehn

A=) _ [ (=) ()
06JIUK: / @) / @) dz, ma ra pemasamo yBohjewmem cmene t = f(x):

/]ch/((j))df”:{ di N ?((ggx))dx }Z/df =Inft| + C =In|f(z)| + C.

322 4 22 — 2
3 +22 -2 -2

TTorpebno je ompeauTn / dx. Younwo ma saxu (23 + 2% — 22 — 2)/ = 322 + 22 — 2,

ma je:

322 + 22 — 2 t=a%4+2%2—-2x-2 dt 3 9
/w3+x2—2x—2dx_{ dt = (322 4+ 22 — 2)dx —/t—ln\t\—i—C—ln\x +at—20-2[+C.

Tpasxena npumuTusaa byskimja gare dynxmuje f(r) jecre csaxa byukmuja In |23 4+ 22 — 22 — 2|+ C,
rze je C' npu3BosbHA peasiHa KOHCTAHTA.

ObpatnTn TaxXimy Ha YUHEHWIY na je HeoapeheHwm WHTErpasia jemHak TPOW3BOJHHO] MPUMUTHUBHO]
GYHKIHjH TOANHTErpaIHe (pyHKIMje, Ta je BPJO BasKHO I3 I0JaMO KOHCTAHTY IPUMHUTHBHO] PYHK-
[IWjU KOjy CMO OAPEeIn/iu pPerraBajyhu 3a1aTax.

2.
[Toxcernmo ce na, YKOJITKO je WHTEPBAJT WHTEerparmuje obmka
[—a,a], Tj. CHMeTpHUYaH y OJHOCY Ha HYAY, HAjOpe UCIUATYjEMO
HapHOCT HOAUHTErPAJIHE dbyukITje, jep Baxe caenehe YULCHULLE:

e ako je nomunTerpasina (yHkiuja f(r) HenpekugHa Ha MHTEpBALY [—a,a] u He-
a
napHa, Tajaa je f(x)dz jennak wysn;
—a

e aKo je moguHTerpaaHa GyHKIuja f () HeMpeKuIHA Ha HHTEPBAIY [—a, a| 1 mapHa,
a

Tajia je " f(z)dx = 2/ f(z)d.
—a 0

[MommaTerpaama GpyHKNTja arcsin & HEMPeKUIHA je Ha HHTepBaTy [—7, 7] (HoMeH dyHKImje arcsin z
jecte murepsan [—1,1], koju cagpxu waTepsasn unrerpamumje [—7, 7)), a takohe je m memapma (3a
CBaKO x m3 JOMeHa (DYHKIIHje arcsin x Baxku arcsin(—x) = arcsinx), ma je TpakeHa BPEIHOCT JTaTOT
nHTerpasa jeqHaka 0.

<> Bajgarak ce MOXKe ypaJuTH U JAUPEKTHUM M3padyHaBameM aaror ogpeljenor warerpaa (mpumve-
HUTH MeTO/] aplnjaine nHrerpanuje). Taj HauWH je, naKo KOPEKTaH, 3HATHO 3aXTEBHU]H.
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3. Oso je jenmaunma Koja pasaBaja TPOMEHBUBE, M J0 FHEHOT OMINTEr PEIerha JTOJa3uM0O HHTETPa-

TjOM:
d d d
y’:y:>y:y:>y:dx:>/y=/dx.
dx Y Y

Wurerpasn ca JieBe U JIeCHE CTPaHEe MOC/IeIHe jeTHAKOCTH TabJINIHI Cy WHTerpasu, e je: In|y| = =+
C, onmocno y = Cie”. Takne, ommre permeme nonasue audepennnjanae jeqaaqawnne raacn y = Cre”,
IITO Ce JeJTHOCTABHO MOKe IIPOBEPUTH.

4. Byayhwm ga cy mara mBa JMHEApPHO HE3aBUCHA TAPTUKY/IAPHA pEIlerma, Koja €y obauKa y; =
Sin V2z 1 Yo = cos /2, 3aK/BYUyjeMO A CY pellierha KapaKTePHCTITHE je/HAYNHE TPaKeHe XOMOTeHe
mudepennujasne jeJHAUNHE APYTOT Pelia €4 KOHCTAHTHUM KOe(UIIMjEHTUMa A} = V2 m A\ =
—V/2i.

Kapakrepucrnuna jegraaunna je apyror cremena (jep je Tpaxena qudpepeHIyjatHa jeIHAYMHA JPYTOr
peja), i Mo3HaTa cy HaM 00a mheHa Pellleha, 11a je KapaKTepucTuyna jeanaanta (A—v/2i)(A+v/2i) = 0,
omuocuo A2 +2 = 0. Cazga je jacuo 12 je Tpaxena mudepentujanna jesnaunua iy’ + 2y = 0.

[Toncerumo ce na 6poj ejieMenaTa npou3BosbHE BystoBa asnrebpe mopa 6utu 6poj obiinka
2" n € N (ogrocHo 6poj koju je crenen 6poja 2). OBa unmbeHUIA je JUPEKTHA [0CIe-
muna nosuare CTOyHOBE TeopeMe, Koja TBPM J1a je CBaka KoHaduHa Bysora aarebpa
B = (B, V,A) usomopdna weko] anrebpu ckymosa (P(I),U,N).

Meby nomyhenmyv oarosopmma, 6pojesr 8 u 16 cy cremenn 6poja 2 (8 = 23, 10k je 16 = 2%), a ocramm
6pojesu 1o nucy. [Ipema Tome, Taunu cy oxrosopu (6) u (r).

+o0
[Mogcetnmo ce ma HyMEpUYIKH pej E —, KOHBEprupa 3a o > 1, a y octanum ciaydva-
n

n=1
jeBAMA IWBEPTHUPA.

Hanummmo ommmitn wiaH gaTor pega Kao n—%a’ 7 UCKOPUCTUMO HaBeleHy unibeHuiry. Mmamo 1a gatm
HYMEPWIKH pej KOHBeprupa 3a —2a > 1, 07HOCHO 32 o < —%.

7.
[Toacernmo ce MaknopeHoBor pasBoja QpyHKIHMje sin :
oo 220+l
3a cBako x € R Baxu sinz = Z(—l)”m
n=0
too 22+l too p2n+l

Cana je S(z) = 1)t = —1)"——— — & = sinx — x, ma je Tpaskena BPeAHOC

S(1) =sinl—1.

8.

[loscerumo ce na je panr marpuiie pej mweHe Hajpehe perynapHe KBajparTHe II0JMa-
TpuIle, Ka0 U J1a eJeMEHTapHe TpauchOpMaIyje HE MEHhajy PAHT MATPHIIE.
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WsBprmmo wa matoj Marpunn A ciaenehy eqeMentapry TpanchopManujy: 10majMo eeMenTnMa Tpelie
2 =5 —2
BpCTe eemenTe Ipee Bpcre. Ha Taj maumn mobmjamo marpuiy A’ = 1 -2 0. Camay
-1 2 b—2
marpunu A’ u3BpIIMMO HOBY efeMenTapHy TpaHcdopMalyjy: AoaajMo eneMenTuma Tpehie Bpere ele-
2 =5 -2
MeHTe Jpyre BpcTe Kako oucmo gobuam marpuny A” = | 1 —2 0 |. JlerepMuHAHTA MATPHIE
0 0 b—2
2 =5
1 -2
1o tpehoj BpcTH), U pazauunTa je of Hyse 3a b # 2, a jennaxa umynu 3a b = 2. Jlakue, rangA” = 3
ako je b # 2 (y Tom cay4gajy cama marpuna A” je perymapua, na je oma cama cBoja najseha perymapua
KBaJipaTHa noamarpura), ogHocuo rangA” = 2 ako je b = 2 (y Tom ciyuajy Hajseha perymapma
kBajparHa nojaMarpuna marpune A” jecre nmogmarpuna koja je obpasoBaHa 0] eJeMeHaTa MaTpULe
A" Koju ce Hasaze y mpecenyMa heHe IpBe U Apyre BPCTe M IpBe U JApyre KOJOHE, TO JeCT MaTpHIIA

A" je (b—2)

= (b—2) (mTo ce jeHOCTABHO BHJM pa3BHUjaibeM gerepMuHanTe marpuie A’

1
jeb=2.

2 — . .
[ _g }) Bynyhu na saxkm rangA = rangA” | panr martpune A je Mamn uim jefHAK JBa YKOJIUKO

[Toacernmo ce ma je mpou3BOM, CBUX CONCTBEHWX BPEIHOCTH ATE KBAJIPATHE MATPHUIIE
A jeqHaK IbEHO] JeTepMUHAHTH.

JlakJsie, moTpedbHo je caMo M3padyHATH Jle€TePMUHAHTY MaTpuie J, a Ta JeTEpPMUHAHTA jejIHAKA je
HYJIN jep Cy eJIEMEHTH FheHe TIPBe BPCTe jeJTHaKU eleMeHTHMa there apyre (u tpehe) spere. Tagan je
oxroBop (B).

<> VpanuTn 3a7aTak AUPEKTHUM W3padyHaBameM COIMNCTBEHWX BPETHOCTH MaTpure J, OJIHOCHO

oapehuBameM KapakTepUCTHIHOr TONMHOMA Marpuie J W HberoBux Hyaa (pesyarar je A = 3,
A2 = A3 =0).
10.

[logceTnMo ce Ja jemHaqnHa PAaBHE o Vv IpocTopy R3 4mju je BeKTOp HOpMase 7l =
(n1,ne,n3) u xoja cagpxku rauxy 1'(T1,To, T3) rmacu: ni(x—T1)+ne(y—T2)+ns(z—
T5) = 0.

Takobe Baxu u ciaeneha unmennna: pasau o u 3 y npocropy R? mapasenne cy ako u
caMo aKO €y BUXOBH BEKTODH HODMAJa 1l U 703 MapaJIeIHH.

Bekrop nopmase Oxy-paBHu jecTe CBakKM BEKTOD KOjU je TapaJjesiaH ca z-0COM, Ta CAaMUM THUM U
BexkTop (0,0, 1). Jenmaunna tpaxkene pasun je, gakie, 0- (z —0)+0-(y—0)+1-(z—3) = 0, ogrOCHO
z = 3.

Y1opeauTu ca JeceTuM 3aJaTKOM Ha TecTy oapxkanom 08. 06. 2013. rogume.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 14. 06. 2014.

1. Oapenurn mHTErpas /xQe_a:B dz.

2. NspaayHaTu BeJIMauHy MOBPINUHE JEJIa PABHU
OTpaHWYEHOT KPUBOM y = Inx, npaBoM © = 3 u
ZT-0COM.

3. Ogpemutu ommire perieme audepeHIjaHe
jennauune npeor pexa y = —2zy’.

4. OapeauTy OIIITE PeIemhe XOMoTreHe audepeH-
nmjasne jegaaunne Tpeher pema v’ — 3y’ + 4y —
2y = 0.

5. Kommko uma pasanaurux nerorudpeHux 6po-
jeBa umja je npyra nudpa seha ox 7, a uerBpTa
nugpa Mama of 47 Iudpe ce Mory moHaBHATH.

6. 320KpyXKUTHU CI0BA UCIPE KOHBEPreHTHUX HY-
MEPUYKUX PEJIOBA:

+oo
(a) an () Zin—l;
oo

(8)

(r) sin —;

Z\/ n+1 1 n
(=) 23,
n=3

(b) w=wujemanH Ox MPETXOMHUX HYMEPUUKHUX PEIOBA
HIje KOHBEPTEHTAH.
7. TlonynpednuK KOHBEPTEHIWje CTENeHOT Pena

+oo n+1
x . .
jenHak je (SaOpr}KI/ITI/I Ta4daH OXI-

— 3% (n + 2)
rOBOD):
1
(a)0; (6) 3 (B) +00; (r)3;
() HUjemaH O MPETXOHUX OATOBOPA HUjE TATAH.
1 -1 2
8. Ougpeauru panr marpure B = 2 -2 3
-1 1 b

Y 3aBUCHOCTH O]l BPEJIHOCTH PEAJHOr apamMeTpa b.

9. Ogpegurn KapakKTEPUCTUYHK IIOJUHOM Ma-
TPHIIE

2
A=|1 -
0

o = O

1
0
1

10. OgpeauTu BpegHOCT PeAJIHOr Hapamerpa m

. z+1 y z-1 x
3a KOjy Cy mpase p : =2 = ng: ==
]y Cy 1p p 5 1 3 q 6
y—2 z+4
— = mapaJiesme.
3 m

143




— Pemema —

I1. Jaru unTerpas pemrasamo ysonehu cmeny t = —a:

o at, [ t=-a° Y O S VR N I VR o e SRR P
/a:e dx_{dt:d(—x?’):—Sxde}_/ 3edt— 3 e’ dt = 3€+C— 3¢ +C.

ObpatuTn maxkKiky Ha YHHBEHUIY Ja je HeonpeleHu MHTErpas jegHak ITPOU3BOJbHOj HNPUMHUTHUBHO]
dbyuKIMju ToauHTerpaHe QPyHKIKjE, Ta je BPJIO BaXKHO I3 JI0AaMO KOHCTAHTY TPUMUTHBHOj (PYHK-
[IUjU KOjy CMO OJIpe/In/id perraBajyhu 3ajarax.

12

[Mojcernmvo ce na ykoamnko je y = f(x) nosutupHa Kpuea Ha 0JcedKy [a,b] (ogHOCHO
aKO 3a CBAKO T € [a,b] Baxxu f(x) > 0), u ako je dynruuja f(x) naTerpabusiHa Ha O/
ceuky |a,b], Tama BpemHOCT ff f(x) dx mpencrapsba BeMUUHY MOBPINTHHE OTDAHIYCHE
kpusom y = f(z), z-ocom n npasama £ =a u x = b.

Ckunupajmo rpacduk dyukiuje y = lnx. Oyseruuja y = lnx cede z-ocy y tauku x = 1, ma ce
[IOBPIIMHA OI'DAHMYEHA KPUBOM Yy = Inz, npaBom & = 3 u Z-0COM HaJIa3W M3HAJ|, T-0CE, U JIOHA
rpaHniia nHTErpaiyje jecre rauka x = 1. lakne, Tpaxkeny pesmauny P pauyHaMo Kao ojpeheHn uH-

3
Terpas P = / Inx dx. Heonpehenu unrerpan dyukimje y = lnz oapehyjemo mero oM mapiiijatae
1

wHTEerpamuje, m0K oaropapajyhe oapeheme wmuTerpase pauynamo kopurihemem Hboyrn—Jlajouuose
dopmyire.

u=Ilnx dv=dz
21 /lnxdx = dx
- du:; V=2

= xlnx—fd$:azlnaz—m+0
3
P = /lnxdaj
1

1 = (zlnzx—x)

1
= 3In3-3—-Inl—(-1)=3In3-2

-2

Jakue, Tpaxkena rnospiiuHa je P =31n3 — 2.

V zamarmva y KojuMa je moTpebHO u3paTyHATH BEJIMINHY TOBPITAHE OTPAHIYEHEe JaTUM (PYHKITjaMa
(oIHOCHO KpHBaMa) NpUMEHOM oxpeljeHor mHTerpasia, BpJo je BayKHO MPABIJIHO CKUMUPATH Ipaduke
tux dysxmuja (kpusux). To HaM wecTo (Ko y OBOM 3a/aTKy) OJaKIIaBa U3Pajy 3a4aTKa, a MOMaZKe
HaM ¥ OpwinkoM onpehuBama MeljycoOHOD 10JI02Kaja JaTUX KPUBUX y PaBHU.

IMocebny naxkmwy Tpebano 6u obparuTu HA 4YubeHUIlYy A3 je uHTerpas Herarusae (ynkuuje f(x)
Ha MHTEPBAILY |a,b] HeraTupaHn 6pOj, A YKOJMKO KEJUMO JIa U3PATyHAMO BEJIUYUHY HOBpHInHE P

orpanndene rpadukom byukiuje f(x) u x-ocom, Tama je P = — f: f(x)dx.
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3. Oso je jenmaunma Koja pasaBaja TPOMEHBUBE, M J0 FHEHOT OMINTEr PEIerha JTOJa3uM0O HHTETPa-
TjOM:
d d d
y = 21y = Y —2zy° = —22/ = —2zdz = /g = /—dex.
dx Y Y

Warerpanu ca jieBe n jecHe crpaHe TOCJE/Ibe jeJHAKOCTH jecy TabJAMYHW WHTErpajn, Te je: —— =

1 . i .
—2% + Oy, omoco — = 2% + C. JlakJie, omimTe pererbe moasme qudepeHIujame jeHaqdnHe jecTe
Yy
1

= ZrC IIITO Ce jJeTHOCTABHO MOYKe ITPOBEPUTH.

Y
Yuopenutn ca TpehuMm 337aTKOM Ha TecTy oapkauom 24. 08. 2013. rogume.

4. VY nuramy je XOMOTeHa JimHeapHa jaudepeHnnjaina jeqnaunnaa Tpeher pega. Kapakrepuctudana
jennaunna ose gudepennujanne jenmaunne raaca A3 — 32 + 4\ — 2 = 0. Ilpuverumo ga je A3 —
SAZ 44N =2 =2 - X2 202 =224+ 1) = X2(A—1) —2A = 1)2 = (A = 1)(A\%2 — 2\ + 2), na cy
pellera KapaKTepUCTHUHe jeHaurHe \; = 1 ¥ JBa, pelnema KBaparHe jeqnaunte A2 — 2\ 4+ 2 = 0,
aTocy Ao =14+4u A3 =1—14. [Hakje, ommre perreme gare nudpepeHnnjajne jeJHaunHE jecTe:
Yo = Cre* 4+ Coe” cosx + C3e” sin x.

5. Csaku merorudpen 6poj MOXKe ce TPeJICTABATH KAo HU3 JyKUHE meT (HU3 ca MeT eJieMeHaTa),
rjie i-TW eJleMeHT Hu3a npejcrassba -1y 1udpy Tor 6poja, ¢ € {1,2,3,4,5}. Hus xoju npejcraspa
HEKHU OJi TpaxKeHux OpojeBa mma cienehe ocobune: HEroB NMPBU €JIEMEHT MOXKEMO OHUpaATH U3 CKyIa
A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} (3aro mro npsa uudpa He cMme GuTH Hy/Ia), IPYTH €JEMEHT U3 CKyTa
As = {8,9}, 3aro mro je mpyra nudpa seha ox 7, gerBpru emement m3 ckyma As = {0,1,2,3},
3aTo MTO je derBpra nudpa Mama of 4, a Tpelin u meru eeMeHTH TOT Hu3a jecy u3 ckyna Ay =
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Ckynosu Ay, A2, As u Ay mmajy, pemom, 9, 2, 4 u 10 enemenara, 1ma je, mpema
OpaBUIy TPOU3BO/Ia, OBPOj pa3IndnTUX HU30BA Ca HABEIeHNM ocobmunama jeaunax: 9-2-10-4-10 = 7200.
Hakue, nerorudpennx 6pojeBa Koj Kojux je npyra iudpa seha oj 7, a uerBpra Mamwa oj 4 nma 7200.

YropeauTu ca IeTUM 3aJaTKOM Ha TecTy oapxkanom 19. 01. 2014. roaune.

IToscernmo ce Teopeme KOjoM ce TBP/M /13 OIINTH YJaH CBAKOT KOHBEPIEHTHOD HyMe-
PUYKOT pefia Texku Hysn. OBO 3HAUM J[a YKOJAUKO OIIITH WiIaH HEKOT HyMEPUIKOT Pejla
He TEXW HyJIW, TaJa Taj ped muBeprupa. OBy TeOpemy je 3aTO MOTOTHO KOPUCTUTH
Ka/a YKeJUMO J]a TTOKayKeMo JIa pel JuBeprupa. Bpio je BaxKHO 3amaMTUTH jJ1a o0par
0BOr TBphema He BaxKH, OJHOCHO 1T0CTOje PEJIOBU KOjU He KOHBEPIUPAjy, & OIIIIITH YJIaH

UM TeXKHU HYJIH.
+o00 1

Hywmepuuknu pen E — KoHseprupa 3a a > 1, a y ocraium CilydajeBuMa JUBEPrupa.
n

n=1
Takobhe Baxku u ciaenehu npyru nopeadenu KpUTepujyM 3a MO3UTUBHE HYMEPUUKE Pe-

ZToBe:
Axo BaXKM @y ~ by, WK aKO TOCTOjU limy, 1 o ‘g—: =K, 0 < K < +00, Taza Cy pegoBu
> an u > b, eKBUKOHBEPTEHTHHU.

—

“+oo
3a ommrru 4iaH pejga E

n=1

1
— (epje lim ™1 —1) naje na ocrony

1
nyn+1 - n2 n—-+o0

BazKH"

1
nyv/n+1

N\w‘ =

oo
ApyTor mopeabeHor KpUTEepUjyMa TaTH pel eKBUKOHBEPIEHTAH Ca PEIOM Z —3 KOju KOHBEprupa
n=1 T2
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3 .
(a = 3 > 1), OHOCHO JaTh PEJ, jeCTeé KOHBEPreHTaH.

+oo 1
C Z : 1 _ 1 .
JWYHO, 33, OTIIIITH WIAH pea Baxu lim = —, 14 je HA OCHOBY APYTOr mopeadbeHor
2n — n—-+o0 % 2
n=
+00 1
KPUTEPHjyMa, JaTH PeJl EKBUKOHBEPT'EHTAH Ca, PEIOM Z — koju museprupa (o = 1 < 1), gakme gatu
n
n=1
pen jecTe mUBEPrEHTAH.
1
Taxoh *i 1 1 L iepie I (Y
aKobhe, W 3a OMINITH WJIaH peJa ————— Baku —(———= ~ — (jep je lim ———— =1),
— n(n+1) Vnn+1) n n—r+00 -
+oo
ma je Ha OCHOBY JAPYTOT TOPeIOEHOT KPUTEPUJYMa JaTH peJ] eKBUKOHBEPTEHTAH Ca PEIOM Z — KOju
n
n=1

museprupa (o = 1 < 1), 0IHOCHO JaTH peJl jecTe JUBEPTreHTaH.
+oo
Pen Z sin — je JMBepreHTaH Ha OCHOBY Apyror nopeibenor kpurepujyma. Hawmme, 3a onmru wiax
n

n=1
) sin% . . .. sint
Tor peja paxku lim —* =1 (oBa jemnaxkocT caexu u3 dumenuie ga je lim —— = 1), a pex ca

OMINITAM YJIAHOM — jeCTe, Ha OCHOBY JAPYyTOT MOPEeADEHOr KPUTEePHUjyMa, eKBUKOHBEPTEHTAH CA PEIOM
n

+00 1 5
E — (jacmo je ma Baxkm lim % = 5) Koju je quBeprenTan.
n n—+oo =
n=1 n
+oo
Konauno, ommTy wian pega E 3 OUUIJIETHO HE TE€XKU HYJIU U PeJl je CTOTa JMBEPreHTaH.
n=3

aKJe, Ta4daH je caMo oArosop (a).
) J p

7.
Ha ocrnory Komu—AmamapoBor craBa MONyIpedHHK KOHBEPTeHIHje R CTEmeHor peia
+oo
n 1 : Qan
E ap " MOXKe ce m3padyHaTn Kao R = —————— wm R = hrf ——, YKOJIUKO
n—-—+0o0
=0 3 (2% 1
HaBEJIEHW JTUMECH TIOCTOjeE.
+oo $n+1 +oo "
Baxn = 1na je moJIylpedyHnK KOHBEPreHIuje JaTor pejia
Z3n(n+2) Z3n—1(n+1)’ Je nosy !
n=1 n=2
D) 3(n + 2) +2
. 2 . 3n—1(n+1 . n . n
R= lim " = lim #: lim ——= =31 =3
n—+00 Ap41 n—+00 — = n—+oco N+ 1 n—+oon + 1

3" (n+2)

Haxne, Tauan je oarosop (r).

[Toncerumo ce na eemenTapue TpanchopMalyje He Mebajy PaHr MaTPHUIlE, Kao U Ja
je panr marpure peq mene Hajpehie KpagpaTHe PEryaapHe MOIMATPHIIE.

Mzspmmmo wa naroj marpunm B y3acromno ciexehe nBe ejgemenraphe TpaHcdOpMalnje: Hajiupe
J07AjMO eJIeMEHTUMA JIPYyTre BPCTE eJIeMEeHTe MPBEe BPCTE TMOMHOXKeHe OpojeM —2, a mMOTOM, y TaKO
J06UjeH0j MATPHUIH, JOJajMO eleMeHTuMa Tpehe BpcTe eeMenTe IpBe BPCTE.
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1 -1 2
Ha Taj maunn gonasumo g0 marpune B = | 0 0 —1 |. Uzspmmmo cajga #a marpunn B’
0 0 b+2
crmenely enemenTapHy TpaHcOpMaIEjy: I0AajMO emeMeHTHMa Tpehie BpcTe ejeMeHTe Apyre BpCTe
1 -1 2
nomuoxkene 6pojem b + 2. Ha Taj mauun gonasumo mo marpune B” = | 0 0 —1 |, uuja je
0 0 0
JETEPMUHAHTA j€/IHAKA HYJIU jep CY CBH €/eMeHTH ibeHe Tpehe Bpcre jenmaku mHysau. Jakse, panr
marpune B’ nme Moxke 6uTH jenHaK TpH, OJHOCHO Mopa OUTH Mamu o Tpu. bBynyhn na je panr
MaTpHIE pel mheHe Hajselie perymapme KpaapaTHe momMmarpume, To je rangB” = 2 jep je majseha
perynapHa KBaJpaTHa mojMarpuiia Marpuie B’ ona nogmarpuia kKoja je obpaszoBaHa 0O eJleMeHaTa,
marpune B” koju ce mamase y mpecenuMa meHe IpBEe W Ipyre BpCTe W mpee n Tpehe Komone, m To

. 1 . .
j€ MaTpuia [ } Bynyhu na Baxkm rangB = rangB”, panr marpune B jenHak je aBa 3a CBe

0 -1
BPEIHOCTH PeaHor napamerpa b (0nHocHo panr marpune B He 3aBucu ox b € R).

[Mogcernmo ce ma 3a AaTy KBaJIpaTHy Marpuiy A MoxKeMo nedHHHCATH HeH Kapak-
repuctraan moauHoM Pa(\) = det(A — AI), e je I jequnmana Marpuna ucror peja
Kao u MaTpuna A.

Kapakrepucruann nogumnoM marpuie A jeqmnak je:

2—A 0 1
PaN) =det(A—A)=| 1 —1-X 0 |=@0-N)(-1-X2-N)=-A-1)A+1)(A—2).
0 0 1-2A

ITpumernmo fa je, y 0BOM ciiydajy, n3padyHasambe gerepmuuante det(A—AI) Hajmorognnje m3BpimTn
JlammacoBuMm passojem 1o mocsenno] (Tpelioj) Bperw.

10.

[osceTnmo ce a npasa p y npocropy R? koja je mapasenna BekTopy p = (p1,p2,p3)
z—T
u koja cagpxu Tauky 1 (T, T, T5) Moxke Outn 3amara Ha ciaegehin HadwH: L.

4!
:L‘—TQ _l‘—Tg

D2 b3
Taxobe, nBe paBe p u ¢ y TPOCTOPY R3 mapaJiejiHe Cy akKo U caMO aKO Cy HhbUXOBU BEK-

Topu (BEKTOPH KOjUMa Cy Te JBe IpaBe Hapasie/IHe) HapasiesHi, OAHOCHO KOJIHHeaPHN
(TMHEAPHO 3aBUCHH).

Jlpa BexkTopa @ = (a1, as,az) u b = (b1, b, b3) y npocropy R? mapanennn cy (komume-
apHMU, Tj. JUHEAPHO 3aBUCHU) aKO U caMo ako 3a Heko s € R\ {0} Baxku d = sb.

YourMo s1a Cy BEKTOPHU KOjUMa Cy IpaBe p U ¢ napaJeaHe, pejoM, jeanakn: p = (2,1,3) ud = (6,3, m).
Haxne, na 6u npase p u g bune napaseane, Mopa 3a Heko s € R Baxutu (2,1, 3) = $(6,3,m), oqa0CHO
2 =206s,1 =3su3 =ms. U3 upse Be JeIHAKOCTU MOXKEMO 3aKBYUUTH Ja je S = %, ma KaJia Ty
BpeauocT yBpctumo y tpehy jemnakocr mobujamo ma je m = 9. Jlakse, npaBe p u ¢ Cy napaJsiejiHe
VKOJIIKO je m = 9.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 05. 07. 2014.

1. Heka je F(x) npumurusaa dyHKImja QyHKIHMje
f(z), tme je f(x) = 4z + 2e**. Baokpyxurn croBa
WCIIPes TAYHUX TBPhema:

(a) F(z) = 222 + 6;

(6) F(z) = 222 + €2* + 3;
(B) F(x) = 2% + 2¢** + 3z
(r) F(z) = 222 + €2* — 2u;

() HEjemHO OJ MPETXOTHUX TBphema HHUje TavHO.

2. Wspauywaru BpeanocT onpeljeHOr WHTErpaJa
™

sin? zdzx.
—T

3. 3BaOKpyXUTH CJIOBA MCIPE]] MAPTUKYIAPHUX

pererba nuepPEHIMjaIHe jeJHAUNHE TIPBOT Peja

xzdy + ydx = 0:

(a) y=3z+2 (6) (8) y=1g;

(r) y=22+3 (n) z=3 () y=e

(e) wwmjenma o mperxomHux (GyHKIM]a HEje Tap-
THKYJIapHO pellemne JaTe jeTHadnHe.

y =05

4. OQopmuparu JMHEAPHY XOMOTeHY JmepeHtiu-

jadHy jeIHavuny IpyTror peia ako ce 3Ha Ja Cy JABa

EbEHA JINHEAPHO HE3ABUCHA NAPTUKY/IAPHA PEIIeHha
_ L2z 2x

Yy =e = .

5. Kommko ce pazauumtnx Bymosux ¢dyHKIMmja
MOXKe bopMHUpaATH 01 TPOMEHBUBUX P, ¢ U 17

6. 3a0KpyzKUTH CJI0BA HCIIPE] PeIoBa KOjU Cy He-
onpeheHO TMBEPTEeHTHH:

400 +oo 1 +o0

(a) Z 2", (6) sin —; (B) Z sin n;
- - o

™) D> Ve () D3 M D (-2
n=1 n=3 n=1

(€) Hujemam o MPETXONHUX PENOBA HUjE HEOPe-
beto puBeprenTaH.

+o00
7. Uspauynaru S(2) ako je S(z) = Zx*”.
n=0

8. 3a koje je BPETHOCTH pEAJHOT TapaMeTpa

1 1 1
b pamr marpune A = -3 2 b | jemmak
2 -3 -3

Tpu?

9. 36up CONCTBEHUX BPEIHOCTH MATPUILE

21 3
A=10 3 a |, TJe je a peajHU TTapaMmeTap,
0 4 -1
jemHak je (320KPY:KHUTH CJIOBA UCIIPEN TAYHUX OJI-
roBopa):
(a)3+a; (6)2a; (B)0; (r)4; (m)a—1

(b) mmjenam o MPETXOAHUX OATOBOPA HUjE TAYAH.

10. OmpeauTn BpeIHOCTH PEATHAX TTapaMeTapa a
u b 3a koje cy pauu a: ax — (b—2)y+22=6mu
B : z = 2 mapaJjesHe.

148




— Pemema —

[Mogcerumo ce na je F(x) npumwmrusha dynknuja dbyukmnuje f(x) (medurncane na
uaTepBaTy (a,b), Koju MoxKe OUTH KOHAUaH WM OECKOHAYAH) HA HHTEepBaTy (a,b) ako
3a a < x <bsaxu F'(z) = f(z).

Habuwmo, pemom, npsu u3Boa csake ox nonyhennx dbynxnuja F(z):
(a) F'(z) = 4z;

(6)F'(x) = 4z + 2¢**;
(B) F'(2) = 2z + 4€*® + 3;
(r) F'(z) = 4o + 2% — 2.

Haxne, Tauan je oarosop (6).

<> Pemuru 3aaTak AupeKTHAM OjipeljuBamem nHTerpata / (4z+2e**)dz. Pesyarar je 22°+e* +C,

rje je C mpom3BoJ/bHA peasiHa KOHCTAHTA.

[Moxcernmo ce ma, yKOIHUKO je mopuHTerpatna hyHknuja f(z) HeOpeKuHa Ha UHTEep-
a a

BaLy [—a,a] n napHa, Taja BaxKu fx)dz =2 | f(x)dz.
—a 0

HO,ZLI/IHTeraJIHa dyuknuja je HElPEKU/IHA 32 CBAKO T € R, u mapHa, rma MOKeMO TPUMEHUTH HABEJEHY

1 —cos2x
JETHAKOCT: sin? zdz = 2 sin? zdz. Byayhu na je sin®z = —5 CIIEIN:
0

—Tr

4 1-— 2
/ sin? xdxz?/ (:20s :c / d:v+/ cos 2zdx) / dx—l—/ cos 2xzdx.
- 0

1
WuTerpas /dx je Tabmuunn u jegHak je x + C, a mHTErpast /cos 2zxdzx je jemmax isin 2v + C
(MoKeMO younTHu na je m3Boj (hyHKIje 3 sin2x + C jemHak cos 2, Win, YKOJUKO je HEONXOIHO,

PEIUTH NHTETPAJT / cos 2zdx yBohemem cmene t = 2x).

3a u3padynaBame j00ujeHux ogpehenux muTerpasa uckopuctuhemo Hbyru—Jlajorunosy dhopmymny:
T

1
:fsinﬂ—§sin0:O—O:0.

s vy 1
/ de=z| =n—-0=7m = / cos2xdx = —sin 2z
0 0 2 2

0
™
Konaumo je: / sinzde =740 =7.

—T

0

[Toncerumo ce Ja je mapTUKYIApHO pelreie TudepeHiinjalHe je/IHaYrHe [IPBOr PeJia
CBaKO peIllerbe Koje ce MOyKe JIOOMTH M3 HEHOD OIIITEr Peliemha 332 HEKY BPeJIHOCT
(koHauHy MM GECKOHAYHY) KOHCTAHTE KOja Yy OIIITEM DEIIery (DUrYpHIIe.
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OpBo je jeqHaunHa KOja pasjBaja MPOMEH/bUBE, TIa HEHO OIIIITE pelllethe ojpelyjeMo nHTerpanujom:

d d d d
xdy+ydx:0:>xdy:—ydx¢—y:——x:> Y__ [
Yy z Y x
.. 1
O6a unrerpasa y noc/ae/Hho] jenakoctu Tabninanu cy uarerpanu, na: Inly| = —In |z|+C = In —+C,

|z
1 . . .
OJTHOCHO Yy = ——, IIITO j€ W OMIIITE PEIehe MojIa3He TudepeHITja He jeIHaInHeE.
T

Bamasumo ga gysxmuje y = 3z 4+ 2, y = €2%, y = 2x + 3 He MOXkKeMO JOGUTH W3 OIIITEr PEIleHha Hil
3a jenny BpeaHoct kouncrante C1.

6
Oyuxnmja y = 0 gobuja ce uz ommrrer perrena 3a C1 = 0, a pyukmmja y = — 3a Cp = 6. U dpyukmmja
x

T = — je HapTHKY/IapHO peIlerhe mare gudepeHinjaine jeqHadnHe, caMo je MOTpeOHO 3ama3uTH I
Y

C1

ce OTIIIITE pPelierhe MoXKe 3amucatu u y obauky xy = C1, OJHOCHO T = —.
Yy
Hakne, Taunn cy ogrosopu (6), (B) u ().

4. Jlara cy JBa JIMHEApPHO HE3aBUCHA MAPTUKYIAPHA PEIIErha XOMOTeHe JudepeHiinjaaHe jeqHaunHe
apyror pepa. Oua cy jeqHaxa y; = €2 n yp = re’®, ma cy pellerma KapaKTePUCTHYHE jeTHAUNHE
TpaxkeHne XOMOTeHe audpepeHIiujaine jeTnadnte npyror pema A1 = Ao = 2. Kapakrtepucruyna jen-
HAUMHA je Ipyror cremneHa (jep je TpakeHa audepeHInjaiHa jeJHATHHA IPYTOr Pela), U Mo3HaTa Cy
HaM IheHa 002 perrera, ma je Kapakrepuctudana jemnadnna (A — 2)2 = 0, omrocro A2 — 4\ + 4 = 0.

CaJia je jacHo na TpazkeHna aundepeHIldjaaHa jeHauuna riaacn y” — 4y’ + 4y = 0.

ocernvo ce 1a je 6poj pasmmanTux BymoBux (byHKIMja n IpoMeH/bHBIX jeaHak 22 .

V oBom 3amarky moTpedHO je ompeauTu 6poj pazswunTtux bBynoBux (yHKIH]a 3 TPOMEH/HUBE, & HA
OCHOBY HaBEJIEHOT, Taj Opoj je jemaHak 22" — 28 = 256.

[Toacernmo ce ma je pex oapeheHo AUBepreHTaH YKOIUKO jé TPaHUYHA BPEIHOCT HU3A
IErOBUX MAPIUjATHAX CYMa jeIHAKA 400 WIn —O0, a HeompeheHo AWBEPTeHTAH aKO
rPaHWYIHA BPETHOCT HU3a FHETOBHX ITaplUjaJHUX cyMa He mocToju. Ilpumermmo jorn
jemHy 3HAYAJHY YHUHHEHUITY: CBAKH MO3UTHBAH PEJI, OJHOCHO PeJl Yhju Cy CBU 4IAHOBU
ITO3UTUBHU HE MOXKe OUTH Heojipe)eHO JTMBEPIeHTaH, OJJHOCHO MOYXKe OUTU KOHBEpI'eH-
tan wim onpehero qusepreraTan. OBO CJey U3 YUEHLEHUIE /14, je HAB TaPIAjaJIHuX CyMa
IIO3UTUBHOI Pejia MOHOTOHO pacTyhu HU3, a TpaHUYHA BPEIHOCT MOHOTOHO pacTyher
HU3a MOXKe buTn uin KoHadas Opoj uin +oo. Takobje, cBaku HeEraTuBaH peJi, OJHOCHO
pen Yuju Cy CBU U/TAHOBU HETATUBHU, jeCTe W/IM KOHBEPTEHTAH Wjn OApeheHo nusep-
TEHTaH, IITO CJIEIN U3 YUIH-EHUIIE [a j€ HU3 MapIHjaJHIX CyMa, TAKBOT Pejia MOHOTOHO

omagajyhn Hus.

00 +oo 1 +00 +oo
Ha ocmoBy nperxommor, pemosu E 2" E sin o g R E 3 we mory butm HeogpeheHo muBep-
] n=1 n=1 n=1 n=3
TEHTHU, Jep Cy CBa YeTUPU Pela PEeAOBU €A HO3UTUBHOM 4Y/I1aHOBUMA.
+oo
Pazmorpumo cama pern E sinn. Fberora n-ta maprujaasa cyma je S, = sinl+sin2+ - - - +sinn, ma
n=1
rpasnydHa BpejHoct limy, oo Sy, HE TOCTOjU.
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-~ - 1 (—2)» 2
3a pe —2)" Baxu S, = —2)F = (=2)————— = Z((-2)" — 1), na rpa a BPEemHOC
pﬂg( )" Baxku S, ;( )" = )1_(_2) 3(( ) ), Ma TPaHWTHA BPEIHOCT
lim,, 4« S, HE mOCTOjU (cerumo ce ma lim, ., ¢" HE TOCTOju yKOMMKO je g < —1).

Hakne, Taunn cy ogrosopu (B) u ().

7.
“+00
[TopceTnMo ce fa je TeOMETPHUjCKU pe Z q" KoHBepreHTaH 3a cBako q € (—1,1), kao
n=0
—+00 1
n __
u ga3a q € (—1,1) Baxn Eq T
n=0
—+o00 00 1 1
Younmo ma je S(z) = Zaf" = Z —, OJTHOCHO, JATH PeJ jecTe TeOMeTPHJCKU Pell 33 q = —.
n=0 n=0 r r
Harse, natu pej 6uhe Konpeprentan 3a —1 < % < 1, ommocho 3a x € (—oo,—1) U (1,400), ma 3a
1
x:2Ba>KI/IS(2):1 T =2
T2

[Moacernmo ce ma ememenTtapue TpancGopMaIiije He MEHA]y PAHT MATPHUILE.

Wseprmumo #a maroj marpunm A ysacromuo crnenehe npe ejemenTaphe TpancdOpMaIidje: Hajupe
J0JajMO eJeMEHTHMa, Jpyre BPCTE eJeMeHTe IIpBe BPCTE, a IIOTOM, Y TaKO MJ00MjeH0] MATPHIIH,
JOJIajMO ejileMeHTrMa japyre Bpere enemente Tpehe Bpere. Ha Taj HauumH JOAa3UMO 10 MATPHUIE

1 1 1
Al=10 0 b—2|. Herepmunanta marpune A’ je (b — 2)’ ; _;) ’ = (=5)(b — 2) (o uera
2 -3 -3

JIOTA3UMO pasBHjambeM JerepmubanTe marpuie A’ mo npyroj speru). Ta merepmumHanTa pasamamra
je om myae 3a b # 2, a jenqnaka nynu 3a b = 2. Byayhu na je panr marputie pen mwene najpehe pery-
JlapHe KBaJpaTHe moamarpuie, To je rangA’ = 3 ako je b # 2 (y Tom cayuajy cama marpuma A’ je
peryjapHa, mma je oHa caMa cBoja Hajseha perynapHa KpajpaTHa MOIMATPUIA), onHocHo rangA’ = 2
ako je b =2 (tama je majseha perymapra KBaJpaTHa mogMaTpuia Matpure A’ oma mommaTpuma Koja
je obpaszopana op enemenara Marpune A’ Koju ce mamase y mpecenuMma mene npee n tpehe Bpere u

. 1 .
[IpBe U JIpyre KOJIOHE, U TO je MaTpulia [ 9 _3 }) Baxku rangA = rangA’, ma je panr marpune A

jeHaK TPHU YKOIWKO je b # 2.

Vroopenuty ca ocmuM 3aaTkoM Ha Tecty ompxkanom 09. 02. 2014. rogune.

[Momcernmo ce ma je 36Up CBUX COMCTBEHWX BPEIHOCTH JaTe KBaIpaTHe MaTpuie A
jenHak meHoM Tpary (36upy CBUX ejlemMeHaTa KOju Ce Hajase Ha HheHO] TJIABHOj Juja-
TOHAJIH).

Haxme, moTpeGHO je camMo oIpeIuTH Tpar MaTpuiie A, 0JHOCHO cabpaTh TPH eJIeMEHTa Ca HheHe TIaBHe
mujaronase. Byayhin na je ounrsenno trA = 2 4+ 3+ (—1) = 4, tagan je oxrosop (r).

Y1opeuTn ca JeBETHM 3aJaTKOM Ha TecTy onpxkanoM 10. 02. 2013. roxune.
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<> VpaauTu 3a1aTaK JUPEKTHUM U3padyHaBAHEM COTICTBEHUX BPeIHOCTH MaTpuIile A, OMHOCHO ope-
buBameM HEHOT KapaKTEPHCTUYIHOT IMOJNHOMA M HeroBux Hyna. CoIcTBeHe BPEJHOCTH MATPHUIE CY
244+ 1 2—/AF1
A =2, = %JFGG, A3 = %6“. 3ama3nmMo Ja COTICTBEHE BPEIHOCTH Ay U A3, Y 3ABUCHOCTH O]
BPEIHOCTH IIapaMeTpa ¢, MOTY OUTH peasHi WX KOMILIEKCHU OpOjeBH, aan je IHUXOB 30Up Vv CBAKOM

CIyvajy jemHak 2.

10.

Moxcermmo ce pa cy pasuau o u [y npocropy R? mapasesne ako 1 caMo akKo Cy mIXOBH
BEKTODH HOPMaJIa 7, U 113 TapaJIeHM.

Taxobe je BeKTOp HOpMaJie IPOM3BO/bHE PABHHU (v y Ipocropy R? umja je jeamaumna
Ar + By + Cz = D, A B,C,D € R, cBaku Bexrop obnuka t - (A, B,C), rue je
t e R\ {0}

Jpa BekTopa @ = (ay,a,as) u b = (b1, by, bs) y upocropy R? napasnentn cy ako u
camo ako 3a Heko s € R\ {0} Baxu @ = sb.

(0,0, 1).

BexTop nopmaste pasuu « je 1y = (a, —(b — 2),2), a BeKTOp HOpMAaJe paBHU [ je N3 =
5(0,0,1), ogaOCHO
2.

Ha 6u paBau o u § Gusie mapasiesine, Mopa, 3a nHeko § € R, 6urn (a, —(b—2),2) =
a=0-s5,—(b—2)=0-su2=s,nmajea=0, —(b—2) =0, u konauno a =0, b =
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 23. 08. 2014.

2arctgm

14 22 dz.

1. OapenuTu nHTErpas /

2. BpeapocT IIO3MTHBHOI PeasHOr IapaMeTpa a
a

1

3a KOjy BayKH jeJTHAKOCT / V312 +1dx = -5
0

jennaka je (320KpPy’KUTH CJI0BA UCIIPEJ], TATHUX OJI-
roBOpa):

(@o;  ©)L  (8)2

(r) me mocroju;

() HEjemaH OJ IPETXOTHUX OATOBOPA HIje TAUaH.

3. OgpenuTtu ommre perieme audepeHIIrjaTHe
jenmaumne npsor pena y = 3xy2.

4. Ogpegurn omrnre perieme audepeHiujaHe
jennaunne apyror pena y” + 4y = 0.

5. Jlar je ckyn A ox 3 emementa. Kosmko mvma Ko-
MyTaTHBHUX OMHAPHUX ONepalyja * 3a Koje BaxKu
yenos (Vo € A)x x v # x?

6. 3a koje o € R komBeprupa HYMEPUIKH PeJ

+oo n
> (5)
n=1 5
+oo "
7. Uspauynarn S(0) ako je S(z) = Z_:l e

8. OgpeauTy OpOM3BOI COICTBEHHX BPEIHOCTH

3 0 0
matpuie A= [ 1 5 2
0 -2 1

9. Uzpauynarm yrao KOju 3aK/IANajy jeIUHUTHNA
BEKTOPW M) W 7i aKO CY BEKTOPW d = M + 27 n
b = 5m — 41 HOpMaJIHN.

10. Jare cy paBau « : 2z +py + 2z = 3 u
B :6x + 8y + 3z = 15. OupenuTn BpeaHOCT peasI-
HOT ITapaMerpa p Tako 3 paBaH « Dyje napasiesHa
pasuu .
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— Pemema —

|1. Jdatu uarerpas perrasamo yBojehn cmeny ¢t = arctg x:

oarctg t = arctgx . ot arctg
——dz = d = [2dt=—+C= C.
/ 1+ 22 o dt = d(arctgz) = a / In2 * In2 *
1+ a2

ObpatnTyn TaXXmy Ha YHUHEHWIY na je HeoapeheHwm WHTerpasa jemHak MPOW3BOJHHOj MPUMHUTHUBHO]
GYHKIHjU TOANHTErpaIHe (pyHKIMjE, Ta je BPJO BayKHO I3 I0JaMO KOHCTAHTY IPUMHUTHBHO] PyHK-
WU KOjy CMO OJPEeIn/iu permaBajyhu 3a1aTax.

[Toncernmo ce na, ykoauko je dbyuknuja f(z) uarerpabusina Ha uarepsaty |a, b, a < b,

b
U aKo je f(x)z(JSa:cE[a,b],Taﬂaje/ f(z)dx > 0.

IIpuMeTuMO [Ja je, 3a CBaKU HO3UTHUBAH peasjaH O0poj a, nopuuTerpaina (pynkuuja rv/3x2 + 1 noszu-
TuBHa Ha unrepsasy [0, al, na BpejHOCT JaTOr MHTErpasa He MOXKe OuTH jenHaka —%, HU 33 jesian
peasan 6poj a.

Tauan je omrosop (r).

a
<> 3ajlaTak CMO MOIVIM JIa YPaJUMO U pelraBajyhu naTerpaJ / xV/322 + 1 do (na npumep, yBobe-
0

meM cMene ¢ = 322 + 1). Opaj HaumH je, MAKO KOPEKTaH, 3HATHO 3aXTEBHHU]H.

3. Jlara jeqraunHa je jeIHAUMHA KOja Pa3fBaja TPOMEH/BUBE, 113 J0 EbEHOT OMIIITET PEIetha J0JTa3uMO
MHTErPaImijoM:

d d d
y =322y = Y 3%y = —g = 3z%dz = / —‘g = /Sxde.
Y Y

dx

Warerpann ca jeBe u JieCHe CTpaHe IOCJE/be je HAKOCTH Tab/JW4HU Cy WHTErpasu, Te je —— =

3

T 1 . .
3§ + C, ogHocuo —— = >+ C. Jlakyie, omimre periemne moJiasHe JudepeHiinjaaHe jeiHaTnHe TUIac

V="m o
JuepeHIjaJiHy jeTHAUYNHY.

, TIITO jeJIHOCTABHO MOXKEMO IIPOBEPUTH 3aMEHOM JO0OMjEeHOr ONIIITET PEIIera Y MOoJa3Hy

4. Y mmTamby je xoMoreHna aupepeHtujaaHa jeTHAInHa IPYror pefa. KapakTepucTudHna jeTHAunHA
oBe udepentujaane jegaaunse jecre A2 + 4 = 0, u meHa permema cy: A\; = —2i 1 Ao = 2i. Jaxue,
OTIIIITE pellierhe mare AudepeHIujaste jeanaanne iacu: Y, = Cp cos 2z + Co sin 2.

5. Cpaka OGunapHa omeparuja jJedUHUCAHA HA KOHAYHOM HEMPA3HOM CKYIY MOXKE Ce TPEICTABUTH
Kejaujesom rabaumom. Hakse, 6poj TparxkeHux orepanuja jeqHak je 6pojy pasznuuurnx KejimjeBux
rabauna dhopmara 3 X 3 (3aT0 WITO CKYN HA KOME Cy onepanuje neduHrCaHe nMa 3 eJIEMEHTA) U KOje
cy momymeHe Ha onrosapajyhu HadnH (Tako ja omeparidje 3a/10B0/baBajy HaBeJeHe OCOOMHE).
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IMocmarpajmo jexny onepanujy * gedunucany na rpowrianoMm ckyny A = {x1,x9, 3}, Koja 3a110B0-
JbaBa HaBeJeHe ocobuHe: 360T KoMyTaTuBHOCTH, oAaroBapajyha Kejnujesa tabauia Mopa 6utu cume-
TPUYHA y OJHOCY Ha IJIABHY JWjaroHasy, a 300r ocobuHe Ja 3a CBakW ejJleMeHT x U3 cKyma A Baxu
T * T # T, Ha OHUM MecTuMa v Kejnmjesoj Tabanim Koja 03HAUABAJY PE3YITAT T; * T; He CMe CTajaTn
esieMenT x;, ¢ € {1,2,3} (upumerumo ja ce TakBa MecTa Hajaze Ha aujaroHasu Kejaujese tabsune).
Samazumo u ga 9 mecra y Kejunjepoj tabiunm oneparuje * MOXKEMO MOJEJTUTH HA TPU Jejaa: TpH
MeCTa W3HA[ TJIABHE IWjaroHaJe, TPU MECTa WCIO/ TJIABHE NWjaroHaje W TPH JUjarOHaJIHa MECTa, U
Pa3MOTPUMO Ha KOJHKO PA3JIUIATAX HAIHMHA MOYKEMO TOMyHUTH Tabauily (OTHOCHO KOJHUKO Da3JIu-
gutnx Kejiujepux Tabua moxemo dhopmuparn). 360r cuMerpuaHOCTH TAbUIE, HA CBAKOM Ol TPU
MecTa U3HAJ| TJIaBHE HjaroHale MOKEeMO 3a yIuc n3abparu 6o Koju eseMenT u3 ckyna A (a morom
HA CUMETPUYHMM MECTHMA MCIIOJ| IJIABHE JIMjaroHajie MOpPaMO Ipenucaru ojroapajyhe enemenre),
JIOK HA CBAKOM OJ TPU MEeCTa KOja Ce HaJja3e Ha JIMjaroHa M MOXKEMO 3a ynuc duparu camo usmely
nBa eneMenTa ckymna A (Ha MecTy Koje 03HAUaBa PE3YIATAT T * T; MOXKEMO YIIUCATH €JIeMEHTe CKyIa
A\ {x;}, a Taj ckyn uma 1Ba egeMeHTa).

Bynyhu na ma cBakoMm on Tpu MecTa M3HAJ TVIaBHe aujaroHasie KejaujeBe Tabiuiie mMaMo 3a yIIUC
u360p O TpHW eneMeHTa CKyma A, a Ha CBAKOM OJ TPH JMjarOHaTHA MeCTa W300p O[T /Ba €IeMEHTa
ckyma A, mpema TpaBmiIy MpOM3BOAa, OPOj PA3IHUNTHX HAYWHA ja monyHuMo KejmujeBy Tabauiy
jecre: 3-3-3-2-2-2=233.23 = 216. Jlaxse, u cam 6poj PazIHUNTHX OIEPALH]A * Ca HABEIEHUM
ocobunama jecre 216.

+00
[Mogcetnmo ce ma reoOMeTpPUjCKU pejt Z q" xomeeprupa 3a q € (—1,1).
n=0

. . o
YounMmo 7a je JaTU peld TeOMETPUjCKH Pell ca KOIUIHUKOM q = 5 1 UCKOPUCTHUMO T'Ope HaBeJIeHy

«
antbennuity. Jlakme, natu pex kouseprupa 3a —1 < — < 1, ogmocHo 3a —H < a < b.

Hanomennmo ga moderna BpegrocT "6pojaga” n = 1 He yTude Ha KOHBEPTEHIN]Y Peaa, ajd yTHUIe
HA WETOBY CyMy (BUJIETH U HAPEIHW 33JIaTaK ).

7.
[Togcernmo ce MaknopeHoBor pasBoja GpyHKIHje e”:
~+00 2"
3a cBako T € R Baxwu e* = Z —.
n!
n=0
00 20
Haxe, S(x)zza—lze‘”—l,HaJeS(O):eO—lzl—lzo.
n=0
8.

[Mogcetnmo ce ma je TpoOM3BOL, CBUX COMCTBEHWX BPEIHOCTH AT KBAIPATHE MATPHUIIE
A jeqnak ILeHoj TeTepMUHAHNTH.

Jlakje, TOBOJbHO je M3PAdyHATH JETEPMUHAHTY IaTe MATPHUIlE, MITO je HajjeTHOCTABHUjE YIMHUTH
paspujameM det A o mpeoj BpcTH:

3
det(A)=| 1
0

N O O
= N O
Il
w
N Ot

155




<> VpaauTu 3a1aTaK JUPEKTHUM U3padyHaBAHEM COTICTBEHUX BPeIHOCTH MaTpuIile A, OMHOCHO ope-
huBameM Hysa HEHOT KapaKTePUCTHIHOT TMOAWHOMa. (Be TpH COMCTBEHE BPETHOCTH MaTpuie A
melycobro cy jeamaxe, A\j = Ao = A3 = 3, 1a je BUXOB IPOU3BOL A\ A3 = 35 = 27.

IMoncerumo ce dopmyre 3a u3padyHaBame KOCHHYCA yIVIA (@ KOJU 3aK/alajy LaTu
L m -7 -
BEKTODH M U Ti: COSQ = W’ rje - OPeJCTaB/ba CKAJIAPHU IIPOU3BOJ BEKTOPA M U
m||n

i, a |m| u |7i|, pegom, BUXOBE MHTEH3UTETE.

Bynyhu na cy BexTopwm m u 7 jeIMHUYHN, (hUXOBW WHTEH3UTETH Cy jeHAKU 1, TTa ocTaje a3 m3pady-
HAMO M - 1. Berkropu @ = m + 271 uw b = bm — 47 HOpMAJHN Cy, TIa je HUXOB CKAJAPHU MPOU3BOJI
jemnak mysm. Hakoe:

-,

(@-b) = (m + 27) - (5m — 4i1) = 5m|> + 6m -7 — 8|A]> = 6m -7 —3 =0

(0BIE CMO KOPHCTH/IN THI-EHUILY JIa 32 CBaKH BeKTop @ € R® Baxkn @ - @ = |@|?, Kao I KOMYyTaTHBHOCT

1
.. I | . 5 1 .
ckamapHor npoussona). Caza je jacHo ma Baxkwu 1M - 11 = 5 ma je cosq = % =3 [ITO 3HAYH Ja je
1 T
(= arccos — = —.
2 3

10.

Iomcerumo ce ja cy pasaE « 1 [y npocropy R? mapasesne ako 1 caMo ako Cy IHXOBH
BEKTOPH HOPMaJIa Ty U 113 HaPAJICTHN.

Takolje je BekTOp HOpMaJie TPOM3BOJbHE PaBHM « ¥ TpocTopy R wnmja je jemmaunua
Az + By + Cz = D, A B,C,D € R, caku Berrop obsuka t - (A, B,C), rue je
t e R\ {0}.

HBa BekTopa d = (aj,as,a3) u b= (b1, b2, b3) y mpocTopy R® mapasennu cy axo u
camo axo 3a Heko s € R\ {0} axu @ = sb.

Younmo ja cy BEKTOpH HOpMasa paBHU « u (3, pesom, jennaxu: 1, = (2,p,1) n ng = (6,8,3).
Hakne, na 6u paBHE « u [§ OGuie mapaJesne, Mopa, 3a HeKo s € R, Baxkuru (2,p,1) = 5(6,8,3),
oxHOCHO 2 = 65, p = 85 1 = 3s, omakJyie je s = %, ma 3aKJ/by9IyjeMo Ja je p = %.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 13. 09. 2014.

1. Oxapenurn uaTErpan /(:U\?’/E + vV + 1)de.

1

2. NspauyHaty BpegHOCT / xetdx.
—1

3. Ojapequru kKoHcTanTe a,b € R mako ga QyHK-
nja y = asinx + bcosx 6yme mapTUKyIApHO pe-
meme audepennujaane jearaanne y + 3y = sin .

4. Hahwu ono mapTuRy/mapHO peleme JudepenIim-
jamne jemnaumne iy’ — y = 0 xoje 3a/10B0/baBa MO-
gerre yeaose y(0) =2 u y'(0) = 0.

5. Bynosy byukimjy f(p, q) = pA(gAp) HanucaTu
y obauky CJITH®.

+00 1 2n
6. lzpaaynaru cymy: Z <3> .

n=1

7. OppeuTn MOTyNIPEYHNK KOHBEPTEHIU]E CTere-

“+o00 <2n + 1)71,2 "

HOT pefa: T

2n
n=0

8. Jlara je marpuma A = [ ; i g ] . 3a0Kpy-
JKUTH TadHa TBpDema. 3a mary marpuily Mmoryhie
j€ opennTH:

(a) KapaKTEPUCTHUYHU MOJTMHOM;

(6) MuHMMATHWN TTOJUHOM;

(B) comcrBene BeKTOpE;

(r) pamr marpurne;

(&) HEjemHO O IPETXOMHUX TBphera HUje TadHO.

9. OmpenuTn MEUHMMAJIHU IOJAHOM MATPHIE

2 00
A=10 2 0
0 0 2

4uja  je jel-
Hanmcarn:

10. Heka je «a pasan
y + =z = 4.
(a) jemam BeKTOp 7 HOpMaJe PAaBHU «;

Ha4YWHa

(6) xoopaumare jemne tauxe T xoja
NpUIaIa PABHA (.
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— Pemema —

I1. Jdatu uarerpas je 30up jiBa TaOJMYHA HHTErPAJIA:

/(x\?’/EJm/erl)dx = /(x%+(x+1)%) dx:/z%dx+/(x+1)%dx
- %x%-l—%(x-&-l)%-i-a

Heoapebhenn naTerpass jeanak je mpon3BO/bHO] TPUMUTHBHO] PYHKIMjK TOAUHTErpasine (DyHKIMje, Ta
je moTpebHOo Ja 10aM0 KOHCTAHTY MPHUMUATHBHO] (DYHKIHjH KOjy CMO OJpEININ pellaBajyhn 3agarax.

2. 3a uspauyHaBame Jgator oapeheror uaTerpaia QyHKINje y = re’ KOPUCTUMO METOY TapIijaHe
WHTErparmje:

/1 " {u:x dv:exdx}
ze'dz = .
1 du=dr v=e

1

1
1 1 1 2
= ze® / efdr=e—(—=)—¢€"| =e+-—(e—-)=-.
o, ) e . e e’ e

[Moxcerumo ce ma 3a dyukimje fi, fo,..., fn, n € N, Koje ¢y gedunncane Ha ucToOM
CKYILy S, KaxKeMo Ja Cy JIMHeapHO 3aBUCHe ako mocroje koucraure C,Co, ..., Ch € R
takse fa je OF + O3 + ...+ C2 # 0 (oBaj yc/0B je eKBUBATCHTAH YCIOBY a HICY CBe
koncranre C1,Cy, ..., C, ucrospemeno jennake uyan) u ga je C1fi(x) + Cofa(x) +
oo+ Cpfn(z) = 0 3a cBako & € S. YKOJIUKO je 0Ba jegHAKOCT Moryha caMo ako cy
CBE KOHCTAHTE jejHaKe Hynn, 338 PyHKIUje KAXKEMO J1a Cy JUHEAPHO HE3ABUCHE.

Ha ocHoBy u3nokeHMX duibeHUIA CJAenu Ja cy JBe dyukiuje fi1 u fo, gedunucane
HA UCTOM CKyTy .S, MTMHEAPHO 3aBWCHE YKOJUKO TOCTOjn KOHCTaHTa C, pasmmauTa, o
HyJsie, TakBa jga 3a cBako x € S Baxu fi(x) = Cfa(x). VY cynpornowm, bysKImje fi u
fo muHEApHO Cy HE3ABUCHE.

Hahuwvo npew usson dbyskmmje y: 3y = acosz — bsinz. Koncranre ¢ w b HAIa3uMo HAKOH IITO y
gaTy nudepeHnujaany jeHadIuHy YBPCTUMO U3pase 3a y u y':

acosz —bsinz + 3(asinz + becosz) = sinz
(3a —b)sinx + (a + 3b) cosz = sin .
Oyukiuje sinz u cosz, JeduHucane Ha CKyny R, JIMHEADHO Cy He3aBHUCHE 3aTO IITO HE IOCTOjU

koucranta C' € R, pasmunumra o7 Hyse, TakBa Ja 3a cBako = € R saxwu sinz = C cosx (cernmo ce
inx

T
Jma 3a cBako T € R, x # 5 + km, k € Z, Baxn = tgx # const.). 3axsaspyjyhu JuHEapHO]

cos T
He3aBUCHOCTU DYHKIHMjA Sin & 1 cos x 1mojia3na pesnanuja naje 3a —b =1 u a+3b = 0, a perierme oBor

cHCTeMa JINHEAPHUX jeJHAYNHa jecTe: @ = — n b = ——

10 10°

<> Ha cy dyukmuje sinz u cos x, nedunucane Ha ckyny R, JuHeapHO HE3aBUCHE MOXKEMO BUJIETH U
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sinz cosx
cosr —sinx
nma Baxkn W (sinz,cosx;x) # 0, caequ ga cy dyHKIWje Sinx u cOS T JTHHEAPHO HE3aBUCHE.

2 2

nocvarpajyhin Bporckujan W (sinz, cos z;x) = = —sin®z — cos*z = —1. Byayhn

4. YV muramy je xoMoreHa audepeHNrjaTHa jeTHATHHA IPYTOT pea ¢a KOHCTAHTHUM KOepuInjeH-
tuma. KapakrepucTuuna jeqnaunHa ose gudepeniujanne jenHaunue rinacu A2 — 1 = 0, u meHa
pemema cy: Ay =1 u Ay = —1, 1j. peanna cy u pasznuaura. Jlaxje, omire periewme jare JudepeH-
nmjasae jeqnadnne jecre: y, = Cre” + Cae . Taxobe Baxn u y, = Cre* — Cae ™. Koncranre Cq u
(5 HAIA3UMO U3 JATHX TOYETHUX YCJIOBA:

y(O) =2 = 0160 -+ 026_0 =2 = Ci1+0Cy=2
y’(O) =0 = 0160 — 02670 =0 = C1—-Cy=0.
Harme, C1 + Cy = 2 u C; — Cy = 0. Pememe opor cucrema jecte Cp = Co = 1, ma je TpaykeHo

NapTUKYJIapHO perree y = e* 4+ e~ % = 2chz.

5. VYoumwmo, Hajupe, ja Ha OCHOBY KOMYTaTUBHOCTH omeparuje Ay Bynosoj anrebpu saxku f(p,q) =
p A (pAq). Jame, 360r acomujarusroctu onepanuje A je f(p,q) = (p Ap) A q. Takobe, 6ynyhu na je
oneparnuja A ugemMmnorenTHa (OAHOCHO, Baxku p A p = p), umamo aa je f(p,q) = pAq, a 0BO je ynpaso
COHO® dyukuuje f(p,q).

6.
[Toncerumo ce dhopmysie 3a n3padyHaBambe CyMe TeOMETPU]CKOT PeJia:
+oo
n 1
o=t
n=0
e je ¢ peasiHa KOHCTAHTa Koja 3310Bo/baBa q € (—1,1).
Taxobe, 3a ¢ € (—1,1) Bakn u
+o00o +00
1 1 q
P I e
n=1 1- q n=0 1- q 1- q
HakJte:
+oo 2n 400 2\ " too n 1
() -2(0)) -2() -ty
n=1 n=1 n=1 9
7.
Ha ocrnory Komu—AmamapoBor craBa MONyIpedHHK KOHBEPTEHIHje R CTEmeHor peia
+oo
a
Z ap " MOXKe ce m3padyHaTn Kao R = —————— wm R = lim ——, yKOIHKO
— lim Y/ |ay] n—+00 (41
n=0 n—+o0o

HaBEJIEHW JTUMECH TIOCTOje.

. . X m 1\,
ﬂ;aKﬂe, TNOJIYITPEIHUK (pa,ZLI/IJyC) KOHBEPTEHIIN]E CTEIICHOT Pead Z 9 T Jjecre:
n

n=0

R = 1 = 1 = 1 =

1 T
. om0\ ) 2n+1 n?\ lim <2n + 1)
. J)Too on lim o n—-+oo 2n
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n—-400

N 1 1+ 1 " 1 2n %
2n

8. Byayhu jga cy KapakTepUCTHYHM TOJWHOM, MUHUMAJIHA TOJTMHOM ¥ COTICTBEHE BPEIHOCTH Jedhu-
HECAHW CaMO 3a KBaJIpaTHe MaTpuile (MaTpHIle Koje nMajy UCTH 6poj BPCTa U KOJIOHA) POU3BOJHHOT
pena, a mara marpuna A Huje KBagpaTHA (MMa IBE BPCTE U TPHU KOJIOHE, 1A je Tumna 2 X 3), 0AroBopu
(a), (6) u (B) Hucy taunu. C gpyre crpase, paHr MarTpurle gedUHAIIE ce 33 TPOU3BOHFHY MATPHUILY
(MpOM3BOJ/LHOI THIA), JAK/IE U 33 MATPHUIE KOje HUCY KBajapaTHe, 1a je oarosop (r) rauan. Taxse,
TagaH je camMmo oarosop (r).

[Toncermvo ce na je MuHUMAaIHE TOJTHHOM Marpune A (jequHcrBern) moaunHOM P()\)
Hajmamer crernena 3a koju Baxu P(A) = O u uuju je Bogehin xoebunujent (koedu-
mjeHT y3 HajBehu crenen) jeqnak jeman. Taxole, Baxku 7a je MUHUMAJHU TOJHHOM
Marpuie A neaunan beHOr KAPaKTEePUCTHIHOD [IOJIUHOMA.

Kapakrepuctrnann nosmaom matpuiie V je:

2-X 0 0
Py(AN)=det(V—-A)=| 0 2-X 0 |=(2-)>%
0 0 2-2A

Jequan genuressu noaumaoMa Py (\) unju cy Bogehu koedwunujenTn jeqHAKN jeaH jecy MTOJTHHOMHI
PN = 2—=2, P(\) = (A=2)2u P3(\) = (A —2)3 ma cy Ta Tpu TOIHHOMA W jeUHU KaHTH-
JIATH 33 MUHOMAJIHU mojuHOoM Matpuie V. Bynyhu ma ounrnenno saxu P (V) = V — 21 = O,
PV)=(V-212=02=0u P(V) = (V-21)2 = 0% = O, 10 cBa Tpu Kauamjara 3a MUHH-
MaJIHU TIOJIMHOM 33J/10BOJbABAjy yCJIOB Ja noHuinrasajy marpuiy V. Mebhy muma HajMamu creneH
uma nosuHoMm Pp(A) = A — 2, na je Pi(A\) = A — 2 MmuHuMaaHu noauHoM mMarpuie V.

Mozkemo mpumeTuTn ja mocje yrephuBama ummbenure ga je Pi(V) = O Huje 6m10 HEONXOTHO pa-
aynatn Po(V) u P3(V). Hamwve, momuuom Pj(\) 3am0Bo/baBa cBe yciose (MOHMIITABA MaTpuiy V,
Bozelin koedurmjent nosmuoma Py(A) jeanak je jenan u mebhy moaMHOMMMA KOJU TTOHWINITABA]Y Ma-
rpuny V', Pj()\) uMa HajMam¥ CTENeH) HEeONXOJHe ja O MmocMaTpaHdu MOJUHOM OHO MUHUMAJHU
noJgwHOM MaTpuie V.

10.

ITomceTnMo ce fa, YKOJIMKO je paBaH a y npoctopy R? nara jemnaunnom Az+By+Cz =
D, A,B,C, D € R, rana je ceaku Bekrop obsmka t- (A, B,C), rae je t € R\{0}, Bektop
HOpMaJe PABHU (.

Taxobe, ykommko Tauka ca koopgmuarama (X,Y, Z) y mpocropy R? mpumama pasam
qnja je jemuauwmna Ax + By + Cz = D, A,B,C,D € R, Tana meHe KOOPJAWHATE
3a/10BOJbABA]Y jeiHaunHy paBau, onHocHO Baxu: AX + BY +CZ = D.

3a gary paBaH « 9mja je jeqHadnna y + z = 4, BeKTOp HOopMaJie bulie cBaku BekTop obmka t- (0,1, 1),
rie je t € R\ {0}, na je nox (a) ravan csaku oxrosop 7 = (0,t,t), rue je t € R\ {0}.

Koopnunare tpaxkene tauke 1, (X, Y, Z), mopajy 3amoBosbaBatu cienehe ycaose: X € R, Y 4+ 7 =4,
na je nog (6) rauan ceaku ogrosop (X,Y,4 —Y), rae cy X u Y npousso/pHO m3abpanu peasnu
Opojenn.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 18. 01. 2015.

1. OgpemuTn wHTErpase:

(a) / 2x+ 3
da:
2 +3x+3 7

dz
(6) /x2+3x+3'

2. MNzpauynarn

vy
/ zsin x dx.
—Tr

3. BaoKpyzKHTH CJI0BA UCIPE] OHUX MHTETPATHUX

kpuBnx muepennmjanne jennaunne xdr + (y +

1) dy = 0 xoje mposraze kpo3 Tauky (1,1).

(a) 2*—y*=22-2 (6) 2*+y°=2;

() o= () @+ (12 =5,

(M 2?+1=y+1L () (@-12+y*=1

(€) wwjegHa O TPETXOAHWUX KPUBUX HUje WUHTE-
rpajiHa Kpusa jgare andepeHIinjaaHe jeaHa-
qrHe Koja npoJsiasu Kpo3 tauky (1,1).

BPEJHOCT  WHTerpaJa

4. OppesuTn OMINTE perniermhe AudepeHITrjaTHe
jemmaamne y” — 3y’ + 2y = 0.

5. Bysosy dyukimjy (p A q) A (¢ = r) nanucaru

y obsiuky CIHH®.

6. 3aoKpyXKWUTH CJI0Ba HCIPEI PeIoBa KOJH CY
onpeheHO TMBEPTEeHTHH:

+o0 +oo
(a) Z ™ (6) Z cosn;
n=6 n=1

+o0
1
(B) Zsinﬁ; (r) Z\/n—i—B;
= =

(W Y g @ D (™

n=3 n=1
(€) Hujemam o MPETXOJHWX PEJOBA HEjE Ope-
bemo muBeprenTaH.

7. Oppemntn 06saCT KOHBEPTEHIIM]E CTETTEHOT

8. 3a koje je BpemHOCTH peajHOT TapaMerpa b

11 1
panr matpunie B= | -3 2 b | jennax nBa?
-3 -3 -3

9. IIpousBos COTICTBEHNX BPEIHOCTH MATPUIIE

2 1 -1

A=10 3 a | jennak je (320KpyKHUTHU CJIOBA
00 —1

UCIIPeJ] TATHUX OJIFOBOPA):

(a)a? —a; (6)a—6; (B)0; (r)4; (m)—6;

(b) mmjenam o MPETXOAHUX OATOBOPA HUjE TAYAH.
10. 3BaokpyXkuTh CJI0Ba UCHPE jeTHAUNHA TIPa-
Bux y R? Koje mpumaziajy xy-paBHU U cajgpiKe Ko-
OPAWHATHN TTOYETaK:
(a) y=3uw; (6)
(B) ==2y; (r)
(m) z=y==z (b)
(€) HujenHA O NPETXOJHMX jeJHAYMHA HE MPEJI-
CTaB/ba IpaBy KOja INpHUIIAJa TY-PABHH U Ca-

r=ty=3tz=0,teR,
r=y,z=0;
r+y =z

AP2K1 KOOPAMHATHU IIOY€TaK.

161




— Pemema —

i

[Toncetumo ce nma, YKOJUKO je TMOAWHTErpasjHa (DYHKIHja 3371aTa KAO pPa3jIoMaK, U
aKO0 je M3BOJ MMEHMOITa TOT PA3/I0MKA jeIHAK FHerOBOM OPOjUOILY, Tara WHTErPAT MMa

d(f(w)) = f’("I}) I1a I 1HIlaBaM B HBHEM CMEH = :
caeuehn O6JII/IK/ o) —/f(:p)dx, a ra pemasamo ypoljemem cmene t = f(x):

/J;((j))df”:{ di - }cf((xx)mgc }Z/it =Inft| + C =In|f(z)| + C.

(a) Yoummo na Bawu (22 + 32 + 3) = 22 + 3, ma je:

2z +3 t=a2%+32+3 dt )
/x?+3x+3dx_{ dt = (22 + 3)dx —/t—ln!tHC—ln!w +32 43| +C.

Byayhu na je 22 + 32z +3 > 0, 3a ceako v € R (muckpumuHaaHTa OMroBapajyhe KBagparHe

2x + 3
jemmaanme je 32 — 4.3 = —3 < 0), Baxn /132-53—;-1—3(133 = In(z? + 3z +3) + C, e je
C Tpu3BOJHHA PeaHa KOHCTAHTA.
d d 4 d
(6) yO‘II/IMO,D;aje/Q?)xB :/;23 :3/4“:2 =
vsr (2+3)"+1 s(e+3) +1
4 / dx
3 213\, ¢
(252) +1
. 2¢ 4+ 3
obujenn uaTErpas pemasamo yBojaehu cmeny t = 73 :
_ 2243
Lo t=" Sy
3 <2x+3>2+1 dt:d<2f/§3>:%dx 23] 211
V3
2 2z 43
= —arctgt+ C = arct +C.
V3T VBUTE TR
dx 2 2¢ +3
- = t C.
Z[aKﬂe,/x2+3x+3 \/garcg 73 +

IMpumnkom oxpehusarwa naTerpasa nog (6) KOPUCTUIM CMO YMILEHUILY Ja j€ / TabmaHu

x
2?2 +1
uHTerpaJj, u ja je jemnax arctgx + C.

ObpaTnTn TaxXiy Ha YHUHEHWIY na je HeoapeheHn WHTErpaia jemHakK TPOM3BOJHHO] MPUMUTHUBHO]

GYHKIHjU ToAnHTerpaIHe (pyHKIHje, Ia je BPJIO BasKHO 13 JI0JaMO KOHCTAHTY IPHMUTHBHO)] (PYHK-
IHjU KOjy CMO OApeJuiu periaBajyhu 3a1arax.

[Moxcerumo ce ma, yKOMMKO je nogmaTerpataa dhyaknuja f(r) HenpekuHa Ha HHTED-
a a

BaIy [—a,a] n mapHa, Taja BaxKn / f(x)dz = 2/ f(x)da.
0

—a

162




[ToguaTerpanna dbynknuja f(r) = xsinx mHempekuaHa je 3a cBako z € R u mapna (jep je mpomssos

e HemapHe dyukIiwje fi(x) = x u fo(xr) = sinx), oxHocHo 3a cBako x € R Baxku f(—x) = f(x), na
s ™ s

je / rzsinzdr = 2 rsinzdr. 3a uspadyHaBaimbe MHTErpaJa x sin z dz KOpucTUMO MeToj Ty

- 0 0
mapInjajine HHTerpalyje:

/7r ) {u:x dv:sinxdx}
rsinxdr =
0 du=dxr v=—cosx

™ ™

= —xcosx —|—/cosa:d:n=—7rcos7r+0—|—sinm =m+sinm —sin0 = .
0 0

™

HakJie, BaxKn /

—T

™
rsinxdr = 2/ rsinx dr = 27, na je TpaskeHa BPEIHOCT 2.
0

[Moacernmo ce ma je maTErpasna KpuBa JudEPEHIHjaIHE jeHATNHE CBAKO HEHO map-
TUKYJIAPHO UM CUHTYJAPHO PEIleihe TOCMATPAHO Kao KpuBa Y = y(r) Winm y MMILIH-
turHoM obsuky G(z,y) = 0.

Taxobe, mapTukyaapHo pelieme audepeHiujaiHe jelHadnHe IPBOr PEJa jecTe CBAKO
pelrerse Koje ce MOyKe TOOUTH U3 HEHOT OTIIITEr PeIerha 33 HEeKY BPEIHOCT (KOHAUHY
i GECKOHAYHY) KOHCTAHTE KOja y OMIINTEM pernemny (bUrypwuiie, J0K je CHHTYIapHO
perteme gudepeHiujaTHe jeJHaunHe TPBOT Pejia OHO Pelliehe Koje ce He MOxKe 10buTu
U3 FEHOT OTIIITEr PEIeha HU 34, jeJHY BPEIHOCT (KOHAYHY MIn OECKOHAYHY ) KOHCTAHTE
KOja y OIIITEM peIlerkhy (PUrypurie.

JlaTta jemnaumba je jemHavymHa KOja pa3Baja MPOMEHJ/bUBE, W J0 FHEHOT OIIIITer PEIeha, T01a3UMO
unrerpamujom: zdz + (y +1)dy = 0= [dz+ [(y+ 1) dy = 0. Harerpanu ca nese u gecHe CTpaHe
2 2
x (y+1)

[OCJIE/Ibe jeJIHAKOCTU TabJUYHU CY MHTErpaJid, 1a je > + T C, 0JIHOCHO, HAKOH MHOXKEHA

MOC/Ie e JeTHAKOCTH Ca, 2, 2+ (y + 1)2 = (1, ¥ 0BO je OIIIITe pelee mojazHe JudepeHIinjaaHe
jenmnaunne. UHTerpasny KpuBy Koja mpoJsia3u Kpo3 Tadky (1,1) HamasmMmo 3aMEHOM y jeHAIHHY:
124+ (141)2 = Oy, 1j. C; = 5. Jdakie, rpaxena uarerpaina kpusa je x4+ (y +1)2 = 5, ua je rauan
omosop (r).

<> [Tpumernnmo g3 mOMITO CMO OAPEIU/IN OIIIIITE PEIiehe 1aTe AudePEHInja/HE je/ITHAYNHE, IO TATHOT
OJITOBOPA MOKEMO JONW W METOIOM eaMMWHAIWje HeTaarnx. Hawme, onmrre permeme pare andepen-
[UjaJjiHe jeJIHAYMHE TMPEJCTaB/ba (haMUIN]y KOHIEHTPUIHUX KPYKHUIA ca meHTpom y Ttadku (0, —1).
Mehy nonyhennm oarosopuma, camo 0arosop mos (T) jecre jeHaunHa KPYKHUIE Ca TEHTPOM y TA9KU
(0, —1) (xpuBa moz (a) mpeicTaB/ba jeIHAUHHY XHIepbosIe, 3aTo MTO cy Koeduuujentn y3 =2 m y?
pPa3JIMYMUTOr 3HAKA, KpuBa noj (B) je ounrieqHo jeqraunna napabose ca TEMEHOM Y KOODAMHATHOM
MOYeTKY, Kao 1 Kpuba 0o (a), 1ok kpuse nox (6) u (§) 3ancra npegcrasbajy jeJHATHHE KPYKHATIA,
a/IM TIPBA KPY KHUIA MMA TIEHTAD Y KOOPAUHATHOM TIOYETKY, a Apyra y taukm (1,0)).

4. YV muramy je xoMoreHa nudepeHNujaTHa jeTHATNHA IPYToT pela ca KOHCTAHTHUM KOeUInjeH-
tuma. Kapakrepuctudna jeqpaunna ose gudepennujaine jeqaaunte raacu A2 — 3\ +2 = 0, 0JHOCHO,
(A=1)(A—2) =0, u mena pemema cy: A\; = 1 u A9 = 2, qaKJe peanqna cy u pasanuura. To 3HaUN
Jla Cy JiBa JUHEApPHO HEe3aBUCHA MAPTUKY/IApHA pellema jare nudepenijaiae jeqaadntae y; = ¥ u
Yo = €2*. Jlaxse, ommire perreme jgare audepennujaine jesnadanse jecre: y, = Cre® + Cye?”.

Yroopenuty ca gerBpTuM 3adaTKoM Ha TecTy ompxkamom 20. 01. 2013. rogume.
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ITogcernmo ce ma Baxknu: p = q = pVq, pAp=0,xka0m pA0=0mupVv0 = p. Taxole,
oneparmja A je aucTpubyTHBHA TpeMa omeparimju \V (Baku u 06pHYTO, oneparmja \V
je qucTpubyTrBHA Npema onepanuju A).

Ha OCHOBY HaB€ACHHX YHILCHHUI[AQ BazKH:

(AN (g = 1) = (PAQONA(GVT) = (PAGAG)V (PAgAT) = (pAO)V(PAGAT) = OV(PAGAT) = pAgAT,

u oeo je CIIH® nare Bynose dbyukiyje.
YropeauTn ca IeTUM 33JaTKOM Ha TecTy oapxkanom 10. 02. 2013. roaune.

<> VpanuTy 3a7aTak KOPUITNEmEeM TeOpeMe Koja ONKUCyje HauWH Ha KOju ce cBaka bynoa dyHkmja
(ocum yHKITjE KOja je MICHTUIKN jeJHAKA HYJIN) MOXKE IPEJCTABUTH Y OOJIUKY CaBPIIEHE JHCjyHK-
tusHe HOpMasiHe dopme (Ha Taj HaumH ypaben je nerm 3azarak Ha recty ogapxkanom 10. 02. 2013.
rogune). Takas HAUMH U3PaJe OBOT 33/1aTKA je, NaKO KOPEKTaH, 3HATHO KOMILJTMKOBAHW]H.

[Moacernmo ce ma je pea ompelieHO AUBEPreHTAH YKOJIUKO je TPAHWUYHA BPEIHOCT HU3A
IBEroBUX MAPIUjAJTHIX CYyMa jeJlHAKa +00 UJIu —O00, a HeoJApeheHO JUBEpreHTaH aKo
TPAHUYHA BPEIHOCT HU3A FHETOBUX MAPIMjAJTHUX CyMa He moctoju. I[lpumermmo jorm
JeJIHy 3Ha4YajHy IUHEHUITY: CBAaKU MO3UTUBAH PEJl, OJIHOCHO PEJi YHUjU CY CBU UJAHOBU
TO3UTUBHU, HE MOXKe OuTH HeomapeheHo AUBEPTeHTaH, OMHOCHO MOYKE OUTH KOHBEPTEH-
Tan win onpeheno nuseprenTan. OBO CeIy U3 YUEHLEHHUIIE /13, je HU3 TTAPIIUjaJHUX CyMa
MO3UTUBHOT PEJa MOHOTOHO PAacTyhu HW3, a TPAHUYHA BPEIHOCT MOHOTOHO pacTyher
Hu3a Moke buTtu nin Konadan 6poj miu +oo. Takobhe, cBaku HEraTUBaH peJi, OJHOCHO
pPell 4uju Cy CBU “JIAHOBU HETATUBHU, j€CTE WJIM KOHBEPIEHTAH Wjin OApeheHo nusBep-
PEHTAH, IITO CJIEJIA U3 YUIHLEHUIIE /1A j€ HU3 MMapIUjaJHIuX CyMa TaKBOT Pejia MOHOTOHO
omamajyhm Hms.

[Mogcetnmo ce m TeopeMe KOjOM C€ TBPAHU Ja OIIIITH WIaH CBAKOT KOHBEPTEHTHOT HY-
MEPUYKOT pefia Texku Hyan. OBO 3HAYM JIa YKOJIUKO OMINTH WIaH HEKOT HYMEPUUYKOTD
pelia He TeXXW HyJIH, Taja Taj pex museprupa. OBy TeopeMmy je 3aTO TOTOJHO KOPH-
CTUTH KaJa YKeJUMO Ja [MOKaXKeMO Ja pejl AUBEprupa. BpJio je BayKHO 3amaMTUTU
nma obpar oBor TBphema He BaXKM, OMHOCHO MOCTOj€ PEIOBYU KOjU HE KOHBEPTHPAjY, a
OIIIITH WIAH UM TEXKU HYJIH.

Takobhe Baxku u Apyru MOpPeadEHN KPUTEPHUjyM 33 MO3UTUBHE HYMEPUYKE PEIOBe:
Axo BaXKU @y, ~ by, WK aKO TOCTOjH limy, 4 o Z—Z =K, 0 < K < +00, Tasia Cy pesoBu

Y ap u Y by, eKBUKOHBEPIEHTHH.
400

[Moacerumo ce v na HymMepUYKU Pe/l E — KoHuseprupa 3a a > 1, a 'y ocrauum ciy-
n

n=1

qajeBUMa JUBEPTUPA.

+00 +oo +00
1
Ha ocnoBy mperxonmor, pemoBn Z ™, Z vVn+3u Z 2100 onpeheHo cy JAUBEPreHTHH, jEP Cy ¥

n=1 n=1 n=3
OUTALY TO3UTUBHYU PEJOBU YHJU OUINITH WIAHOBU He TexKe HYJIN.
+00
Pazmorpumo cama pex E cosn>. Hberosa n-ra mapimjassa cyma je S, = cos 14+ cos8+ -+ 4 cosn
n=1
ma TPAHUTHA BPeaHocT limy, 4o S, He mocTojn.

3
)
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3 S 4)3n S0 = S = 3 ()t = S (6af = (—ep i O
apeﬂ;() BaXKu n—Z(*) = ((—4)°) —Z(*)—(* )m_

k=1 k=1 k=1

64 . . . .
%((—64)"—1), na rpaHuIHa BPeaHoOCT limy, 1 o, Sy, HE nocToju (cernmo ce ga lim,,_, + « ¢" He mocToju
yKOTHKO je ¢ < —1).
“+o0o
Pen E sin o) j€ KOHBEpreHTaH Ha OCHOBY Jipyror nopenbenor kpurepujyma. Hanme, 3a ommmmu wian
n=1
11 . .. singy
TOT Pea, Kaja n — +00, Baxu sin — ~ — (oBa penanumja cieay w3 YUBEHUIE Ja je  lim =
n n n—-+o0o el
. “+oo
. . .. sint
1, a moceama jeTHAKOCT CAen W3 YUILeHUIle Ja je hr% —~ = 1), a pexn E —5 KOHBEprupa (a0 =
t— n
n=1

2>1).
Hakne, taunn cy oxroeopu (a), (r) u ().

Y1opeuTh 3a7aTak ca IMeCTUM 3aJIaTKOM Ha TecTy oap:kanoM 05. 07. 2014. roaune.

7.

Ha ocrnory Komu—AmamapoBor craBa MoJyIpedHHK KOHBEPTeHIMje R CTemeHor peia

+oo

n 1 . Qn
g an x'"" MOXKe ce m3padynaTu Kao R = W, wm R = lim ——, ykosuko
1 n—+o0o @

n=0 iy |an| n+1

HaBeJIEHN JTUMECH TIOCTOje.

[lonceTnmo ce n YMmBeHUIE A3, YKOJIUKO je R MOTympevHnK KOHBEPTEHITH]e CTEMEHOT

+oo
pena g an 2™, Tazma Taj pes ancoayTHO KOHBEPTHPA 34 CBAKO T KOje MPUTa i WHTEp-
n=0
Bany (—R, R), a nuseprupa 3a |z| > R.
+o00o
Takobhe, 06/1acT KOHBEPreHIMje CTEIEHOI Peja an T jecre CKYIl CBUX Tadaka
)
. . n=0
KOJUMa je JaTHh pe/l KOHBEPTeHTAH.
. . . Qn,
Ounpenumo, Hajupe, TOJYIPEYHUK KOHBEDIeHIWje Jaror cremeHor pepa: R = lim =
n—=400 Gy 41
n! n! on+1
li an” li an” li [Tocrenma rpa a BPEIHOCT jeaHaka je +
im —— = lim ———— = lim . JIeJIba, TPAHUYHA BPETHOCT jeTHAK 00

n—-+too (n+1)! n=-+too _(nt+1)n! n—+oon + 1 P P ] ]

4(n+1)2 4n2+2n+1
(cetmmo ce nma ekcrnoHeHnmjasHa dyHKIHjAa o, 3a a > 1, 6Gpxke pacre oj JuHeapHe (YHKIHje

x + 1, ma 3aro u mu3 427! Gpxe Texxm GeckomaunocTu of Hm3a n + 1, Kaga n — +00), u crora je
HOJYIIPEYHUK KOHBEpreHImje maTor peaa R = +oo. [lakse, gaTu pej amncojyTHO KOHBEPTHpPA 3a
CBaKo T u3 uHTEepBasa (—oo,400), 0HOCHO 06IacT Herose KoHBepreumuje je R.

[Toncerumo ce 1a eemerTapHe TpancdopMaliije He MEHAjy PaHT MATPUILE, KAo U 11 je,
0 neMHUTIM]U, PAHT MATPUIIE PEJ heHe HajBehe perynapHe KBapaTHE TOIMATPUTIE.
Takobe, ykonmko je narta marpuria A tuma m X n (ca m BpCTa 1 n KOJOHA) HAJ| TTOJHEM
R, Tasa meHUX M BPCTa MOXKEMO IIOCMATPATH KA0 M BEKTOPA W3 BEKTOPCKOT IIPO-
cropa R" (Takolje, leHUX N BpCTa MOYKEMO TIOCMATPATH KAO 1 BEKTOPA U3 BEKTOPCKOT
mpocropa R™), u Taga je panr marpuiie A 6poj meHUX JUHEAPHO HE3ABUCHUX BPCTA,
OJTHOCHO OPO] MEeHNX JIMHEAPHO HE3ABMCHUX KOJIOHA.
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Wsppmmumo Ha jgaroj Marpunu B ciegehy enemenrtapHy TpanchopMaliujy: J07JajMO eJIeMeHTHMA
Tpehe BpcTe enemenTte mpBe BpcTe moMHOXkeHe Opojem —3. Ha Taj maumnm mobujamo marpwuiry

1 11
B'=|-3 25
0 0 O

Herepmunanta Marpune B’ jennaka je Hyln jep Cy CBU €J€MEHTH Ih€HE Tpelie BpeTe jenHakm Hy/im.
Bugumo ga je rangB’ = 2 jep je mena Hajseha peryjapHa KBaJpaTHa HOJAMATPUIIA OHA [OJAMATPULA,
KOjy obpasyjy enemenaru Marpunie B’ koju ce Hasaze y npecenuMa meHe MpBe U JIpyTre BPCTe U IPBe U

1 1
Jpyre KOJIOHE, OJJHOCHO MAaTPHUIIA [ 3 9 } . Byayhu ga Baxu rangB = rangB’ = 2, panr marpure

B ne 3aBucw oz b, u jennak je aBa 3a cBako b € R.

<> MozkemMo youuTH 2 Cy eJIEMEHTH I[IPBe BpPCTe MPOMOPIMOHAIHN ejieMeHTHMa Tpehe BpcTe, ain
HUCY TIPOMOPIMOHAJIHY ejieMeHTuMa Jpyre Bpcre. 1o 3Ha4Ym j1a, yKOJIMKO Tpu Bpcre Marpuile B 1mo-
CMaTPaMO Kao TPU BEKTOPA U3 BEKTOPCKOr npocropa R?, rara Marpuia nMa jBe JIHHEAPHO HE3ABUCHE
BPCTE, 113 je 110 TeOpEMU heH paHr jejHak 2, 3a ceaxko b € R.

YroopenuTn ca ocMUM 33JaTKOM Ha TecTy oapxkamoMm 19. 01. 2014. roawme, Kao W ca OCMUM
3agaTkoM Ha Tecty oapxkanom 09. 02. 2014.

[Mogcerumo ce fa je MPOM3BOJ] CBUX COMCTBEHUX BPEJHOCTH JaTe KBAaJPATHE MATPUIIE
A jenHax eHO] JeTePMUHAHTH.

Jakse, mOBOBHO je M3PAUyHATH NETEPMUHAHTY aarte Marpuie A, a Ta JAeTepMUHAHTA je jemnaka
2-3-(—1) = —6, bynyhu 1a je y nurtamy meTepMUHAHTA TOPHE TPOYTaOHE MATPHIIE, a JeTePMUHAHTA,
ropme TPOyraone marpuie (Kao u JEeTEPMUHAHTA JO0HE TPOYraOHe MATPUIE) jeJHAKA je IPOU3BOILY
eJleMeHaTa ca ImeHe [VIaBHe qujaronase. /lakse, tradan je oarosop ().

<> VpajnTu 3a/1aTaK JUPEKTHUM U3PavyHABAHEM CONCTBEHUX BPEHOCTH MaTpune A, 0HOCHO oj1pe-
buBameM Hy/Ia meHor KapakrepuctuaHor moanaoMa. Comcrsene Bpeanoctu marpuie A cy: A\ = —1,
Ao =2, A\3 = 3, ma je wuxos npoussoa —6.

YmopeauTn ca JeBeTHM 3aJaTkoM Ha TecTy oap:kanoMm 09. 02. 2014. rommue, Kao M ca OCMHUM
3agaTKOM Ha Tecty ompxkanom 23. 08. 2014. rogune.

10.

IToscerumo ce jja ce cBaka jejiHAYMHA Ca TPHU HEIIO3HATE T, Y U 2 MOXKe MHTEPIIPETUPATH
Kao jejHadnHa PABHE y mpocTopy R3.

Hozcerumo ce 1 ma je npasa y npocropy R? cxym radaka mpeceka jse PaBHE KOje HICY
IapaJiese, 1a Ipasa y IpocTopy R3 mMoxke 6ury 3a7ara JBeMa TMHEAPHO HE3ABUCHIM
jemHauMHAMA, ca TpU Hemo3HarTe (07 KOjUX CBaKa MPEJCTaB/ba jeJHAYMHY DABHU, a
YCJIOB Jia Cy jeJHavuHe JUHEAPHO HEe3aBHUCHE yIIPABO 3HAYM J/ia PABHU KOje Cy THUM
jerHaumHaMa TTPEICTaB/BEHE HICY TTapaJjeste, OMHOCHO Ja BEKTOPH IUXOBUX HOPMAaJa
HUCY KOJIMHEAPHMU, Tj. HUCY JMHEAPHO 3aBUCHU).

Yoummo na je mox (a) 3a7ara jeJHa jenHAUnHA Ca TPU HEIO3HATE, OJHOCHO jeJHATHHA HABECHA IO
(a) mpexcrasma pasan y npocropy R3. Hcro Baxn u 3a jenmaunne masenene mox () u (h).

Moz (1) cy 3amcra naBejeHe aBe jeHAYNHE, T = Y, i = 2, U OHE TIPeICTaB/bajy mpasy y mpoctopy R3,
MmeljyTum Ta mpasa, mako cajpKu KoopJauHaTHHU moderak (Koopmauuare Tadke (0,0,0) 3am0Bo/baBajy
obe jemnauune), He mpunaaa ry-pasau, Oyayhiu a CBe IpaBe Koje PUTIAIAjy TY-PABHU MOPAjy NMATH
z KOODJIWHATY jeqHaKy Hyau (jep je jennaumna xy-pasau z = 0).
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ITox (r) cy ouurienHo HaBeIeHE JBE jeHAYUHE, z KOODAWHATA jeCTe jeJHaKa HyJd, U KOODIMHATE
tadke (0,0,0) 3am0Bo/baBajy 0be jeHAUNHE, A JeJHAYNHA HABEIEHA 10 (T') IpecTaB/ba IPaBy Koja
IPUITaJIa TY-PaBHU M KOja CaIPKU KOOPIAWHATHU TOYETAK.

ITox (6) cy Takobe HaBeleHe JBe jenHaunHe (eJUMUHAIM]OM TapaMerpa t U3 IpBe /IBe jeTHAYTHHE
JIOJIA3UMO 10 je[iHe jeHa9IMHEe Yy = 3I), 2z KOOpPAMHATA jeCTe jeJHAKA HYJIW, W KOODJIUHATE TauKe
(0,0,0) zamoBo/paBajy obe jeqHadnHe, ma jenHadnHa HasegeHa nox (6) 3amcra mpeacTaBba IPaBY
KOja IPUIIaJIa TY-PABHU W KOja CAAPKYA KOOPANHATHYU MOYETAK.

Haxne, Taunu cy oarosopu (6) u (r).
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 08. 02. 2015.

1. 3aokpyXuTu CI0Ba HUCHPET TPUMATHBHEX

dynkumja F(z) dbyuxkuuje f(x) na unrepsary
(—00,+0), ako je f(x) =sinz + cosx:

)
(a) F(x)=2sinz —1;
(6) F(z) =
(B) F(z)=
(r) F(z)=1-cosz+sinz;

cos x—l;

=sinx — COS I;

(m) wHujenna on mperxomHWX (QyHKIMjA HEUjE TPU-
muTHBHA dyHKIHja dbyHKImje f(x) HA HHTED-
Basy (—00,+00).

2. Obpramem o0ko z-oce, rpaduk kpuse y = g(x),
a <z <b abe R, dopmupa jelHO POTAIUOHO
teno0. Uemy je jemHaka 3ampeMuHa OBAKO HACTAJIOT
poTarmoHor TeJa’?

3. Ogpenutu ommre pereme audepeHIAjaTHe

jennaumne mpeor pexa iy =
(0, 400).

Ha, WHTEPBATY

4. OppennTu OIINTE pelIemhe XOMOTeHE JTMHEAPHE
mudepenImjatne jeHaunne apyror peaa y’ —2y +
y=0.

5. 3acraBa MMa €T XOPUBOHTAJIHUX MPYra, Koje
Mory OuTu IpBeHe, 11aBe wiu OeJse, IPU YEMY JIBE
cyceqme Tpyre He Mory omtu ucre 6oje. OBakBuUX
pasIManTHX 3acTaBa UMa (3a0KPYKUTHU CJIOBO MC-
OpeJ] TAYHOT OJITOBOPA):

(a) 49;  (6) 50; () 48  (r) 20;

() HUjemaH 07 IPETXOIHUX OJTOBODA HUjE TAYAH.

6. 320KpyXKUTHU CI0BA UCIPE KOHBEPreHTHUX HY-
MEPUYKUX PEJIOBA:

+o0o +00 1
(a) ) 3% (6) D sin_—;
+o0 1 Z—ic%
® Y © Y
oo oo .
(1) 2523; (b) ji:‘aigng
n=3 n=1

() HujemaH 0 MPETXOIHUX HYMEPUUKUX PEIOBa
HUje KOHBEPTEeHTAH.
7. Yemy je, y 3arBOpenom o6suky, 3a x € (—1,1),
+oo

jeqHaka cyma peja Z
n=0

nnf?

8. VYKoIMKO TOCTOje, OJPEUTH CBE BPEJIHOCTH

peanmor mapamerpa b 3a KOje je paHr MaTPHUIEe

2 2 3
B=1|3 5]
1 3

Marbu OJT TPH.

b
7

9. Ompenurn COICTBEHE BPESHOCTH MATPHUIE

1 1 1
J=|1 11
1 1 1
10. Jeanaumna mpaBe 3ajarTe MAPOM PABHHU
z+ y+z=1
{ T2y — =2 } y TapaMeTapcKkoM OOJIUKY

riaacu (3a0KPYXKUTH CJIOBA WCIPEJ TadHUX OJr0-
BOpA):

5 1
(a) x:§+2t,y:1+t,z:f§+5t;

3 1
6) o=+t y=2tz2=—5-3
(B) z=1+3t,y=—-4+2t,2=3-2t;

4 1 1 2
(r) t=3-ghy=—3-3hz=4h

() HUjemaH O NPETXOAHMUX OJTOBOPA HUJjE TAYAH.
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— Pemema —

[oncerumo ce na je F(x) mpumurusha dyukuuja dyuknuje f(x) (nedunucane na
unrepsasy (a,b), Koju Moxke OuTu KOHAUaH UM OECKOHAYaH) Ha uHTepBay (a,b) ako
3a a <z < beaxu F'(z) = f(z).

Habuwo, pesom, npsu n3soj ceake o nonyhennx dynknnja F(x):

(a) (2sinz — 1) = 2cos z;

(6) (cos?z — 1) = —2coszsinz = — sin 2z;

() (sinz — cosz)’ = cosx + sinx;

(r) (1 —cosz +sinz)’ = sinz + cos x.

Hakse, Taunn cy ogrogopu (B) u ().

<> PermmuTn 331aTak qupekTHAM OfpehnBamemM nHTErpasa / (sinz+cos ) dz. Pesynrar je — cosx +

sinx + C, rae je C' mpou3Bo/bHA peaHa KOHCTAHTA.

Vnopenutn ca mpBUM 337aTKOM Ha TecTy ompxkamoMm 20. 01. 2013. roamwbe, Kao M ca TPBUM
zagaTkoM Ha Tecty ompxkanom 05. 07. 2014. rogune.

[Togcetnmo ce caeaehe nBe dopmyrae Koje MAYCTPYjy 3Hada] mpuMeHe oapebemor
unrerpana. Axo kpusa y = ¢(z), a < x < b, a,b € R, porupa oko x -oce,
OHAa, ONHUCYje JeJHO POTAIMOHO TeJsio. J3anpeMuHa V' 0BakKO J0OHMjeHOr pPOTAIMOHOT

b
Tesa jeqHaka je Vo= / 92(3:) dx, a moBpimmHAa S HETOBOT OMOTAYA jETHAKA j€
a

b
S:27T/ g(z)\/1+4 ¢"%(z) dz.

Ha ocuoBy npee uznoxkene ¢opmyie, TpayKeHa 3alpEMUHA POTAIMOHOL Tejia Koje je mobujeHo pora-

b
mrjom rpaduka kpuse y = g(z), a < x < b, a,b € R, oko z-oce jeqnaka je V = / g*(x)dz.
a

Jennauuna iy = f <g>, rae je f(x) menmpeknnna dyukuuje Ha (a,b), HA3UBA CE XOMO-
x

rena mudepeHIjaIaa jeiHaunHa TpBOT pea. Axo je f(t) = t, jennaunna y' = f J

pa3/Baja MPOMEH/bUBE, A 3aT0 MpeTHocTaBbaMo 1a je f(t) # t ua (a,b). Yeohemem
HoBe Henosuare dbyHKimje z = z(x) nomohy cMmene z = Z, oBa jeJHAYNHA CBOIU Ce
x

HA jeJHAYMHY KOja pa3aBaja mpoMmensbuBe. Hamme, Baxkn y = z2x, ma je iy = x2’ + 2.
Kana oBy cMeHy yBPCTHMO y TOJIa3Hy jeamHaduny, mooujamo xz' + 2z = f(z), ommo-

dz dx . . . . .
CHO ——— = —, a 0BO je (1m0 Hemo3Haroj GyHKIMjU z = z(x)) jeHAYMHA KOjA
x

f(z) ==

pasnBaja nmpomenspuBe. U3 ommrer pemema G(x,z,C) = 0 oe jeqnadnne 100mjamo

. Y
OTIIIITE pelee moaazHe jequadnne kao G |z, =,C ) = 0.
x
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BamumuMo faTy jesHaumHy Ha caegehu maumm: 3 = 1 + Q_ CaJia BUIUMO JIa je y TUTamky XOMOI'eHa
x

mudepenijaita jelHadMHa TIPBOT peja, 3a f(t) = 1+t. Yeeaumo y 1aroj jeJHaIMHN CMEHY 2z = g
x

Baxu y = zx, ma je ¥ = z2/ + 2. Kaga oBy cMeHy yBpCTHMO y TIOJIA3HY jeIHAYUHY, DOGHjaMo
xdz

xz' + 2z = 1+ 2z, ogHocHO T 1, a oBo je (mo Hemoszuaroj dyHKIMN z = z()) jeAHAYHHA KOja
x

paszaBaja mpoMensbuBe. Jl0 HEHOT OMIIITer Peremna A0a3UM0 HHTETPAIIAjOM:

mdz:1:>dz:dx:>/dz:/dx.
dx T T

Wurerpann ca jieBe u JIeCHE CTPAHE MOCIE/ e jeIHAKOCTH Tab/JIuaHu Cy uHTerpaau, te je z = In|z|+C

. . rdz
OIIILITE pellerhe TudepeHnjaine jeJHaInHe P
T
. . . xdz Y
Kana y nobujeno ormmre periese mudepennujaite jeiHaanHe de = 1 yBpcTUMO 2 = =, J0Ja3UMO
T T

Pire Y —n |x| + C, ogaocHo y = zln || + Cx, mrTo jecre omirre pereme motasHe TudepeHIjaTHe
x

jennaunne. Byayhu ga 3a x € (0,400) Baxkwu |z| = x, ommre pememe nonasne gudepeHImjaiHe
jennaunbe ryacu y = x lnx + C'z, MWITO Ce jeITHOCTABHO MOXK€e ITPOBEPUTH.

4. Y nuramy je XOMOreHa JMHeapHa AnepeHInjaia jeIHadnHa Ipyror peaa. KapakTepuctudHa
jemHaumEa oBe audepennHjagHe jeqHadnHe Tach A2 — 2\ + 1 = 0, omgmocuo (A — 1)? = 0, ma cy
mena permema A1 = Ay = 1. Jlakse, omire perneme aare AudpepeHiiijaine jeTHadnHe jecte: 4y, =
Cre® + Coxe®.

5. Cpaka 3acTaBa ca TeT XOPHU3OHTAJIHWX TPyra I[pBeHe, Tiase uian Oeme 6oje, KO Koje JBe Cy-
ceJlHe TIpyTe HUCY ucTe 00je, MOYKE Ce MPEJCTABUTH HU30M JyKUHE MmeT (HU30M Ca [eT eJleMeHaTa)
(1,9, 23,24, x5), T0e x;, 1 € {1,2,3,4,5}, npunazga ckyny A = {C, P, B}, 0oHOCHO 1ipeJicTaBsba i-Ty
60jy e 3acrase, i € {1,2,3,4,5}, mocMarpano 0103ro Hagoae. Hus Koju nmpencraBba HEKY O/ TpazKe-
HUX 3acTaBa nMa ciegehe 0coOuHe: HEroB TPBU €JIEMEHT jecTe ODWJIO KOJU €JEMEHT TPOUJAHOT CKYTA
A, a CBU OCTAJIl -ErOBU €JIeMEeHTH (KOjuX MMa 9eTHpH) Ipuraaajy Hekom ox ckymosa A; = {C, P},
Ay = {C,B} nin Az = {P, B}, 3ar0 wro 3a i > 2 x; He cMe GUTH jJeJHKO T;_1, jep JBe CycejHe
npyre He cMmejy Ourm ucre Goje (Ha mpuMmep, ako je xg = P, tama xz3 € Ay = {C,B}). Byayhn
Jga cBakmu o1 ckynosa Ap, As, A3 uMma JBa ejieMeHTa, IpeMa MPABUIY MPOU3BOAa OPOj PA3THIUTUX
HI30Ba Ca HABEJCHUM OcOOMHAMA jenHak je: 3-2-2-2-2 = 3-2% = 3.16 = 48. Jlak.te, 3acraBa ca mer
XOPHU3OHTAJHUX IIPYyTa, [IPBEHE, 1mIaBe uin Oeje 60je, KO KOje JiBe cyCcyeiHe mpyre Hucy ucre 0oje,
uma 48, ma je Tauan oarosop (B).

IToscernmo ce TeopemMe KOjoM ce TBP/IM J1a OMINTH YJIaH CBAKOT KOHBEPTEHTHOT HyMe-
PUYKOT pefia Texku Hyan. OBO 3HAUM J[a YKOAUKO OIIITH WIaH HEKOT HYMEPUIKOT Pejla
He TeXW HyId, TaJa Taj pela maueprupa. OBY Teopemy je 3aTO MOTOTHO KOPUCTUTH
Ka/J1a YKeJUMO J]a TTOKayKeMo JIa pell JuBeprupa. Bpio je BaxKHO 3amaMTuTH jJa o0par
oBOr TBphema He BaxKH, OJHOCHO 1TOCTOje PEJIOBH KOjU He KOHBEPIUPAjy, & OIIIIITH YJIaH

UM TeXXKHW HYJIH.
400 1

Hywmepuuknu pen Z —, KOHBeprupa 3a o > 1, a y ocranum ciayvdajeBUMa JAUBEPTHUPA.
n

n=1
+o0

TeomeTpujckm pet Z ¢" komseprupa 3a |q| < 1, a 3a |g| > 1 auseprupa.
n=0
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Takobhe Baxku u ciexehm, apyru nopenbenu KPUTEPU]YM 3a IHMO3UTHUBHE HYMEPHUIKE
peJioBe:
) an
Ako Baxu a, ~ by, WIH aKo IMOCTOJH lim b = K, 0 < K < 400, Tama cy peaoBu
n—-+400

> ap u Y by, eKBUKOHBEPIEHTHH.

+00 +oo “+o0o

OMax MOXKEMO YOUWTH J1a PEIOBU E 3", E In n E 3 HUCY KOHBEPTEHTHH, 3aTO ITO HUXOBU
n=1 n=1 n=3

OIIIIITU Y/JIaHOBU HE TEXKe HYJIN (OH]_HTI/I YJIAHOBHU IIPBA ABa O OBUX DeJOBa TE2Ke 6eCKOHaLIHOCTI/I Ka/Jda
n Texku 6ECKOHATHOCTH, a OIIINTH WiaH Tpehlier pena Te:ku 6pojy TpU KaJa n TeKH OECKOHAYHOCTH).

+oo
Pen Z sin 3 JIUBEPTEHTaH je Ha OCHOBY JIpyror mnopejbeHor kpurepujyma. Haunme, 3a onmru wian
n=1 n
) sin % sint
TOT peja BaXKu hrf —>"* =1 (oBa jemHaxoCT Clean W3 UMECHUIE 1A je hn% - = 1), a pex ca
n—+oo —
3n
1 . .
ONIITAM YJIAHOM 3 Ha OCHOBY APYTOr TIOPEIOEHOT KPUTEPHU]yMa, €KBUKOHBEPIE€HTAH je Ca PeIoM
n
00 1
1 . . . 3, 1 .
Z — (jacmo je ma Baxkm lim <% = ~) KOju jecTe IMBEpreHTAH.
n n—+oo - 3
n=1 n
+oo
Pen 2 —; KOHBEpreHTaH je jep je o« =3 > 1.
n
n=1
+oo +oo
1 . .
Sa pen Z BaXK# Z , I BUIAMO JI3 j€ Yy IIUTamby T€OMETPH]CKA Pen y
(=3)" (
=1 n=1 n=1
_ 1 1
KOjeM je ¢ = —3 Bynyhu na je _§ § < 1, jmaTu peji jecTe KOHBEPreHTAH.
Haxne, raaau cy ogrosopu (B) u (Bh).
7.
00 1
[Moncernmo ce na 3a |g| < 1 Baxn Z =—.
n=0 1__q

+o0
Younmo ga je Z(—l)”x" = Z(—w)” Byayhn gma je x € (—1,1), 1j. |z| < 1, a 3namo

- n—
na je | — x| = |z|, 3maum ma je mw | — x| < 1, na HA OCHOBY HU3JIOKEHUX YUHEHUIIA BAXKU
+o00 1 1 +o00

Z(—az)” =1 ) =11z Haxue, 3a x € (—1,1) cyma peaa Z(—l)”m” y 3aTBOPEHOM OBJIMKY
n=0 n=0

jeTHaKa je

JeAHaKa ] 1+ 2

8.

[Mogacernmo ce ma esemenTapue TpamcdoOpMalje He MEHAjy PAHT MATPUIE, KA0 U Ja
j€ paHr MaTpuIle peJl theHe Hajsehie KBajpaTHe peryJIapHe MOIMATPUIIE.

M3spmmmo wva gartoj marpunu B yzactomno cienehe Tpu enementapre TpancdopMaIiije: 3aMeHuMO
MecTa TpBOj W Tpehoj BpCTH, 3aTHM y TaKO IOOMjEHO] MATPHIIM 3aMEHMMO MecTa apyroj m Tpehoj
BPCTH, ¥ Ha KPajy Yy Tako JO0OMjeHOj MATPHUIN 3aMEHUMO MECTa JIPYToj U Tpehoj KOJIOHH.
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Ha Taj naunn gosnasumo jo marpuie B':
2 2 3 1 7 3 1 7 3 1 3 7
B=|3b5|~|30b5b5|~|223|~]|232]|=8
1 7 3 2 2 3 3 b 5 3 5 b

Caja #a Marpuiin B u3BprimMo y3acTorso ciejgehe Tpu enemenTapHe TpaHcgopMaliuje: TOMHOKIMO
HajIpe ejeMeHTe IpBe Bpcre Marpuile B’ GpojeM —2 U 10JajMO MX eJeMeHTHMa HheHe JIpyre Bpcre,
HOTOM HMOMHOMKHMMO €JeMEHTe IpBe BpcTe Marpuie B’ 6pojeM —3 M 10JajMO UX €IEMEHTHMA HHEHe

tpehe BpcTe, U Ha Kpajy, ¥ TaKO JOOHjEHO] MATPUIIH, TIOMHOXKUMO eJIeMEHTE Jpyre BpcTe Opojem —3

u JomajMo ux exementuma tpehe Bpere. Ha taj maunn mobumjamo marpumy B

1 3 7 1 3 7 1 3 7 1 3 7
B=|232|~]|0 -3 —-12|~]0 -3 12 |~ |0 -3 -12 | =8B
3 5 b 3 5 b 0 —4 b-21 0 0 b-—5

Bumumo ga je marpuna B” ropme Tpoyraona MaTpHIa, Ia je mbeHa JeTePMUHAHTA, jeTHAKA, IIPOU3BOLY
esleMenara ca rasHe gujaronane, oguocao det B” = 1-(=3)- (b—5) = —3(b —5). Marpuna B”
perynapHa je YKOJUKO je b # 5, u Taja je oHa cama cBoja HajBeha perymapHa mOIMATPUIIA, TTa je ¥ TOM
cilyuajy meH panr jeaaak Tpu. Ako je b = 5, marpuna B” uuje perynapna (mro 3HaYu Ja je meH panr
CTPOTO Marb¥ OJ] TPH), ajlu MOCeIyje PeryJapHy KBaJpaTHy moaMarpuiny pega 2 (To je moamarpua
. 1
KOja Ce HaJla3u y MPeceKky MpBe U Ipyre BPCTE W MpBe U Apyre Kojoune marpuie B”): [ 0 _g } , T,
je y Tom cayuajy paur marpune B’ jeanaxk 2. Byuayhu jga je rangB = rangB”, zakibyuyjemo ja je
rangB =3 3a b # 5 urangB = 2 < 3 3a b= 5. Jlakie, BpeaHOCT peaJiHOT TTapameTpa b 3a Kojy je
panr mMarpuiie B Marmn o TpHU jeHaKa je 5.

Vroopenury ca cenMuM 3a1aTKOM Ha TecTy omapxkanoMm 29. 06. 2013. rogume, ca ocMuM 338aTKOM
Ha TecTy oxpxkanom 19. 01. 2014. ronmube, ca ocMUM 33IaTKOM Ha TecTy ompxkanom (9. 02. 2014.
rOIWHEe, C& OCMHUM 337aTKOM Ha TecTy onpxkanom 14. 06. 2014. rogumne, ca ocMuM 3aJaTKOM HA TECTY
ompxkanom 05. 07. 2014. roauwbe, Kao W ca OCMHM 33aJaTKOM Ha TecTy onp:xkamom 18. 01. 2015.
TOJUHE.

[Toacernmo ce na 3a jary KBaJparTHy Marpuiy A MoxKeMo JedHHHCATH HEH Kapak-
repucrtuanu nosnaoM Pa(A\) = det(A — AI), rue je I jeaunnana marpuna ucror peja
kao u Marpuna A. Hyrne kapakrepucTudaror nmoanHoMa Marpuie A jecy meHe Kapak-
TepUCTUYHE (COTCTBEHE) BPETHOCTH.

Kapaxrepuctnunn mommaoM Martpuie J jecre: Pr(A\) = det(J — M) = 1 1-X 1

1 1 1—A
Ja brucMo Ha IMITO jeIHOCTABHUJU HAUWH U3PAUYHAJM OBY JIETEDMUHAHTY, JIO/IAjMO, PEJIOM, eJIeMeHTe
Japyre u Tpelie KOJIOHE eJleMeHTHMA [IPBE KOJIOHE, a 3aTHUM IOMHOXKHMO eJIEMEHTE IIPBe BpcTe Hpojem
—1 u mojajMo WX, pelioM, eJieMeHTHMa Jpyre u Tpelie BpcTe (BpeJHOCT JeTepMUHAHTE HE MEHha Ce
VKOJIUKO Ce eJIEMEHTUMa jeJIHE BPCTe, Tj. KOJIOHE, JIOJa]y eJeMeHTH HeKe JIpyre BPCTe, Tj. KOJIOHE,

1-A 1 1 33— 1 1
NPETXOHO NOMHOXKEHH 33JaTuM Opojem): 1 1—A 1 =13=-X 1—-2AX 1 =
1 1 1—A 3—x 1 1—A
3—X 1 1
0 A 0 |=B-=XNEN(=A) = A2(3—)\). Bummvo 1a ¢y HyTe KapaKTepHCTHIHOT TIO-
0 0 —-A

muaoma Py(A) marpune J, A\ =3 u Ay = A3 = 0, 1 TO Cy HbEHE COICTBEHE BPEIHOCTH.
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10.

[Toscerumo ce Jia ce cBaka je/lHauYMHA Ca TPU HENO3HATE T, Yy U 2, ax + by + cz = d,
MOYK€ MHTEPIPETUPATH KAO jeJIHAUNHA PABHU y IPOCTOPY R3.
3a JaBe jefHAYHHE Ca UCTHM OpojeM HEmO3HATUX N, A1X] + a9 + ... + apTy = a
u bijxy + boxo + ... + bpx, = b, KAXKEMO J1a CY €KBUBAJIEHTHE, OJHOCHO JIUMHEAPHO
3aBUCHE, YKOJUKO TOCTOjU peasian O6poj ¢, pa3auvauT Of HyJe, TAKAB [1a BAaXKU (] =
thy,as = thy,...,a, = tby,,a = tb (aKko ce jemHa OJ Te JBE jeJHAUMHE MOXKE TOOUTH
Kaja Apyry TOMHOKMMO DEATHUM OpojeM ¢ PasIumauTuM OJ HyJie), OJHOCHO aKO Te
JIBe jeTHadIMHE MMajy MUCTe CKYIOBe pelerba. ¥ CYIPOTHOM KayKeMO Ja Cy jeTHadTmHe
HEEKBUBAJIEHTHE, OJHOCHO JIa CY JIMHEAPHO HE3ABUCHE.
PazmoTpuMo cajia Meljycobrn mostozkaj ase pasan o u 3 y mpocropy R?, xoje cy 3aare
CBOJUM jeHAUMHAMA (¢ : a1X + aoy + a3z = a u B : bix + boy + b3z = b. Yronmko ce
paBHU « u  MOKJamajy, TaJa CBaka Tadyka KOja MpHUIajia PABHU (« HCTOBPEMEHO IIPU-
naja u pasau 3 (1 0OPHYTO), I1a je CBAKO Pelleme jeJHAYnHe (& : a1X + Aoy + a3z = a
HCTOBpPEMEHO U pelieibe jegnadute [ : byx + boy + b3z = b, ogHOCHO Te /1Be jeHavMHE
MMajy UCTE CKYIIOBE PEIIeha, 113 CY jeJHAYMHE KOjuMa, Cy OBE JIB€ PABHU 33/1aT€ €KBU-
BaJIEHTHE. YKOJIUKO Cy PABHU (v 1 [ TIapaJiesiHe, aju ce He MOKJIAMA]y, Tala He MOCTOju
HMjeHa Tadka y mpoctopy R® Koja mpunaza i jefHoj M APYroj paBHH, A CHCTEM jeI-
a1T + ay +azz = a
HAIMHA HEMA, PEITerha, OMHOCHO HHUje CATTACAH. ¥ KOJIUKO
bix 4 boy + b3z =
paBHU « U [ HUCY TapaJjejHe, HUTH C€ MOKJIAIAjy, Talad je HUXOB IIPeceK MpaBa, u
nocToju GecKoHayHo MHOro Tauaka y mpocropy R? koje 3amososbaBajy obe jemmaumme
(To cy Tauke KOje TpUIAIAjy TPECeTHO] MPaBOj paBHU o U $). Y TOM Caydajy jefHa-
a1r + a2y +aszz = a
JuHe paBHU « U  HUCY €KBUBAJEHTHE, CUCTEM jeTHAUNHA
bix+by+bsz = b
carjiacaH je, u uMa 0eCKOHAYHO MHOTO pernea. 1lpumernmo 1a HAa OBaj HAYWH, aHAJIH-
supajyhn jeqnaumne KojuMa cy jgBe paBHE y npocTopy R® 3amare, Moxemo oxpeantn
BUX0B MeljycoOHM T0J102Kaj.
Mpasa y npoctopy R? jecre ckym Tauaka mpeceka JBe paBHE (KOje HWUCY HapasesHe
HITH ce TIOKJIAllajy), Tla Ipasa y mpocropy R3 Moxke 6mTH 3amaTa Kao cariacaH CH-
a1 +asy +aszz = a
cTeM JBe HEeKBUBAJIEHTHE je/IHAYNHE Ca TPHU HEITO3HATe (o
biz+bey+b3z = b
KOJUX CBaKa jeJIHAYMHA TPEJCTaB/ba jefHaunHy pasuu). latu cucrem je moryhe pe-
IATH, jep je carjacad, a Oyayhu 7a mMa 7Be jemHAYWHE, & TPU HEMO3HaTe, OH WMa
HeCKOHAYHO MHOT'O PEIleha, U Y HEroBOM peIlekhy (DUTYPUIIE TAYHO je/laH TapaMeTap
(cermmo ce ga je 6pOj pPa3MUUTHX HapaMeTapa y pelemy CArJTacHOr CUCTeMa Off M
HeeKBUBAJEHTHUX je/IHAYNHA Ca N HElO3HATHX, ¥ KOjeM je n > m, jeaHak n — m, Of-
HOCHO jeJIHAK je pa3jmiy 6poja HEMO3HATUX U HEEKBUBAJIEHTHUX jeJHAYnHA). Permemne
JlaTor cucTeMa je, nakJje, ciaejeher obiuka: © = mit + 11, y = mot +lo, 2 = mst + I3,
e cy mi,mo,ms u li,le,l3 dpukcupane peajiHe KOHCTaHTE W T PEAJHU HapaMerap
(3aMeHOM Pa3JMYUTUX BPEJHOCTH mapamerpa t y jeJHAKOCTH 33 T, Y W z j00umjamo
KOOD/IMHATE PA3JIMIUTHX TavaKa Koje mpumaaajy aaroj mpasoj). Cerumo ce 1a je Bex-
Top M = (my, Mg, M3) BEKTOPCKN POU3BOJ] BeKTOpa @ = (a1, ag,as) n b= (b1,ba, b3)
(Bazkm m = @ X 5), ¥ TO je BEKTOp KOjU je ca JaToM MNpaBOM MapaJiesiaH, Kao W Jia
bpojesu l1, lo u l3 mpeacraBbajy, peaoM, T, ¥y W 2 KOODIAWHATE jefHe MPOU3BOJbHE
TadyKe Koja MPHUIaja JIaToj mpasoj, omHocHO ypehena tpojka (l1,ls,l3) mpemcraBiba
jeTHO KOHKPETHO perlerhe CUCTEMa KOjUM je TIpaBa 3ajaTa.
Jlakse, npasa y mpocropy R? Moxe 6uTH 3a1aTa W Kao PEIIeHe jeJHOT CArIACHOT
CHCTEMA JIBE JeHAUMHE Ca TPHU HEMO3HATE, W y TOM CJaydYajy he X, Yy u 2 KOOPAWHATE
TagakKa KOje TOj IpaBOj IPHUIAJajy OUTH m3pakeHe Kao JnHeapHe (byHKIHje jemgHe
Hero3uare, Tj. mapamerpa t. TaxkaB HaunH 3aaBamba IIPaBe y MPOCTOPY HABUBA CE
mapaMeTapcKu O0JINK jeTHaYHHE TPABE.
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Younmo fa ceakm of monyheHmnx oAroBopa mpeacTaB/ba HeKy mpany y R? zazary y mapamerapckom
06JIMKY, OJTHOCHO TIPEJICTaB/ba PEIehe HEKOT CATJIACHOT CUCTEMa J[B€ HEEKBUBAJIEHTHE jeIHAYUHE Ca
Tpu HemoszHare T, Yy u 2 (jep Cy y CBaKOM 0j MOHYDEHUX O/roBOpa &, Y W 2 M3PAKEHU KAO JUHEAPHE
dyukmje jeqne HemosHate, Tj. mapamerpa t). llorpebHO je caMo mcmmTATH KOjA O TUX DEIICHha,
v+ y+z=1
r—2y—z2=2
Hajje/IHOCTaBHUjEe YPAIUTU JIUPEKTHOM 3aMEHOM CBAaKOI' O] MOHYDEHUX pelllera CUCTEMA Y JIaTh CH-
creM. YKOJIMKO II0CMATPaHO pellekhe 33/10B0/baBa 0be jejsHadyuHe JaTol CUCTEMAa, OHJIA TO Pellehe

3aUCTa jJecy pelema JaTol CUCTeMa { } ABe jennadumue ca Tpu Henosnare. To je

TIPEJICTaRJba MCTY TPABY Kao W JATH CHCTEM, a YKOJWKO TO HUje CIydaj, OHJA TOCMATPAHO peIleme
IpeICTaB/ba HEKY JPYTy mpaBy y R3.

(@) g+2t+ (I1+¢)— %+5t =3+8t#1
: §+2t—2(1+t)—(—%—|—5t):1—4t7£2
it 2 — %—315:1

Db 2020) — (—g 31 =2

1+ 3t+ (—4+2t)+ 3—-2t =3t#1

143t —2(—4+2t) —(3—2t) =6+1#2

L P (A E
@ 3 3 3 3 -

Y ()

3 3 3 3 -

Hakse, Taunn cy oxrogopu (6) u (r).

3ajiaTak MOXKEMO YPaJUTH U HA ru Hauud. OnpenuMo BEKTOp U, jare npase p (BEeKTOp Koju
p
je ca BOM mapaJieslaH) Kao BEKTOPCKHU MPOW3BOJ BEKTOPA PABHU YUjUM IIPECEKOM je TIpaBa 3aJaTa.
Cerumo ce pedunumie BEKTOPCKOr MPOU3BO/a 1Ba BekTopa v R3. @ u b, KOju Cy 1aTh CBOjUM KOOD-
) )

. . v 7k
munarama d = (ay,az,a3) u b= (by,b2,b3): dxXb=|a; as a3
by by b3

Cermmo ce, Takobe, ma cy aBa BekTopa d = (aj,as,a3) u b= (b1, ba, b3) vy mpocTopy R? Kommeapum

=

(napasiesiin) ako u camo ako 3a Heko s € R\ {0} Baxu @ = sb.
Bynyhu na je sexkrop mpse pasan @ = (1,1,1), a Bekrop apyre pasuu b = (1, —2, —1), BekTOp mare

—

A
npase jecte: v, =dxb=|1 1 1 |=1+2j—-3k=(1,2,-3).
1 -2 -1

Bumumo f1a ¢y BeKTOpH TpaBux Koje cy nouyhene nox (a) u (B) jemnaku, pemom, (2,1,5) u (3,2, —2),
13 OYWIJIEAHO HUCY KOJIMHEAPHN Ca BEKTOPOM Up, U 3aTO OATOBOPH 107 (&) n (B) HUCY TAWHHA.

Bekropu npasux koje ¢y nouyhene mox (6) u (r) jennaxu cy, pegom, (1,2, —3) u (—=,—=,1), u oan
jecy KonmHeapHHU ca BEKTOPOM Up. OBO jOIlr yBek He 3HA4UH fa cy ogrosopu mof (6) u (r) ragrn. Ha-
nMe, IpaBe Ydji Cy BEKTOPH MapaJieHe Jecy TapaJiesiHe, ali ¢e He MOpajy TOKJIalaTh, OJJHOCHO YCI0B
napasie;THOCTU BEKTOPA JIBE JaTe Mpase jecte moTpebaH, aau He U JT0BOJbAH YCIOB Ja Ce T€ JIBE IPABE
noksanajy. JoBo/pHN yea0BH Ja ce JIBe IaTe MpaBe MOKJIANAjy jecy Aa Cy IhUXOBU BEKTOPU MapaJIeTHn
u 12 oHe cajapxke 6ap jemHy 3ajeHuuKy Tadky (y TOM C/ydajy mpase Cy MCTOBPEMEHO MapaJIeHe U

. 3 1
ceky ce, ma ce Mopajy moksamarn). lIposepumo 3aTo Ja Jim Taduka ca KOOPIMHATAMA (2,0, — |,

2
KOja mpumnasa mpasoj nonylhenoj mon (6), mpunaga maToj mpaBoj, OJHOCHO Ja JiM 33J0BO/baBa 06e
. . . 3 1 3 1
jenaunne Kojuma je gara npasa jgedunncana. Baxu 3 +0+ 5= lm 3~ 2-0— -5 = 2,m

: 1 . .
3aTo je oaroop (6) tauan. CamdHO, 32 TAUKy Ca KOODMHATAMA 373 0) KOja Hpullajla 1IpaBoj

. 4 1 4 1 _
nonyhenoj mox (r) Baxn 3 + —3 +0=1m 3 2 —3) - 0 =2, ma je u omrosop (r) TadaH.




— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 13. 06. 2015.

dx

1. Oape erpa —_—
JpeuTu UHTerp ﬂ/$2+x+1

2. Nszpagynaru BeJIMYUHY MOBPIIUHE €18 PABHU

2

OTPAHUIEHOT KPUBOM Y = 2 — 2° U X-OCOM.

3. Oppemutn 0OHO TAPTHUKYIAPHO pelrerbe nnude-
peHLmjasite jejHaqynne y' = % 3a koje je y(e) = 0.

4. Baokpyxutu TagaH oAroBop. Ilpupomanx 6po-
jeBa mamux o 1000 y xKojuMa ce He TOjaB/byje IH-
dpa 1 nma:

(a)728;  (6)530;  (B)400;  (r)900.

5. Heka je mempasuu ckyn B Ha KoMe cy Je-
dunucane Gunapre oneparuje "V" (aucjynknuja),
"A" (koHjyHKIIja) W yHapHa omeparmja _ (KOM-
nnement) Bysosa asrebpa.
UCIIPe] aKCHOMA!:

(a)(anb)ANe =aNn(bAc);
(6)(Vae B)(WVbe B)aVb =bVa,
(B) (Va € B)(WVb€ B)aVb = aVb;

Sa0KpYKUTH CJIOBA

(r) mmjenma ox nperxogaux (GOpPMysIA HUjE AKCH-
oma.

6. Heka cy > a, u 3./ b, nosurusnu pe-
JIOBH.
Hema:

320KpyKUTHU CJIOBA WCIPE] TAYHUX TBP-

< b, u
ako > a, KomBeprupa, oHma m Y .25 by
KOHBEpIupa,;

(a) axo 3a ceako n € N Baxum a,

(6) axo 3% an u YT b, xomseprupajy, onma
(@ + bp) KoHBEPrUpA;
(B) ako 3a csako n € N paxku a, < b, n axo
S+ b, KOHBeprUpa, OHTA W Y 2] @y KOH-
Beprupa;

(r) H@jemHO OJ MPETXOMHUX TBPljerba HUje TATHO.

7. 3Ba xoje a € R kouseprupa HyMepudKu pej
+oo 1

S(x) :Zsinﬁ?

nOé

n=1

8. OnpeanTn panr MaTpuie

11 1 1 -1
A=12 3 -1 1 =2
34 0 2 -3
9. Oppeauru yrao wusmehy BekTOpa d =

(v2,0,v/2) u b= (0,0,2) u3 R3.

10. TlomyrwTH mpa3Ha MOJ/ba TAKO J1a, jeTHAUNHA
Hopmasie u3 Tauke A(2,3,—1) na pasan 2z +y —
4z 4+ 5 = 0 6yme mara ca:

e-2_y-| | _=-[ |
2 N
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— Pemema —

. . dx dx 4 dx 4 dx

11. Yoummo na je 5 T = 5 =3 T e ==x ] T
SR (e+3)°+7 3/ 3@+y)+1 3 <2x+1) +1

2x +1

V3

Jlobujenn naTErpas pemasamo yBojehu cmeny ¢ =

2 2 2 1
= —arctgt+ C = —arctgi—i-a

V3 V3 V3

dx 2 2x +1
——— = —arct C.
'HaKﬂe’/xz—i—:U—l—l \/garcg 73 +

) dx
IIpunukom oapehjuBama OBOT WHTErPAId KOPUCTUIA CMO YHIHEHUITY 114, je / 211 TabOJINIHU WHTE-
x

rpaJ, u ga je jennax arctgx + C.

ObparnTyn TaXmy Ha YHHEHWIY aa je HeojapeheHnm WHTerpasa jemHak MPOM3BOJHHOj MPUMHUTHUBHO]
GYHKIHU TOAUHTErpaIHe (pyHKIKjE, Ta je BpJO BasKHO I3 I0JaMO KOHCTAHTY TPUMHUTHBHO] PYyHK-
WU KOjy CMO OAPEeIn/iu permaBajyhu 3a1aTax.

Vroopenuty ca npBuM 3amatkoMm Ha TecTy oxapzxkamom 08. 06. 2013. roawbe, ka0 u ca mpBUM
sagaTkoM o7 (6) Ha Tecty ompxkanom 18. 01. 2015. romume.

[loxcerumo ce ga yroamko je y = f(x) HeneratwBHa Kpusa, rie je f(z) dyHkumja
unTerpabuiHa Ha OJCEYKy [a,b], Taja BpesHOCT f; f(z)dx mpencraspa BeTHIUHY
HOBpIIUHE Orparnyene Kpusom y = f(x), x-ocom u npasama £ = a u x = b.

Takole, ykosnuko je nogunrerpanna dyukunja f(r) HeupeknjHa Ha uHTEPBALY [—a, al
a

U TIApHA, TaJla BaXKN flx)de =2 [ f(z)dx.
—a 0

Oynxnuja f(r) = 2 — 2? xBazparna je dyHKIHja ca MAKCHMYMOM duje Cy Hyde T; = —v/2 u

Ty = /2 (1o cy Tauxe y KojuMa KpuBa y = f(x) cede z-ocy), Ia je HEHEraTUBHA Ha HHTEPBATY

2

[—v/2,v/2]. Bennunna 1ospiimne jiejia paBHi OrPAHMYEHOr KPUBOM § = 2 — T2 1 T-0coM je, JlaKie,

.
P = / (2 — 2?)dz. Ilommmrerpanma dbynxmmja f(z) = 2 — 2 jecre mapma (3a cBako = € R
-V2
V2

Baxku f(—z) = f(x)), ma je P = 2 (2 — 2%)dz. Caga je, Ha OCHOBY JIMHEAPHOCTH HHTEIDATA,

0
V2 V2 V2 V2
P =2 / 2dx—/ 22dz | =2 2/ da:—/ 2?dx |. Wurerpamu /dx u /xzdx Ta-
0 0 0 0
3

. x
OJIMIHE Cy WHTErpaju u jeaHaku cy, pejaom, © + C u 3 + C. 3a umspauyHaBame TOCIEIHA, TBA
unTerpaja uckopucruhemo Ebyru—Jlajouunoy dbopmyty:
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V2

V2 V2
/ dr ==z —\[—0—\/5,/ 22 dr =
0 0 0

22 4+/2 2
Konauno, P = 2 <2\/§— {) =2 V2 = 8\[_

3 3

[Mogcernmo ce ma je mapTUKYIAPHO permeibe audepeHIinjasne jeJHaunHe mPBOT Pea
CBAKO peIleme Koje ce MOKe JOOMTH M3 IHEHOr OIMINTEr pelleiha 3a HEKY BPEIHOCT
(koHauHy mam HECKOHAYHY) KOHCTAHTE KOja Y ONIITEM DEIIery (DUrypHIIe.

OgBo je jeHaunHa Koja pa3jBaja MpPOMEHJ/bUBE, U JI0 HEHOT OIIITEr PEIIEHha 0JIa3UMO UHTEDAIAJOM:

1 d 1 d d
T dx =« T x

Nurerpasnu ca JjieBe u jieCHe CTpaHe MOC/Ie/ (e JeHAKOCTH TabJndHu Cy nHTerpasu, na je y = In |z|+C,
U OBO j€ OINIIITE Pellehe TI0a3He JudepeHInjaaHe jeIHaATHE.

TpaskeHO TAPTUKYIAPHO Pelieme HAIa3uMo 3amMeHom y ommre pemere: 0 = y(e) =Ilne+C =14 C,
omakJyie caean ga je C' = —1.

Jakse, TpakeHO MAPTUKYJIAPHO perteme je y = In || — 1.

4. Cpaxu npupogan 6poj mamwu o1 1000 (ogrOCHO npupogan 6poj KOju nMa MakCuMaaHO Tpu nudpe),
yripyayjyhu u 6poj 0, y Kojem ce He mojassbyje nndpa 1, Moxe ce (Ha jeTMHCTBEH HAYNH) TIPEJCTABUTH
HU30M jry2KuHe Tpu (21, T2, 23) (TO je Hu3 meropux nudapa, Ha npumep 6pojy 2 oarosapa Hus xr1 = 0,
x9 =0, x3 = 2, a 6pojy 235 Hu3 =1 = 2, x93 = 3, x3 = 5). Egementn uuza (21,22, £3) MOTY y3uMaTH
Bpeanoctu u3 ckyna {0,2,3,4,5,6,7,8,9} 6ynyhin ga 6pojesu ne cmejy caapxaru nudpy 1 (0aHOCHO,
3a ceako 1 < i < 3 paxu x; € {0,2,3,4,5,6,7,8,9}). Bpoj enemenara ckyna {0,2,3,4,5,6,7,8,9}
jecre 9, ma je, mpeMa TPUHITUIY TPOU3BOJa, 6poj npupogaux Opojesa Mamwux on 1000, ykmpyuayjyhu u
6poj 0, y Kojuma, ce He mojassbyje tndpa 1 jennak 9-9-9 = 93 = 729 (npumernmo ga je y muTamy
6poj BapHjaIyja ca MOHAB/BAEM KJIACE TPU CKyNa O] JeBeT ejeMeHara), a Oyayhu ma kemmmo ma
ompeanmo camo npuposne opojee mame o1 1000 y xojuma ce me mojasspyje nmdpa 1, og mobujeror
6poja moTpebHO je ofy3ern jeqaH (jep He KeJMMO Ja ypadyHamo Opoj HyJa).

Jaxge, mpupomuux 6pojesa mamux ox 1000 y kojuma ce e mojasspyje nmudpa 1 mma 729 — 1 = 728,
ma je TavaH oarosop (a).

i5. ®opmyna (a Ab) Ae = a A (bA c) Huje akcnoma (Mako GUCMO MOTJIN OMUCJINTH Jia je Y MUTatby
akcmoMma acormjarusHocTn Koja riaacn: (Va € B)(Vb € B)(aAb) Ac = a A (bAc)), jep HETOCTAjY
KBaHTU(PUKATOPHU.

Dopmyaa (Va € B)(Vb € B)aVb = bV a jecre akcnoma (10 je akcnoma KOMYTATUBHOCTH OTl€palfje
V y Bynosoj anrebpm).

®opuyna (Ya € B)(Vb € B)aVb = @V b muje Tadda, ma caMIM THM HHOje HE akchmoMa Bysose
arebpe.

Haxme, Tauan je oarosop (6).

Ob6partuTy nocebHy Makiby Ha KBAaHTU(UKATOPE, KA0 U HA EBbUXOB pacrnope y (bopMmysiama, akCHOMaMa,
u Teopemama. Takolje, wecTo moJa3u 70 rpemaka 360T HEepA3INKOBAKA CjaeAelinx mojMOBa: aKCHOMA
u neduHUNAja, ¢ jeJHe CTpaHe, n TeopeMa (OITHOCHO TBphema), ¢ apyre.
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[Moscermmo ce mpBoOr MOPEAHEHOT KPUTEPU]YMa, 33 TIO3UTHBHE HYMEPUUIKE PEIoBe:
Axo 3a cKOpo cBakW TpupomaH 6poj n Baxu a, < b,, Taja, YKOJUKO pea » . b, KOH-
Beprupa, KOHBEPIUPA U PEJl » Uy, & YKOJIUKO Pl Y | 4y JUBEPTUPA, JUBEPIUpPA U e/
> by

+oo

Hywmepuikn pen Z — KOHBeprupa 3a « > 1, a y ocrajuM CilyvajeBuMa JUBeprupa.
n

n=1
Taxobe, 3a KOHBEPIreHTHE PeJIOBE BayKu 0COOMHA JMHEAPHOCTH, OJHOCHO, YKOJIHUKO CY

pesoBr Y an U Y by, KOHBEPreHTHU, Taja je KOHBEpreHTaHn u pej y . (aa, + Sby), rue
+oo

“+oo +oo
cy a, 3 € R, n Baxkn jesHakoCT: Z(aan + Bb,) = « Z an + 8 Z b,
n=1 n=1

n=1

Tephemwe mapegeno nox (a) muje Tauno. To ce 1aKO BUAM YKOIMKO 3a HU30BE a, u b, mzabepemo:
+00 +oo 1

1 1 .
an = —5 m by, = —. 3a ceako n € N Baxu a, < by, u pejx E a, = E — jecre KomBeprenTan
n n n
n=1 n=1
+00
(e =2>1), apen E — je museprenTan (o = 1).
n
n=1

Tephemwe nasegeno nog (6) jecre Tauno: TO je ynpaBo 0COOMHA JIMHEAPHOCTU KOja BAXKU 33 KOHBED-
PEHTHE PeJIOBe.

Tephetwe HaBemeno moj (B) jecre MpBU MOpPEJIOEHN KPUTEPUjYM 33 MO3UTUBHE HYMEPHUUYKE PEJIoBe, Ta
je TagHo.

Haxne, Tauna cy tephema (6) u (B).

[Toncerumo ce apyror mopeabeHor KpUTEPHjyMa, 3a IMO3UTHBHE HyMEpUUIKe PeIOBE:
AKoO BaXU @y, ~ by, WK aKO TOCTOJU limy, 4 o0 Z—: =K, 0 < K < +00, Tasia Cy pefoBu

> an u Y by, eKBUKOHBEPIE€HTHH.
+oo

Hywmepwakn pen Z — KOHBeprupa 3a « > 1, a y ocrajuM CilyvajeBuMa JUBeprupa.
n

n=1

.1 1 . .
IIpumernmo ma, Kama n — 400, BaxXKH smﬁ ~ o (oBa pemanuja cjeim W3 UHICHUIE Ja je
. sin% . . .. sint
lim = 1, a mocsekba jeTHAKOCT CJenn u3 uumbeHure ga je lim — = 1). 36or tora 3a
n——+oo t—0 t

1
" 1 1
sin - - 1
ONIITH YJIaH JTaTOT Pejla BaxKu e "~ e T Tar HakJte, 1aT pesl U pesl ca ONIITUM YJIAHOM
n n n
1 . 1
sy jecy exkBukoupepreaTnu. Bynyhu na pej ca ommTuM 9a1aHOM ot T

OTHOCHO 3a « > 0, TO M JaT! pes KOHBeprupa 3a o > 0.

KouBeprupa 3a o+ 1 > 1,

[Mogcernmo ce ga yKoamko je gara marpuna A tuma m X n (ca m BpCTa u 1 KOJOHA) Hal
mo/seM R, Tazia BeHNX m BPCTa MOXKEMO TTOCMATPATH Kao M BEKTOPA U3 BEKTOPCKOT
npocropa R™ (rakobje, meHnX n BPCTA MOKEMO ITOCMATPATH KAO 7. BEKTOPA M3 BEK-
Topckor mpocropa R™), u tana je panr marpuiie A 6poj BeHNX JHHEAPHO HE3aBUCHUX
BPCTa, OAHOCHO OPOj IEHWX JIMHEAPHO HE3ABUCHUX KOJIOHA.

[Toncerumo ce u ga ejieMeHTapHe TpanchopMalluje He Mebajy paHr MaTpulle, Kao u
I1a je paHr Marpuie pej meHe HajBehe peryaapHe KBaJIpaTHE MOIMATPHUIIE.
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Hara marpuria A Tuna je 3X5 #aj mobeM R, ma meHe BPETe MpeICTaB/bajy TPU BEKTOPA N3 BEKTOPCKOT
npocropa R®: vy = (1,1,1,1,—1), va = (2,3,—1,1,-2) u v3 = (3,4,0,2,—-3). Jlaxo ce youasa 1a
sakm (1,1,1,1,—1) + (2,3,—-1,1,-2) = (3,4,0,2,—3), 1j. v; + v2 = v3, A Ce BEKTOP U3 MOXKeE
IPEJICTABUTH KAO JIMHEAPHa KOMOWHAIM]a BEKTOPA V] W V2, OJHOCHO BEKTODU VU1, Uz W U3 JTUHEAPHO
Cy 3aBUCHH, T1a je panr marpuite A mamnn of 3. Bynyhu na cy BekTOpH v U v9 OUUTIETHO JTUHEAPHO
HE3aBUCHM, CaEAM 12 je panr marpuie A jeanak 2, jep uMa JiBe JJMHEapPHO HE3aBUCHE BPCTE.

<> Bajgarak MOXKEMO ypajauTh v Ha Apyru (BpJO Caudvan) Hadwd. V3Bpmmmo Ha 1aT0j Marpunm

A ysacronno cienehe npe eleMeHTapHe TpaHcdOpMalnje: Hajupe HofajMo ejgeMenTuMa Tpehie Bpere

eJIeMEHTE TIPBE BPCTe OMHOXKeHe OpojeM —1, a ToToM, y Tako JOOMjeHOj MATPUIIH, 013 jMO EIeMEH-

tuma Tpelie BpcTe eremenTe mpee BpcTe moMuKene Opojem —1. Ha raj maunn mosmaszmmo 10 MaTpuiie
11 11 -1

A =12 3 -1 1 -2 |. Panr marpune A’ Mopa 6uru Mamn o 3 jep HUjeHA HheHa peryaapHa
00 00 O

MOJIMATPHUIIA HE CMe caJp:KaTh ejgeMente Tpehie Bpere (cBu enemenTtn Tpehe Bpere jeHAKEN Cy HyJn).

Taxobe, panr marpune A’ jeanax je 2 jep je mena najseha perynapHa KsaJpaTHa I0JMaTPUIA, Ha,

npuMep, TOJMATPUIIA KOja je 00pa3oBaHa O] eJIeMeHATa KOjU Ce Haja3e y MpeceIuMa heHe MpBe U

. 1
Apyre BPCTe U IIPBe U JIpyre KOJIOHE, U TO je MaTpHUIla { 9 3 } .

Baxu rangA = rangA’ = 2, ma je panr Marpune A jemnaxk gsa.

CkaJyrapau npousBo/i, aBa BekTopa m = (mi, ma, m3) u i = (n1,n2, n3) U3 BEKTOPCKOT

mpocropa R3 jecre 6poj i - il = mini + mang + mans.

Uurensurer (mopma) Bekropa m = (mq,ma, m3) u3 Bekropckor npocropa R3 jecre
. = — - 2 2 2

6poj || = Vi - m = \/m? +m3 + m3.

[Toacerumo ce hopmyse 3a m3padyHaBame KOCHHYCA YVIVIA (v KOjU 3aKJAIajy IaTh

S m - i .
BEKTOPU M U N: COSQ = W’ r7e - IPeJCTaB/ba CKAJAPHU IIPOU3BOJ BEKTOPA M U
m||n

i, a |m| u |7i|, pemoM, BUXOBE UHTEH3UTETE.

Heka je o yrao usmeljy BekTopa @ u b. Ha ocHoBy HaBesgene (opmy/ie BaxKu

ab (v/2,0,v/2) - (0,0,2) 2v/2 2v2 V2

!@’\Iglz\/(ﬁ)2+02+(\@)2m:\/2+0+2\/0+0+4: 12

Ccosax =

) T
Ia je o = arccos — = —.
2 4

10.

[oxcermvo ce ga mpasa p y npocropy R? koja je mapasenna sexkTopy p = (p1, p2,p3)

. x — T
u koja cagpxku rauky T(T1,Te, T3) moxe Gurn 3ajara Ha ciaegehn HadMH: L

n
x—Tg 7:ZJ—T3

P2 p3
Taxobe, jenmaunna pasHE o y ipoctopy R® wmju je BexTop HOpMase fi = (11, ng, ng)

u koja canapxku tauky 1T(T1, Ta, T3) vnacu: ni(x — T1) + na(y — Ta) + nz(z — I3) = 0.

[ozcernvo ce 1a yKOIMKO je pasan o y mpocropy R® para jepmaamnom nix + ngy +
n3z = N, Tajja BEKTOp HOpMaJie PABHU (v HMa KOopJuHaTe (ni,ng, ns).

179




Taxobe Bazxn u ciaeneha unmenna: ako y mpocropy R? Bazku 1a je npapa p HopMmaina
HA PABHU (v, TAJA je BEKTOD Ipase P (BEKTOD KOjU je mapaJseian Ipasoj p) KOJUHEeAPaH
ca BEKTOPOM HOPMAJie PaBHU (.

Byayhu ga je Ttpaxena npasa HopmasHa Ha pasan 2¢ +y — 4z + 5 = 0, BekTop npase p (BeKTOP
KOjU je mapaJiesial IpaBoj p) jecre OWI0 KOJU BEKTOP KOjU je KOJHMHeapaH (mapasesaH) ca BEKTOPOM
HOpMAaJIe JaTe pPaBHE, 1A 338 BEKTOP MpaBe p MOXKEeMO M3a0paTu Galll BEKTOp HOpMaJje JaTe PaBHH,
oxnocHo BekTop (2,1, —4). Takobe, Tpaskena npasa caapxu u gary tadky A(2,3,—1), na je meHa

. z-2_y—[3] =z-
JjeIHaunHa: = = .
2
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 04. 07. 2015.

1. Oapenurn mHTErpas / 3% dz.

2. Wspauywaru BpeanocT onpeljeHOr WHTErpaJa

2m
/ | cos x| dz.
0

3. Qopwvwuparu XOMOTEHY JUHEAPHY AuepeHtii-
jaTHy jeTHaYUHY APYTOT Pejla ca KOHCTAHTHUM KO-
eduImjeHTUMa aKO Ce 3HA 12 Cy JBa FHeHa JIMHe-
apHO HE33aBHUCHA NapTUKYJIApHA peliewma y; = 1 u

Yo = I.

4. Harn cy ckynosu M = {1,2,3,4,5} u N =
{2,4}. Koamko mocTOju pasIHIATHX MTPECTHKA-
Bamwa (dynkmuja) g : M — N7

5. Jara je Bynosa dynkumja f(p,q) = p < q.
Hanwmcaru:

(a) pmary dyskimjy y obauky CKH®
(caBpiene KOHjyHKTHBHE HOpMaJHe (bopMe);

(6) meramujy mare dynximje.

6. 3a0Kpy:KUTH CJI0Ba WCIIpE]] JUBEPreHTHUX HY-
MEPUYKUX PEJIOBA:

(a)

6 .
(6) arceos -

S
(») f(}o) © Y

n=1 n=1
() HujesaH 0 NPETXOJHUX HYMEPUUKUX PEI0BA,
HUje JUBEPTeHTaH.

= Z(—l)”m, H3padyHATH

8. Ogpeauru mpoM3BOJ COICTBEHUX BPEIHOCTU
3 3 3

marpuiie A= 3 3 3
1 2 3

9. V R?® ¢y maru Bexropu @ = (2,b,1) u d =
(1,2,a), a,b € R. Oxpeauru cBe BPEIHOCTH nApa-
MeTapa a u b TaKo J1a BEKTOPH C 1 d Oy1y JuHEApHO
3aBUCHU.

10. Hamumcatu jenmadmpy paBHE y mpocTopy R3
KOja je TapaJiesiHa ca X-OCOM W 2-0COM, & Y-OCY
ceve y taukn Y (0,3,0).
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— Pemema —

11. 3a onpeljuBarbe maror uHTErpasa KOPUCTUMO METOY MapllidjaJHe HHTerpalmje:

U=2=x dv = 3%* dx 2 x32% 3%
3 dr = v = 3031/32% = — C.
/‘T ! { du=dz v= 3 } 23~ 73 YT 3m3  @2m3)?

x
. a
ITpurukoMm ompehuBama 0BOr WHTErpaJIa KOPUCTUIN CMO THEREHUITY JA j€ /aZ da = na’ zaa>0u

na
a # 1. 3aro je:
o [ =2 _1/t R i
/3 dx_{dt—Qd:c Y AT T R

ObpatuTy maxKiky Ha YUHEHUIY Ja je HeonpeleHu MHTErpas jeqHak ITPOU3BOJbHOj HNPUMHUTHUBHO]
dbyukImju noauaTerpasHe pyHKIKje, 1a je BPJIO BayKHO 13 JI0AaMO KOHCTAHTY HPUMUTHUBHOj (PYyHK-
[IUjU KOjy CMO OJIpe/iujii perraBajyhu 3ajarax.

[Moxcerumo ce ma, ykomuko je y = f(x) HeHeraTwpHa KpuBa, rae je f(x) dynkumja
HHTErpabuiIHa Ha OJCeUKy [a,b], Tama BpemHOCT ff f(x)dx mpencraspa BeTHIHHY
HOBpIIKHE orpanuydene KpusoM y = f(x), z-ocom u npasama £ =a u x = b.

TMopuarerpanna yHkmja | cos x| HeHerarnsHa je Ha nHTepBasy [0, 27], na TpakeHa BPeHOCT Hpeji-

CTaB/ba BEJWYUHY MOBpIIHHE P OorpaHndeHe KpUBOM y = |cosz|, x-ocoM u mpaBamMa x = 0 u

x = 2m. Byayhu na je |cosz| mepuogmuna dynkuumja (ca nepuogom ), Baxxu P = 2P, tae je
™

P = |cosz|dz. Takobe mako Moxkemo younTu jma je moBpin P; yHHja [IBe TOymapHe MOBPIINT:
0

je/lHa moBpII je orpaHuYeHa KpUBOM Yy = |cosx|, x-ocom u npaBom x = 0, a apyra HoBpi je

OrpaHUYeHa KPUBOM Y = | COS x|, £-0COM U mpaBoM x = 7, na je P} = 2P, e je Py = | cos x| dz.

Caza je jacao ma Baxu P = 4P, a 6ynyhu ga je |cosz| = cosz 3a x € [O, %}, nMaMo Jia je

™

us

P:4/2008mdx:4 sin x
0

2

:4(sing —sin()) = 4(1-0)=4.

0

<> Bagarak ce Moxe ypasuru u KopmmliermeM unmeHnue da je |cosz| = cosz 3a x € [0,%] u 3a
2m 5

z € [3,27], |cosz| = —cosz 3a x € [Z,3X]. 36or rora B&)KI/I/ |cosz|dx = / coszdx —
0 0

3T
== 2
2
/ COSLEd$ + / COSﬂfdx, Ia Ce€ II0CJ/Ie U3padyHaBalba OBa TPU HHTEI'DaJIa A0Ja3HU OO0 TpazKeHor
us 3T

2
pésyiarara.

3. Byayhiu ga cy mara aBa JinHeapHO HE3ABUCHA MapTHUKYyJIapHa pellerma, Koja cy obianka y; = 1 n
Yo = &, 3AK/bYUY]EMO J1a KAPAKTEPUCTUIHA jeJHAUNHA TparKeHe XOMoreHe mudepeHiinjaine jeTHaunHe
APYTOr Pefa ca KOHCTAHTHUM KOS(PUITHMjEeHTUMa UMa jeJHO TBOCTPYKO permeme A1 = Ao = 0.
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Kapakrepucrudna jeHadnna je Ipyror crernena (jep je Tpazkena MudepeHiyjasia jeJHadnHa JPyTror
pea), U o3HaTa Cy HaM 06a HeHa pelersa, 1a je KapakTepucTadna, jegaaunaa (A —0)% = 0, ozHocHO
A2 = 0. Caza je jacuo g2 je Tpaxena jgudepentujaina jeanauanna y” = 0.

VYropemnutn ca tpehum 3agarkom Ha Tecty onp:xamom 08. 06. 2013. rogume.

4. Ceaka dymkmmja g : M — N oxppelenma je Hu3oM (jmyKuHE NeT) CBOJUX CJUKA
(9(1),9(2),9(3),9(4),9(5)), tme g(i) upeacrasma ciuky exementa i, ¢ € {1,2,3,4,5}. bBy-
ayhu ja je komomen dynkunuje g apoenementHu ckyn N = {2,4}, 3Hauu na esemMeHTH HU3A

(9(1),9(2),9(3),9(4),9(5)) mory ysumarn Bpemuoctn u3 ckyna N = {2,4} (ommocHO, 3a CBakKo
1 < <5 Baxu g(i) = 2 wm g(i) = 4), na je 6poj pazamunrux dbyskmuja g : M — N jeanax
2.2.2.2.2 =25 = 32. [IpumerumMo 1a je y nuramy 6poj Bapujanuja ca IIOHAB/BAIKEM KJace IIeT
CKYIIa 0/ JiBA €JIEMEHTA.

[Mojcernvo ce ga Baxu: p<q = (p=q)AN(¢g=p),kas0oup=q = pVq.

(@) fpa=peq=p@=9Ala=p)=OV)A@Vvp) = {@VaA(VT,
u oBo je CKH® nare Bymose dynkimje.

(6) Ha ocuosy /e Mopranosux 3akona u pesyarara moj (a) ciaemu:
fp,a) = PVa)A(q@Vp) =DPVaVaVp =
@AV (@AD) = (pAQVI(gAD) = (pAQV(PAQ).

OBjle CMO KOPUCTUIIN W YUFHEHUILY J13 BaXKU P = p (3aKOH WHBOJIYTIM]E).

[TonceTnmo ce TeopemMe KOjOM €€ TBPAU Ja OMINTH JIaH CBAKOT KOHBEPTEHTHOT HYyMe-
PUYKOT Pela TeXKU HYJIN. OBO 3HAYU Ja YKOJUKO OTIMITU YjIaH HEKOT HYMEPUYIKOT pela
He TeXW HyJU, Taga Taj peja aupeprupa. OBy TeOpeMy je 3aTO MOTOIHO KOPUCTUTH
Ka/1a, 2KeJIMMO J1a, [TOKayKeMOo Jia pej AuBeprupa. BpJo je BaxkHO 3amaMTuTH ja obpar
OBOT TBphema He BaxK#, OJHOCHO IIOCTOje PEIOBH KOjU He KOHBEPTHPA]Y, & OIIIITH LIaH
UM TeXKN HYJIN.
o0 1
Hywmepuakn pen Z o KOHBEpPrupa 3a « > 1, a y oCTaInM caydajeBUMa JUBepTUpa.

n=1
“+o0

CeoMeTpujckm pen Z q" xomBeprupa 3a |q| < 1, a 3a |q| > 1 auseprupa.

n=0
Taxobhe Baxku u crenehn npyru mopeadeHu KpUTEPHjYM 33 MO3UTHBHE HYMEPHUIKE Pe-

IoBE:
AKO BaxK! ay, ~ by, WK aKO TOCTOjH limy, 4 o Z—: =K, 0 < K < +00, Tasia Cy pegoBu
> an u Y by, eKBUKOHBEPIEHTHH.

“+o00

1 . 1 . T
3& OTITIITU YJIaH pela E arccos — BaXXu hm arccos — = arccos hm — = arccos( = —, TIa
i n n—-+o0o n n—+oon 2
n=

OIIIITHU YJIaH Pela HE TEeXKW HYJIU U PEeO je CTOTa AUBEPreHTaH.

Takobe, au3 n'* 6pKe TeKM HeCKOHATHOCTH OJ] Hu3a n! (Kajga n Texu +00), ma je FPAaHuIHA BPEJIHOCT
n" X
lim — jennaxa +oo. Hakje, ommnTu wian peia E — He TeXXW HYJIU U PeJl je 3aTO NTUBEPreHTaH.

n—+oo n! n!
n=1
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+o0 1
1 ny/n—1 .
3a onImTH WiaH pejia Z m I = 1), na je maru

1 1
- -~ — (jep e 1
—nvn - 1 nyn —1 n% (jep ] n—r+00

BaXKHu

3
n2
=1 3
pesa eKBUKOHBEPIEHTAH Ca PEJIOM —5 KOjU je KOHBEpreHTaH (a0 = 5 > 1), omHOCHO, JaTH pe je
n=1"12

KOHBEPI'CHTAH.

Pen f (3)" reOMEeTPUJCKT je Pejl 3a q¢ = i < 1, ma je 3aTO KOHBEPTEHTAH
— \V10 V10

Hakse, taunn cy oxrogopu (6) u (r).

7.
IToncerumo ce Maksopenosor pa3soja dyukiuje e*:
+00 "
3a cBako T € R Baxn e* = —
i
Veequmo y MakjoperosoM pa3sojy dyekmmje ¥ cmeny t = —x. Ako je x € R, tama
LR e
jet € R, majee !t = Z — = Z(—l)”—, OJTHOCHO BaxkK¥ n MaKJIOpPEHOB Pa3Boj
! n!
n=0 n=0
3a yHKIHjy 7!
+o0 2"
—r __ 1\
3a cBako x € R Baxku e™% = Z( 1) T
n=0
too pntl +oo " +oo ol
Younmo ma je S(x) = S (L P -1)"— = —1)"— —1=¢7%—1, maje
e S0 = SO = S - Y j

Tpaskena BpeHocT S(3) =73 — 1.

[Toacernmo ce ma je mpou3BOM, CBUX COMCTBEHWX BPEIHOCTH JATE KBAIPATHE MATPHUIIE
A jeqHaK IbEHO] JeTepMUHAHTH.

Jlakse, mOBOBHO je M3padyHATH NETEPMUHAHTY garte Marpuiie A, a Ta meTepMHUHAHTA je jemHaka
HYJIH, 3aTO IITO Cy mpBe aBe Bpcre Marpurie A jennake. Jlakje, TpOM3BOM CBUX COMCTBEHUX
BpeaHOCTH MaTpuiie A jeHak je Hysa.

<> YVpaanTu 3a7aTak JUPEKTHUM U3PadyHABATHEM COMCTBEHUX BPETHOCTH MATPHUIE A, OTHOCHO 0/ipe-
DuBameM HyJla BEHOI KapaKTepucTUIHOr mojmHoMa. CorncrBeHe BpejHocTr Marpure A jejHake Cy:

9+ +v45 9 — 45
)\1:O,A2:T,)\ = —

5 , TTa je ThUXOB MMPOM3BOJI je/THAK HYJIA.

3

VYIopenTH ca JIEBETUM 3a,JaTKOM Ha TecTy oap:KaHoM 09. 02. 2014. roanre, ca 0OCMUM 33,JaTKOM
ma Tecty ompekanom 23. 08. 2014. roamne, Kao u ca AEBETHM 33JATKOM HA TecTy oxpzkamom 18. 01.
2015. rogune.

[onacermvo ce ma cy aBa BekTopa @ = (a1, as,a3) u b = (by, by, b3) y mpocropy R?
JIMHEAPHO 3aBUCHM, OJHOCHO TIAapaJsieiHu, ako M caMo ako 3a Heko s € R\ {0} Baxu
a = sb.
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Haxne, sekropu ¢ = (2,b,1) u d = (1,2,a) 6uhe quHEAPHO 3aBUCHNU aKO W CAMO aKO Baxku € = sd 3a

neko s € R\ {0}, oxrocro, ako u camo ako je2=1-s,b=2-sul=ua-s,3aneko s € R\ {0}. U3

[pBe jeJHaYnHe BUANMO fla je s = 2, majeb=2-2=4ua = % = % Jakue, BeKTOpH € U d JTMHEAPHO
1

Cy 3aBUCHM aKO M Camo ako jeb=4wu a = 3.

10.

[oscernmo ce a jeamaunna pasuu o y npocropy R3 umju je Bexrop mopmane 7 =
(n1,ng9,n3) u xkoja cagpxku tauky 1T (11, Te, T5) rnacu: ny(z—T1)+na(y — 1) +ns(z—
T3) = 0.

Taxobe Bazku u cieneha ynmennna: paBan o u 8 y npocropy R3 mapanense cy axko u
CaMO aKO Cy IbHXOBH BEKTODH HOPMAJIA 1lg U 13 MAPAJICIHH.

Yy oz
S4+-—=1.
b ¢
Pasan a ojcena wa koopauaaTauM ocama Ox, Oy, Oz, pejom, ojcedke a, b, ¢, 0OJTHOCHO
cajpzxku Tauke ca koopaunarama (a,0,0), (0,b,0), (0,0, c).

. T
IlozceTnMo ce n cerMeHTHOr 00/IMKa jeIHAMHHEE PABHH « y IpocTopy R3: =+
a

Bynyhu na je Tpakema paBan mapaJjesHa ca X-OCOM W 2Z-OCOM, OHA je mapaJiesiHa ca PABHU KOja je
onpebena x-ocom u z-ocom, a 1o je Oxz paBaH. Bekrop HopMmase Oxz-paBHHU jecTe CBaKU BEKTOP
KOju je mapanenan ca y-ocom, ma camum tuM u BekTop (0,1,0). Jemmauwmna Tpaxkeme pasHu je,
nakae, 0-(x —0)+1-(y—3)+0-(z2—0) =0, ogmocuo y = 3.

<> 3aJarak cCMO MOTJIA YPAaAUTH U KopuinhemeM cerMeHTHOr OO/IMKa jeJHAaYNHe PABHU Y IPOCTOPY
R3. Hauwme, Oyayhu 1a je TpakeHa paBaH MapaJieiHa Ca T-OCOM W 2-OCOM, OHA, HE CeYe HU T-0Cy HU
Z-0Cy, OITHOCHO OJICE€YIIHM KOje OBa PABAH OJICEIa Ha X-0CH U Z-OCH He II0CTOje, 0K je OJCeYIaK Ha, Y-OCH

. . Y B
jemnak 3. lakje, TpakeHa jeTHAYNHA PaBHU je 3= 1, onnocuo ¥y = 3.

YIopeuTH ca JIeCETUM 3aJaTKOM Ha TecTy ojp:kaHoM 24. 08. 2013. romwHe, Kao U ca JeCETHM
zagarkoMm Ha Tecry oxpxkanom 09. 02. 2014. rogune.
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— TecT OCHOBHOI' 3HAHA — 29. 08. 2015.

v dzx.
r+1

1. OapenuTu nHTErpas /

2. 3a0KpyRUTH CJIOBA UCIPEJ TAUHUX U3PA3A:
T arctgx

() [ Torde=
_x 1+ |2

14w
(6) / sinx dz # 0;

(B) Hujeman o MPETXOMHUX M3Pa3a HUjE TATAH.

0;

3. Baokpyxwutm cioBa ucnpes Puxkartujesux mu-
depeHIuja HuX jeHAYNHA

(a) ¥y =y’ —ay+1;
4
6) ¥ = 2x\/y + 53/;

1 4
/ 2
(B) y+y _;$y 1‘2 )
" B € .
) V' =1—m 1 2¥

() wHEjemHa O MPETXOMHUX jenHaunHa Huje Pu-
Karujesa AudepeHiujaita jeHaunHa.

4. Kosmko nma nepmyraimja ckyna {1,2,...n},
n > 6, y Kojuma 1mectura croju (He 06aBe3HO He-
NOCPEIHO) mM3a neTure?

5. Ba0KpYKUTH CJIOBA UCIIPE OCOOMHA KOje TTOCe-
nyje rpad Ha CaMOm:

(a) rpad je meopumjenrucan;
(6) rpad je mosesan;

(B) cremen crakor usopa y rpady jecre 3;

(r) rpad Ha caunm HEMa HUjEIHY OJ TPETXOIHO

HaBEIEHIX OCOOMHA.

6. 3a xoje BpeanocTn p € R KoHBeprupa HyMe-

+00 1
PUYKE pes Z 5!
k=1 (2p)

7. Uspauynarm 36up (Cymy) HyMEpHYKOr pena

= n +1

8. Ompenurn coOnCTBEHE BPESHOCTH MATPHUIE
1 1 1

J=1111
1 11

9. Heka cy d u b IPOU3BOJBbHE BEKTOPH U3 R pa-
3JIMYUTHU Off HYJIa-BEKTOPa M HEKa je ca - O3HAYeH
CKaJTapHM IIPOU3BOJL BekTopa v R?, a ca X BeKTOp-
cku 1poussos BekTopa v R3. Baokpyzxurtu cirosa
UCIPEJ TAYHUX TBphema:

(a) @ -beR;
(6) @-beR3
(8) d@xbeR3

ST

ST

(r) BekTOPW @ W X b cy MehycoB6HO OpTOroHaHI;
(m) HUjeaHO OX MPETXOIHUX TBphEa HIje TAYHO.

10. TlonmymuTu mpaszHa MO/bA TAKO 3 jeTHAUNHA

paBHE Koja cagpxu Tadky A(—1,0,3) u HopMasHa

x+1 y—-3 2z2-3
2 4 -1

[ ] @+)+[ ] w-[ )-G-[ )=0

je ma mpasy Oyme maTa ca:
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— Pemema —

11,V nuramy je unrerpast upanuonasne dynknuje (y nogunrerpaanoj dbyHkiuju Gurypuiie /), ma
hemo ra cmenom t = /2 cBecTm Ha mHTErpas paruonasane (pynkuuje. Pagm jeqnocraBaujer ysohema
CMeHe, TIOMHOZXKUMO, HAJIpe, U OPOJUsIall U UMEHUJIAL Ca /.

t=+vz = =1t

NI B x B - B 2t2 B
/x+1dx_/\/5(x+1)dm_ dt:d(ﬁ):;i/i _/t2+1dt_

—2/tz+11dt—2 /dt—/dt =2 (t — arctgt) + C = 2y/x — 2arctg/z + C
- 211 o 21+1) " & - 8 '

ObpatnTyn TaXXFmy Ha YHHEHWIY aa je HeoapeheHnm WHTerpasa jelHak MPOW3BOJHHOj MPUMHUTHUBHO]
GYHKIHjU TOARHTErpaIHe (pyHKIKjE, Ta je BpJO BasKHO I3 I0JaMO KOHCTAHTY IPUMHUTHBHO] PYHK-
WU KOjy CMO OAPEeIn/iu perraBajyhu 3a1aTax.

2.
[loncernMo ce na  yKOJAMKO je WHTepBaJ WHTerpanuje obiumka [—a,al,
Tj. cuMerpudad y  OJHOCY  Ha  HYyJy, HajlIpe HCOUTYyjeMO  map-
HOCT TTOIMHTETPAJIHE dyukIimje, jep BaKe cienehe YUHbEeHNIIE:

e ako je mommHTerpasHa byHkmja f(x) HenmpeKujHa Ha WHTEPBANY [—a,a] u He-
a

mapHa, Taga je f(x)dz jennak mynu;
—a
e ako je noguHTerpasna GyHkiuja f(x) HenpekuHa Ha HHTEpBaLy [—a, a] u napHa,
a a

Taja je f(z)dz = 2/ f(x)da.
—a 0

Cerumo ce ga, ykoauko je y = f(x) nosuruBna Kpusa Ha 0jaCedKy [a,b] u dynkuumja
f(z) narerpabusna Ha ojceuky [a, b, Taja BpegHOCT ff f(x) dz npencraspa Bemauny
HOBpIIKHE orpanuyene KpusoMm y = f(z), z-ocom u npaBaMa x = a u & = b, a Takole
je m maTerpas HeratusHe dbyukiuje f(x) Ha uHTEpBaTY [a, b] HeraTUBaH 6PO].

. arctgz |
(a) Ilommurerpasua dyHkImIja T+ 2] jecte HenpekuHa Ha uHTEpBaLy [—7, 7| (H0Men dyHK-
x
. arctgz . . arctg(—x) arctg x
uje e R), a Takolje je n menapua (3a cBako x u3 R Baxn =— ,
mje 3 ) he j pra ( T+ 2| 1+\x!)
. . arctg x .
IIa je TpaykeHa BPeIHOCT JIaTor HHTerpasa jennaka 0, U uzpas 5 1] = 0 jecre TavyaH.
x
147 147 Ldm
(6) UWspauynajmo / sinz dz. Baxn / sinzdzr = —cosx = —cosl4m — (—cosm) =
™ ™ -
147
—1+(—=1) = -2 #0, na je uzpas sinx dx # 0 Tavyam.

Hakse, Taunn cy oxroegopu (a) u (6).

<> Bamarak mof (a) moryhe je ypaJuTu u TUPEKTHUM H3padyHABAEM JaToOr oJpeheHor nHTerpasa,
aJIi TakKaB HAYMH M3PaJie I0/Jpa3yMeBa 3HAE KOje ImpeBasnias3u OKBupe Kypca Maremarnka 2 Ha
EnekTporexauukoMm dakysnrery.
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147

Ha Baxn sinzxdr # 0 Morim cMO Bak/BydnTH W 0Oe3 m3padyHaBamba oxpeheHor mHTerpaJa
s

14w
/ sinzdx. Haume, oapebenn wnrerpan dyukimje sinx wa Owmio KOM uHTEpPBaJIY O00JIMKA
K

(k+1)7 (k+2)7
[k, (k + 2)7] jenmax je Hysaum, 3aT0 HITO BaXKH / sinzdr = —/ sinzdz (Besmunna
km (k+1)w
HOBpIUHE orpaHudeHe rpadurkom dbyHKHje sinx u ogcedkom [km, (k + 1)w] x-oce jennaka je Be-
JIMYMHU [IOBPIIMHe orpanudeHe rpadukom dyukuuje sinx un ogceaxkom [(k + 1)m, (k + 2)7]| z-oce,
anu je dyHKImja sinz Ha jexgHoM on maTepBana [kw, (k + 1)w], [(k + 1)m, (k 4+ 2)7], nosuTtuBHa, a

(k+1)m (k+2)7
Ha JpyroM HeraTWBHa, [a Cy WHTerpaJsu / sinzdz n / sinz dzr mctu MO AICOTYTHO]
(

km k+1)m
147
BPEHOCTH, aJIi Cy CYNPOTHOD 3HAaKa. 300r' aJIiTUBHOCTU ojapeheHor mHTErpaJa je sinzdr =
3 5 137 14pi 147 i
/ sinxdx+/ sinxdx—k--'/ Sinxdx+/ sinxdx:6-0+/ sinzdx < 0, jep je
™ 3 117 137 137

dyukimja sin x HerarusHa Ha unHTepBasy [13m, 147].

VnopenuTn ca APYTUM 3aaTKOM Ha TecTy onp:kanom 29. 06. 2013. roamne, Kao u ca ca JApYyrUM
zagaTkoM Ha Tecty ompxkanom 09. 02. 2014. rogune.

Jeamamnma o (z) = P(a)y*(x) + Q(0)y(x) + R(z), te cy P(x), Q) u R(x) ne-
npekuaHe GyHKIMje Ha uHTepBady (a,b), HaswBa ce PurarmjeBa nudepeHnujamna
jeTHadmHA.

2 T ) .
1 771 5Y JelHadMHA pesa JiBa, Te Huje
—x —x

4
Pukarmjesa nudepennmmjanna jenmaunna. Takobe, y jenmaummm y' = 2z/y + —y durypume
x

. . ’
OmMax MOXKEMO YOUnTH fa je jesHadmHa y =

KBa/[pATHU KOpPEH Hero3Hare (DYHKIMje y, 11a HU oHa Huje PukarujeBa nudepeHIujaHa jeJHaunHa,
jep v PuxatujeBoj mudpepeHimjaano] jeHAUNHY (PUTYPHUIIY CAMO APYTU W MPBU CTEMEH Hemo3HaTe

dbyrkimje y (IpUMETUMO Ja JaTy jeJHAUMHY MOYXKEMO 3alucaTu Kao y — —y = 2x./y , 1a BUJIUMO
x

Jla je Ta jesiHAauUMHA, y CTBapH, BepHynmjesa nudepenIyjanina jeHaunHa ).
Jemmaumna y = y? — xy + 1 jecre Pukarmjesa audepennujanna jenmaunna, 3a P(z) = R(z) = 1

n

SR

1 4
Q(z) = —x , a Taxohe je To w jemmaumna y' + y? + V-3 = 0,3a P(z) = -1, Q(z) = —

4
R(z) = 2 Hakue, Tasqan cy oxrosopu (a) u (B).

[Moxcernmvo ce ga je nepmyranuja ckyna X, = {x1,x9,...,2,} 6uno xoja ypehena
N-TOPKA Pa3INIHTUX €JIeMeHaTa M3 TOr' CKyIla, Kao U A3 je Opoj mepMyTallija CKyIa
X, jemmak n!.

Taxolje Baxku m npunmun 36umpa: ako cy A u B KOHAYHH U IHC]YHKTHH CKYIIOBH,
oxguocHO axko Baxku AN B = (), tana je [AU B| = |A| + |B|.

[lopcermmo ce U IPUHIUIA IPOU3BOAA: aKo ¢y A u B KOHauHU CKYIOBH, Taja je A X B

KOHauaH CKyl, u Baxu |A x B| = |A|-|B|.

Cerumo ce u na je dopmysia 3a u3padyHaBarme 36upa OPBUX N IPUPOIHUX OpojeBa:
n(n+1)

1+2+--~+n:T.
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Osuaunmo ca P ckyn cux mepmyranuja ckyna {1,2,...n}. Baxu |P| = n! (6poj enemenara ckyma
P jennax je n!), kao u P = M U N, rae je ca M o3HaveH OHaj TOACKYT cKyma Py Kojem ce Hayaze
nepmyTanuje ckyna {1,2,...n} y kojuma rmecruna croju (He 06aBe3HO HENMOCPEIHO) u3a TeTHlle, a
ca N je o3Ha4YeH OHAj MOJCKYT cKyma P y KojeMm ce Hajasze nmepMmyTanuje ckyma {1,2,...n} y xojuma
nernra croju (He 06aBe3Ho HenocpeaHo) u3a mectune. Takobhe je mpecex ckynosa M u N npaszan (ne
nocroju nepmyTtanuja ckyma {1,2,...n} y K0joj ce uctoBpeMeHo 6poj meT HaJIa31 U UCIPE]T U u3a 6poja
miecr), na je, npema npusnuny 36upa, |P| = |M|+|N|. Byayhn na cy cBu enementu ckyna {1,2,...n}
PaBHOIIPABHU Yy CBOJUM [10jaB/bUBABUMA HA PAIUYUTHM MECTHMA y HEPMYTallijaMa eJIEMEeHATa TOr
CKyIla, TAKBH Cy 1 ejeMenTn 5 u 6, na je 6poj onnx nepmyraruja ckyna {1,2,...n} y kojuma mecruma
ctoju (He 06aBE3HO HEMOCPEIHO ) W3a ETHIe UCTH KAao 1 6POj OHUX MEepMyTallija HCTOT CKYIIa Y KOjuMa,
neruna croju (He o6aBe3Ho HELIOCPE/IHO) u3a 1ectutie, ogHocHo Baxku |M| = |N|. Hakue, |P| =nl u

|P| = 2|M|, na je |M| = 5 OZTHOCHO 6poj mepmyTarmja ckyma {1,2,...n} y KojuMa IMecTura croju

) n!
(me 06aBE3HO HEIOCPETHO) W3a METHIIE jeCTe 5

<> 3aaTak CMO MOTVIM YPAJUTH U JUPEKTHUM TpebpojaBameM MepMyTallija ca 3a1aTOM OCOOUHOM.
IMpumeTnMo fa y mepMyTanmjaMa ca 3a1aToM 0coOnHOM Opoj 5 He MOXKe CTajaTy Ha MOCTeameM (n-
TOM) MECTY, U TIOIEJTUMO CKYTI IEPMYTaITHja ca 33aToM 0cOOMHOM Ha cienehie (AucjyHKTHE) CKymoBe:
nepMyTalyje y Kojuma 6poj 5 cToju HA MPBOM MecTy, mepMyTaIuje y Kojuma 6poj 5 croju Ha apyrom
MecTy, ..., HepMyTanuje y kojuma 6poj b croju Ha mpernocienmem mecty. llpebpojMo caa KOJIMKO
“Ma MEePMYTallrja Ca 331aTOM O0COOMHOM y Kojuma 0poj 5 croju ma k-tom mecry, 1 < kK < n — 1.
Bynyhu na je 6poj 5 ¢dukcupan wa k-ToMm Mmecty, a jga 6poj 6 mMopa, y TpaxKeHuM IepMyTallijama,
crajatu (He obaBe3Ho) u3a 6poja 5, 6poj mecra Ha KojuMa MoOxe crajaru 6poj 6 je n — k. CBaku Takas
pactopen 6pojeBa 5 u 6 Ha, pegom, k-ToMm u j-Trom Mmecty, k+ 1 < j < n, maje (n — 2)! pazmuauTux
nepMyTalmja ca 3aJaTOM OCOOMHOM, jep Cy y CBaKOM TakKBOM pacuopeny OpojeBu b u 6 dpukcupanu
Ha oxromapajyhinm mectmma, a npeocranux n — 2 ejgemenara ckyna {1,2,...n} MoxeMmo €i1060/HO
MEPMYTOBATH y OKBUPY IpeocTanux n — 2 mecta. llpema mpuHIUIy Opom3BojAa, MEPMyTallija ca
3a/1aT0M 0COOMHOM y Kojuma 6poj 5 croju Ha k-tom mecty, 1 < k < n — 1, jecre (n — k)(n — 2)!.

Bynyhu na 6poj b moxke crajaTu Ha 6MJI0 KOM 0O pBUX 1 — 1 MecTa, ogHocHO Bazku 1 < k <n —1,
n—1

npeMa NpUHIuIY 36upa, yKylIal 0poj mepMyTaIuja ca 3a1aToM 0COOMHOM jeIHAK je: Z(n —k)(n—

k=1
i, - ((n—1n _ nl
N=mn-=-2)Y (n—k)=(n—2)! Z = (n—2)! T =5 [IpumeTu™MoO Ja CMO IPUIHKOM
k=1 n=1
n—1 n—1
n3padyHaBame CyMe UCKOPUCTIIA YUILEHUITY Ja je Z(n —k) = Z k, koja je TauHa jep 3a MPUPOJHE
k=1 k=1

6pojese kmnsaxkn: 1 <k<n—-1&1-n<-k<-1<1<n—k<n-—1 (apyrum peuanma,
YKOJIMKO TIpupojian 6poj k y3uma cee Bpeguoctu uaMely 1 un—1, raga u npuponan 6poj n—k y3uma
cse Bpegaoctu usmehy 1 u n — 1, u 06pHyTO).

[Moxcerumo ce ma je rpad ypehen map (X, p), rue je X Hempasan cKyn u p GuHApHA
penanuja nedunucaHa Ha ToMm cKyny. Esementu ckyna X jecy usBoposu rpada, a
eJeMEHTH CKYIIa p theroBe rpane. I'pad ce ouuriielHo MOXKe MPEJICTABUTU IIPTEKOM ¥
pasau (nm npocropy) Ha caeaehin naunn. Ysopose rpada mpeacTaBmbamMo MPOU3BOb-
HUM MeDycobHo pasanduTuM TadkaMa y paBHu (1an mpoctopy). Axo cy, 3a x;, x; € X,
eJICMEHTH T; U T; y PeIalldju p, OJAHOCHO KO BayKH T;p;, TA4Ky KOja HPEACTaBIba
YBOD ; CIIajaMO HEIPEKUJIHOM [VIATKOM JIMHHUJOM Ca TaYKOM KOja IpeJCcTaB/ba YBOD ;.
Osba jmMHUja ce OPUjeHTHIIe Ha IPTEXKY CTPEIUNOM OJ T; Ka T; U OHA He IIPOJIa3u KPo3
Hekn Tpehw uBop rpada. Axo 3a x;,r; € X, eJJeMeHTH ; U T; HUCY y peJaluju p,
OIHOCHO aKO He BaxKU I;PT;, YBOPOBU T; U T; HUCY Ha IPTEXY AUPEKTHO ITOBE3aHH.
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['pana koja cmaja 4Bop ca caMuM coOOM Ha3WBA Ce MeT/ba (AKO KOJ YBOPA T; MOCTOjH
ner/ba, OHJIA je eJIeMEeHT x; CKyma X y Peamuju p ca caMuM CoOOM, Tj. BAXKW X;PL; ).
Ipad (X,p) HeopujeHTHCAH je WM CHMETPHYAH aKO M CAMO AKO jeé p CHMETPHYHA
penamnuja. Kox meopujentucannx rpadoBa CBe rpaHe Cy IBOCTPAHO OPHjEHTUCAHE,
OJIHOCHO HEOPUJEHTHCAHE, 113 Ce CTPEJUIIE HA IPTEXKY U30CTAB/bAjY.

3a [1Ba YBOpa HEOPWjeHTHCAHOT Tpada He3 meT/hH KaKeMOo /1a Cy CYCeIHU aKO Cy CIO-
JeHu TpaHOM. DBpoj cyceHHMX 9BOPOBa 3a YBOP T HA3WBa Ce CTEIEH TOT 4Bopa. He-
opujenTucas rpad 06e3 lerbu Ha3UBA Ce peryJjapaH CrelleHa T akO je CTelleH CBaKor
gBopa TOT rpada jeTHaK 7.

Y HeopujerTHCAHOM Tpady MyT AyKUHE k jecTe HANZMEHUYIHU HU3 YBOPOBA X; U TPAHA
u; obJIMKA X1, U1, X, U, ..., Tk, Uk, Tht1, TPU deMy je 3a cBako 1 < ¢ < k uBop x;
MTOYETHH, & YBOP Tjt] KPAJIbU 3a TPAHY U;.

Heopujentucan rpad je nmosezan ako ce MpOU3BOJHHA JBA HEIOBA YBOPA MOTY 1I0BE3ATH
myTeM. AKO y HeOpHjeHTHCaHOM I'padyy IOCTOje IBa YBOpa KOJU Ce He MOrY IOBE3aTH
IIyTeM, KaxkKemo /Jia je Taj rpad HeloBe3aH.

Ha ocuoBy m3joxkeHUX UHE-EHUIA JaTh Tpad jecTe HeopujenTucan Oyiayhm na mwerose rpaHe Ha
IPTEXKY KOJUM je TPeNCTaB/beH HuCy opujenTucane. JacHo je m ma je matu rpad mosezan, Oymyhwm
Jla Ce CBaka JiBa OJ FHErOBUX JIECET YBOPOBA MOTY moBe3aTu myrteM. JlupekTHuM mnpebpojaBarem
CTereHa CBAKOT 9BOPA, BUAMMO & je CTEIeH CBAKOr YBOpa y maToM rpady jemHak 3, OJHOCHO, JaTH
rpad jecre 3-peryJiapas.

Hakne, Taunn cy ogrosopu (a), (6) u (B).

Hanomennmo na je matu rpad v aureparypu mo3uar kao Ilerepcenos rpad.

Y1openTn ca JeceTuM 3aJaTKOM Ha TecTy oapxkanoMm 29. 06. 2013. roaume.

+oo
[lonceTumo ce a TEOMETPHjCKHU Pe Z q" xouBeprupa 3a |¢| < 1, a y ocrasum ciy-
n=0

qajeBUMa, JUBEPTUPA.

[e%¢] “+o0 k
1 1 1
Bynyhu ma je E — = E <> , IaTW PeJ je TeoMeTpujcKu pef 3a ¢ = —. Jlakie, KouBepren-
k=1 (2p)k k=1 2p 2p

1
< 1, omuocwuo |2p| > 1, 1j. |p| > 3

TaH je YKOJUKO BaXKH

VY1opeuTn ca IMecTuM 3aJaTKOM Ha TecTy oapxkanom 24. 08. 2013. rogune.

[Mogcerumo ce Maknopenosor passoja dpyukiuje In(1 + x):

400 o
s3a x € (—1,1] Baxu In(1 +z) = Z(—l)"‘l—,
n=1 "
Ba z € (—1, 1] Baxu:
+00 n 400 n+1 400 n+1
1 ™ x
In(1+z)=> (-1)" 1; :Z(—m = _Z n+1n+1 :x_Z(_m“m.
n=1 n=0 n=1
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x-l-l

Hakme, 3a cako =z € (—1,1] Baxkn Z ”+1n+1 =z — In(l + z), ma 3a ¢ = 1 nmamo:
+oo ) 1 +o0 (_1)n+1

)" —— =1-In(1+1) =1—1n2. 3aro je 36 cyma e or peja —_—
;( ) n+1 n(l+ 1) n TO ] Hp(yM>HyMPHqKFPﬂ;n+1

jemnak 1 —In 2.

8.
[Toacernmo ce na 3a jary KBaJpaTHy Marpuiy A MoxKeMo jJedHHHCATH HBeH Kapak-
repucrtuanu nosuaoM Pa(A\) = det(A — AI), rue je I jeaunnana marpuna ucror peja
kao u Marpuna A. Hyrne kapakrepucTudaror noanHoMa Marpuie A jecy meHe Kapak-
TepUCTUYHE (COTCTBEHE) BPETHOCTH.
1—A 1 1
Kapakrepucruunu nosmaom marpute J jecre: Py(A) = det(J — Al) = 1 1—A 1 | Ja
1 1 1-A

OUCMO Ha, IIITO jeTHOCTABHU]H HAYUH M3PAUYHAIH OBY IETEPMHUHAHT 0/TajMO, PEJIOM, eJIeMeHTe
) 2 7

apyre u Tpelie KOJOHE €IEMEHTHMA TIPBE KOJIOHE, & 3aTUM TTOMHOXKHUMO €JIEMEHTE TIPBe BpcTe Hpojem

—1 u momajmMo WX, pelioM, eJeMeHTHMa Jpyre u Tpelie BpcTe (BpeJHOCT JeTepMUHAHTE HE MEHha Ce

VKOJIUKO Ce eJIEeMEHTUMa jeJIHE BPCTe, Tj. KOJIOHE, JIOJa]y eJeMeHTH HeKe JIpyre BPCTe, Tj. KOJIOHE,

1—A 1 1 3—X 1 1
NPETXOHO NMOMHOXKEHH 3aJaTuM Opojem): 1 1—A 1 =13—X 1-—-2AX 1 =
1 1 1—A 3—x 1 1—A
3—X 1 1
0 —Xx 0 = (3= XN(=A)(=)\) = A(3 — )\). Bumumo na cy Hyde KapaKTePHCTHIHOT
0 0 —-A

noymuoma Py(A\) marpune J, Ay =3 u Ao = A3 = 0, u TO Cy ¥HeHe CONCTBEHEe BPEIHOCTH.

Y1opeuTh ca JeBETHM 33JaTKOM Ha TecTy ozpxkanoM 08. 02. 2015. rogune.

[loscerumo ce Hekux ocoOOMHA CKAJAPHOI U BEKTOPCKOI ITPOM3BOJIA JIBA BEKTOpa U3
RB

CraJjrapHu TPOU3BO,I BEKTOpa jecTe buHApHA onepauﬂja KOja TTapy BEKTOPA W3 BEKTOP-
CKOI' POCTOPa R3 ;[onemyje peasat 6poj, Tj. - : R? x R® — R. 3a cBaka 1Ba BEKTOpa
@ubus R pasku @-b=b- @, OMTHOCHO CKAJTAPHU MPOU3BO/T BEKTOPA jeCTe KOMYTATHBHA

onepanuja. CKajJapHH OPOH3BOJ Ba BeKTopa U3 R jenHak je HYIHM ako M camo aKo
Cy Ta JiBa BEKTOPa OPTOTOHAJHA, Tj. aKO je yrao uamely mux jefiHak 3,
je 6ap jenan oy Ta JiBa BEKTOPA HYJIa-BEKTOD.

Bekropcku mpomssom BekTOpa jecte OmHApHA OmEparuja Koja mapy BEKTOPa W3 BEK-
TOPCKOT IIPOCTOPa R3 nomesmyje BEKTOD H3 R3, 1. x : R3 x R® — R3. 3a cBaxa
JIB& BEKTOpaA, O U bus RS pawn @ x b= —b x a. BeKTOpCKI/I IPOU3BO/I, IBa, BEKTOPA
u3 R? jenmak je myma-BEeKTOPY ako W CaMo ako Cy Ta JBa BEKTOpa Hmapasesnna (KO-
HeapHa, Tj. JWHEAPHO 3aBUCHA), OJHOCHO ako je yrao mamehy mwux jeanak 0 wmu T,
WM YKOJHUKO je 6ap jefaH oj Ta JBa BEKTOPa HYJIA-BEKTOP. YKOJIUKO HU BEKTOD @
HU BEKTOP b HUCY HYJa-BEKTOPHU U YKOJUKO Ta JIBA BEKTOPA HUCY JIMHEAPHO 3aBUCHA,
Tj. KOJWHEApHa, OHJA j& BEKTOP d X b PABIUYAT Of HYIA-BEKTOPA W HOPMAJIAH je
(oproroHasian) m Ha BEKTOD d U HA BEKTOD 5, OJIHOCHO OPTOTOHAJIAH je HA PaBaH KOjy
onpelyjy (HexomHeapHU, HEHyIA) BEKTOPU d 1 b.

AN YKOJIIKO
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Ha ocHOBY HaBeJeHHX YHEHEHHIIA, OJMAaX 3aKJbydyjeMo jna cy Tephema Hasenena mox (a), (B) u (r)
TavHa, a TBpheme HaBeeHo moj (6) HeTauHO.
Haxne, rauna cy tephema (a), (B) u (r).

Voopenuty ca ocMuM 33a7JaTKOM Ha TecTy ompxkanom 29. 06. 2013. roguwe.

10.
Ioncermvo ce ga mpasa p y npocropy R? koja je mapasenna BekTopy p = (p1,p2, p3)
. x—T
u koja cagpxu Tauky 1'(Th, T, T3) Moxke Outn 3amara Ha ciaemehin HadwH: L.
n
xr — T2 T — T3
p2 P
CeTuMo ce W Ja jenHauMHA PaBHHU « y Tpocropy R® wmjn je BekTop HOpMase 7l =
(n1,n9,n3) n xoja cagpxku tauky 1T(T1, Te, T5) rnacu: ny(z—T1)+na(y —To) +ns(z —
T3) = 0.
IomcernMo ce f1a YKOIUKO je paBai a y mpocropy R? nara jepmaummom nix + ngy +
n3z = N, Taja BEKTOp HOpMaJie PABHU (v IMa KOOpJWHATE (N1, N2, n3).
Taxobe Baxku u cieneha uumeHHA: YKOIMKO y mpocTopy R? Baxkm ja cy mpasa p u
paBan « mehycoOHO HOpMAa/IHE, Taja je BEKTOD mpase p (BEKTOD KOju je mapaJsesiaH
IpaBoj p) KOJIMHEAPAH Ca BEKTOPOM HOpMAJie PaBHU (.
. \ .T+1 y—3 z—3
Bynyhu na je Tpakena paBaH HOpMaJIHA Ha JATO]j [IPaBOj = = , BEKTOD HOpMaJie

2 4 -1

TpazkeHe PaBHHU jecTe OUJI0 KOjU BEKTOD KOJMHEApAH Ca BEKTOPOM JlaTe mpase (BEKTOPOM KOjH je ca
JIATOM TIPABOM HapaJsesaH), OJHOCHO 33 BEKTOD HOPMAJE TPAXKEeHe PaBHM MOxkeMo m3abparm Garm
BEKTOD JIaTe mpase, Tj. BeKTop (2,4, —1). Taxobe, Tpaxkena pasan cagpxu u gary tradky A(—1,0,3),
Ia je BEeHA jeqHAuNHA!

'($+1)+'(y—@)_(z_):0
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— IIpaxkTukym n3 Maremaruke —
— IIpBu Tect — 22. 03. 2015.

1. Ouppenurn veonpelenn nrTerpan 4. OgpeanTtu HeogpeljeHn nHTErpa

/cos 4z dx. /arctga:dx.

2. Onpeantn Heompehenn wHTErpaIT 5. Nspauyuarn BpegHOCT OnpeheHoT WHTerpasa

e’ 2
——du. / |2? — 42 + 3| da.
/ v1+4e® 0

3. Onpeantn Heompehenn naTErpas 6. spauymary BpegHOCT OnpeheHOT WHTerpaa

dx T )
2 idr 5 /_ || sin z dz.

s
3
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7. Uspauynatu BpeaHOCT OjpeheHor nHTerpasa

T
1
/ sin x+/cos zdx.
0

8. Nzpauynarn BeMYUHY MOBPITIMHE 618 PABHU
KOjU OorpaHndaBajy KpuBa y = Inx w npaBe x =
1 _ -

sr=eny = 0.

9. OapeauTn BpeIHOCT peasiHor mapamerpa b, b >

1 2
2 =4.
1+b/_1(3x + 2x) dz

—1, Tako 5a BaxKmM

10. Nzpavynatn BesnduHy IIOBPIINHE Jiejia
PaBHM KOjU OI'DaHHYaBajy KpuBa y = 22 — 1 u
npaBa y = 0.

11. Oapemuru ominre perniemne TudepeHIn]aTHe
jeTHadImHEe TIPBOT peia,

y + 21:y2 =0.

12. OgapenuTu ormire peremne AudEpeHInjaTHe
jenHauMHE

(x+y)de —xdy =0

ua uaTepBay (0, +00).

13. OgpeauTn OHO MAPTUKYIAPHO pereme aude-

peHIMjaIne jejHadnHe apsor pea y — J_o_
z+1

(z +1)3 koje 3am0B0maBa yeiaos y(1) = 1.

14. Ogpenutu ominTe peIrehe XOMOTEHUX JIHHe-
apHUX AudepeHInja HuX jeTHATNHA;

(a) y" =2y —3y=0;

(6) y'—4y +4y=0.

15. OgpeauTn omimnTe periemhe HEXOMOTEHE JINHE-
apHe JudepeHInjaaHe jeIHadHe JIPyror peia

Yy’ — 4y = 4e”.
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— Pemema —

|1. Hakon yBohema cmene i1o6ujaMo TabIuYIHI WHTETPAI:

t =4z 1 1 . 1 .
/cos4xdx—{ df — 4 de }—4/costdt—4smt+C—4sm4x+C.

ObparuTn naxmy Ja je HeoJapeheHu MHTErpaJs CKyI CBUX IPUMHUTUBHUX (DYHKIHja HOAMHTETpPAJIHE
dyukuuje. Ilpema ToMme, BpJIO je BaxKHO Ja KOa oxpehuBama HeonpeheHOr MHTEIDa/Ia [01aMO KOH-
CTAHTy W3PavyHATO] MPUMUTHBHO] PYHKIIN]H.

2. CrwgrHO Kao W y TPETXOJHOM 33IaTKy, WHTErpaJl permaBamMo yBoljemeM cMeHe:

i — t=1+¢" - 1. 1 B _
/\/de_{ dt = e* da }—/t 2t =2t2 +C=2V1+e" +C.

Jomr ejeranTHHju TpHUCTYI je yBoheme cmeme t = 1+ e®. Ha rtaj mauma mmamo di =
1 e* er

————dr,maje | ——=dx= [2dt=2t+C=2vV1+e*+C.

2 /iter ) /\/1+ew /

3. CnobemeM KBaJpaTHOT TPUHOMA Yy UMEHHWOILY TOJWHTErpajHe (YHKIHje HA KAHOHCKHA OOJIHUK

. / dz / dx
umamo jJaje [ ———m— = | ——— .
A ] e a5 (z+2)°+1
Jlobujern waTerpaa permasamo ysogehu cmeny t = x + 2:

x+2

dx t dt
/($+2)2+1_{ dt = d(z+2) =da }_/t2+1—arctgt—i-C’—arctg(x—i-Q)—i-C

dx
ﬂaKﬂe, /MM = a,rctg (.CL' + 2) + C

4. Nurerpan perraBaMo METOIOM TapIlHjaaHe HHTErpaInje:

u=arctgr dv=dzx T

arctgrdor = dz =zarctgr — | —— dz.
du = — VvV =2x 1 + .’1:2

14 a2

x
Cajma je moTpebHO PEeITUTH WHTErPas / 15 dx, xoju permasamo yBoljemem cmene t = 1 + 22
x

:Bd:):_ t =142 1 dt_l 1 9
/1+x2 _{ dt = d(1+2?) = 2zdz }_Q/t_2ln|t|—|—C—21n(1—|—:B)—|—C’.

1
Jakie, /arctg:cda: = rarctgx — 3 In (1 + x2) +C.

5. Ilpumernmo ga je

2?2 —4x +3, x € (—00,1]UI3, +o0)

2— g
|7 — 4o + 3] {—(m2—4x+3), ve(1,3).
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Ha ocuoBy ajuruBHOCTH OJipeh)eHOT MHTErpaja Caen

2 1 2
/ |ac2—4:c+3|d3::/(:c2—4:v+3)dx—/(x2—4:c+3)da::
0 0 1

<%—3 — 2?4+ 330)

— (’”—; — 212 +3x)

=(3-2+3)—-(5-8+6—-3+2-3) =2
(3 3 3

0 1

a
6. Ako je f HempekujHa u HemapHa GYHKIM]a HA cerMeHTy [—a, al, ouna je [ f(x)dx=0. ®yukmmja
—a

f(z) = |z|sinz neupekupna je u Henapua na cermenty [—%, %], Kao 1POU3BOJ, HELPEKUHE U lIAPHE

™

3
dyukumje |x| n menpekuane n nHenapue dbynknuje sinx. Ipema Tome, Baxn / |z| sinz dx = 0.

us
3

7. 3agarax pemrasaMo ysofjemem cmere u nmpumvenom Hhyra—Jlajorumose dhopmyie:

E t =cosz, r=0=>t=cos0=1 No
4 2
/ sinxy/cosxdr = x - NG = - / Vidt =
0 dt = —sinx dx, x:Z:Mf:COSZ:T 1

1 1 4
2 3 2 V2
tdt = =t2 =-11-2=2).
/%f 3 | & 30 2)
2 2
1

8. Jleo pasnu orpanuteH KpusoMm y = Inz n npasama r = ¢, ¥ = e u y = ( Haja3M Ce UCTIOJ, a JIEO
U3Ha r-oce. BelnunHy IMOBpIIKHHE TPaKEHOT [€/1a, PABHE MOYKEMO MIPEJICTABUTH Ka0 301p BEJMIHHA
[OBPIIUHA JeJ0BA PABHU HA cjuin o3Hadenux ca P u Pr. Heoapehenu uarerpan dyuknuje y = Inx
onpehyjemo meromoMm mapiujasiHe WHTErpailije, J0K oaroBapajyhe ompeherne mmTerpasie padyHaMmo

kopuritheweMm EbyTru—Jlajouurose dhopmyite.

R u=1Inz dv=dx
e /lnxdx: J _ dx :xlnw—/dx:xlnx—x+0

U=— vV=2x
T

1 —
y=Inz 1 ¢
P \ P:P1+P2:—/ 1n:cd9:+/ Inzdx
4 0 7/1 2 3 % !
1 e
_ 11 2
1 1 =—(zlhz—2)| +(zhe-2z)| =1----+e—-e+1=2——
r=— 1 1 € ¢ ‘

-2
3amaTak je uctu Kao u Tpehu 3amarak ca tecra 13. 02. 2011.

9. Uckopuctuliemo ocobumy smHeapHocTH opeljeHor mHTerpasa Kako 6MCMo M3padyHAJN BPETHOCT
ca JieBe CTpaHe JaTe jeITHAKOCTH:

1 b ) 1 b ) b
—_— 2x)dr = —— d 2xdx | .
b+1/_1(3x+$)x b+1(/_13x :U+/_1x1:>

O6a meoxpebena narerpana [ 3z2dx u J 2xdz rabamaau ¢y nHTErpan, U BHUXOBE IPUMUTHBHE (QYHK-
unje cy, peaom, 23 +C u 22 +C. Jla 6ucMo uspadysau oarosapajyhe ogpelene marerpasne KopucTmo
yru-Jlajonunosy dopmyy:

b b
/ 3z2dx = 23
-1

-1

b
=0 (-1} =0"+1 u / 2zdx = 2?
-1
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Caga je 1 b (322 4 2z)dx = b B +14+b-1) = L(b D =b’. a6 €JIHOCT M3pasa
: = = = . 1 B HOCT N
) b+1/)_4 b+1 b+1 P P

1 b
1 / (3562 +27r)dx 6ua jemnaxa 4, Mopa BaxknuTu b? = 4, oqHOCHO b = 2 wim b = —2, amu 6yayhn
-1

a je y 3aJaTKy mOCTaB/peH ycaoB b > —1, 3ak/pyuyjemo ma je b = 2.

3aaTak je UCTH Kao u Jpyru 3ajarak ca tecra 19. 01. 2014.

10. Yxouuko je y = f(x) merarusaa Kpusa, vae je f(x) dyHKunja nHTErpabuIHa Ha OJACEUKY |a, b],
Ta/1a BPEITHOCT — f: f(x) dx npeacraB/ba BeTMUMHY TOBPINMHE OTpaHIYIeHe KpuBoM y = f(x), x-ocom
v mpaBaMa T = a u T = b.

Taxobe, ykosmko je moguuTerpanna dpyuknuja f(z) HenpeknHa Ha WHTEPBALY [—a, ] U apHa, Taja

BaXKU ’ f(z)dz = Q/Qf(:z)d:v.
—a 0

Oynknmja f(r) = 22 — 1 kBagpaTHa je GyHKNTja ca MAKCHMYMOM KOja cede T-0Cy y Tadkama r1 = 1

n z92 = 1 (10 cy myne dyukmmje f(z) = 22 — 1), ma je meratupna mHa uaTepsany [—1,1] (cxkunuparm

rpaduk). Benwunmna TOBpIIMHE €3 PABHM OMPAHMYEHOT KPUBOM y = 2 — 1 M 2-0coM je, maxie,
1

P = —/ (2% — 1)dz. Tomumrerpansa dyrxmuja f(x) = 22 — 1 mapua je (3a cako x € R Baxu

1
1

1 1
f(=x) = f(x)), na je / (22 —1)dz = 2/0 (2% — 1) dz, ognocuo, P = —2/0 (% —1)dz.

-1

1 1
Cajma je, HA OCHOBY JMHEAPHOCTH WHTerpaga, P = —2 < / 22 dz — / dx). MaTerpann / dzx u
0 0

2 . x
x* do TabsuvHN Cy MHTETPAJIN U jeTHaKu cy, peaoM, & + C u 3 + C. 3a u3pauyHaBame MOCTeIHa
1

1
:1—0:1,/ 22 dz =
0 0

1
aBa uarerpaia uckopucruhemo Fbyra—Jlajoaunosy dpopmyiy: / de ==z
0

1
.1‘3

3

1 1 1 4

11. [Jara jennaunba je jeHATWHA KOja Pa3/iBaja MPOMEH/bHUBE, Ma J0 FHEHOT OTIITEr PEeIeha 1071a-
3UMO MHTETPAINnjoM:

d d d
y/+2xy2:0:>y':—2xy2:>y:—2xy2:>y:—2xdx:>/y:—/2xdx.
dz Y2 Y2

. . 1
Warerpanu ca jeBe U JeCHE CTPaHE MOCJE/be jeHAKOCTH TAabJUIHU Cy WHTErpasu, Te je —— =

2

x 1 . .

—2 (2 + C) , OITHOCHO — = 2+ ). Jlakje, OImINTe pelleihe moaa3He JudepeHIjaane jeJHadunHe
]

jecte y = IITO jeAHOCTABHO MOXKEMO MPOBEPHUTH 3aMEHOM TOOMjEHOT OMINTEr pPeIlerha Y

2 Y
2+ C
nosiazHy JndepeHIinjaliny jeHaunHy.

12. Jegmaunna 3y = f (y>, rue je f(x) menmpeknana dbynknuje ua (a,b), HazuBa ce xomorena mude-
x

. . : . b (Y :

peHInjaIHa jelHadrna npeor pega. Ako je f(t) = t, jenmaunna y' = f (= ) pasasaja mpoMeH/bUBE,
x

na 3aro mpermnocrasmbamo aa je f(t) # t va (a,b). Ysohemem HOBe memosnare dpynrmuje z = z(x),

noMohy cMeHe z = =, 0Ba jeIHa4YMHA Ce CBOIM HA jeJIHAYMHY KOja Pa3/iBaja POMEHJ/bUBE.
x
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Hanwme, Basku y = zx, na je y' = z2’ + 2. Kaja yBpcruMo 0By cMeHy y HOJIa3Hy jeJHadnHy, 1001jaMo

dz dx . . . . .
7 =2 = —, a 0Bo je (o Heno3HaToj dbyHkIMjK 2z = z(x)) jeaHaunHA KOja
2)—z

pasaBaja npomensbuBe. U3 onmrer pemewma G(x,z,C) = 0 oBe jemnaunte m00mjamMo OIINTE PEIIEHE

xz'+2z = f(z), ogrocuo

nojiazHe jenHadwHe Kao G (m, Q’ C’) =0.
x

Banummumo gary audepeHnujaany jejaHaduny Ha caegehu naumn: xy = y + x. Ilpumerumo ga je,
na untepsany (0,+00), gara jeaHaduna exBuBadeHTHA mudbepennujamnoj jeqnaaman y = 1+ =,
Caza BuauMO /12 je y muTamy XOMOreHa audepeHnnjaTHa jeHaunHa OpBor pena, 3a f(t) = 1 +l;f.
VYBeanMo y 1aToj jeJHaUYUHN CMeHY 2z = % Baxu y = zz, na je y' = 2’ + 2. Kazna yspcrumo oBy

: : zdz : :
CMEHy y HOJIa3Hy jepnaduny, mobujamo xz’ + z = 1+ z, ogrocHo Fr 1, a oBo je (1o menosnaroj
T

dyukmmjun z = z(x)) jeaHaunmHa Koja pasaBaja mpoMeHsbuBe. [0 BEHOT OIIIITEr peIleha J0Ta3uMO

MHTErPAIIjOM:
d d d
it z:1:>dz:x=>/d22/x-
dx x z

Nurerpasnu ca jieBe 1 jiecHe CTpaHe MOCJIe/Iibe jeIHaKOCTH TabJuaHn Cy nHTerpasn, e je z = In |z|+C

OTIIIITE peltiehe audepeHInjaane jeTHaunHe % = 1. Kana y nobujeno omrrrre peremne nudepentiu-
) ) xdz Y Y

jamne jenmarmme -~ = 1 yBpcTimoO 2 = ~» JOTA3MMO 0 — = In |z| + C, oguocuo y = zln |z| + Cx,
IIITO je OTIIIITE PEIllerhe moJaste audepennujaite jennaunte. Bynyhu naza x € (0, +00) Baxku |z| = x,
OTIIIITE Periee moazue quepeniujarae jeqaadnne jecte y = x In x+ Cx, ITO Ce jeTHOCTABHO MOXKE

[IPOBEPUTH.

Bumeru tpehwu 3agarak ua tecty 27. 08. 2011. u Tpehm 3amarax ma Tecty 08. 02. 2015.

13. Jepnauuna y'(z)+ P(z)y(z) = Q(z), tae cy P(x) n Q(z) menpekuane dbyuxnuje na (a,b), Hasusa
ce JMHEApHOM jeHAUYMHOM NIPBOT pena. Ibemo ommTe pelreibe 1aTo je ca

y(z) = o~/ Pl@)dz (C + /Q(x)ef P(w)dxdm> ‘

n Qx) = (a+ 1)%

Y nuramy je uHeapHa jeaHadMHA PBOr pena, P(r) = — 1
x
JlakJie, FbeHO OIIIIITEe pellerne je:

y(z) =/ wdz <C+ /(;U + 1)3efwi1dxd:c> = 2Inlz+1| (C—i— /(:E+ 1)36_21“|””+1d33> =

= et (0 [ 1P @) @17 (0 [0k 08 pgde) =

= (z+1) <C+/(x+1)dx> = (z+1)° <C+(x+21)2>'

[Taprukynapso permeme 3a Koje je y(1) = 1 mobujaMo Kaja y OIIITEM DEIIery 3aMeHnMO & = 1 u

7 .
y = 1 u Tako ogpeamumo koucranty C. ITpema Ttome, numamo 1 = 4(C' + 2), ognocuo C = — maje
TPazKeHO NAPTUKYIAPHO PEIIEHE:

x+1)? x+1)*
y(@:wf(—}‘ t )Z( ERRR LA
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14.(a) V muramy je xomorena mudepenuujaiHa jeHAYIHA IPYToT peja. Kapaxrepucrmana jes-
HaunHa oBe jaudepennujatHe jemHaunHe riaacu A2 — 2\ — 3 = 0, ¥ BWEHA pelIemba Cy:
A1 = 3 u Ay = —1. Jlake, ommrre pemieme gare audepeHIrja He jeJHaunHe jecTe:
Yo = C1e3* + Che™".
(6) Oso je Taxohe xomorena mudepeHNUjaTHA jeTHAYMHA JAPYror pena. KapaKTepucTwdiHa
jenmaumna ose qudepentujanne jeqpaunmue raacu A2 — 4\ +4 = 0, u meHa pelema cy:
A1 = Ao = 2. Jlakje, ommiTe pemieme gare audpepeHIrjaaHe jeHadnHe jecre: Yy, =
C1e%* + Cyze?®.

15. Hexka je yp, onmire pereme xomorene jgudepenmujante jeanaunue y” — 4y = 0 u Hexa je yp
HEKO MapTHKYJIapHO pememe Hexomorene nudepennujaane jenpaunne y” — 4y = 4e®. Taga je om-
LITe PELICe JaTe HEXOMOIeHe jeJHaunHe Jaro ca y = yYp + Yp. Jegnaumua y’ — 4y = 0 xomorena
je JimHeapHa JudepeHnrjaiHa jeJHauYnHa PYror peja ca KOHCTAaHTHUM Koedunujertuma. Oarosa-
pajyhia kapakTepucTuuna jeanadnna riacu A2 — 4 = 0. Kopenu kapakTepucTudHe jegHadnHe jecy
A2 = £2, peannn u pazmuauru. Oxarosapajyha maprukysnapHa JUHEAPHO HE3aBHCHA, PEIeha XOMO-
rere audpepeHIjaiHe jeJHAInHE jecy Y1 = 2T uyy = e 2% 0K J€ OIIIIITe pellerkhe HUXOBA, JUHEAPHA
koMmbuHanumja, 1j. yp, = C1y1 + Coyo = C1e2% + Cre™2%.
depenijaiHe jeJHAINHE MOXKEMO OAPEIUTH METOA0M Heoxpehennx KoedwuimjeHaTa UM METOILOM
Bapujalinje KOHCTAHTH.

[lapTuKysmapHo pemnreme HeXOMOTEHe TH-

Meroma meonpehennx xoedurmjenara MOXKe Ce TPUMEHUTH Kaa je CJIODOJAH UaaH HEXOMOTEHE JIH-
depennujamne jenqnaaune obauka F(x) = e*® (Py(x) cos(Bx) + Pa(x) sin(Bz)), tne cy o, 5 € R, a
Pi(z) n Pa(x) nomuHomu 1o npomensbuBoj  pejgom crenena deg Py(z) n deg Pa(x). Y KOHKpeTHOM
crydajy mMamo 1a je F(x) = 4e®, mro mozxkemo mobutn u3 ommrer obimka3a a =1, 8 =0, Pi(x) =4
u Py(x) = 0. Kako a+ i = 1 Huje KOpeH KapAKTEPUCTUIHE jeTHATUHE, UMAMO /14 jé TTAPTUKYJIAPHO
peterbe obunka y, = e** (Q1(z) cos(fx) + Q2(x) sin(fx)), rue cy Q1(x) u Q2(r) noruHoME UKjuI
cy crenenn jenmaxu max{deg Pi(z),deg Pa(x)} = 0, 1j. y, = Ae”. Byayhu na je y, = y, = Ae”,
3aMEHOM MAaPTUKYIApHOT PeIerha v MOoJa3Hy jennadnty mobujamo ma je —3Ae” = 4e”, ogHocHO 12

je A= —%. JeHo napTuKysnapHo pemnieme JaTe HeXOMOreHe jeJJHaunHe TJ1ach Y, = —gel’ 13, je BeHo

ommTe pereme y = yp, + yp = C1e% + Cre 2% — ge‘”

AKO ce opuTyHmMO 32 MeTO/Ty Bapujaje KOHCTAHTH, MMAMO JIa je OTITITe permerse nexomorene jude-
peHImjaIHe jenHadnne o6mmmka y = Cy(z)e2® + Co(x) e 27
HAJIA3MMO PElIaBameM CHCTeMa

, TIe cy C'1 41 C’g dbyHKIIKje drje u3Boje

Cl(z)e*™ + Ch(z)e 27 = 0
20 (x) 2 — 2Ch(x) e72* = 4e®.
e/bembeM JIPYTe jeTHaInHe Ca 2 u ;LonaBaH)eM 1pPBOj je/Ha I J100Hjamo C!(z) = €%, u noCIe UIHO
1

Ch(z) = —e3*. Muamo ma je C (z = [e*de=—e" T4y u Co :_feimdw_ —3e37+ Co,m
Jla je OIINTeE pellerbe HEXOMOTEHe ,Z];I/I(l)epeHL[I/IJaJIHe jeaHanHe

~ ~ 1 4
y=Ci(z)e®* + Co(z) e ?* = (—e "+ C1) 2 + <—3e?’“C + C'2> e 2 = (012 4 Cye 2" — gex.

C axpyre crpase, mMoram CMO Ja u3abepeMO KOHKpeTHe HpUMHTUBHE (yHKOUjE Cl( ) = —e*

Cg( ) = ; 3%y na nobujeMo HAPTUKY/IAPHO pellere HeXoMoreHne AuepeHIHjalHe jeIHAUMHE

n

= C1(z) €2® + Oy(z) e 2% = —e %e2% — :1,)633” —2r = —%ex, KOje J10/1ajeMO OIIIITEM DEIeHy

xoMorere jeanaunte yp, = C1e2? + Coe 2% 1 na Taj nauus 106HjeMO OIMIITe pelnerbe noJasme aude-

pentmjasae jeamaunne y = yp, + yp = C1e2% + Coe 2% — %eﬂ«“_
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— [IpaxkTukym n3 Maremaruke —
— JIpyru Tect — 28. 05. 2015.

n-3"+1

KOHBEp-
9n

“+oo
1. MHcowraru ga au pen Z

n=1
rupa.

2. 3a Koje BPEeIHOCTH pPEAJHOr MapaMerpa o Hy-

400 1
MEpPUYKU pes, Z (
n=2

w KoHBeprupa’
n

3. Tlosynpeynuk KOHBEPTeHIWje CTENeHOT Peja

oo
Z;nfil(g) Jjecre:
@ L 6 3 G 06 @) 5 () oo

(D)

HUjeJIaH 01 IPETXOTHUX OJITOBOPA HUj€e TAYaH.

4. 3a koje je BPeIHOCTH PeaHOT TapaMeTpa a
PAHT MATPHUIE

1 1 1
A= -3 2 a
-3 -3 -3

jenmak 27

5. Y 3aBUCHOCTH OJf BPEIHOCTH PEAJHOT TapaMe-
Tpa b ogpeauTH paHr MaTPHUIE

b2 0 1 0
B=|1 0 b2 0
0 0 0 1

6. 3aokpyxkuTH CJI0Ba UCIPE] TAYHUX TBphema:

(a)
(6)

3aMEHOM MeCTa J[BEMa BPCTaMa MATPUIIE FheH
PaHT ce He MeIba;

ako ¢y A u B mpom3BoJpbHE KBpaTHE Ma-
TpuIle WCTOr pena, oHma je rang (A - B)
rang (B - A);

aKo je paur marpune A jenHak k, omga Ma-
rputta A uma TavHO Kk JIMHEAPHO HE3aBUCHUX
Bpcra, k € N;

HUjeHO O] IPEeTXOMHUX TBPhEHa Hije TAMHO.

(8)

(r)
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7. 3a Koje BPEJHOCTH PEAJHOr HapaMerpa A\ CH-
¢TeM JIMHEAPHUX aJrebapcKuX jeTHAInHA

2r+y=1
Ar 45y =2

Huje carsacan?

8. 3a koje je BpeaHOCTH peaJIHOT Tapamerpa k
XOMOT€HH CHCTEM JINHEeapHHX aJrebapCKux jemaHa-

YUHa
r+y+kz=0
z—2y+z2=0
kx—y—2=0
carjgacan?

1 2 3

9. 3a marpuny A = moryhe je ogpe-
2 45

JWATH:

(a)kapakrepucTuaan  (6) MHHIMAJHE TOJHHOM;
HOJINHOM;
(B) concrBene BekTope;  (r) paHr;

(ﬂ) HUIITA O HABEICHOT.

10. OgpenuTy cOICTBEHe BPEIHOCTH MATPHILE

1 -2 4
C=|[0 165
0 0 2

11. OgpeauTyn MUHMMAaIHU IIOJIUHOM MaTpHUIIE

D—[Zé]

12. Op Bexropa v = (—1,1,0), vh = (—2,2,0) u
73 = (1,0, 1) BekTopckor npoctopa R? opmuparn
HajOPOJHU]H CKYTI IMHEAPHO HE3ABUCHUX BEKTOPA.

13. Akocyu =m+ 27 u ¥ = 5m — 47 opro-
FOHAJIHHE BEKTOPH BEKTOPCKOT mpocTopa R? | oxpe-
JIATH YyTrao KOju 00pa3yjy jeIUHNYIHN BEKTOPH 1M 1

—

n.

14. 3a0Kpy:KUATH CJIOBA WCIOPEI jeHAUNHA, TTPa-
BuX y mpocTopy R? koje mpunazajy paseun Oxy u
KOje cajpyKe KOOPAWHATHN TTOJYEeTAK:

(a) y=3m; (6) =y =7z
(B) z=2y; (r) 2=y, 2=0;
(n) x=t,y=3t, 2=0; () x+y =z

(e) HumjesaH o7 IPETXOHUX OJTOBOPA HUje TAYaH.

15. 3aokpyKuUTH CI0Ba UCTIPE TATHUX TBphema:

(a) A+ By+ Cz =0 je jernaunua paBHH y IIPO-
cropy R3 koja je mapasenna ca z-ocom, 3a
ceako A, B e Ru C e R\ {0};

(6) Az+By+Cz =0 je jenHaunna paBHH y IIPO-
cropy R® koja cajp:knm KOODAMHATHM IMOUe-
Tak, 3a ceako A, B,C € R, A2+ B2 +C? # 0;

(B) pasan z + % + G y mpocropy R? ceue
a c

koopanaarae oce Oz, Oy u Oz pegom y

traukama A(a,0,0), B(0,b,0) u C(0,0,c), 3a

a,b,c € R\ {0}.

(r) Hwmjemmo ox mperxomHux TBphEma HUje TATHO.
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— Pemema —

1. JTaru pen je AuBepreHTaH, jep My ONINTH WiaH He Texku 0 Kajga n Texn +00.

[Mornemary meru 3agarak ca recra 08. 06. 2013.

+00 1 400 1 +00 1
2. Baxu 1a je ZW = Zm Pen Zna+2 KOHBepreHnTaH je3a a+2 > 1, 1j. a > —1.
+00
n
3. TTonynpeynnk KOHBEPTEHIN]E peTa E et (g) jecre R = 3. Tauan omrosop je (6).
n

n=3
3a gerashe TIOLJIETATH IIECTH 3amarak ca Tecta 08. 02. 2009.

4. Panr marpune A jennak je 2 3a csako a € R.

3aaTaK je uCTH Kao ocMu 337aTak ca Tecta 18. 01. 2015.

5. Panr marpure jegnak je peay mere najelie peryaapre mommarpuiie. Kako Cy ¢BU eeMeHTH
Jpyre KoJioHe MaTpuile B jeqHaku Hyjau, paHr MaTpuile B 3aBUCH OJf BPETHOCTU JIETEPMUHAHTE
b2 1 0
1 b2 0 |.dara gerepMunanTa jenHaka je b* — 1 u pazmmunta je ox Hysne 3a b # +1. Ilpema
0 0 1
ToMe, paHr Marpure B jemnak je 3 3a b # +1. 3a b = +1 oarosapajyhin ememenTn mpBe M Apyre
BpcTe MaTpuilte B jemnaku cy w HuCY TPOMOPIMOHAJHE OnTroBapajyhnM enementuma tpehe, ma je y
OBOM CJIy4Yajy paur marpurle B jemnak 2.

<> Y TekcTy 3ajlaTKa HaBEJIEHO je Ja je mapamerap b peasan 6poj. llpema Tome, peasina perema
jemmaumne b4 — 1 = 0 jecy b = +1. Jla je mapamerap b 610 KoMILIeKcaH 6poj, Jara jegHaunHa 61
nMaJia jorn aBa perrerma b = +i. U 3a b = +1¢ panr marpure B 6uo 6u jeaunak 2, mok Ou y ocraanm
ciyaajesuma (b # +1 u b # +i) panr marpune B 6wo 3.

6. Taunm oxrosopu cy (a) m (B). VY mmramy Cy CTaHIap/HE TeOpEMe KOoje Ce OJHOCE Ha DAHT

marpuna. I[Ipomuckyryjmo meramauje mpumep (6). Tlokaxkumo ma mocroje marpune A u B taxkse

na rang (A - B) # rang (B - A) Heka je A = {1 1} u B = [1 1} Baxu na je A- B =

11 11 00 11 11 2 2 .
[1 1][—1 —1]_[0 O}HB'A_[—I —1]'[1 1}_[—2 —2}HMaMOMJe
rang (A- B) =0, a0k je rang (B - A) = 1.

7. Jdarm cucrem mmje carsacan 3a A = 10.

3ajlaTak je ucTu Kao jepern 3ajarak ca recra 07. 09. 2013.

8. Xomoren cucrem je yBek cariacad. Tagan ogarosop je k € R.

[lornemaru ocMmu 3amatak ca Tecta 10. 02. 2013.

9. Tagan oarosop je (r).

[lornenaru meperu 3azarak ca recra 03. 02. 2007.

10. Kapakrepuctnann nmonuaom matpure C jeTHak je

1-Xx =2 4
pc\) =det(C—AD)=| 0 1-X 5 |[=-A-1>*N-2).
0 0 2—A
Comcrene Bpegnoctn Marpurie C jecy Hysie KapakTepuctudaor mosuHoma oo (A). I[Ipema Towme,
COTICTBEHE BPEIHOCTH Cy A1 = Ao = 1 u A\3 = 2.
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11.

KapaxrepuctTuynu mouHOM peajiHe KBajpaThHe marpurie M pema n jecTe MOJAMHOM
om(A) = det(M — AI). Munnmanan noawnrom pa(A) marpune M jecte MOHWYHM
ITOJTMHOM HajMarber CTEMEHA KOjU aHy/Iupa MATPHUILY, OJHOCHO TO je MOHUYHU ITOJIHHOM
Hajmamer creneHa 3a koju Baxku pup(M) = 0. Munumanuu nosmaom marpure M
Jesin KapakTepuctudnau nojuHoM. Heka cy A, Ag, ... Ag, 1 < k < n, paznudure Hys€e
KapPaKTEePUCTUIHOT TOJMHOMA. 1ama cy A1, A2,...A\;, 1 < k < n, takohe nyse ucror

WJIH Malber pela MUHUMAJIHOL IIOJHHOMA.

. . —-A 1
Kapaxrepucruunu noaunom marpute D jeanak je op(A) = det(D — AI) = PR ' =2 —4.
Hyne kapakrepucTudaHor mojgnHoMa jecy A\p = 2 u Ay = —2, pazyguuntu O6pojeBu. Kako MuHUMATHI
TMOJIMHOM MMa MCTE HYJIe Ka0 W KAPAKTePUCTUYIHM, UCTOT WU MAFET pefa, A1 = 2 1 Ao = —2 jecy je-

JWHe HyJde MUHUMAJIHOT moanHoMa. Muanmanaan moanaoM MaTpure D jeqHak je KapaKTepUCTHIHOM
u Baxku 1a je up(\) = A2 — 4.

12.

HBa Bekropa U7 = (x1,x2,23) u U2 = (Y1,Y2,y3) PA3IUIUTA OJ] HYJA-BEKTOPA BEK-
Topckor mpocTopa R? jecy nmEeapHo 3aBHCHA aKo MOCTOjU KOHCTaHTa ¢ € R Taksa ma
BaKU Uy = L U7, Tj. ako moctoju t € R 3a xoje je y1 = tx1, yo = txo U y3 = t 3.
Ba x; # 0, i € {1,2,3}, nmuHeapHa 3aBUCHOCT BEKTOpa U] W Uy MOXKE Ce 3alucaTh
yi_ v _
r1 T2 T3
TOME, JIBa BEKTOPA PA3IMYNTa Of HYJIA-BEKTOPA jecy JUHEAPHO 3aBUCHA aKO W CaMO

aKo cy uM ojrosapajyhe KOOp/iMHATE IIPOMOPIMOHAHE, Y CYNPOTHOM CY JIMHEAPHO
He3aBUCHA.

. Umamo 1a je y; = 0 ako u camo ako je z; = 03a i € {1,2,3}. Ilpema

Bekropu v; = (—1,1,0) u vp = (—2,2,0) jecy JuHEApHO 3aBUCHH, TIOMTO je Us = 277. C apyre
crpaHe, Kako oxrosapajyhie koopgmuuare sekropa 07 = (—1,1,0) u 3 = (1,0,1) mHucy npomnopru-
OHaJTHE, BEKTOPH ¥} M U3 jecy JuHeapHO HezaBucHu. HajOpojHMju CKyTOBM JTHHEAPHO HE3ABUCHUX
BekTopa jecy {01, U3} n {Uh, Us}.

13. Bekropu 1 u 71 o6pasyjy yrao ¢ = £(m,n) = 3.

[lornenaru meseru 3ajarak ca Tecra 23. 08. 2014.

14. Jegmauwne y = 3z, © = 2y u & + y = 2z mpejcTaB/pajy pasunu y mpoctopy R3. 3a BexTop
Uy = (a,b,c) mpaBe p koja mpunana pasun Ozy BaxXKu Ja je HOpPMaJaH Ha BEKTOD k= (0,0,1),
OJHOCHO BayKH 113 je Uy - k= (a,b,¢) - (0,0,1) = ¢ = 0. Bekrop mpase x = y = z jecre (1,1,1),
KOju He 33,I10B0JbaBa HABEJEHM YCJIOB. BekTop mpasa gare jemnadmnama r = y, z = 0 jecre (1,1,0),
KOju 3a70BoJbaBa Hagean ycyos. Tauka (0,0,0) 3amoBosbaBa jeauaunsue x = y, z = 0, ma je mpema
Tome © = y, z = 0 jegHauuHa mpaBe Koja mpunaga pasHu Ory W CaapXKu KOOPAWHATHU MOYETAK.
Ha xpajy, pasmoTpumMo mpaBy mary jenpnaunHama r = t, y = 3t, z = 0. BexTop maTe mpase jecTe
(1,3,0). Bamenom t = 0 y nperxosne jegHauune q006ujaMo KOOPJAUHATHH TTOUETAK. 3AK/bYIyjeMO /13
U OBa IIPaBa 3aJI0BOJbaBa 3aJaTe YCJIOBE.

Taunu oxrosopu cy (r) u ().

15.

(a) Papam Ax + By + Cz + D = 0 mapajiesiHa je ca 2-0COM aKO M CaMO aKO je BEKTOp DaBHU
(A, B,C) wopmanan Ha Bektop k = (0,0,1). Jlatu BeKTOpHM Cy HOPMAJIHM aKO M CAMO aKO je
(A,B,C)-(0,0,1) = C = 0. Jegnauwne paBHU KOje Cy MapaJseIHe ca 2-0COM UMajy KOehUIjeHT
y3 upomensbuBy z jeanak 0. Papan A+ By + Cz =0, C € R\ {0}, nuje oprosapajyhier obsuka.

(6) Kako koopamHaTe KOODAMHATHOT MOYeTKa & = y = z = (0 3a/10BO/baBajy jeJHAYNHY DABHU

Ax 4+ By + Cz =0, 3a npoussospo A, B,C' € R, 3ak/bydyjeMo fa je 0JroBOp TadaH.
(B) Oprosop je raua.

Tauuu ogrosopu cy (6) u (B).
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— IIpaxkTukym n3 Maremaruke —
— IIpBu Tect — 07. 05. 2016.

1. Ouppenurn veonpelenn nrTerpan 4. Oapeantu HeogpeljeHn nHTErpa

[t =

ceRwuc>0.
2. Ogpenurn meoapehenn noTErpas 5. Hzpauynaru BpegHocT oapelheHor nurerpaja
cos? x — sin’ x s )
————dx. || sinz dz.
sinz cosx _=x
6
3. Oapeaurn Heogpehernu uHTErpal 6. Vzpauynaru BpegHOoCT opelleHOT WHTETpasa

| o= ['e v

a,beRua>hb.
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7. UspauyHaTu BeTHYUHY TOBPINKHE €18 DABHU
KOju OrpaHuyaBajy KpuBa y = Ilnx u npaBe x = e
ny = 0.

8. spauyHaT HECBOjCTBEHU WHTETPAJT

+o0
/ e Tdax.
0

9. Ogpemuru omre perieme judepeHimjaHe
jenmnaunue zdx + (y + 1) dy = 0, a 3arnm ony WH-
TerpaHy KpHBY Koja mposasu kpo3 tadky (0,0).

10. OgpeanTn TApTUKYIAPHO peIlenhe Tudepen-
nujasne jeqHadnne y = — 3a Koje Baxku y(1) =

5.

11. Ogppenutu ommrre permemne AudEpeHInjaTHe

jennaunne vy — 59" + 8y — 4y = 0.

12. Oppenutn omimrre permemne AudeEpeHInjaHe
jennaunne y” — 4y = 8.

13. IIpupomuux 6pojesa mamux o7 100 y xojuma
ce He mojaBJbyje nmudpa b mma:

(a) 80;  (6) 8 () 72

(m) wHUjemam o NPETXOAHMUX OJATOBOPA HUJjE TAUAH.

(r) 90

14. Koanko cumerpruaanx OUHAPHUX PEJIAIN]a, TT0-
croju Ha ckyny X, ako je |X| =167

15. Heka cy p u ¢ Ipon3Bo/bHA UCKA3HA CIOBA. 3a-
OKPYZKUTH CJIOBA UCIPEJ] UCKa3HUX (opMmyJia Koje
Cy TayTOJIOTH]e:

(a) PV
(6) p={P=q);

(B) (=9 ={P=79;
(r) p=(@=D);
(n) p=(¢=p)

(b) wHumjemma oJ MPETXOTHWX HCKA3HUX (DOPMYIa
HHje TayTOJOTH]jA.
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— Pemema —

1. Baxu ga je 34 %>+C.

/ dz 2 (( YT
_ T
vr+1-— \/5 3

3a gerasbe MOTJIeTaTH APYru 3a7aTak ca tecta 13. 02. 2011.

2. | nauun

KopumihierseM TPUTOHOMETPUJCKAX MIACHTHTETA 33 JABOCTPYKH yrao sin(2x) = 2sinz cosxz u
2 )

cos“x — sin“x cos(2x

e,y [,

sinz cosx sin(2 z)

dt
:/t =In|t|+ C =In|sin(2z)| + C.

2

cos(2x) = cos®x — sin? 2 mobujamo / z. OBaj mHTErpasn perra-

2
BaMO yBoDemem cmene t = sin(2x). Mvamo 2/ M
sin(2 z)

Morsiu cMO j1a pemuMo JaTH 33JaTak W JUPEKTHO yBOhemeM CMeHe t = sinx cosxz. Y oBOM

2
cos? x — sin? 4
caydajy je dt = (C082 x — sin? x) dx. 1 ommax nobujamo / / =lnjt|+C =
sinz cosx
In|sinz cosz| + C.
1T mauwma
Pemmmo cama oBaj 3amarax xopuimhemeMm cMmena t = sinx wian ¢ = cosx. Tpancdopmarujom 1mo-
uHTerpasHe (pyHKIHje KopuithemeM 0CHOBHOT TPUTOHOMETPHU]CKOT HAeHTHTeTa sin x + cos?z = 1 u
yBohememM cvene t = sinx mobujamo
2 ‘2 i 2 2
cos®x — sin“ x 1—-2sin“z 1-2t¢
/-dx = / - — cosxdx—/dt
sinx cosx sinz (1 — sin® x) t(1—1t2?)
11— t2 dt 1 [ —2tdt
- eaec Al B 5 | 7 om
t(1—t2) t(1—¢2) t 2] 1-12)
1
= In|t| +51n\1—t2\ +C=hty1—-|+C
= In|sinz cosz|+ C.
VKOINKO YBEAEMO CMeHy ¢ = cOS X, PadyH OCTaje HEMPOMErheH.
Permmmmo 3amarak wa jorrn jeman HaunH KOpUCTENW MTOMEHYTE CMEHe
2 2 2 -2
cos*x —sin“ x cos” x sin® x
/,d:r - /,d:r—/,dx
sinx cosx sinx cosx sinx cosx
B Cos:cdx_ sina:dw_ t=sinzx U = COSZT
N sinx cosz | dt =cosxdr du= —sinxdx
dt
= / =In|t|+In|ul+C =In|sinz cosz|+ C
III magwx .
Ogaj 3aaTak ce Moxke permutu u Kopucrehu cveny t = tgx. Tlomcerumo ce ma je cos® ¥ = Trls
g

Nyamo
/cos?xsiandx _ /cosziv(lthx)dm: t:tgdi :/ 1—t? gt
sinx cosz tgx cos?x dt: t(1 +t2)
1+ 2
= /+dt—2/ / dt — /
t(1+412) 1+t2 1+t2

tgx
1+tg2x

= Inft|-In|l+#+C =1

‘+C’=ln\sinaz cosz|+ C.
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IV magun

B z ) ) )
Cumena t = tg 5 MOXKe Ce MPUMEHUTH KaJla IOJ| je y MUTatby WHTErpalyja ParuoHaTHUX dbyukmmja
10 apryMeHTHMa sinx u cosx. Ilosasuu mHTErpas ce CBOAM Ha PAIMOHAIHY (DYHKIII]Y IO IIPOMEH-

JBUBO] t, IITO je TOC/IeINIa YUELEHUIE 13 Ce Sinx, cosx u dr MOry IpEeICTaBUTH KAO PAIMOHAIHE

2t 1—12 24t
~11e ndr = 52 SamenoM oj-

cos? & — sin? x _/ (1 —12)2 —4¢2
St =) (1 +12)

PYHKITHje 0 apryMeHTy ¢, Ipenn3Huje sinx =

dt =

ropapajyhux uzpasa y 1oJjia3Hu HHTerpaJl J001jamo -
sinx cosx

612+ 1 , : .
— G-+ 010 dt. Kako je cremen mosmHOMa y Opojuolly moamHTerpajHe (PyHKIH]e

Marb| O] CTeNeHa TTOJIUHOMA Y UMEHWOITY W KaKO OBW TTOJTWHOMY HEMAjy 3aje JHUIKUX HYJa, Y TTATAHY

je UHTerpaJ rnpase HeCBO/bUBE parmoHasue pyHknuje. Pazigoxumo gaty pannonasny OyHKITH]Y Ha

. , U ‘ —6t*+1 A B C Dt+E
30mp napnujaaHux pasiroMmaka. Mmamo ma je -+ (1 +8) = ?—i—t 1 + P + I
Habuwmo koedburmjerte A, B, C, D u E u3 nperxosae jeqraxoctn. Muoxemem cat (t—1) (t+1) (1+t2)
nobujamo ja je t1—612+1 = A (' —1)+ B (t*+ 3412 +1)+C (t' =3 +12—t)+ D (t* =)+ E (t3—t) =
(A+B+C+D)t*+(B—C+E)t34+(B+C—D) >+ (B—C—E) t—A. Ynopehusamem koeduiujenara
y3 oarosapajyhe cremene mo0mjamMo CHCTEM jeIHATUHA

A+B+C+D = 1
B-C+E =
B+C-D = —6
B-C—-E =

A = 1,

anuje je pemetbe A = —1, B=C = -1, D =4 u F = 0. Ilpema Tome, Baxu Ja je

cosza:—sin%cd B 6>+ 1 dt dt 9 2tdt
/ sinx cosx JU__/t(t—l)( t+1) (1412 / /t—l /t—l—l_ /1—|—t2
2t 1—¢2
14214142

:mm+mu_u+mu+u—mmyu%+5:m —n2+C

= In|sinz cosz| + C.
dx
2Vb—x’

3. 3Bamarak pemaamo yBohemeMm cmene t = b — x. Nmamo na je dt = — r=b—t’u

motTo je a > b, Baxku jJa je

/(a—ajic/m B —2/(a—%+t2:_aib/1+(;>2

t 2
+C = ——— arct
va—b va—b &
4. | zaunn

VYpanumo oBaj 3a/1aTak TpBO TPUMEHOM MeTo/le Tapiujaane nurerpanuje. vamo ma je

b—=x

a—>b

+C.

= — arctg

va—>b

—xdx

//762—:132@: _ u=+Vec2—=zx duzicg_%2 2.2 / : :
dv = dx v:ac Ves —x
72

_ \/7 / c? +c da
— sV a4 /ﬁ /ﬁd
_ ﬁ+/ﬁ /ﬁd

= x+Vc 24¢ ar(351n—/\/62—:1: dz.
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2
x c x
Onarie 3ak/bydyjeMo 1a je / Ve2—zp2dr = 5 Ve2—x?+ 5 arcsin — + C.
c

II raumn
. ™ T .
Permmmo cama 3amarak kopuihemeM cvene x = ¢ sint, t € [—5, 5} Nmamo na je dor = c costdt
T
u /\/02 —x2dx = /\/02 —c2sin®t ¢ costdt. Kaxo t mpumama cermenTy [—5, 5}, BaKJbydy-

jemo za je V2 —c2sin?t = ¢\/1 —sin®t = cVcos?t = c|cost| = c cost, omaxie ciaexu ma je
- 1+ cos(2t t sin(2t
/\/02—02 sin?t ¢ costdt = ¢? /COS2tdt_62 /()dt—02+02m()+0. Dynk-

2 2 4
. ) T . . T L
nuja x = csint, t € [—5, 5}, nMa WHBep3HY (DYyHKIMjy ¢t = arcsin — u Baxwu Ja je sin(2¢) =
c
x T x z\2
2sint cost = 2sintV1—sin?t = 2sin (arcsin —) \/1 — sin? (arcsin —) = 2—4/1— (—) =
c c c c
2 c? T X
— x/c? —x? Bpahamewm cumene jobujamo ja je / Ve2—z2dr = 5 arcsin — + 5V c?—224C.
c c
. i . T
5. YV nuramy je mHTErpas HempekuaHe u Henaphe dyuknuje f(x) = |x| sinz Ha uaTEpBATY [—6, 6} )

6
KOjU je CUMeTpUYaH Yy 0/IHOCY Ha KOOp/MHATHY noderak. [Ipema Tome, Baxku Jja je / |z| sin x dz =0.

ol

6. Ilpe mero mTO ce ymycTHMO y padyH, TOJCETHMO Ce YCIOBa 3a yBoheme cMmene y oapefermom

b
uHTerpanay. ¥y oapeheHoM WHTETrpaty / flp(x))¢ (z) dz Moxkemo yBecTn cMmeny t = (x) YKOIHKO
a
Cy uCIymhenu ciaemehn ycaosu:
e ¢ je crporo MoHOTOHA (DYHKIM]A HA CEIMEHTY |[a, b];

e = ! uma menpexmman npeu n3Bo Ha uaTepBaTy (@(a), ©(b));

e f je meupexkuuna dyHkuuja Ha cermenty [¢(a), p(b)];
o (b)

b
U TaJa BaXKH A je / flo(x))¢ (z)dz = / f(t)dt.

w(a)

4
Nurerpas / v 22+ 9 dr pemasamo yrohemem cvene t = p(x) = 22 + 9. Oynxmmja ¢ je cTporo
0
Mor0TOHO pactyha dyrknuja ma cermenty [0,4]. Oynxnumja v 3a kojy Baxu P(t) = @ 1(t) =/t — 9

1
2Vt —9

upekuHa Ha cermenry [9,25]. Kako cy ucnymwenu yciosu 3a upumeny cmene t = ¢(x) = r249,dt =

4 1 [25 NI
@’(x)dsz:de,;Lo61/1jaM0/1aje/ x\/x2+9dx:§ Vidt = — :§<v253—@>:
0

MMa HelpeKuan npsu u3sos 1 (1) na uaTepBany (9,25). Oynxmuja f(t) = \/t jecte He-

9 3 9
125 —27 98
337
7. Benuuwma mospmumHe Jesra PABHM KOjU OTpaRnYaBajy KpuBa, y = Inx mnpase z = em y = 0

e
jemnaka je P = / Inzdr =1.
1

3a jeraspe noryiegaru Tpehu 3amarak ca recra 13. 02. 2011.

b

+oo
8. Baxku na je / e *dr= lim e ¥dr = lim (—eib) +e¥=04+1=1.
0 b—+o0 0 b—+o00

9. 3Bamarak je mctu kao Tpehm 3amarak ca tecra 08. 02. 2009. Tpakera wmHTerpasiHa KPUBA je
kpyxamna 2 + (y +1)2 = 1.
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. . , 1 . . . .
10. Hdudepennunjasina jeqnadnna y = 32 CBOAW ce Ha AupepeHInjaaHy jeJHAUNHY KOja Pa3aBaja
x

dx . .
npomenspuBe dy = 35 Ommrre permewse mare jequaunte Ha waTepBaty (0, +oo) jecre [ dy = [ —
x

Inz )
OJTHOCHO Y = 3 + C. TlaprukygapHO pelerhe moJa3ie jeJHadqnne 3a Koje Baxn y(1) = 5 gobujamo

Ka/1a y OTIIITEM Pererby 3aMennmMo £ = 1 n y = 5 u Tako oapeanmo koucTanty C. Y oBOM caydajy

Inz
gobujamo C' = 5. Tlpema ToMe, TparKeHO MAPTUKYJIAPHO PEIIEHhe jecTe y = = + 5.

11. Jepnauuna y” — 53" + 8y — 4y = 0 jecre xoMmorena juHeapHa AudepeHInjalHa, jeJHaYMH,
tpeher pena ca koHcranTHuM KoedunujerTuma. Oprosapajyha KapakTepUCTUYHA jeJIHAYMHA jecTe
A —5X 4+ 8\ —4 = 0. Kopucrehu Teopemy 0 panpoHaIHHM HyjlaMa IIOJMHOMA, 3aK/bYdyjeMo
na ykommko mogmroM P(\) = A3 — 5A? + 8\ — 4 uma parmonasHWX HyjMa, OHe MPUTAJIAjy CKYIy
{£1,+2,4+4}. JeanocraBHOM MpOBEPOM BaK/bydyjeMo jga je A\; = 1 jemna uynaa mosuuoMa P(\).
TIpumenom Xopuepose meme 1 ‘ 1 _5 8 —4

1 -4 4 0
J061jaMo 1a je KOJMYHIK IpH Aesberby nomaoma P(A) 6unomom A — 1 nosmnom Q(N) = A2 —4\+4 =
(A —2)2. Kopenn KapakTepUCTHIHE jegHadnme jecy A\; = 1 1 A2.3 = 2. Oxrosapajyha napruxynapsa
JIMHEAPHO HE3aBHCHA periema judepennujaine jeanadnne jecy y; = €%, yo = €2% u y3 = we’®.
Omrire pernierse ToJTa3He jeJHAYNHE THhUX0Ba je JuHeapHa Kombunarmja, 1j. y = Cry; + Coys + Csysz =

Cie® + Cre®® + Cax e2*.

3a geTasbaH IIperies TEOpHje XOMOTEHUX JUHEAPHUX An(EepeHInja THIX jeTHAINHA BUIIET PeIa,
ca KOHCTAHTHUM KoeduimjenTumMa norjeaaru rpehu 3amarak ca recra 13. 10. 2007.

12. Hexka je yj, ommre peietse xomorene gudepeniujante jennaunte y” — 4y = 0 u Heka je y, HEKO
HNapTUKYIapHO pelIembe HexoMorene nudepennujaane jeqnaunne vy’ —4y = 8. Taga je ommre pememe
JlaTe HeXOMOIEHe jefHauuHe JaTo ca Y = Yp + Yp. Jenauuna y” — 4y = 0 jecre xoMoreHa JuHeapHa
JudepenIjasiHa je JHaunHa IpyTror pejia ca KOHCTaHTHUM Koedunyjertuma. Ojarosapajyha kapakre-
pucrmuna jenmaunna jecre \>—4 = 0. Kopenu KapakTepucTudHe jeHaInHe jecy A2 = £2, peannn u
pazaumuantn. Oarosapajyhia mapTukygapHa JUHEAPHO HE3ABUCHA PEIeha XOMOTeHe TudepeHtinjaHe
jenmnaunne jecy y1 = €2% u yo = e 2%, JOK je OIINTe pelrere HUXOBa JMHeapHa KOMOMHAIM]a, Tj.
yn = Cry1 + Coyo = C1e2% + Cye 2%, IlapTuKyIapHO pellere HexoMoreHe AudepeHIujaIne jeHa-
YMHE MOYXKEMO OJPEINTH METOA0M Heoapehernx KoeduimjenarTa nim MEeTOI0M BAPUjalije KOHCTAHATA.
Metoaa neomapehernx koedurmjeHara MoXe ce TPUMEHUTH KaJa je CI0OOIAH UaaH HEXOMOTEHE -
depennpmjanne jegradnne obauka F(x) = e** (Py(x) cos(fx) + Pa(x) sin(fz)), tae cy o, 5 € R, a
Pi(z) u Pa(x) mommHOME TIO IPOMEH/BHBO] x pejoM crenena deg Py (z) u deg Pa(x). Y KOHKpETHOM
ciydajy uMamo Ja je F(x) = 8, mro mMoxkemo p06utu u3 onmmrer obsnka 3a a = =0, Pi(z) =8 u
Hp. Po(x) = 0. Kako o + i f = 0 HHje KOpeH KapaKTEePUCTHYHE jeJHATHHE, HUMAMO /1A je TapTHKY-
nmapuo pereme obmmka yp = e** (Q1(z) cos(Bx) + Q2(x) sin(Bx)), rae cy Q1(x) n Q2(x) mormHOMNI
uuju cy crenenu jennaky max{deg Pi(x),deg P2(x)}, Tj. yp = A. BaMenoMm napTuky/IapHOr pellerba y
nojiazny jenaaanny pobujamo ga je 0—4 A = 8, ogHocHo na je A = —2. JeaHO NapTUKYIAPHO PeIerhe
JlaTe HeXOMOTEHe jejHAMIHE jecTe Y, = —2, a IeHo OIIITe periene je y = yp+y, = Cre?¥+Che 272,

<> AKO ce OTyMHMO 32 METOAy BapHjanuje KOHCTaHATA, UMaMO Ja e OIIITe Pelllerbe HEXOMOIEeHe
nudepeHIjajiHe jeHadnHe obJnKa y = C’l( )e2® + C’z( Ye 2% rae cy C’1 i1 Cg dyHukInje yduje
MU3BOJIE HAAZUMO PEIIaBABEM CUCTEMA

Ci(x)e?* + Ch(x)e 2 = 0

A 2 A -2

2C1(z)e** —2CY(x)e =" = 8.
Z[e.)'beH:eM IpyTe jeHaduHe ca 2 u ,ZLO,ZLaBaH:eM TMPBO] jenHadwsu 106MjaMo C ( ) = 2e 2% u moce-
JUYIHO C’Q( ) = —2¢e2%. Mmamo 1a je C’1 f26_2“dm =—e32"4+Cyn 02 (z) = f —2e2%dy =
e?® 4+ Co, u ja je onmTe pemrerne HexoMorene mudepennyujaite jeHaduHe

y = Ch(z) e2* + Co(x) e2" = (—e 2+ C1) 7 + (=T + Co) e = C1e*T + Cre 2" — 2.

xT
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C zpyre cTpaHe, MOIIH CMO Ja m3abepeMo KOHKperHe mpumuTusHe dyskmmje C1(z) = —e 2% n
gg(lb) = —ezi u ja j100mjeMo MapTUKYJIapHO perlere HexoMoreHe audepeHnujaine jeHaunHe v, =
Ci(x) e®® + Cy(z) e 2% = —e 2720 _ 27722 — _2 xoje M07ajeMO OMINTEM PEIIeHY XOMOTEHe

jemmanmme v, = C1e?® + Cye™2% u Ha Taj HauWH JO6UjEMO OTIIITe petere ToasHe AndepeHTjaTHe
jenmaunne y = yp, + yp = C12% + Coe 2% — 2.

13. V¥V nuramy je 6poj Bapwujaiuja, ca MOHAB/HAEM JAPYyTe Kaace 01 9 ejeMeHara ol KOTra, ce Ogy3uMa,
1. Ipernusnauje, nmamo e nosuiyje (jeany 3a nudpy JeceTuia, Apyry 3a nudpy jeTuHuIa )

=10+

HA KOje MOxKeMO ymucarn 6mno koju 6poj ox 0 mo 9 usyszes 6poja 5 (ako je Ha mosunumju jeceruna
nzabpan 6poj HyTa, y mHTamy je jeamonudpen 6poj). Ilpema Tome, muamo 9% = 81 moryhmoctn. Ako
cMo Ha 00e mo3uiuje u 3a JeceTutly u 3a jeamuauily uzabpasu mudpy 0, 106uau cmo 6poj 0 koju Huje
npupoman 6poj. Ilpema Tome, Tpaxkenux 6pojesa uma 81 — 1 = 80.

Tauan oarosop je (a).

<> Jennorudpenux mpupoaHux OpojeBa pazaudnTux o1 5 nMa 8. porudpernx npuponaux 6pojesa
KOJT KOJUX Ce He Mmojassbyje mudpa b mma 72. 3ancra, nudpy jgecerniia MoXKeMo n3abpaTh Ha 8 HAYUNHA,
JoK 1udpy jenuHua Mo)KeMo m3abparn Ha 9 mHaumua (rudpa jequnumna moxe ourn u 0). Ilpema
OPWHITATY TPOU3BO/IA 3aK/bYIYjeMO /1a HBOTUMPEHIX TPUPOIHUX OP0jeBa KO KOjUX Ce He MOjaB/byje
nudpa b uma 8-9 = 72. Kako Tpaxenun 6poj Moxke 6utu camo jenuonndper win naponundpeH, mpemMa
npuHIUNY 30Mpa 3aK/byUyjeMo Ja Tpaxkenux Opojesa mma 8 + 72 = 80.

<> Bpojera mamux ox 100 y kojuma ce mojasibyje mudpa 5 uma 19. Saucra, yKoJIHUKO je mpsa mudpa
5, apyra mudpa moxke ma Oyme 6mao koju 6poj ox 0 70 9, m TakBux OpojeBa mma 10. Ykomumko je
apyra nudpa 5, npsa Moxke 6utu 6msio kKoju 6poj ox 0 o 9 u, oner, Takpux 6pojera uma 10. Bpoj
55 cMo jiBa myTa pavyHasu, na 3aro Opojesa mamux o 100 y kojuma ce mojassbyje nudpa 5 uma
2-10—1 =19. Opn 6poja ceux mpupogHux 6pojesa mamux ox 100, xkoju je jennak 99, omysumamo 6poj
npupoanux 6pojesa mamux o1 100 y kojuma ce mojasspyje mudpa d, kKoju je jexuax 19, u mobujamo 6poj
npupoaanx 6pojea mamux o7 100 y Kojuma ce He mojaBsbyje nudpa 5, a koju je jeanak 99—19 = 80.

14. Bunapua penanuja p y ckyny X jecre moackyir ckyna X 2. Bunapuy pesanujy p MoxeMo nedu-
HUCATH ¥ KAO [IPECINKaBambe CKyna X 2 y CKyII {0,1}. Hagenene jiBe nedununnmje jecy eKBUBaJIEHTHE.
EneMentn x m y jecy y pejanuju p, IITO IHIIEMO Tpy, aKo I caMo ako je (z,y) € p € X2, mm
ako u camo axo je p(r,y) = 1. Bunmapna peranuja y ckymy X jecre CUMETPUYHA aKO U CAMO AKO
(Vx,y € X)xpy = ypx, 1j. ako u camo ako (Vz,y € X) (z,y) € p = (y,x) € p uIK aKO U CAMO aKO
(Vz,y € X) p(z,y) = 1 = p(y,x) = 1. IIpeacraBumo npon3BosbHy GuHapHy peranujy p: X2 — {0,1}
nomohy Tabsuie

1% r1T T2 ... X6

I

T2

T16

Tabsuiry MoKeMO TIOTYHUTH Ha 2162 HAdMHA, jep Ha CBAKY MO3MIN]y, KOjuX nMa 162, MOsKeMo yIucar
0 maum 1, 1 70 je 6poj cBux GuHApHUX penaanyja y ckymy X. 3a CHMeTpuUHy pesarujy p BaXKu ja aKo Ce
Ha mosutwmju (i,7), 4,7 € {1,2,...,16} namasu 1, onga ce u Ha nosurnmju (7,4) namasu 1. IIpema Tome,
KOJl CHMETPUYHUX OMHAPHUX PesIaliijd MPeCTaB/HeHNX TabIUIOM, €IEMEHTH Ha TJIABHO] IUjaroHa/In
vory 6utu 0 miu 1, nox u3bop ejnemeHara M3HAJ [JIaBHE JIMjaroHAJIe YCJIOB/haBa M300p ejgeMeHaTa
WCIIOZ, TJIaBHe aujaronase. V3uas ryraBHe AujaroHaie MMaMO % (162 — 16) = 120 mo3unuja Ha KOje
mozkeMmo ynucaru 0 wian 1. Bpoj cuMmerpuanux 6unapHux penaiuja Ha ckymy X Koju uma 16 exemenara
jeCTe 216 2120 — 2136.
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15. VY oBoM 33JaTKy 3a HCIHTHBAILE KOje CY 01 HOHyHeHnX HCKa3HuX (DOPMYJIa TayTOJIOrH]e KOPUCTH-
hemo merony mmuckycuje no cioBy. llogceTwumo ce, MMILIMKAIM]a UMA BPEIHOCT 1 aKO MPETIOCTABKA
nMa BpeaHocT 0 WM ako mocaeaura mMa BpegHocT 1. Mmiummkamuja uMa BpegHocT 0 aKo IpeTIo-
craBKa uma BpejHocT 1, a nocseauiia uma spejHoct 0.

(a) Tckasma dopmyna PV p jecre tayrosoruja.

(6) 3a p = 0 uckasna dbopmyaa p = (p = ¢q) uma Bpeguoct 1. 3a p = 1 uckasua dopmyia
p = (P = q) uma BpeaHoCT 1, jep umIMKanuja p = ¢ nMa BPEIHOCT 1, TOMITO MPeTnoCTaBKa
JaTe UMIJTAKaIje p nMa BpegHocT 0.

(B) Bap=0wug=1wuvnamkanuja p = ¢ uMa BPEAHOCT 1, JOK NMILIHKANNjA P => § UM BPEIHOCT
0, ma uckazua dopmyaa (p = ¢q) = (p = ) HHEje TayTOJIOTHja.

(r) Bap=1wuqg=0uvmmkanuja § = p uma Bpeanoct 0, na uckasua Gopmyna p = (7 = p)
HUj€e TayTOJIOTH]a.

(1) 3a p = 0 uckasua dbopmyna p = (¢ = p) uma Bpeguoct 1. 3a p = 1 uckasua dopmyna
p = (¢ = p) uma BpeJHOCT 1, jep mocaenura UMILIUKAI]e ¢ = P UMa BPEIHOCT 1, ma u cama
AMIUIMKAIM]a UMa BpeJHocT 1.

Tauuu ogrosopu cy (a), (6) u ().
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— [IpaxkTukym n3 Maremaruke —
— JIpyru Tect — 31. 05. 2016.

1. Kosmko wma Bapujanuja 6€3 mOHABAA KITACE 4. Bynosy dyukuujy f(p,q) = ¢A(gAp) nanucaru
3 ckyma of 7 esemenara? y obsimky C/ITH®.
2. Konnko nmMa eileMeHaTa CKyI 9uju je 6poj ABO- 5. 3a koje a € R koHBeprupa HyMEPUUKHU D]
WIAHUX HOICKYIIOBa, jeaHak 287 >

Z na+4 ?

n=3

3. 3a0KpyXUTH CIOBA UCIPE]] UCKA3ZHUX (DOPMYyJIa oo /13
KOJ& Cy TayTOJOTHje: 6. Mspauywarn: Z ( ) )

—\ 2
(a)pVg, (B)pVTD;, (B)PAD (R)pAg; n=0

() Hujesna O LPETXOAHUX HMCKA3HUX (DOPMYyJIa
HUje TayTOJOTH]ja.
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7. Oppeautn 006J1aCT KOHBEPIEHIIUjE CTEIeHOT
+oo |
n!

pena: 5?$ .
n=0

1
8. Onapeantn paur marpure A = { Cll a ] y

3aBUCHOCTH O BPEAHOCTH DPECaAJIHOT IIapaMeTpa a.

9. 3a koje je BpemIHOCTH peaHOT TTapaMerpa a
XOMOT€HH CHCTEM JINHeapHuX aarebapCKux jemHa-

YUHa
r+y+az=0
r—2y+2=0
ar—y—z2=0
carjracam?

1 2 3

10. 3amarpuny A = ] Moryhe je ompe-
2 45

JUATH:

(a) kapakrepucruunn  (0) MUHUMAJIHK [IOJUHOM;

IIOJILHOM;

(B) conicrBene BekTope;  (r) paHr;

(,11) HUNITAQ O/ HABEIEHOT.

11. OgpeauTy MUHMMAaIHHU IIOJIUHOM MaTPHUIIE

1 00
D=|0 20
0 0 2

12. [IpousBox COICTBEHUX BPEIHOCTH MaTpHIE

2 1 -1

A=10 3 a jenHak je (3a0KpyZKHTH CJIOBA
00 —1

UCIIPeJ] TATHUX OJIFOBOPA):

(a)a? —a; (6)a—6; (B)0; (r)4; (m)—6;

(h) mmjenam o MPETXOAHUX OATOBOPA HUjE TAUAH.

13. Jaru cy Bekropu @ = (1,1,2) n b= (2,2,4).
Wspauynatn @ x bu b - a.

14. Hexka je o paBam umja je jeqnadnna & +y = 3.
Hammcaru:

(a) jemam BeKTOP HOPMAJIE PABHU (;

(6) xoopamHATE jemHE TAYKE KOja IPUIIA/A DABHU
.

15. 3aokpyKUTH CJIOBa UCTPE jeTHAUNHA TIPa-

Bux y R3 Koje mpunazajy zy-paBHU U cajpKe KO-

Op/TMHATHU TOIETAK:

(a) y =3z

(0) z=y=2

(B) z=t,y=3t,z=0,teRx="2y;

(r) =z =5y

(=)

() z+y==z

(€) HujesHA O/ NPETXOJAHUX jeHAYMHA HE [PEJI-
CTaBJbA TPABY KOja MPUTAIA TY-PABHA W Ca-
JIPXKY KOOPIUHATHN TOYETAK.

r=y, z=0;
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— Pesynrarm

1. Bpoj Bapujarmja 6e3 monabama Kaace k cKyma on n exemenara, k < n, jennak je V' = n(n —
1)---(n —k +1). Jaxre, sapujaruja 6e3 moHaBbama Kaace 3 CKyma o 7 eleMenarta mMa Vi =
7-6-5=210.

2. Bpoj kombunarmja k-te kiace, k < n, ckyma X Koju uma n ejemeHara (OZHOCHO 6poj k-TouTaHux

noickynosa, k < m, CKyma Koju mMa n eigeMmeHaTa) jemHak je Cpp = (k) Hakie, ako je 6poj
_ n n(n—1)
JIBOUJIAHUX IOJCKYIIOBA CKyIla Ca 7 ejeMeHaTa jenHak 28, Baxu 28 = Cp 9 = g =" 5 ma
je, 6ynyhu na je n npuponan 6poj, n = 8.
3. Tauan je camo oxrosop (6).
3a gerasbe IOLJIETATH IETH 33JaTak ca TecTta 24. 08. 2013.
4. pAg.
3aaTaK je BPJIO CAWYAH TeTOM 3a7aTKy ca Tecta 13. 09. 2014.
“+oo
5. P L j 4>1,1j 3
. Pen, ZW KOHBEpreHTaH Je 3a o« +4 > 1, 7). a > —3.
n=2
+00 1 +0013n +00 13"+ooln 1
n _ - — — _ p— _ J— —
%aq € (~1,1) parn Y " = l_q.gme,z(2> =S <2> _Z<8> T
n=0 n=0 n=0 n=0 8

6.
8
=

VYroopenutu ca gersprum 3amarkom ca Tecta 02. 10. 2010. u ca cegmum 3amaTrkom ca tecta 05.

07. 2014.

7. Hdatu pej ancoyTHO KOHBEPIHpa 3a CBAKO T M3 WHTepBasa (—o0o, +00), OIHOCHO 00JIACT Hherone
KOHBepreHnuje jecre R.

3aJarak je BeoMa CAMYaH CeIMOM 33aJaaraky ca Tecra 18. 01. 2015.

8. Panr matpure A jennax je 1 yxomuko je a = 1 mwin a = —1, a axko je a # +1, paur marpuie A
jenHAK je 2.

9. Xomoren cucreM je yBeK cariacad. Tagan ogroeop je a € R.

[lornemaru ocmu 3amarak ca Tecra 10. 02. 2013.

10. Tauan je oxrosop (r).

3aJaTaK je HOTIIYHO UCTH Kao ¥ JIeBeTH 33/1aTaK Ha ApyroM Tecty u3 [lpaktukyma n3 Maremaruke
2, xoju je oxpzxan 28. 05. 2015. rogune.

11. Mumnmasau nonumaoM Marpuie D jeqnax je up(A) = (A —1)(A —2).

YIopenTh ca JeBeTUM 33JaTKOM ca Tecta 29. 06. 2013. m ca JgeBeTmM 33JIaTKOM ca TecTa 13.
09. 2014.

12. Tagan je oxrosop ().

3ajlaTak je MOTIYHO MCTH Kao U JeBern 3ajarak ca tecra 18. 01. 2015. rogune.
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13. Eix5:6,jepcyBeKTopHEL’HEKOJH/IHeapHH;&’-5:1-2+1-2+2-4:12.

[lornenaru meceru 3amatak ca Tecra 10. 02. 2013. romune.

14. 3a maty paBaH « 4mja je jenHaumna x + y = 3, BEKTOp HopMaJe Ouhie CBAKH BEKTOP OOJIHKA
t-(1,1,0), rue je t € R\ {0}, na je mog (a) rawan ceaku oarosop 7 = (t,t,0), rae je t € R\ {0}.

Koopnunare tpaxkene tauke T', (X, Y, Z), mopajy 3amoBosbasaru cienehe yeaose: X € R, X +Y = 3,
na je nog (6) rauan csaku oxrosop (X,3 — X, Z), rne cy X u Z npousso/bHO u3abpaHu peasiHu

Opojesu.
3aaTaK je BPJIO CAWYAH JeceToM 3aaTaky ca Tecta 13. 09. 2014.
15. Taunu cy onrosopu (B) u ().

3aaTaK je MOTIYHO MCTH Kao U jecern 3ajarak ca tecra 18. 01. 2015. romune.
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— IIpaxkTukym n3 Maremaruke —

— IIpBu Tect — 08. 04. 2017.

1. 3BaokpyXuTu CJI0Ba HUCOPEN, WHTEIPADUTHUX
dyuknumja wva cermenty [0, 2]:

|
E 1
(@) flo)={ a—1 7"
0, z =1
|
—5> 0<z<1,
) g@)={ ",
N 1S$<2,
X

(B) HujemHa ox mpeTxoaHUX QYHKIHM]a HEje HHTE-
rpabuina Ha cermenty [0, 2].

2. Ompemury BpeJHOCTH pPEAJHOr IapaMeTpa m
mx—+1

m dx paluoOHaJIHa

3a KOje je MHTerpaJ /

DyHKITI]A.

3. Onapenntu mHeonpehene naTErpase:

(a) /ln<x+ x2+1)d:r;

4. Uspauynaru Bpeguoct onpeheHor mHTErpasa

137
/ sin z dz.
117

5. V3spauyHaTn BeJUYUHY TOBPINUHE JIeJ1a DABHU
KOju orpaHuvaBajy Kpusa y = |z + 1| u npase

r=-2,v=0ny = -1

6. lzpauynaTu BeIWUWHY 3AMpeMUHE Tesla Koje
HAaCTaje pOTAIMjOM IPaBe Yy = —X HA CETMEHTY
[0, 1] oko z-oce.
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7. Ba0KpYKUTH CJI0BA UCHPE]] KOHBEPIreHTHUX He-
CBOJCTBEHWX WMHTETPAJIA!

@ [

—+00 dl’
6 .
(6) /0 Tl

(B) HujemaH oJ] IPETXOIHUX HECBOJCTBEHUX MHTE-
rpaJia HUje KOHBEPTeHTaH.

8. UNnrerpanua Kpusa audepeHITujaHe jeTHATNHE
(x—2)dz+ (y+2)dy=0

KOja mposiasu Kpo3 Tauky (2,0) jecre:

(a) xpyxnuuma ca nearpoM y Tauku (0,0) mosry-
npevHUKA 4;

(6) KpyXHHUIA ca TEHTPOM y Tavuku (2, —2) moJry-
NIPEeTHUKA 2;

(B) KpyXHHUIA ca TIEHTPOM y Taduku (—2, 2) moury-
npeynnka 4;

(r) xpyxHuuma ca neaTpoM y Tadku (2,0) mosry-
NIPETHUKA 2;

() wHEjemHa O TPETXOAHO MNOHYDEHHX KpHBA
HUje MHTErpaJjHa KpuBa jaTe JudepeHIin-
jasiHe jemHadWHE KOja TPOJIa3W KpPO3 TAUKY

(2,0).

(a) PukarujeBa audepennujanna jejHaunHa je-
cre mudpepeHNMjaTHA e THAYUNHA,
pena.

(6) Hasectn npumep Puxarujese mmudepentu-
janHe jeTHaTWHE.

10. Jlara je mudepeniimjaina jeHATNHA

(22 +1)y" —2zy' +2y=0.
AKo je jesiHO BEeHO aPTUKYJIAPHO perene Yy (x) =
2 x, maBectu JIuyBuaoBy opmysy 3a oapehuBame
APYTor JWHEeapHO HEe3aBUCHOT TMAPTUKYJIAPHOT pe-
e a, yo.

11. Oapemuru ominre perniemne TudepeHITn]aTHe
jeIHaune U3 IPEeTXOJHOr 3a1aTKa

(z2+1)y" —2xy +2y=0.

12. OgapenuTu ormimre peremne AudEpeHIinjaTHe
jennaunne ¥y’ = ax, a € R.

13. Komuko nma;

(a) Tpommdpenux npupogHux 6POjeBa;

(6) Tpoundpenux npupogHux 6pPOjeBa KO KOjUX
ce mudpe He IOHABIHA]Y.

14. Ha xoamko HadnWHa MOXKEMO IIOIYHHTH Ta-
Shnining

p|T1 T2 T3 X4
T 1
xT9 1

I3 0 1

Tyg 1

Tako 1a bumapua peranuja p Oyme pediiekcuBHA U
CUMeTpUYHA Y CKymy {X1, X2, X3, T4}

15. Kosmko nMa pasauyuTuX MPECANKABAa U3
ckyna A y ckyn B, axo ckymosu A u B umajy
PelOM M U 1. eJleMeHaTa”!
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— Pemema —

1. Csaka unrerpabunna dbyHkmMja Ha cermenty [a,b] orpanmvena je Ha marom cermenry. I[Ipema
ToMe, (PYHKIIN]e KOje HUCY OTPaHUYeHe Ha WHTEPBAJy WHTerpaluje, HUCY uu narerpabuine. OyHk-

x #1,

. b . .
mja f(z) = z—1 HUje OrpaHdveHa y OKOJHHKA Tadke r = 1, ma caMuM THM HHje
0, x=1;
MHTErpabm/IHa, HU HA jeTHOM CEIMEHTY KOjU CAAPXKU TY TAUKY.

100

— = ze[0,1)
1 eefo,1)u(1,2] g(z)=1{"" %
so] f(z)=fz—1’ ' ' " N z€[1,2]
0, r=1
0 1 2 3 -1 0 1 2 3

-50

Cpaka nHenpekuHa (byHKIMja Ha CErMEHTY [a, b] unrerpabuina je na jgarom cermenry. Ejemenrapue
1

dynxuuje
T —2

Ha cermentuma [0,1] u [1,2], pegom. Ilposepumo mra ce jemapa y Tadku & = 1; uMaMmo ja je

U —— HEOPEKuJHe Cy TaMO rie Ccy AeduHucaHne, na Cy MOCAEIUYHO HEIMPEKUITHE
T

lim g(z) = lim = —1, lim g(z) = lim —— = —1 u g(1) = —1. Kaxko je jeBu smmec y
z—1- z—=1- T — 2 z—1+ =1+ X
Taukn T = 1 jegHaK JECHOM JIMMECY U jeJIHAK BpeAHOoCTH (DYHKIH]Ee Vv JATO] TAYKH, 3aKJBYUyjeMO Ja

, 0z <1,

T —2
1

7 1§x§2a
X

je dyukuja g venpekuaaa y rauku x = 1. Oyukuumja g(z) = HETPEKUTHA, je

ua cermenty [0,2], na je u unTErpabUIHA HA TOM CEIMEHTY.

Tauan oarosop je (6).

2. Pazjokumo mOAuHTErpaJHy paruoHaany (YHKIU]y Ha 30up mapiumjaarux pasjiomaka. mvamo
max+1 A
aje —5—— = — 4+ = 4+ ——. MuoxemeMm jaTe jeanaxoctu ca x2(x 4 1) gobujamo ma je
Ry ey s e e B JaTe jen ( ) mobujamo 1a j
mx+1=Ax(x+1)+ B(z+ 1)+ C2?2 Ynopehusamem koedummjenaTa y3 onropapajyhe cremene

UMaMO CUCTEM jeTHAUTHHA,

A+C = 0
A+B = m
B = 1.

mx+1

— 7 dx Oyne panmonanaa QyHKIMja M KAKO HHTe-
z?(x+1)

Kaxko ce y zagarky Tpaxku ma muTerpas /

dx dx
rpaan / — =In|z|4+Cin /+1 = In |z + 1| 4+ C mucy panuonanne dbynkuje, 3a Koeduimjente
x x

1

A u C mopa ga Baxxu A = C = 0. [lpumernmo pa je wHTErpAT / = —— + (3 pannoHaHa
x

2
x
dyskiuja. 3amenom ppegroctu A = C' = 0 y cucrem ojgmax Jobujamo Jja je m = 1.
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3. Unrerpas y npumepy (&) permraBamMo METOOM MApIAjaJHe HHTETDAII]je

1+ d
o 3 Nz 2+ X
/ln(er 902+1>dx: u_ln<x+ v +1) du_g:+\/x 24+1 & IRYCEES
dv =dz V=2
_ 2 _ rdr 2 /2
—xln(x—i- x +1> m-xln(az—F T +1> z?+1+C.

Y TOoKy pemaBama uHTerpasa y npumepy (a) npumerwsnum cmo ga je wsBojg dbyakmumje u(x) =
In (ﬂf—i— Vr?+ 1) jemak u'(z) = ————.
(=) Vr?+1

WHBEP3HU jeJIaH JAPYTOM, JUPEKTHO PerraBamo uarerpas y npumvepy (6),

Kaxo cy mocrymmu mudepennupamba U HHTETPAIINje

dx
———=Inlz+Vz2+1)+C.
/\/x2+1 ( )
137

4. JacHo je Ja ce mHTErpaI / sin x dx Moxke u3padyHnaTy pupeKTHO npuMmernoM Fbyru—J/lajorunose
11w

137
/ sinzdx = cosz
1

17

dopmyire
137

=cos(137) —cos(1lm) = -1 —(—1) = 0.
117

Mpwu hemo pemmTn 1aTé 33JaTaK KOPHUIINemeM TeopeMe O WHTerPalyjil HellpeKuiHe, HellapHe U Ie-
puojiudHe PYHKIMje HA CEI'MEHTY KOjU je jly’KMHE OCHOBHOI' [1eprojia jare QpyHKIuje.

Heka je f mempekujna, HemapHa U NEPUOANTIHA, (PYHKIIN]a Ca OCHOBHUM TepruogoM 1’ neduHucana Ha

a+T
ckymy R. Taga 3a ceako a € R Baxn / f(x)dx = 0.
a

W3 apnTuBHOCTH HHTErpasa, kopucrehn cMeny « = t+ 1 u qumbennny Ja je GyHKIUja [ TeproInIHa
ca ocHosuuM nepuojom T, 1j. na je (Vt € R) f(t +T) = f(t), nobujamo

a+T a+T
r=1t+T z=T—=>1t=0 .
/ dx—/ Ut da:—l—/ f()d$_{dm: x—a+Tﬁt—a}_

/f dx+/ft+Tdt /f dx+/f t)dt = /f dx+/f da:_/f
T

Kaxo nperxonno useoheme Bakm 3a ceako a € R, cnemmjanno za a = —5, gobujamo ja je
z T a+T z
/ flx)dx = / f(x)dz. Ilpema Tome, mmamo ma je / flz)dx = / f(x)dzx. Hame, u3
_r 0 a _r
2 2
aJIMTUBHOCTU MHTErpaJia, Kopucrehu cMeny T = —{ u gurbeHuIly ja je GyHKIHja HernapHa, Tj. Ja je
(Vt € R) f(—t) = —f(t), mobujamo
T
2 t=—-t z=-L st=1
= — 2 2
_gﬂx)dx _%f d$+/ J(w)de = {dx:dt r=05t=0 }

- —/gf(—t)dt+/02f(:v)dxz/ff(—t)dﬂr/ff(w)dfc
_ _/Ogf(t)dt+/ff(x)dg::—/ng(;v)da:+/ff(x)da::0.

137

TIpumenom pokazame TeopeMe OAMaxX 3aK/bydyjeMO & je MHTErpas / sinzxdx jemmax 0, jep je
117w
dyukmmja f(x) = sinx HenmpekuHA, HEMAPHA W TEPUOINIHA (DYHKIINjA Ca OCHOBHUM TeprogoM 1 =

2mnackyny Rujepje 3n=11n+27=117n+1T.
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5. Benuuuna noBpiiuHe JieJia paBHU KOju orpaHuyaBajy Kpusa y = |z + 1| u npae x = =2,z = 0
ny = —1 jexgnaka je

0 0 —1 0
P = / (|x+1]—(—1))d$:/ (\x+1|+1)d$:/ —xda:—l—/ (x4 2) dx
—2 -2 -2 -1
21—1 210
x (x+2) 1 1
= I 42T - S 4242-2=3
o, T2 |, T 2T 3

<> Nmamo gma je P = Py + P> 4+ Ps, tae je P| BeawvynHa TOBPINUHE
JleJla, paBHU KOJU OTpaHWtvaBajy mpaBe y = —r — 1, z = —2uny = 0,
P, Benmuvna mOBpIMWHE [1e/1a PABHE KOjU OTPAHWYABAjy MpaBe y =
z+1, 2 =0ny = 0, a P3s peTuunaa NOBPIIUHE Jeja PAaBHU KOJU
orpanngaBajy npase y = 0, y = —1, x = —2 u x = 0. Y nuramy cy
B jeTHAaKOKpaKa IMpaBoyTJia TPOyIJIa Yhje Cy KaTeTe AyXKWHA 1, ma je

e=|l Py=cf=2

-
T

BEJIMYNHA BPUXOBHUX MOBPIINHA jeHaKa P = P = 2 U jeJIaH TpaBo-

YTAOHWK YHje Cy CTPaHuIe AyKuHa 1 1 2, unja je BeTUYnHA TTOBPIITHHE

jemnaka P = 2. Ilpema Ttome, P =2 - 3 +2=23.

6. Bequuuna 3anpemune poTanuoHOr Tena gobujenor poramujom rpaduka kpuse y = f(x), a < x < b,

b
oKO z-oce jecre V = 77/ fA(x) d.
a

. Y 0BOM KOHKDETHOM NPUMEPY l];fliTa je KpuBa y = 1—3:, 0<z<1,a
N 1 . .1‘3 ™
AN TpaKeHa 3ampeMnna je V = 77/ (—z)de=n"| =—.
\\ 0 3 0 3
N
- > <> C apyre cTpame, pOTAIHOHO TEIO YUy BEJUYHUHY 3ATPEMUHE TPa-
KUMO jecTe KyTa, Uija je OCHOBHUIIA KPYT HOJYIpedYHnka r = 1 u 1unja
je Bucuna jennaka H = 1. Benwuuna 3anpemune jare Kyre jecTe
. 2
1 . V:BHZTWH:Z
: 3 3 3
7. Y npumepy (a) y muTamy je HECBOjJCTBEHH WHTErpaJj JIpyre BPCTE, MOIITO MOJAUHTErPDAJHA
dyukmmja f(z) = Huje orpanudena y okoswuu Tadke x = 1. Ilo gedwmnunmju Baxkwm na
T —
, b ode ) 1=e dx ) 1=e dz 1=e .
je = lim . Kako je = In|z — 1| = In|le|, Baxkm ma je
0o T — 1 e—0t 0 r—1 0 r—1 0
Uode ) . .
= lim In|e| = —oo. TIpema TOMe, 1aTH HECBOjCTBEHU MHTErpaJl HUje KOHBEPTEHTAH.
0o T—1 e=0t
Y mpumepy (6) mMaMO HECBOjCTBEHH WHTErpaJj MpBE BPCTe, jep WHTEPBAaJ KOHBEDPreHIUje HUje
) dx ) to dy ) b dx
orpannded. Kako je 5 = arctgz + C, Baxn ma je —— = lim 5 =
1+=x 0 1+2x b=+oo Jo 142
. T
lim arctgb — arctg0 = —. JlaTu uaTErpa KOHBEPrUpPA.
b—4o00 2

Tauan oarosop je (6).

8. Jennauuna (r —2)dz + (y +2) dy = 0 je nudepennujanna jeqHadanna Koja pa3asaja IpOMeH/bUBE.
(z—2)* (y+2)?
2 + 2
pereme 3a koje je y(2) = 0, 1j. mATErpasHy KpUBY KOja mpoJsasu Kpo3 Taduky (2,0), qobujamo xasa
y OIIITEM pelIeby 3aMeHnMo 1 Y peaom ca 2 m 0 u Tako ogpenumo korcranty C. Ilpema Tome,
(=22 (y+2)

= C. IlapTukymapHo

Hbeno ommre pememe je /(x—2) da:+/(y+2) dy = C, 7j.

= 2, ogroco (x — 2)% + (y + 2)? = 4, mro

onroBapajyha wHTErpaana KpuBa je
je jenHaunMHa KPYKHUIE CA TEHTPOM Yy TaduKu (2, —2) mOIynpedHuKa 2.

Tagan oarosop je (6).
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9. (a) Puxarmjesa mudepentujasiHa jeHadnna jecre qudbepeHIIjalHa jeHAMNHA PBOL PEa.
(6) Pukarujesa nudepenmujaia jeqmaunia jecte obanka y = P(z) y2+Q(x) y+ R(z), rae cy
P, Q u R menpexnne dbyHKIMje HA 1aTOM MHTEPBaTY. AKO y3memo na je P(x) =1, Q(x) =
—x u R(x) = 1, no6ujamo Purarmjesy mudepenmujammy jenmaummy ¢ = y2 —zy + 1. Y
ommnreM ciydajy PukarujeBa jeqHaunna Hema perneme oMoy keajparypa. OHa ce yBek
MOXKE PEIUTU aKO je MO3HATO je;LHlo EbE€HO TAPTUKY/IAPHO PEIlehe Y1 U Tajia Ce OIIITE

peliee Tpaxku y o0JIuKy y = 21 + —, IJie je z Hermo3HaTa PYyHKIM]a 10 TPOMEH/bUBO] T .
z
10. Jluysumosa dopmyna: AKo je y; jeIHO HETPUBUJATHO MAPTUKYIAPHO PeITerhe JTHHeAPHe XOMO-
rere qudepeniujante jennaunne apyror peaa v’ + fi(x)y' + fo(x)y = 0 (obpaTuru maxmy na je

koedunujent y3 y” xoncranrna dbynkmmja fo(x) = 1), onga je ca ya(x) = y1(x) / e
yr @

JATO JOTTT jeJIHO TIAPTUKYAAPHO PETIEre JaTe jeTHadYnHe JUHeapHO HE3aBUCHO OJT 1.

Homenmmo audepennujammy jeqmaquny (x2 + 1)y” — 22y’ +2y = 0 ca 2 + 1 Tako ma mobmjemo
jennaunny Koj Koje je xoedunujent y3 y” jemnak 1. JIpyro mapTUKyJapHO pelleme ijp JUHeapHO
HE3aBUCHO o7 mpBor yi(x) = 2z mobujamo mpumenoM Jlmysuiose dopmysie Ha audepeHnjaaHy
2z,
22417 +

jemmaunny 3" — y = 0. 3aucra nMaMoO 12 je IPYyro MapTHKYIapHO Perrerhe

x241

/Qxdas
y1(r) /e_ff1($>dxdx 237/6 x2+1d$ T /eln(xgﬂ)dgg

Y1

241 @ d 21 -1
T T+ x T x e —
2/ 2z 2 </ x+/x2> 2 2 2

11. Axo cy y1 ¥ yo JUHEAPHO HE3ABHCHA PEIIeha XOMOTEHe JuHeapHe TudepeHnujaaHe jeTHadnHe
IPYTOT pefia, OHma je meHo omrie pereme gato ca y = Cry; + Co ys.

x2 -1

|

Kako cy y1(z) =2z yo(x) = JIBa JTMHEAPHO HE3ABUCHA PEMIeha TuepeHITnjaTte jeJHadnHe

(2 +1)y" =22y + 2y = 0, 3akByayjeMo ga je meHo ommTe perrerne
~ ~ ~ C
y=Ciy1+ Cay2 :2011’—1-72 (22 =1)=Cra+Cs (z*—1).
12. Judepennnjanna jegnaunna y’ = ax jecre HemoTmyHa audepeHIjaina jeJHadnHa Koja ce

jesTHOCTABHO pelmaBa TUPEKTHOM HHTerparmjoM. 3ancta nMamo ga jey’ = o [ x dx, onakie mobujamo
. . ! (0% 2 . .
HOBY HEIOTIYHY ON(DEPEHIINjaJTHY JeTHAYNHY 3 = 3 x4+ C1. IlomoBHOM HHTErpaiujoM J00mjaMo

a «
OIIIIITE PEIere Toaa3He Au(epPeHnrjaaTHe jeTHATHE Y = / (5 2+ Cl) da = 5 34+ Cx + Cs.

13. (a) Tpouudpenux npupogmux 6pojesa mma 9 - 10 - 10 = 900.
(6) Tpommdpennx npupoaaux GpojeBa KOI Kojux ce udpe He ToHaBbajy uMa 9 -9 - 8 = 648.

14. Bumapna perarmmja p C X2 y cxkyny X = {x1,79, 23,24} je pedaexcusra axo 3a cako I,
1 < i < 4, Baxu z;px;, Tj. aKO Cy CBU €JIeMEHTH Ha TJIABHO] JWjaroHan jare Tabjauie jeqHaxku 1.
Bunapna penanuja p cuMeTpudHa je ako 3a CBako I; u Tj, 1 <1, j < 4, BaXKM T;pT; => T;pT;, Tj. aKO
je mara TabJyimia CUMETPUYHA yV OJHOCY Ha TviaBHY jgujaronasy. [la 6u nara 6unapra penaruja 6uia
pediekcuBha Ha nozumju (1, 1) Ha raasHoj Aujaronasnu Tpeba ynucaru 1, a ga 6u 6uaa cumerpuiHa
Ha nosuruje (2,3) u (4,1) Ha crmopeanoj aujaronasnu pegom 0 u 1. 0
Ocraso je jorn ocam mosurnuja y tabaunu. W3bop enemenara m3HaT

I T2 T3
- 7 L] 1
IJIABHE OWjaroHaje yCJIOB/haBa mM300p e/leMeHaTa WCIoi me. Y KBa-
T2 1

Tq

Jgparuhe u3HAJ TJIAaBHE JujaroHaje Moxe 6utu ynucana win 0 uwianm 1.
Kako nmamo yernpu kBajiparuha, 3aK/bydyjeMo ja Tabiauiy moxkemo €3 0 1 |:|
nonysntu Ha 2! = 16 Haunna. T4 1
15. Bapwujanuja ca moHaB/AKEM M-Te KJace CKyla KOJU WMa M eJeMeHaTa jecTe OWIo Koje mpe-
cimKaBame u3 ckyma {1,2,...,m} y maru ckyn. Hbuxos 6poj je jemmak n'™. Ilpema Tome, u 6poj
npecauKaBama u3 cKyna A koju uma m y ckyn B Koju uMa n ejeMeHara jeaHak je n'’.
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— IIpaxkTukym n3 Maremaruke —

— JIpyru Tect — 21. 05. 2017.

1. 3a koje BpeHOCTH PeaJIHOT TapaMeTpa « KOH-

—+00

vn+1—+/n

BEPTUPA HYMEPUYIKU PeJl E #?
n

n=1

00 1 5
2. U : — .
S ZO (4)

3. Ba0KpyXKUTH CJIOBA UCIPES KOHBEPTEHTHUX HY-
MEPHYKHUX PEJIOBa:

X sinn X /n
@ Y © L\t
n=1 n=1
X (sin2\" X1
(5) Z< 2 > ; (0) 210010009

n=1 n=1
(,Z[) HI/Ije,D;a,H O IPETXOOAHNX HYMEPHUYIKHUX PEI0Ba

HUje KOHBEPTEHTAH.

4. Uspaaynaru h(1l) ako je h(z) = Z —.

n=1

5. Tlosynpeynuk KOHBEPTEHIWje CTENeHOT Peja
“+oo

2n
Z 2+1:c" jemHak je (3a0KPYKWUTH CJIOBO WC-
n

n=1
NpPeJ; TATHOT OJTOBOPA):

(a)l;  (6)2 (B) 3; (r)e;

() mujeman o MPETXOMHUX OATOBOPA HUjE TATaH.

6. OapeauTu BpeJHOCTH peaHor IapaMeTpa ¢ 3a,

KOje je panr marpuie ) = Marbu Off

— W N
QN
W w N

TpH.
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7. Bpoj muHeapHO HE3aBUCHUX KOJIOHA MATPHUILE

1 1 11

M =12 2 2 2| jecre (320KDPY:KUTH CJIOBO
1 2 3 4

UCITPE]] TATHOT OJIrOBOPA.):

(a)0; (0)1; (B8)2 (r)3; ()4

() HuWjenaH o7 MPETXOAHUX OATOBOPA HHUje TAYaH.

8. Heka je A mpousBo/bHA peasiHa KBaIPAaTHA Mar
TPHUIA pelda 1. 3a0KPYKUTH CJI0Ba HCIPE TaTHIX
TBphema:

(a) det A #0 <= rangA = n;
(6) rangA > 0 <= det A #0;
(B) rangA <n = det A = 0;
(r) rangA = rangAT;

() HUjemHO O MpeTXOMHMX TBphEma HUje TAYHO.

9. OxpeauTn cBe BpeIHOCTH PEATHOT TapaMeTpa b
3a KOje XOMOTEeHU! CUCTeM JIMHEAPHUX aaredapCKux
jeTHAaTIIHA,

(b—2)x —
s+ (b+4y = 0

oy = 0

MMa HETPUBUJATHO PEIEhE.

10. TIpeacrasutu Bextop ¢ = (4,4,4) n3 R? kao
JuHeapHy KoMmOumHarmjy Bektopa & = (1,0,1), ¥ =
(1,1,0) u 2 = (0,1, 1).

. 1
11. Jlara je marpura P = [ 1 } . 3a marpuiy

PPT wvoryhe je onpenT (3a0KpY?KHTH CJIOBA, HC-
npeJ; TATHUX OJIF0BOPA):

(a) KapakTEPUCTUMYHU MOJMHOM;

(6) MUHEMATHU TTOJHHOM;

(B) cormcTBeHe BPEIHOCTH;

(r) pamnr marpune;

(m) wHEjemHO O MPETXOAHUX TBphera HUje TavHO.

12. Ogpenutu KapakKTEPUCTHIHU TTOJHHOM Ma-

3 1 -1
pue C= | 0 2 0
11 1

13. Hexa je A mpomsBo/bHa peajiHa KBaJpPaTHA
marpuna pega n € N u neka je P(\) men kapakTe-
PUCTHYIHN TTOIMHOM, & M (\) BeH MUHHMAJIHA T10-
awaoMm. Heka je I jequununa martpuma pega n, a 0
HYJIa-MaTPUIA PeJla 1. 3a0KPYKUTH CJI0Ba UCIPeT
TAaYHUX TBphema:

(a) mommuom P(A) je cremena n;

(6) momaOM P(\) MMa n PAa3INIMTHX PeaJHHUX
HYJIA;

(B) monmuom M () je jenumHCTBEH;

(r) mosmuaom M (A) uma n pasnuuuTHX pPEAJHUX

HYJIA;
(m) P(A) = 0;
() M(A) =1

(e) HujemHO O MpeTXOAHUX TBphema Hiuje TavHo.

14. 36up cONMCTBEHNUX BPETHOCTH MATPHILE
4—k 1 k—1
J = 1 k—2 k
2 0 3
napaMmerap, jelHaK je (3a0KpyKUTH CJI0BA UCIIPE/T
TAYHUX OJIFOBODPA):

(a)k?; (6)2k—5; (B)0; (r)5 (m)k—3;

(h) mujenan o IPETXOAHUX OATOBOPA HUjE TAYAH.

, e je k peannu

15. OgpeauTy MUHMMAJIHE IIOJIMHOM MATPHUIIE

210

C= 0
4

0 3
00
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— Pemema —

*fwﬁnla—ﬁ:

1. VKOJWKO parmoHaUIIEMO U3pa3 KOJUM je AT OIIITH IIaH Peja, UMaMo 13 je

“+oo

1 an
. Axo mocroju  lim — = K, 0 < K < +00, Tajga Cy pPeloBd » a, U Y b,
2 T V) e, ¥ PEIOBI 3 tn T2
1
o (ntlt/n) 1
eKBUKOHBepreuTHH. bynyhm mga je lim M = —, TIOJIa3HU PeJI je EKBUKOHBEPIeHTaH Ca,
n—-+oo nfl-‘r% 2
1
PeloM YUUjU Je OUIITH WIAH jeTHaK —i @ 0Baj pell KOHBEPTHpA 3a o > 3 3601 IO3HATE U BasKHE
aty
00 "
YUHbEHUIE Ja HyMEPUUYKHU Pell Z —3 KOHBEpPIIpa 32 B > 1, ay ocrajium ciydajeBuMa JIUBEPTHUPA.
n
n=1
2. Baxxu: Z " = 1 , TJIe je ¢ peajiHa KOHCTaHTa Koja 3azoBosbasa q € (—1,1). dake:
STAAREE <V AT T <V A S S
>(G) X)) -2() -t
n=0 n=0 n=0 2 2

[Tornematn werBpTH 3amaTak ca Tecta 02. 10. 2010.

3. Ommru ujaH CBAKOT KOHBEPIEHTHOT HYMEPHUIKOT pefa Texku nymau. (OBO 3HAUM 12 yKOJII/IKO

OTIITH “WIAH HEKOT HYMepWIKOT pejla He TeXKW HyaW, Taaa Taj pel auseprupa. Kox pemosa Z \/>

—+00
u Z 1001000 OMINTH JIaH He TeXKU HYJH, I1a TH PEJIOBH HUCY KOHBEPre€HTHH.
n=1
—+00
Hexa je 0 < a,, < b, 3a ckopo cBako n € N. Taga u3 nuBeprenmnuje pema Z Qyp, CTETH JTUBEPTEHIIH]a,
n=1
“+o00 —+o00o “+00
pena Z b, & M3 KOHBEPTEHIIHjE Pea, Z b, KOHBEpreHmmja peiga Z an. Bynyhu na 3a ceako n € N

. +oo
sin*n 1 1 sin*n
< ; @ PeJL Ca OLIITUM Y/IaHOM — KOHBEPrupa, KOHBeprupa u pej E
n

Baxku 0 < 3 S 3
n=1

+oo
sin 2
Teomerpujcku pes Zq KouBeprupa 3a |q| < 1, a 3a |q| > 1 auseprupa. Pen Z( > je

n=0
. L. sin 2 sin 2 .

TEOMETPHCKE Pefi KOZL Kojer je ¢ = ——, 0< 5 < 1, ma je 3aT0 KOHBEPIEHTAH.
Tauuu cy ogrosopu (a) u (B).

X X g

T _ < _ I T ; S N P

4. 3a cBako x € R Baxku e —z;] n!.ﬂaKﬂe, h(z) —zzl o l=e"—1l,majeh(l)=e —1=e—1.

n= n=

[Mornemary u ceamu 3amaTak ca Tecta 23. 08. 2014.
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“+o0o
5. Ha ocrory Kommn—AmamMapoBor cTaBa TMONYIPETHUK KOHBEPTEHIHje R CTEeHor pema E ap "

n=0
1 . 29
MOXKe ce m3padyHaTH Kao R = ———————— wm R = lim ——, yKo/ImKO HaBeJeHH JHMECH
lim Y/ |ay] n—+00 (p41
n——+oo
mocroje.
—+o00 on
Jakse, mosynpednnk (paanjyc) KOHBEPTEHIMje CTEMEeHOT Pea E ﬁx” jeamak je:
n=1 n
, e  n242n 42 1
R = lm —/WF— = lm ———— = <.
n—+too 20T notoo0  2n2 4+ 2 2
(n+1)2+1

Tauan je oarosop (B).

6. Enementapre TpancdopmMalmje He Memajy paHT MaTpHUIle; TAaKOhe, paHT MaTpHUIe jecTe pel heHe
najBehe KBajpaTHe PEryJIapHe MOIMATPHUIE.

Wzppimumo Ha jnaToj marpuiu ) y3actomnHo ciejgehe Tpu eneMeHTapHe TpaHC@OPMAIAje: 3aMEHUMO
MecTa 1pBoj u Tpehoj BpCTH, 3aTUM y TAaKO JOOMjEHO] MATPUIM 3aMEHMMO MecTa apyroj m Tpehoj
BPCTH, U HA Kpajy y Tako jobujeHoj Marpuiiu 3amMeHuMo Mecrta jpyroj u tpehoj kosionu. Ha raj
HAYMH JOJa3UMO 10 Marpurne Q'

2 2 2 123 123 13 2
Q=13 ¢ 3|~|3 ¢g5|~|222|~|222|=0.
123 2 2 2 3 ¢ 3 3 3 ¢

Caga na marpuiy Q' uszspimmo yzacronno ciegehe tpu eementapue rpancdopmaluje: TOMHOKUMO
HajIpe ejeMeHTe npse Bpcre Marpuie Q' 6pojeM —2 U 10JjajMO WX eJeMeHTHMa HheHe Ipyre Bpere,
OTOM MOMHOXKHMO €JIeMeHTe ImpBe BpcTe MaTpuie @ 6pojeM —3 M J0JajMO UX €IEMEHTHMA, HHeHe

. L . 3
tpehe BpcTe, U HA Kpajy, ¥ TaKO JOOMjEHO] MATPUIIH, TOMHOXKUMO €IeMEHTEe ApyTre BpcTe bpojem 5

u JgoaajMo ux enementuma tpehie spere. Ha taj mauun gobujamo marpuiy Q”:

1 3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2
Q=122 2|~]0 -4 —2|~|0 —4 -2 | ~]10 —4 -2 | =Q".
3 3 ¢ 3 3 q 0 -6 g—6 0 0 g—3

Bumumo ga je marpuna Q" ropme TpoyraoHa MaTPHIIA, 14 j€ HeHa JeTepMUHAHTA, jeTHAKA, IIPOU3BOLY
eleMeHaTa ca raasre qujaronasne, omaocHo det B” = 1-(—4) - (¢ — 3) = —4(¢ — 3). Marpuna Q"
je peryaapHa yKOJIHWKO je ¢ # 3, 1 TaJa je oHa caMa CBoja Hajseha perymapHa TMOAMATpHIA, Wy TOM
Cllydajy BHeH paHr jemnak je Tpu. Axo je ¢ = 3, marpuna Q" muje perynapua (mro 3maum ga je
IEH DAHT CTPOTO MAarbW OJ TPH), aJi MOCeIyje PeryjapHy KBaJpaTHy MoaMaTpuily peaa 2 (To je
MOAMATPUIA KOja Ce HAJA3M y MPECEKy TPBE W APyre BPCTE W MpBe U Apyre Kojone marpurne Q”):
1 3 . . . .

[ 0 —4 } , ma je y ToMm ciaydajy panr marpune B” jegmax 2. Byayhu ga je rangB = rangB”,
Bak/byuyjemMo Ja je rangB = 3 3a ¢ # 3, u rangB = 2 < 3 3a ¢ = 3. Jlakje, BpeIHOCT peASHOT
napaMerpa ¢ 3a Kojy je paHnr marpuie ) Mamu 0JI TpU jecTe 3.

7. Ykommko je gara marpuna A tuna m X n (ca m BPCTa U N KOJOHA) HAJ MOoJbeM R, Taga meHux
M BPCTA MOKEMO MOCMATPATH KA0 1M BEKTOpa W3 BeKTOpCcKor mpocropa R™ (Takobhe, meHUX 1 BpCTa
MOKEMO TIOCMATPATH KA0 N BEKTOPA M3 BEKTOPCKOT mpoctopa R™), u taga je panr marpuue A 6poj
IbEHUX JUHEApHO HE3ABUCHUX BPCTA, OJHOCHO OPO] HeHUX JUHEAPHO HE3ABUCHUX KOJIOHA.

Takobe, enemenTapue Tpanchopmaruje He MEIHA]y PAHT MATPUIE, U PAHT MATPUIIE jeCTe PeJ HEeHe
Hajsehe perysiapHe KBaJipaTHE IOAMATPUIIE.
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Hara marpunia M je tuna 3 X 4 HaJ mosbeM R, Ta, IbeHE BpPCTE MPEJCTaB/bajy TPH BEKTOpPa U3 BEK-
topckor mpocropa R*: vy = (1,1,1,1), vo = (2,2,2,2) u v3 = (1,2,3,4). Jlaxo ce youasa ja BaxKu
2-(1,1,1,1) = (2,2,2,2), 1j. 2-v; = vg, CTOTA C€ BEKTOP ¥ MOXKE TPEICTABUTH KaO JHHEAPHA
koMOuHaImuja BekTopa vy u v3 (v = 2-v1 +0-v3), OIHOCHO BEKTOPHU V1, Uy U U3 JINHEAPHO Cy 3aBUCHU.
Bynyhu na cy BekTopu vp M v3 OYUIVIEHO JIMHEAPHO HE3ABUCHU, CJIETU JIa MATPHUIA HMAa JIBE JINHE-
apuo nezasucue Bpcre. To Takohe 3uaum 13 nara MATpPUIE UMa U JBE JIMHEAPHO HE3ABUCHE KOJIOHE,
na je tadaH oarosop (B).

<> 3aaTak MOKEMO YpaJIuTH U Ha IPYTru (BpJIo ciawdaH) HadwH. UI3Bpmmmo Ha garoj marpurn M
y3acronuo cienehe e enemenrapHe TpaHchOpPMAIMje: HAJIPE JI0AAJMO €JIEMEHTUMA JAPYre BPCTE
eJIEeMEHTE TIPBE BPCTe TIOMHOXKeHEe OpojeM —2, a OTOM, y TaKO JT0OUjeH0j MATPHUIINA, TOJAJMO €TeMeH-
tuMa Tpelie BpeTe emeMenTe mpBe BpeTe moMHOXKeHe Opojem —1. Ha Taj Haume mo1a3mMo 10 MATpHIE

11 11
M =10 0 0 0 |.Panr marpune M’ mopa 6uTn Mamu o1 3 jep HHjeIHA FHEeHa peryaapHa MoJI-
01 2 3

MaTpHIA HEe CMe CaJpXKATH €JEeMEHTe Jpyre BpcTe (CBU €JIeMEHTH ApPYyre BPCTe jeJHAKW Cy HyJn).
Taxobe, panr marpune M’ jennak je 2 jep je meHa Hajseha peryrapHa KBaJpaTHa IOIMATPHUIA, HA
npuMep, TOJMaTPUIlA Koja je obpa3oBaHa O/ eJieMeHaTa KOju Ce Haja3e y NpecerumMa mheHe MpBe u

. 1
Tpehe BpCTe 1 IpBE U APYTe KOJOHE, U TO jé MATPHUIA [ 0 1 ] .

Baxxu rangM = rangM’ = 2, na je panr marpune M jenHak aBa, 0JHOCHO OHa MMa J(Be JIMHEAPHO
He3aBUCHE KOJIOHE.

[lornemaru ocMmu 3amatak ca Tecta 13. 06. 2015.

8. Ilomcernmo ce ma je panr MaTpuile pes mene Hajsehie KBagpaTHe peryrapHe monMarpure. Takobe,
33 HPOM3BO/BHY KBajparHy Marpuiy A sazkn peraruja rangA’ = rangA.

Ha ocrOBY HaBemene uumeHMIE, jacHO je aa je TBpheme (T) Tauno. Pazmorpumo cajga npeoctana Tpu

TBphema.

VKOJWMKO je meTepMUHAHTA MaTpurie A pasjiudauTa oJ] HyJIe, TaJa je OHa caMa CBoja Hajselia peryiapHa

[IOJIMATPHUIIA, TIA j€ Bh€H PAHT MAKCUMAJIaH, OJIHOCHO jeTHAK je 1, U 0OPHYTO, YKOJIUKO je PAHT MaTPHUIIE

A jerHaK BEHOM Pejly, Tajia je caMa MaTPHUIa PeryaapHa, U CTOra je IeHA JeTePMUHAHTA PA3IUINTa

ox myne. Jakse, rBpheme (a) je TagHo.

Tephewe (6) Huje TauHO, jep U3 UnmbeHUNE A3 je paHr marpuie Belin o Hyje HE Cieau ga je OH

MaKCUMaJIaH, OJHOCHO He 3HAUW JIa je heH PaHT jeJHaK HeHOM peiy, Ma JeTepMuHaHTa Mmatpuie A
1

1 .
He Mopa O6uTu paszaumauTa o Hyse. Ha mpumep, marpuna A = { 1 | "Ma HO3MTHBAH DAHT, Tj.

Baxku rangA = 1, anum joj je meTepMHUHAHTA jeTHAKA HYJIH.

Tephemwe (B) je TauHO, jep YKOIMKO je PaHr KBajparHe Marpuile A Mambu OJ] HEeHOr PEe/a, OJHOCHO
HUje MaKCHMaJjiaH, TO 3HAYM Jla OHA CaMa HUje CBOja HajBeha peryjapHa M0JMaTpPUIlA, OJHOCHO [
cama Marpuia A HEje peryaapHa, ma joj je JeTepMUHAHTa jeTHAKa HYJIH.

Hakne, Tauna cy tephema (a), (B) (r).

[lornemaru ceamu 3amarak ca Tecta 20. 01. 2013.

9. XoMoreHu cucTeM JMHEAPHUX AArebapCKuX jelHAUYNHA MMa W HETPUBUJAJTHO DEIleme (CeTHMO e
Jla XOMOTEHU CUCTEM JIMHEAPHUX anrebapCKuX jeJHAYMHA YBEK UMa, TPUBH]ATHO PEIIEHE) aKO U CAMO
aKo je JeTepMWHAHTA MaTPUIlE CUCTEMa jeTHaKa Hyau. leTepMuHaHTa MATpHIle CHCTEMA je/THAKA je

b—-2 -5 | 9 -
' 1 b+4‘—(b—2)(b+4)+5—b +20—-3=(b+3)(b—1).
CucreM mMa HETPUBU]AJIHO PEIEHe aKo U caMo ako je b= —3 wmu b = 1.

[Tornematn cemmum 3agarak ca tecta 28. 06. 2008.
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10. TIpmvermvo ga Baxkm: F+7+2 = (1,0,1)+(1,1,0)+(0,1,1) = (2,2,2) = 3£, ma je f = 25'+2j/+2%.

<> VpaauTu 3anarak pemasajyhn cucrem jennaunma af + B + vZ = ¢, OAHOCHO CHCTEM

a+p = 4
B+y = 4.
a+vy = 4

11. Bynyhu na je P marpua tuma 2x 1, To 3uaun 1a je PPT marpuia tuma 2 X 2, 0HOCHO KBaIPaTHA
MaTpHuIia. KapaKTepI/ICTI/ILIHI/I IIOJIMHOM, MUHUMAJIHU ITOJIMHOM M COIICTBEHE BPEAHOCTH ,ﬂe(l)I/IHl/IcaHI/I
cy 3a KBaJpaTHe MaTpuile (MaTpulle Koje MMajy UcTu OpOoj BPCTA U KOJIOHA) MIPOM3BOJ/FHOT DEja, a
marpuna PPT je xpagparma, m 3ato cy oarosopu (a), (6) u (B) Taumm. Taxobe, panr maTpuie
nedbuHUIIE ce 33 TPOU3BOLHY MATPHUILY (TPOM3BO/EHOT THUTIA), TIa je U 0AroBop (T) Tavyam.

Haxne, Taunu cy ogrosopu (a), (6), (B) u (r).

12. Kapakrepuctuunu nosuaoMm marpure C jenHak je:

32 1 -1
o) =det(C—A)=| 0 2-X 0 [=@-N(B-N1-\+1)=
1 1 1—AX

—(2-NA2—dA+4) = —(A—2)%

13. KapakTepuCTHYHU TOJUHOM DeaJsiHe KBajgpaTHe marpuile A pema n jecre mosuHoM pa(\) =
det(A — AI). Jdaru nonuuom uma n, He obaBe3Ho, pasnnuntux Hysna. Baxu p4(A) = 0.

Mununmagau ToauHOM [14(A) MaTpuile A MOHUYHH je MOJUHOM HajMamer CTEHeHA KOJU aHy/Mpa Ma-
TpUILly, OJHOCHO TO jé MOHUYHHM TIOJIUHOM HajMamer crermeHa 3a koju Baxun pa(A) = 0. Munumanan
mosimHOM MaTpuiie A jecre jenmbcrBen. MwuHMMATHE TOIHHOM MaTpuiie A gean KapaKTepUCTHIHN
nojmaoM. Heka ¢y Ay, Ag, ... Ak, 1 < k < n, pazauuure Hy/e KAPpAKTEPUCTUIHOD HojmHoMa. Tama cy
AL, A2, .. Ak, 1 < k < n, Takohe HyJie UCTOT WM Maber PeIa MUHUMAJIHOT TTOJTUHOMA.

Haxne, rauna cy tephema (a), (B) u (1), a tephema (6), (r) u (h) uucy rauna

[Mornemaru meseru 3agarak ca tecra 26. 01. 2008.

14. 36up cBUX CONCTBEHUX BPEIHOCTH KBaJpaTHE MaTpuile A jeqHax je weHoM Tpary (30mpy CcBUX
eJIEMEHATA KOjU Ce HaJa3e Ha FHeHO] TIaABHO] JMjarOHa/IH).

Hakne, moTpebHO je caMo opeuTH Tpar MaTpuile K, 0JTHOCHO cabpaTy TPU eJeMEHTa Ca, theHe TJIaBHe
mujaronasie. Byayhu na je ounrnenno trK =4 — k+ k — 24 3 =5, Tauan je ogrosop (r).

<> VpanuTn 3ajaTak AUPeKTHUM W3padyHaBamb-eM COICTBEHUX BPEAHOCTH MaTpune K, OIHOCHO
ompehrBameM HEHOT KapPaKTEePUCTUIHOT TOJUHOMA W mHeropux Hyma. OBaj HAYWH je, MAKO KOPEK-
TaH, 3HAYAJHO PAYYHCKH 3aXTEBHU]U OJI IIPETXOJTHOT.

Yoopenuty ca jeBeTuM 3aJaTKOM Ha TecTy oapzkanom 05. 07. 2014. roawmme.

15. Kapakrepuctuunu mosuaoMm marpure L jecre:

2—A 1 0
PeN) =det(L—M)=| 0 3-XA 0 |=@2-NE-NA-N\.
0 0 4— )\

Cse Tpu HyJIe KaPAKTEPUCTUIHOT TOJUHOMA, PA3JIUIUTE Cy U Pelia jejlaH, Ma OHe MOpajy buTu u HyJe
MHUHAMAJTHOT moawHoMa (Bumern 13. 3amarax). Caga je jorn camMo moTpeGHO OGpATHUTH TMaXKiby Ha
Bosiehy kKoeUIMjeHT MUHMMAIHOT TTOJUHOMA, KOjU MOpa OWTH jemHAK jeraH, OMHOCHO MUHUMAJIHN

nonmaoM Marpuie L 6uhe My (A) = —Pr(A) = (A —2)(A = 3)(A —4).
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