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Ïðåäãîâîð

Ñàâðåìåíà åëåêòðîòåõíèêà è ðà÷óíàðñòâî ïîäðàçóìåâàjó çíà÷àjíå ïðè-
ìåíå íóìåðè÷êå ìàòåìàòèêå.

Îâàj ó¶áåíèê ðàçâèjàí jå òîêîì âèøå îä 10 ãîäèíà, êîëèêî àóòîð ó÷åñ-
òâójå ó íàñòàâè íóìåðè÷êå ìàòåìàòèêå ó ñêëîïó âèøå ïðåäìåòà íà îñíîâ-
íèì àêàäåìñêèì ñòóäèjàìà Åëåêòðîòåõíè÷êîã ôàêóëòåòà Óíèâåðçèòåòà
ó Áåîãðàäó. Ãðàäèâî îáóõâà£åíî îâîì ê»èãîì ïîêðèâà êóðñ Íóìåðè÷êà
ìàòåìàòèêà, èçáîðíè êóðñ íà ìîäóëèìà Åëåêòðîíèêà, Ôèçè÷êà åëåêòðî-
íèêà, Ñèãíàëè è ñèñòåìè, Åíåðãåòèêà è Òåëåêîìóíèêàöèjå è èíôîðìà-
öèîíå òåõíîëîãèjå, êàî è äåî êóðñà Íóìåðè÷êà àíàëèçà è äèñêðåòíà
ìàòåìàòèêà íà ìîäóëèìà Ðà÷óíàðñêà òåõíèêà è èíôîðìàòèêà, Ñèãíàëè
è ñèñòåìè è íà ñòóäèjñêîì ïðîãðàìó Ñîôòâåðñêî èíæå»åðñòâî.

Ìàòåðèjàë ïðàòè òåîðèjñêå ïîñòàâêå íàñòàâíèõ jåäèíèöà êîjå ñå îáðà-
¢ójó íà ïðåäàâà»èìà, êàî è çàäàòêå êîjè ïðàòå îâå íàñòàâíå jåäèíèöå è
ðàäå ñå íà ÷àñîâèìà âåæáè. Äîäàòíî, çà ñâàêó íàñòàâíó jåäèíèöó äàòè ñó
çàäàöè ñ ðåçóëòàòèìà êîjè ïðàòå ëàáîðàòîðèjñêå âåæáå èç îâèõ ïðåäìåòà.

Òåêñò jå ïðèïðåì§åí ó ñèñòåìó LATEX2ε, à ñëèêå ó ïàêåòó GeoGebra
(http://www.geogebra.org).

Àóòîð ñå çàõâà§ójå ñâèì ïðîôåñîðèìà è êîëåãàìà êîjè ñó ó÷åñòâîâàëè
ó äîñàäàø»åì èçâî¢å»ó íàñòàâå íà îâîì ïðåäìåòó è äàëè ñâîj äîïðèíîñ
óíàïðå¢å»ó íàñòàâå ó îâîj îáëàñòè. Òàêî¢å, ïîñåáíî jå çíà÷àjíà óëîãà
ñòóäåíàòà êîjè ñó ñâîjèì ïèòà»èìà è ñóãåñòèjàìà çíà÷àjíî óòèöàëè íà
êîíà÷íè îáëèê îâîã ó¶áåíèêà.

Íàòàøà À. �èðîâè£
Ôåáðóàð, 2018
Áåîãðàä
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Ãëàâà 1

Ïîjàì ãðåøêå

Íóìåðè÷êà ìàòåìàòèêà áàâè ñå ðåøàâà»åì íóìåðè÷êèõ ïðîáëåìà êî-
ðèñòå£è ñàìî jåäíîñòàâíå àðèòìåòè÷êå îïåðàöèjå è ðàçâîjåì åôèêàñíèõ
àëãîðèòàìà êîjèìà ñå èç äàòèõ ïîäàòàêà äîáèjàjó íóìåðè÷êè ðåçóëòàòè.
Ðàçâèjåíè àëãîðèòìè èìëåìåíòèðàjó ñå ó îäàáðàíîì ïðîãðàìñêîì jåçèêó.
Ïîðåä òîãà, ïîñòîjå ìíîãè ïðîãðàìñêè ïàêåòè êîjè èìïëåìåíòèðàjó ðàç-
ëè÷èòå íóìåðè÷êå àëãîðèòìå (íïð. Matlab, Octave, Maple, Mathematica,
Scilab, è äðóãè). Àëãîðèòàì çà ðåøàâà»å áèðàìî ó çàâèñíîñòè îä ïðèðîäå
ïðîáëåìà.

Îñíîâíà êàðàêòåðèñòèêà íóìåðè÷êå ìàòåìàòèêå jå íåèçáåæíî ïðè-
ñóñòâî ãðåøàêà, êîjå íå ìîæåìî óêëîíèòè, âå£ ñå ñàìî ìîæåìî íàäàòè
äà ìîãó áèòè ,,äîâî§íî ìàëå� è äà èìàìî ïîóçäàíó ïðîöåíó »èõîâå
âåëè÷èíå.

1.1 Âðñòå ãðåøàêà

Íåîòêëî»èâå ãðåøêå

Ïðè ðåøàâà»ó ðåàëíîã ïðîáëåìà ôîðìèðàìî ìàòåìàòè÷êè ìîäåë êîjè
ãà îïèñójå. Ôîðìèðàíè ìîäåë ÷åñòî ïðåäñòàâ§à èäåàëèçîâàíó ïîñòàâêó,
êîjà çàíåìàðójå ìà»å çíà÷àjíå ïîäàòêå èëè îïèñójå ïðîáëåì ïîä ñïåöè-
jàëíèì óñëîâèìà. Íà ïðèìåð, ïðîáëåìè êîjè ñó ïî ïðèðîäè íåëèíåàðíè
íåêàäà ñå ìîäåëójó ëèíåàðíèì ìîäåëèìà.

Ðåøàâà»åì ïðèáëèæíîã ïðîáëåìà ó îäíîñó íà ðåàëàí äîáèjàìî ðå-
øå»å êîjå îäñòóïà îä òà÷íîã ðåøå»à ðåàëíîã ïðîáëåìà. Îâî ñó ãðåøêå
ó ìàòåìàòè÷êîì ìîäåëó.

1



ÃËÀÂÀ 1. ÏÎJÀÌ ÃÐÅØÊÅ 2

Jîø jåäàí èçâîð ãðåøàêà ñó ãðåøêå ó óëàçíèì ïîäàöèìà. Äî îâàêâèõ
ãðåøàêà ìîæå äî£è êàäà ñó óëàçíè ïîäàöè äîáèjåíè êàî ðåçóëòàò åêñïå-
ðèìåíòàëíèõ ìåðå»à íà èíñòðóìåíòèìà êîjè íèêàäà íèñó àïñîëóòíî ïðå-
öèçíè.

Îâàêâå ãðåøêå íå ìîæåìî èçáå£è, âå£ åâåíòóàëíî ñìà»èòè (íïð. ïðå-
öèçíèjèì ìåðå»èìà). Íà íèâîó íóìåðè÷êèõ ìåòîäà, ÷èìå ñå îâäå áàâèìî,
íå ìîæåìî óòèöàòè íà »èõ. Èïàê, òðåáà äà áóäåìî ñâåñíè ïîñòîjà»à
îâàêâèõ ãðåøàêà çàòî øòî óòè÷ó íà òà÷íîñò ðåøå»à êîjà äîáèjàìî ïðè-
ìåíîì íóìåðè÷êèõ ìåòîäà.

Ãðåøêå ìåòîäå

Ìàòåìàòè÷êè ìîäåë êîjè ðåøàâàìî ÷åñòî íåìà àíàëèòè÷êî ðåøå»å.
Ó òîì ñëó÷àjó, ïðèìå»ójåìî àäåêâàòíó íóìåðè÷êó ìåòîäó çà ðåøàâà»å
ïðîáëåìà.

Íóìåðè÷êó ìåòîäó ìîæåìî äîáèòè äèñêðåòèçàöèjîì � çàìåíîì êîí-
òèíóàëíèõ ôóíêöèjà, ìîäåëà èëè jåäíà÷èíà îäãîâàðàjó£èì äèñêðåòíèì
îáëèöèìà. Íà ïðèìåð, èçâîäå çàìå»ójåìî êîíà÷íèì ðàçëèêàìà, à áåñêî-
íà÷íå ñóìå êîíà÷íèì.

Íåëèíåàðíå ïðîáëåìå ÷åñòî ðåøàâàìî ïðèìåíîì èòåðàòèâíèõ ïðî-
öåñà, ïðè ÷åìó äîáèjàìî íèç ïðèáëèæíèõ ðåøå»à. Óêîëèêî áèñìî ìîãëè
äà ïîíîâèìî èòåðàòèâíè ïðîöåñ áåñêîíà÷íî ìíîãî ïóòà, äîáèëè áèñìî
òà÷íî ðåøå»å. Ó ïðàêñè, çàóñòàâ§àìî ñå íà êîíà÷íîì áðîjó èòåðàöèjà,
ïà äîáèjàìî ïðèáëèæíî ðåøå»å êîjå îäñòóïà îä òà÷íîã. Ïîâå£à»åì áðîjà
èòåðàöèjà ìîæåìî óòèöàòè íà ïîâå£à»å òà÷íîñòè.

Ïðå íåãî øòî äàìî jåäàí ïîçíàò ïðèìåð íóìåðè÷êå ìåòîäå, êîjà íàñòàjå
çàìåíîì áåñêîíà÷íå ñóìå êîíà÷íîì, ïîäñåòèìî ñå íåêèõ ïîjìîâà èç ìà-
òåìàòè÷êå àíàëèçå ôóíêöèjà jåäíå ïðîìåí§èâå.

Òåjëîðîâ ðåä : Çà áåñêîíà÷íî äèôåðåíöèjàáèëíó ôóíêöèjó f íà èíòåðâàëó
êîjè ñàäðæè òà÷êå x è a, âàæè ðàçâîj ó Òåjëîðîâ ðåä:

f(x) =
+∞∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k.

Óêîëèêî çàäðæèìî ñàìî ïðâèõ íåêîëèêî ÷ëàíîâà Òåjëîðîâîã ðåäà, äîáè-
jàìî àïðîêñèìàöèjó ôóíêöèjå f , ïðåäñòàâ§åíó Òåjëîðîâèì ïîëèíîìîì:

f(x) = f(a) + f ′(a) (x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n +Rn(x),
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ïðè ÷åìó jå Rn(x) = f (n+1)(ξ)
(n+1)!

(x − a)n+1 ãðåøêà àïðîêñèìàöèjå, ãäå jå ξ
íåêà òà÷êà êîjà ïðèïàäà èíòåðâàëó êîjè ñàäðæè òà÷êå x è a.

Ïðèìåð 1. Ôóíêöèjà sinx ìîæå ñå ðàçâèòè ó Òåjëîðîâ ðåä îáëèêà

sinx =
+∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!
.

Ïðîöåíèìî ïðèáëèæíå âðåäíîñòè ôóíêöèjå sinx ó òà÷êè π
6
àïðîêñèìà-

öèjàìà Òåjëîðîâèì ïîëèíîìîì ñòåïåíà 1, 3, 5 è 7 ó îêîëèíè òà÷êå a = 0:

sinx ≈ T1(x) = x

sinx ≈ T3(x) = x− x3

3!

sinx ≈ T5(x) = x− x3

3!
+
x5

5!

sinx ≈ T7(x) = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!

Ñàäà jå

T1

(π
6

)
=
π

6
≈ 0, 5235987756

T3

(π
6

)
=
π

6
− π3

3! 63
≈ 0, 4996741794

T5

(π
6

)
=
π

6
− π3

3! 63
+

π5

5! 65
≈ 0, 5000021326

T7

(π
6

)
=
π

6
− π3

3! 63
+

π5

5! 65
− π7

7! 67
≈ 0, 4999999919

Ñ îáçèðîì íà òî äà jå òà÷íà âðåäíîñò sin π
6

= 0, 5, ãðåøêå îâèõ àïðîêñè-
ìàöèjà, Rn(x) = sinx− Tn(x), èçíîñå:

n Tn |Rn|
1 0, 5235987756 0, 0235987756
3 0, 4996741794 0, 0003258206
5 0, 5000021326 0, 0000021326
7 0, 4999999919 0, 0000000081

Ñëèêà 1.1 ïðèêàçójå ãðàôèêå ôóíêöèjå sinx è »åíèõ àïðîêñèìàöèjà
Òåjëîðîâèì ïîëèíîìèìà. Ïîðå¢å»åì ãðàôèêà ìîæåìî âèçóåëíî ïðîöå-
íèòè êâàëèòåò àïðîêñèìàöèjà ôóíêöèjå, êîjè ðàñòå ñ ïîâå£à»åì ñòåïåíà
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Ñëèêà 1.1: Àïðîêñèìàöèjå ôóíêöèjå sin(x) Òåjëîðîâèì ïîëèíîìèìà

ïîëèíîìà è ñ ïðèáëèæàâà»åì òà÷êå ó êîjîj àïðîêñèìèðàìî ôóíêöèjó
òà÷êè 0, ó êîjîj ôîðìèðàìî Òåjëîðîâ ïîëèíîì.

Ãðåøêå çàîêðóæèâà»à

Ñâàêî èçðà÷óíàâà»å êîjå îáóõâàòà ðåàëíå (èðàöèîíàëíå) áðîjåâå ïîä-
ðàçóìåâà ïîñòîjà»å ãðåøêå çàîêðóæèâà»à. Ðà÷óíàðè ðàäå ñàìî ñ áðîjå-
âèìà çàïèñàíèì ñà êîíà÷íèì áðîjåì äåöèìàëà. Íà ïðèìåð,

√
2 ïðåäñòàâ-

§à áðîj, êîjè ïîìíîæåí ñàìèì ñîáîì, äàjå áðîj 2. Ìîæå ñå äîêàçàòè äà
jå
√

2 èðàöèîíàëàí áðîj, òj. äà çàïèñ áðîjà èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî äåöè-
ìàëà. Ðà÷óíàjó£è ïîìî£ó ðà÷óíàðà, ìîðàìî äà ñå îãðàíè÷èìî íà çàïèñ
ñ êîíà÷íèì áðîjåì äåöèìàëà, ïà ñàìèì òèì äîëàçè äî ãðåøêå. Îâàêâå
ãðåøêå íàçèâàjó ñå ãðåøêå çàîêðóæèâà»à.

1.1.1 Àïñîëóòíà è ðåëàòèâíà ãðåøêà

Àêî jå x ðåàëàí áðîj, à x̄»åãîâà ïðèáëèæíà âðåäíîñò, òàäà jå àïñîëóò-
íà ãðåøêà |x− x̄|.

Êâàëèòåò äîáèjåíîã ïðèáëèæíîã ðåøå»à íå çàâèñè ñàìî îä âðåäíîñòè
àïñîëóòíå ãðåøêå, âå£ è îä âåëè÷èíå òà÷íå âðåäíîñòè. Íà ïðèìåð, ïðè-
áëèæíî ðåøå»å 25034, 83 ñ àïñîëóòíîì ãðåøêîì 0, 01 ìîãëî áè áèòè
äîâî§íî äîáðî, àëè jàñíî jå äà 0, 002 ñ àïñîëóòíîì ãðåøêîì îä 0, 01 íå
áè áèëî íè îä êàêâå êîðèñòè. Îâî ñå ðåøàâà ðàçìàòðà»åì ðåëàòèâíå
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ãðåøêå
|x− x̄|
|x|

, êîjà jå äåôèíèñàíà çà x 6= 0. Êàäà íèjå ïîçíàòà òà÷íà

âðåäíîñò x, ðåëàòèâíó ãðåøêó ìîæåìî ïðèáëèæíî ïðîöåíèòè äå§å»åì
ñà |x̄|.

Èàêî jå àïñîëóòíà ãðåøêà jåäíàêà çà ïðåòõîäíà äâà ïðèìåðà, ðåëà-
òèâíå ãðåøêå ñó íåóïîðåäèâå: 0,01

25034,83
= 3, 99 · 10−7 è 0,01

0,002
= 5.

Òà÷íîñò èçðà÷óíàâà»à íàì ãîâîðè ó êîjîj ìåðè ïðèáëèæíî ðåøå»å
îäñòóïà îä òà÷íîã ðåøå»à ïîñòàâ§åíîã ïðîáëåìà è èñêàçójå ñå âðåäíîø£ó
ãðåøêå èçðà÷óíàâà»à.

Àêî jå çàäàòà òà÷íîñò ε ñà êîjîì ñìî îäðåäèëè ïðèáëèæíî ðåøå»å x̄
íåêîã ïðîáëåìà, ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà òà÷íî ðåøå»å x ïðèïàäà ñåãìåíòó
[x̄− ε, x̄+ ε], òj. |x− x̄| ≤ ε.

1.1.2 Çàîêðóæèâà»å è ñèãóðíå öèôðå

Íåêà jå ðåàëàí áðîj x ó äåêàäíîì çàïèñó

x = ±(α110n + α210n−1 + . . .+ αk10n−k+1 + αk+110n−k + . . .).

Ïðè çàîêðóæèâà»ó áðîjà íà k öèôàðà ïðèìå»ójåìî ñëåäå£à ïðàâèëà:

• αk ñå íå ìå»à àêî jå αk+1 < 5 èëè αk+1 = 5 è αk jå ïàðíî,

• αk ñå ïîâå£àâà çà 1 àêî jå αk+1 > 5 èëè αk+1 = 5 è αk jå íåïàðíî.

Çíà÷àjíå öèôðå áðîjà ñó ñâå öèôðå ïî÷åâøè îä ïðå íåíóëà öèôðå
ñëåâà. Çà çíà÷àjíó öèôðó αk êàæåìî äà jå ñèãóðíà öèôðà ó óæåì ñìèñëó
àêî jå

|x− x̄| ≤ 1

2
· 10n−k+1.

Ïðèìåð 2. Íåêà jå x = 0, 2591821 áðîj äàò ñ òà÷íîø£ó 0, 5 · 10−4. Òî
çíà÷è äà jå àïñîëóòíà ãðåøêà |x− x̄| ≤ 0, 5 ·10−4, òj. äà ñó ïðâå 4 çíà÷àjíå
öèôðå ñèãóðíå, è òî ñó 2,5,9 è 1. Ñâå öèôðå äåñíî îä ïîñëåä»å ñèãóðíå
öèôðå òðåáà îäáàöèòè, ïîøòî íèñó ñèãóðíå. Ïðè îäáàöèâà»ó íåñèãóðíèõ
öèôàðà, ïîñëåä»à ñèãóðíà öèôðà ñå ìå»à òàêî äà áóäå ñèãóðíà. Íàêîí
îäáàöèâà»à íåñèãóðíèõ öèôàðà, èìàìî äà jå x̄ = 0, 2592. Çàèñòà, ñàäà jå
|x− x̄| = 0, 0000179 < 0, 5 · 10−4.

Óêîëèêî jå ïîçíàòî äà ïðèáëèæàí áðîj èìà k ñèãóðíèõ öèôàðà, òàäà
çà àïñîëóòíó ãðåøêó âàæè äà jå |x− x̄| ≤ 10n−k+1.
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Ïðèìåð 3. Íåêà jå x̄ = 0, 2592 ïðèáëèæíà âðåäíîñò áðîjà x ñà 4
ñèãóðíå öèôðå. Îäàòëå ìîæåìî äà çàê§ó÷èìî äà x ∈ [0, 25915; 0, 25925],
òj. öèôðå ïðèáëèæíå è òà÷íå âðåäíîñòè íà 5. ïîçèöèjè ñå ðàçëèêójó çà
íàjâèøå 5. Çà àïñîëóòíó ãðåøêó âàæè è äà jå |x− x̄| ≤ 0, 00005 = 1

2
·10−4,

ïà ñå è êðîç ïðîöåíó àïñîëóòíå ãðåøêå âèäè äà èìàìî 4 çíà÷àjíå öèôðå.

Ïðîöåíó áðîjà ñèãóðíèõ öèôàðà ìîæåìî èçâðøèòè è íà îñíîâó îöåíå
ðåëàòèâíå ãðåøêå. Ó òîì ñëó÷àjó, çà áðîj ñà k ñèãóðíèõ öèôàðà (ó óæåì
ñìèñëó) âàæè£å äà jå

|x− x̄|
|x|

≤ 1

2
· 10−k+1 = 5 · 10−k.

Ïðèìåð 4. Íåêà jå x̄ = 10 000 ïðèáëèæíà, à x = 10 002 òà÷íà
âðåäíîñò áðîjà. Òàäà jå àïñîëóòíà ãðåøêà |x−x̄| = 2, à ðåëàòèâíà ãðåøêà

èçíîñè |x−x̄|
x
≈ 2 · 10−4 ≤ 5 · 10−4, ïà çàê§ó÷ójåìî äà ïðèáëèæàí áðîj èìà

4 çíà÷àjíå öèôðå.

Àïñîëóòíà ãðåøêà óêàçójå íà áðîj ñèãóðíèõ äåöèìàëíèõ öèôàðà ïðè-
áëèæíîã áðîjà, à ðåëàòèâíà ãðåøêà íà óêóïàí áðîj ñèãóðíèõ öèôàðà.

Ðàçìîòðèìî êðîç ïðèìåðå íà êîjè íà÷èí îñíîâíå àðèòìåòè÷êå îïåðà-
öèjå óòè÷ó íà áðîj ñèãóðíèõ öèôàðà ó âðåäíîñòè ðåçóëòàòà.

Ïðèìåð 5. Èçâðøèìî ñàáèðà»å

2, 3 + 3, 45 = 5, 75.

Èàêî ñìî çàïèñàëè 2 äåöèìàëíå öèôðå ó çáèðó, ñàìî ïðâà jå ñèãóðíà.
Çàèñòà, ïðâè ñàáèðàê ìîæå ïðèïàäàòè èíòåðâàëó [2, 26 ; 2, 34], ïà çáèð
ìîæå äà áóäå 2, 26+3, 45 = 5, 71, à òàêî¢å è 2, 34+3, 45 = 5, 79. Îâäå èìà
ñìèñëà çàäðæàòè ñàìî ïðâó äåöèìàëíó öèôðó, êîëèêî èõ èìà è ñàáèðàê
ñà ìà»å äåöèìàëíèõ öèôàðà.

Ïðèìåð 6. Èçâðøèìî ìíîæå»å

1, 23 · 4, 5 = 5, 535.

Èàêî ñìî ó ðåçóëòàòó çàïèñàëè 4 öèôðå, ñàìî ïðâå äâå ñó ñèãóðíå. Ó
îâîì ñëó÷àjó çàäðæà£åìî ñàìî ïðâå äâå ñèãóðíå öèôðå, êîëèêî èõ èìà
è ÷èíèëàö ñ ìà»å ñèãóðíèõ öèôàðà.
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Íàïîìåíà. Ïðè îïåðàöèjàìà ñàáèðà»à èëè îäóçèìà»à çàäðæàâàìî
èñòè áðîj äåöèìàëíèõ ïîçèöèjà êàî áðîj ñ íàjìà»å ñèãóðíèõ öèôàðà íà
äåöèìàëíèì ïîçèöèjàìà. Ïðè îïåðàöèjàìà ìíîæå»à èëè äå§å»à çàäð-
æàâàìî èñòè áðîj ñèãóðíèõ öèôàðà êàî áðîj êîjè èõ èìà íàjìà»å. Çà
áðîjåâå êîjè ó÷åñòâójó ó îïåðàöèjàìà çà êîjå çíàìî äà ñó ïîòïóíî òà÷íè,
ñìàòðàìî äà èìàjó áåñêîíà÷íî ìíîãî ñèãóðíèõ öèôàðà.

Ïðèìåð 7. Ðåøàâàìî ñèñòåì ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà çà íåïîçíàòó y:

0, 2037x+ 0, 3122 y = 0, 8472

0, 4082x+ 0, 6247 y = 0, 9745

Íàjïðå £åìî èçâðøèòè èçðà÷óíàâà»å ñà 3 çíà÷àjíå öèôðå, çàòèì ñà 4, è
íà êðàjó ñà 10 çíà÷àjíèõ öèôàðà.

• Èçðà÷óíàâà»å ñà 3 çíà÷àjíå öèôðå. Çàîêðóæójåìî ñâå áðîjåâå ó
ïî÷åòíîì ïðîáëåìó íà 3 öèôðå, êàî è ñâå ìå¢óðåçóëòàòå.

0, 204x+ 0, 312 y = 0, 847

0, 408x+ 0, 625 y = 0, 974

Ìíîæèìî ïðâó jåäíà÷èíó êîåôèöèjåíòîì −0, 408/0, 204 = −2, 00 è
ñàáèðàìî ñà äðóãîì jåäíà÷èíîì, ïðè ÷åìó äðóãà jåäíà÷èíà ïîñòàjå:

0 · x+ 0, 001 y = −0, 720,

òj. y = −720.

• Èçðà÷óíàâà»å ñà 4 çíà÷àjíå öèôðå. Çàäðæàâàìî ñâå çíà÷àjíå öèôðå
è ìå¢óðåçóëòàòå çàîêðóæójåìî íà 4 äåöèìàëå. Ìíîæèìî ïðâó jåä-
íà÷èíó êîåôèöèjåíòîì −0, 4082/0, 2037 ≈ −2, 004 è ñàáèðàìî ñà
äðóãîì jåäíà÷èíîì, ïðè ÷åìó äðóãà jåäíà÷èíà ïîñòàjå (íàêîí çàî-
êðóæèâà»à íà 4 äåöèìàëíå öèôðå):

0 · x− 0, 0009 y = −0, 7233,

òj. y = 803, 7.

• Èçðà÷óíàâà»å ñà 10 çíà÷àjíèõ öèôðàðà. Çàäðæàâàìî ñâå çíà÷àjíå
öèôðå è ìå¢óðåçóëòàòå çàîêðóæójåìî íà 10 äåöèìàëà. Ìíîæèìî
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ïðâó jåäíà÷èíó êîåôèöèjåíòîì −0, 4082/0, 2037 ≈ −2, 0039273441 è
ñàáèðàìî ñà äðóãîì jåäíà÷èíîì, ïðè ÷åìó äðóãà jåäíà÷èíà ïîñòàjå
(íàêîí çàîêðóæèâà»à íà 10 äåöèìàëíèõ öèôàðà):

0 · x− 0, 0009261168 y = −0, 7232272459,

òj. y = 780, 9244426837.

Íàïîìåíà. Ïðåïîðóêà jå äà ñå çàîêðóæèâà»å âðøè íàêîí ïîñëåä»åã
èçðà÷óíàâà»à, à íå íàêîí ñâàêîã êîðàêà.

1.1.3 Óñëîâ§åíîñò ïðîáëåìà è ñòàáèëíîñò àëãîðèòìà

Âàæíó óëîãó ó íóìåðè÷êîj ìàòåìàòèöè èìàjó ïîjìîâè óñëîâ§åíîñòè
ïðîáëåìà è ñòàáèëíîñòè àëãîðèòìà, òj. íóìåðè÷êå ìåòîäå.

Ïðîáëåì jå ëîøå óñëîâ§åí óêîëèêî ìàëå ïðîìåíå ó óëàçíèì ïîäàöè-
ìà ïðîèçâîäå âåëèêå ïðîìåíå ó ðåçóëòàòó. Ìîæå ñå äåñèòè äà çà òàêàâ
ïðîáëåì íå ïîñòîjè àëãîðèòàì êîjè ìîæå äà ïðîèçâåäå çàäîâî§àâàjó£å
ðåøå»å. Ïîíåêàä òàêàâ ïðîáëåì ìîæåìî ðåøèòè îäðå¢åíîì ìîäèôèêà-
öèjîì (íïð. òðàíñôîðìàöèjîì ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà).

Ïðèìåð 8. Ñèñòåì jåäíà÷èíà:

x+ 4 y = 5

x+ 4, 00001 y = 5, 00001

èìà ðåøå»å x = 1, y = 1. Ïîñìàòðàjìî ñàäà ìàëî èçìå»åíå jåäíà÷èíå:

x+ 4 y = 5

x+ 3, 99999 y = 5, 00002

Ðåøå»å îâîã ñèñòåìà jåäíà÷èíà jå x = 13, y = −2. Óêîëèêî ïðèõâàòèìî
äà ñó îâå âðåäíîñòè ðåøå»à ïîëàçíîã ñèñòåìà, äîáèëè áèñìî äà äåñíà
ñòðàíà jåäíàêîñòè èìà âðåäíîñòè 5 è 4, 99998, øòî jå áëèñêî ïîëàçíèì
âðåäíîñòèìà.

Ïðîáëåìè êîjè ñó ëîøå óñëîâ§åíè íåìàjó jåäíîñòàâíà ðåøå»à. Ïîíå-
êàä jå ó ôîðìóëèñà»ó ïðîáëåìà ìîãó£å èçâðøèòè îäðå¢åíå ìîäèôèêàöèjå,
êîjèìà ñå îâàj ïðîáëåì ïðåâàçèëàçè. Óñëîâ§åíîñò ïðîáëåìà íå çàâèñè îä
èçáîðà ìåòîäå êîjó ïðèìå»ójåìî.
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Ñòàáèëíîñò íóìåðè÷êîã àëãîðèòìà îäíîñè ñå íà òî ó êîjîj ìåðè jå
ìåòîäà ïðåöèçíà, òj. êîëèêî ïðèáëèæíî ðåøå»å êîjå äîáèjàìî ïðèìåíîì
ìåòîäå îäñòóïà îä òà÷íîã ðåøå»à ïðîáëåìà êîjè ðåøàâàìî. Àëãîðèòàì
ìîæå èìàòè ðàçëè÷èòå íèâîå íóìåðè÷êå ñòàáèëíîñòè, ïîøòî ñå ìíîãà
èçðà÷óíàâà»à ìîãó âðøèòè íà âèøå íà÷èíà, êîjè ñó àëãåáàðñêè åêâèâà-
ëåíòíè, àëè ìîãó ïðîèçâåñòè íóìåðè÷êè ðàçëè÷èòå ðåçóëòàòå.

Ïðèìåð 9. [10] Ôóíêöèjó ex ìîæåìî ïðåäñòàâèòè Ìàêëîðåíîâèì
ðåäîì, çà ñâå êîíà÷íå âðåäíîñòè x,

ex =
+∞∑
n=0

xn

n!
.

Ïîêàçójå ñå äà çà ïîçèòèâíå âðåäíîñòè ïðîìåí§èâå x è çà îäãîâàðàjó£è
áðîj ñàáèðàêà Ìàêëîðåíîâîã ðåäà ìîæåìî äîáèòè çàäîâî§àâàjó£å ïðè-
áëèæíå âðåäíîñòè çà ôóíêöèjó ex. Ìå¢óòèì, çà íåãàòèâíå âðåäíîñòè x
ìîæå ñå äåñèòè äà äîáèjåìî âðåäíîñòè êîjå çíà÷àjíî îäñòóïàjó îä òà÷íèõ,
è ÷àê ìîãó äà ñå ðàçëèêójó ïî çíàêó. Îâàj ïðîáëåì ìîæå ñå ïðåâàçè£è
ìîäèôèêàöèjîì àëãîðèòìà çà íåãàòèâíå âðåäíîñòè x, íà ñëåäå£è íà÷èí:

e−x =
1

ex
=

1∑+∞
n=0

xn

n!

.



Ãëàâà 2

Íåëèíåàðíå jåäíà÷èíå

Ðåøàâàìî íåëèíåàðíó jåäíà÷èíó îáëèêà:

f(x) = 0. (2.1)

Ðåøå»à îâå jåäíà÷èíå íàçèâàjó ñå è íóëå ôóíêöèjå f .
Ó îâîì ïîãëàâ§ó £åìî ïîäðàçóìåâàòè äà jå ôóíêöèjà f íåïðåêèäíà

íà èíòåðâàëó [a, b], øòî îçíà÷àâàìî ñà f ∈ C[a, b].

2.1 Ëîêàëèçàöèjà ðåøå»à jåäíà÷èíå

Òà÷íî ðåøå»å x∗ íåëèíåàðíå jåäíà÷èíå àïðîêñèìèðàìî ïðèáëèæíèì
ðåøå»åì x̄, äîáèjåíèì àäåêâàòíî îäàáðàíîì ìåòîäîì. Áåç îáçèðà íà òî
êîjó íóìåðè÷êó ìåòîäó êîðèñòèìî, íàjïðå jå ïîòðåáíî îäðåäèòè êîëèêî
ðåøå»à ïîñòîjè è ëîêàëèçîâàòè ñâàêî îä »èõ.

Ëîêàëèçàöèjà ðåøå»à jå ïðîöåñ îäðå¢èâà»à èíòåðâàëà [a, b] êîjè ñàäð-
æè ðåøå»å x∗ jåäíà÷èíå f(x) = 0. Íàêîí øòî ëîêàëèçójåìî ðåøå»à,
ìîæåìî äà ïðèìåíèìî àäåêâàòíó íóìåðè÷êó ìåòîäó êîjîì îäðå¢ójåìî
ïðèáëèæíî ðåøå»å x̄ ∈ [a, b] jåäíà÷èíå. Äà áè èíòåðâàë [a, b] ñàäðæàî
ðåøå»å jåäíà÷èíå f(x) = 0 ïîòðåáíî jå äà áóäå èñïó»åí óñëîâ:

f(a) f(b) < 0. (2.2)

Ëîêàëèçàöèjó ðåøå»à ìîæåìî èçâðøèòè ïîìî£ó ñêèöå ãðàôèêà ôóíêöèjå,
íà îñíîâó êîjå îäðå¢ójåìî èíòåðâàë [a, b] êîjè ñàäðæè ðåøå»å x∗ jåäíà÷èíå.
Òàêî¢å, ìîæåìî îäðåäèòè âðåäíîñò ôóíêöèjå f ó íåêîëèêî òà÷àêà è íà

10
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îñíîâó òîãà ïðîöåíèòè íà êîì èíòåðâàëó ôóíêöèjà ìå»à çíàê. Óêîëèêî
jåäíà÷èíà èìà âèøå îä jåäíîã ðåøå»à, ïðèìå»ójåìî îäàáðàíó ìåòîäó íà
ðàçëè÷èòèì èíòåðâàëèìà íà êîjèìà ñìî ëîöèðàëè ðåøå»å.

Ñòàâ 2.1 Àêî jå ôóíêöèjà f íåïðåêèäíà íà èíòåðâàëó [a, b] è àêî âàæè
f(a) f(b) < 0, òàäà íà èíòåðâàëó (a, b) jåäíà÷èíà f(x) = 0 èìà áàð jåäíî
ðåøå»å.

Ñòàâ 2.2 Àêî jå ôóíêöèjà f íåïðåêèäíà íà èíòåðâàëó [a, b], f(a) f(b) <
0 è àêî jå f ìîíîòîíà ôóíêöèjà, òàäà íà èíòåðâàëó (a, b) jåäíà÷èíà
f(x) = 0 èìà òà÷íî jåäíî ðåøå»å.

Òåîðåìà 2.1 (Òåîðåìà î ïðîöåíè ãðåøêå ïðèáëèæíèì èçðà÷óíàâà»åì
ðåøå»à jåäíà÷èíå) Íåêà jå f ∈ C[a, b] äèôåðåíöèjàáèëíà ôóíêöèjà. Àêî
jå x∗ ∈ [a, b] òà÷íî ðåøå»å jåäíà÷èíå f(x) = 0, à x̄ »åíî ïðèáëèæíî
ðåøå»å, è àêî jå 0 < m1 ≤ min

x∈[a,b]
|f ′(x)| <∞, òàäà âàæè ïðîöåíà:

|x∗ − x̄| ≤ |f(x̄)|
m1

(2.3)

Äîêàç. Àêî íà îäñå÷êó (x∗, x̄) [(x̄, x∗)] ïðèìåíèìî Ëàãðàíæîâó òåîðåìó î
ñðåä»îj âðåäíîñòè, èìàìî äà jå

f(x̄)− f(x∗)

x̄− x∗
= f ′(ξ), ξ ∈ (x∗, x̄).

[
f(x∗)− f(x̄)

x∗ − x̄
= f ′(ξ), ξ ∈ (x̄, x∗)

]
Ñ îáçèðîì íà òî äà jå f(x∗) = 0, âàæè äà jå

|x∗ − x̄| =
∣∣∣∣ f(x̄)

f ′(ξ)

∣∣∣∣ ≤ |f(x̄)|
m1

.

2.2 Ìåòîäà ïîëîâ§å»à èíòåðâàëà

Ìåòîäà ïîëîâ§å»à èíòåðâàëà jå ìåòîäà ïîñòåïåíå ïðåòðàãå, ó êîjîj ñå
èíòåðâàë íà êîìå jå ëîöèðàíî ðåøå»å ïîëîâè ó ñâàêîì êîðàêó. Óêîëèêî
ôóíêöèjà ìå»à çíàê íà èíòåðâàëó, ïðîöå»ójå ñå çíàê ôóíêöèjå ó ñðåäèø-
»îj òà÷êè èíòåðâàëà. Çà ïðèáëèæíó âðåäíîñò ðåøå»à jåäíà÷èíå óçèìà
ñå ñðåäèø»à òà÷êà ïîäèíòåðâàëà íà êîìå ôóíêöèjà ìå»à çíàê. Ïðîöåñ
ñå ïîíàâ§à êàêî áèñìî äîáèëè ïðåöèçíèjå ïðîöåíå ðåøå»à.
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Íàâîäèìî àëãîðèòàì çà ìåòîäó ïîëîâ§å»à èíòåðâàëà:

ÊÎÐÀÊ 1: Ëîöèðàòè ðåøå»å jåäíà÷èíå íà èíòåðâàëó
[a0, b0], òàêî äà jå èñïó»åí óñëîâ f(a0) f(b0) < 0.

ÊÎÐÀÊ 2: Îäðå¢ójå ñå ïðèáëèæíà âðåäíîñò ðåøå»à ñà

x̄0 =
a0 + b0

2
.

ÊÎÐÀÊ 3: Âðøèìî ïðîöåíó êîjà ïîëîâèíà èíòåðâàëà
ñàäðæè ðåøå»å jåäíà÷èíå:

• Àêî jå f(x̄0) = 0,

òàäà jå x∗ = a0+b0
2

ðåøå»å jåäíà÷èíå.

• Àêî jå f(a0) f(x̄0) < 0,

ïðåçíà÷àâàìî a1 := a0, b1 := x̄0

è âðà£àìî ñå íà ÊÎÐÀÊ 2 ñà a1 è b1.

• Àêî jå f(x̄0) f(b0) < 0,

ïðåçíà÷àâàìî a1 := x̄0, b1 := b0

è âðà£àìî ñå íà ÊÎÐÀÊ 2 ñà a1 è b1.

Îâèì ïîñòóïêîì ôîðìèðàìî íèç óìåòíóòèõ èíòåðâàëà

. . . [a2, b2] ⊂ [a1, b1] ⊂ [a0, b0],

ïðè ÷åìó ñâàêè îä »èõ ñàäðæè ðåøå»å x∗ jåäíà÷èíå.

Ïðîöåíà ãðåøêå

Ïîòðåáíî jå ïðîöåíèòè êàäà ñòàjåìî ñ ïîñòóïêîì. Óêîëèêî jå òà÷íîñò
ñ êîjîì òðåáà äà îäðåäèìî ðåøå»å jåäíà÷èíå ε, çáîã ïîñòóïêà êîjèì
îäðå¢ójåìî ïðèáëèæíî ðåøå»å, âàæè äà jå:

|x∗ − x̄n| ≤
bn − an

2
≤ b0 − a0

2n+1
≤ ε.

Èç óñëîâà b0−a0
2n+1 ≤ ε, îäðå¢ójå ñå áðîj èòåðàöèjà n ïîëîâ§å»à èíòåðâàëà

ïîòðåáíèõ äà áè ñå ïîñòèãëà çàõòåâàíà òà÷íîñò.
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1. Ìåòîäîì ïîëîâ§å»à èíòåðâàëà ðåøèòè jåäíà÷èíó

f(x) = e−x − x = 0

ñà òà÷íîø£ó ε = 5 · 10−2.

Ðåøå»å. Íàjïðå ïðîöå»ójåìî êîëèêî ðåøå»à ïîñòîjè. Äà áèñìî
èçâðøèëè ïðîöåíó, ïðåäñòàâèìî çàäàòó jåäíà÷èíó ó èçìå»åíîì îáëèêó:

e−x = x.

Ïðåñå÷íå òà÷êå ãðàôèêà ôóíêöèjà e−x è x ñó íóëå ôóíêöèjå f .

Ñëèêà 2.1: Ëîêàëèçàöèjà ðåøå»à jåäíà÷èíå e−x − x = 0

Ñêèöèðà»åì ãðàôèêà îâèõ ôóíêöèjà ïðîöå»ójåìî äà çàäàòà jåäíà÷èíà
èìà jåäíî ðåøå»å, êîjå ïðèïàäà èíòåðâàëó [0, 1]. Çàèñòà, âðåäíîñòè ôóíê-
öèjå f ó êðàjåâèìà èíòåðâàëà ñó ñóïðîòíîã çíàêà:

f(0) f(1) = 1 · (−0, 632) < 0.

Ôîðìèðàìî íèç óìåòíóòèõ èíòåðâàëà, ïðè ÷åìó ïî÷åòíè èíòåðâàë îçíà-
÷èìî ñà [a0, b0] = [0, 1]. Ïðîöåíèìî íàjïðå êîëèêî jå ïîòðåáíî óìåòíóòèõ
èíòåðâàëà êàêî áèñìî ïîñòèãëè çàõòåâàíó òà÷íîñò ε = 5 ·10−2. Íà îñíîâó

ïðîöåíå
b0 − a0

2n+1
≤ ε, èìàìî äà jå

1− 0

2n+1
≤ 5 · 10−2 ⇒ 2n+1 ≥ 1

5
· 102 = 20 ⇒ n ≥ 3, 322
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Äàêëå, äîâî§íà ñó 4 ïîëîâ§å»à èíòåðâàëà äà áè ñå ïîñòèãëà òðàæåíà
òà÷íîñò.

n an bn x̄n f(an) f(bn) f(x̄n)
0 0 1 0, 500 1 −0, 632 0, 106
1 0, 5 1 0, 75 0, 106 −0, 632 −0, 278
2 0, 5 0, 75 0.625 0, 106 −0, 278 −0, 090
3 0, 5 0, 625 0, 5625 0, 106 −0, 090 0, 007
4 0, 5625 0, 625 0, 59375 0, 007 −0, 090 −0, 041

Íàêîí 4 ïîëîâ§å»à èíòåðâàëà äîáèëè ñìî äà jå ïðèáëèæíî ðåøå»å x̄n =
0, 59375. Ñ îáçèðîì íà ïîñòèãíóòó òà÷íîñò ðåøå»à, îä çíà÷àjà ñó íàì
ñàìî ïðâå äâå öèôðå, ïà ìîæåìî äà ïèøåìî:

x̄n = 0, 59.

�

Çàäàöè çà âåæáó

1. Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò 3
√

5 ïðèìåíîì ìåòîäå ïîëîâ§å»à èíòåðâàëà ñà
3 ñèãóðíå öèôðå.

Ðåçóëòàò. Áðîj 3
√

5 jå ðåàëíî ðåøå»å jåäíà÷èíå x3 − 5 = 0.
3
√

5 ≈ 1, 71.

2. Ìåòîäîì ïîëîâ§å»à èíòåðâàëà ñà òà÷íîø£ó 5·10−3, ðåøèòè jåäíà÷èíó

ex − 2 = cos ex − 2.

Ðåçóëòàò. x ≈ 1, 004

3. Ìåòîäîì ïîëîâ§å»à èíòåðâàëà ñà òà÷íîø£ó 5·10−3, ðåøèòè jåäíà÷èíó

x = 2 sin x.

Ðåçóëòàò. Êîðèñòèòè íåïàðíîñò ôóíêöèjå.
x1,2 ≈ ±1, 894; x3 = 0.

4. Ìåòîäîì ïîëîâ§å»à èíòåðâàëà ñà òà÷íîø£ó 5·10−3, îäðåäèòè íàjìà»å
ïîçèòèâíî ðåøå»å jåäíà÷èíå

x = tg x.

Ðåçóëòàò. x ≈ 4, 496
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2.3 Ìåòîäà ïðîñòå èòåðàöèjå

Ïðîáëåì ðåøàâà»à jåäíà÷èíå f(x) = 0, òj. îäðå¢èâà»å íóëà ôóíêöèjå
f , ìîæå äà ñå ïðåôîðìóëèøå íà ñëåäå£è íà÷èí:

g(x) = x,

çà íåêó ôóíêöèjó g. Îâàêâà ìîäèôèêàöèjà ïðîáëåìà íèjå jåäèíñòâåíà.
Íà îâàj íà÷èí ïðîáëåì ñå ñâîäè íà îäðå¢èâà»å íåïîêðåòíå òà÷êå ôóíê-
öèjå g(x), òj. òà÷êå x∗ êîjà jå ðåøå»å jåäíà÷èíå x∗ = g(x∗). Îâàêâà
ôîðìóëàöèjà ïðîáëåìà äîâîäè íàñ äî ìåòîäå ïðîñòå èòåðàöèjå. Íàjïðå
ðàçìîòðèìî óñëîâå ïîä êîjèìà ôóíêöèjà g(x) èìà íåïîêðåòíó òà÷êó è
êàäà jå îíà jåäèíñòâåíà.

Òåîðåìà 2.2 Íåêà jå ôóíêöèjà g íåïðåêèäíà íà èíòåðâàëó [a, b]. Àêî jå
a ≤ g(x) ≤ b çà ñâàêî x ∈ [a, b], òàäà g èìà íåïîêðåòíó òà÷êó íà èíòåð-
âàëó [a, b]. Äîäàòíî, àêî jå g äèôåðåíöèjàáèëíà íà (a, b) è àêî ïîñòîjè
êîíñòàíòà 0 < k < 1, òàêâà äà çà ñâàêî x ∈ (a, b) âàæè

|g′(x)| ≤ k,

òàäà g èìà jåäèíñòâåíó íåïîêðåòíó òà÷êó.

Äîêàç. Àêî jå g(a) = a èëè g(b) = b, òàäà g èìà íåïîêðåòíó òà÷êó ó jåäíîì
îä êðàjåâà èíòåðâàëà. Ó ñóïðîòíîì, ìîðà âàæèòè äà jå g(a) > a è g(b) < b.
Òàäà jå ôóíêöèjà h(x) = g(x)− x íåïðåêèäíà íà [a, b], âàæè äà jå

h(a) = g(a)− a > 0, h(b) = g(b)− b < 0,

ïà ïîñòîjè òà÷êà x∗ ∈ (a, b) çà êîjó âàæè äà jå h(x∗) = 0, òj. g(x∗) = x∗.
Ïðåòïîñòàâèìî äà jå |g′(x)| ≤ k < 1 è äà ñó x∗, y∗ ∈ (a, b) íåïîêðåòíå òà÷êå

ôóíêöèjå g.
Àêî ïðåòïîñòàâèìî äà jå x∗ < y∗, íà îñíîâó Ëàãðàíæîâå òåîðåìå î ñðåä»îj

âðåäíîñòè ñëåäè äà ïîñòîjè ξ ∈ (x∗, y∗) òàêî äà jå g(x∗)−g(y∗)
x∗−y∗ = g′(ξ). Îäàòëå

ñëåäè

|x∗ − y∗| = |g(x∗)− g(y∗)| = |g′(ξ)| |x∗ − y∗| ≤ k |x∗ − y∗| < |x∗ − y∗|,

øòî jå êîíòðàäèêöèjà, ïà çàê§ó÷ójåìî äà jå x∗ = y∗.

Àêî jå g íåïðåêèäíà ôóíêöèjà çà êîjó çíàìî äà èìà íåïîêðåòíó òà÷êó
íà èíòåðâàëó [a, b], ìîæåìî ïðîáàòè äà îäðåäèìî òó òà÷êó èçðà÷óíàâàjó-
£è âðåäíîñòè g(x), çà íåêî x ∈ [a, b]. Íåêàäà íèjå ìîãó£å îäðåäèòè òà÷íó
âðåäíîñò íåïîêðåòíå òà÷êå. Íàðåäíà òåîðåìà äàjå óñëîâå è íà÷èí íà êîjè
ñå ìîæåìî ïðîèçâî§íî ïðèáëèæèòè òîj âðåäíîñòè.



ÃËÀÂÀ 2. ÍÅËÈÍÅÀÐÍÅ JÅÄÍÀ×ÈÍÅ 16

Òåîðåìà 2.3 Íåêà jå ôóíêöèjà g íåïðåêèäíà íà [a, b] è a ≤ g(x) ≤ b çà
ñâàêî x ∈ [a, b]. Äîäàòíî, íåêà jå g äèôåðåíöèjàáèëíà íà (a, b) è íåêà
ïîñòîjè êîíñòàíòà 0 < k < 1 òàêâà äà jå |g′(x)| ≤ k, çà ñâàêî x ∈ [a, b].
Òàäà çà ïðîèçâî§íî x0 ∈ [a, b] íèç äåôèíèñàí ñà xn = g(xn−1), (n ∈ N),
êîíâåðãèðà êà jåäèíñòâåíîj íåïîêðåòíîj òà÷êè x∗ ∈ [a, b] ôóíêöèjå g.

Äîêàç. Íà îñíîâó ïðåòõîäíå òåîðåìå çàê§ó÷ójåìî äà ôóíêöèjà g èìà
jåäèíñòâåíó íåïîêðåòíó òà÷êó x∗ íà èíòåðâàëó [a, b]. Òàêî¢å, çáîã òîãà øòî
g(x) ∈ [a, b] çà ñâàêî x ∈ [a, b], íèç {xn}+∞n=0 jå äîáðî äåôèíèñàí è ïðèïàäà
èíòåðâàëó [a, b]. Íà îñíîâó óñëîâà òåîðåìå è Ëàãðàíæîâå òåîðåìå î ñðåä»îj
âðåäíîñòè âàæè äà jå

|xn − x∗| = |g(xn−1)− g(x∗)| = |g′(ξn)| |xn−1 − x∗| ≤ k |xn−1 − x∗|,

ãäå ξn ∈ (a, b). Èíäóêöèjîì äîáèjàìî äà jå

|xn − x∗| ≤ k |xn−1 − x∗| ≤ k2 |xn−2 − x∗| ≤ . . . ≤ kn |x0 − x∗|.

Èç óñëîâà 0 < k < 1 ñëåäè äà jå

lim
n→∞

|xn − x∗| ≤ lim
n→∞

kn |x0 − x∗| = 0,

òj. lim
n→∞

xn = x∗.

Ñ îáçèðîì íà òî äà ôîðìóëàöèjà ïðîáëåìà f(x) = 0 ó îáëèê g(x) = x
íèjå jåäèíñòâåíà, çàïðàâî ãîâîðèìî î ôàìèëèjè ìåòîäà. Ìåòîäà ïðîñòå
èòåðàöèjå äåôèíèñàíà èòåðàòèâíèì ïîñòóïêîì

xn = g(xn−1), (n ∈ N), x0 ∈ [a, b] (2.4)

îáóõâàòà è îäàáèð îäãîâàðàjó£å ôóíêöèjå g çà èíòåðâàë [a, b].
Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà âàæè ñëåäå£à ïîñëåäèöà ïðåòõîäíå òåîðåìå:

Ïîñëåäèöà 2.1 Àêî ôóíêöèjà g èñïó»àâà óñëîâå Òåîðåìå 2.3, òàäà âàæå
ñëåäå£å îöåíå çà ãðåøêó ìåòîäå:

|xn − x∗| ≤ kn max{x0 − a, b− x0}

è

|xn − x∗| ≤
kn

1− k
|x1 − x0|, (∀x ∈ (a, b)) .
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Óêîëèêî jå ïîòðåáíî äà èçðà÷óíàìî ïðèáëèæíó âðåäíîñò ðåøå»à
ïîñòàâ§åíå jåäíà÷èíå ñà òà÷íîø£ó ε, ìîæåìî îäðåäèòè ïîòðåáàí áðîj
èòåðàöèjà n èç îöåíå:

kn

1− k
|x1 − x0| ≤ ε. (2.5)

Àëòåðíàòèâíî, ìîæåìî çàóñòàâèòè èòåðàòèâíè ïðîöåñ êàäà ñå ïîêëîïå
âðåäíîñòè äâå ñóñåäíå èòåðàöèjå.

2. Ìåòîäîì ïðîñòå èòåðàöèjå îäðåäèòè ñâà ðåøå»à jåäíà÷èíå

f(x) = ch
(x

2

)
− x = 0

ñà òà÷íîø£ó ε = 5 · 10−3.

Ðåøå»å. Çàïèøèìî jåäíà÷èíó ó åêâèâàëåíòíîì îáëèêó

ch
(x

2

)
= x,

ïðè ÷åìó jå g(x) = ch
(
x
2

)
. Ñêèöèðà»åì ãðàôèêà ôóíêöèjà g(x) è x ìîæå-

ìî ïðîöåíèòè äà jåäíà÷èíà èìà 2 ðåøå»à, êîjà ïðèïàäàjó èíòåðâàëèìà
[1, 2] è [4, 5].

Ñëèêà 2.2: Ëîêàëèçàöèjà ðåøå»à jåäíà÷èíå ch
(
x
2

)
− x = 0

Íàjïðå îäðåäèìî ïðèáëèæíó âðåäíîñò x̄1 ∈ [1, 2]. Ôîðìèðàìî èòåðà-
òèâíó ìåòîäó

xn+1 = ch (0, 5xn).
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Âàæè äà jå 1 ≤ g(x) ≤ 2 çà ñâàêî x ∈ [1, 2].
Çà x ∈ [1, 2], âàæè äà jå |g′(x)| = |0, 5 sh

(
x
2

)
| ≤ 0, 5876 < 1, èìàjó£è

ó âèäó äà jå îâî ðàñòó£à ôóíêöèjà, ïà íà îñíîâó Òåîðåìå 2.3 ìîæåìî
ïðèìåíèòè îâó èòåðàòèâíó ìåòîäó çà îäðå¢èâà»å ðåøå»à x̄1, ñà x0 = 1.
Çà êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à ìîæåìî ïðèìåíèòè îöåíó (2.5), çà k = 0, 6,
òj.

0, 6n

1− 0, 6
|1, 1276− 1| ≤ 5 · 10−3.

Çà n = 9 èñïó»åíà jå îâà îöåíà, ïà ñòàjåìî ïîñëå 9 èòåðàöèjà.

n xn(= g(xn−1))
0 1
1 1, 1276
2 1, 1632
3 1, 1740
4 1, 1773
5 1, 1783
6 1, 1786
7 1, 1787
8 1, 1788
9 1, 1788

Ñ îáçèðîì íà ïîñòèãíóòó òà÷íîñò, ïðâå 3 äåöèìàëå ñó ñèãóðíå, ïà jå
x̄1 = 1, 179. Èàêî ñìî óíàïðåä îäðåäèëè áðîj èòåðàöèjà, âèäèìî äà ñó ñå
âðåäíîñòè èòåðàöèjà ïîêëîïèëå íà 4 äåöèìàëå ó 8. è 9. èòåðàöèjè.

Îäðåäèìî ïðèáëèæíó âðåäíîñò äðóãîã ðåøå»à x̄2 ∈ [4, 5]. Êàêî jå
âðåäíîñò |g′(x)| > 1 íà èíòåðâàëó [4, 5], íå ìîæåìî èñêîðèñòèòè èñòó
ôîðìóëàöèjó ïðîáëåìà êàêî áèñìî ïðèìåíèëè ìåòîäó ïðîñòå èòåðàöèjå.
Ïðåôîðìóëèøèìî jåäíà÷èíó íà ñëåäå£è íà÷èí:

x =
x2

ch
(
x
2

)
è îçíà÷èìî ñà g1(x) = x2

ch (x2 )
. Âàæè äà jå 4 ≤ g1(x) ≤ 5 çà ñâàêî x ∈ [4, 5].

Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà jå |g′1(x)| îïàäàjó£à ôóíêöèjà íà èíòåðâàëó [4, 5] è
äà jå |g′1(x)| < 0, 38034. Ôîðìèðà£åìî èòåðàòèâíè ïðîöåñ:

xn+1 =
x2
n

ch
(
xn
2

)
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ñà ïî÷åòíîì òà÷êîì èòåðàöèjà x0 = 4. Èçðà÷óíàâà»åì ñà 4 äåöèìàëå
äîáèjàìî:

n xn(= g1(xn−1))
0 4
1 4, 2528
2 4, 2536
3 4, 2536

Çáîã ïîêëàïà»à âðåäíîñòè íà 4 äåöèìàëå ó 2. è 3. èòåðàöèjè, à èìàjó£è
ó âèäó çàõòåâàíó òà÷íîñò, ñòàjåìî ïîñëå 3. èòåðàöèjå. Àêî ïðèìåíèìî
êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à (2.5), 0,4n

1−0,4
|4, 2528− 4| ≤ 5 · 10−3, äîáèjàìî äà jå

îâà îöåíà èñïó»åíà çà n = 5.
Ñ îáçèðîì íà ïîñòèãíóòó òà÷íîñò, ïðâå 3 äåöèìàëå ñó ñèãóðíå, ïà jå

x̄2 = 4, 254.

�

Çàäàöè çà âåæáó

5. Ìåòîäîì ïðîñòå èòåðàöèjå ñà òà÷íîø£ó 10−5, ðåøèòè jåäíà÷èíó

x3 − 2x− 5 = 0.

Ðåçóëòàò. x ≈ 2, 09455

6. Ìåòîäîì ïðîñòå èòåðàöèjå ñà òà÷íîø£ó 10−4, ðåøèòè jåäíà÷èíó

x+ 2 sinπx = 0.

Ðåçóëòàò. x1 ≈ 1, 2060, x2 ≈ 1, 6820

7. Ìåòîäîì ïðîñòå èòåðàöèjå ñà òà÷íîø£ó 10−4, ðåøèòè jåäíà÷èíó

ex = 3x2.

Ðåçóëòàò. x1 ≈ −0, 4590, x2 ≈ 0, 9100, x3 ≈ 3, 7330
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2.4 �óòíîâà ìåòîäà

Ðåøàâàìî jåäíà÷èíó f(x) = 0. Íåêà jå ðåøå»å ëîöèðàíî íà èíòåðâàëó
[a, b], ïðè ÷åìó jå ôóíêöèjà f äâà ïóòà íåïðåêèäíî-äèôåðåíöèjàáèëíà
íà èíòåðâàëó [a, b], ó îçíàöè f ∈ C2[a, b] è íåêà jå x0 ∈ [a, b] ïî÷åòíà
àïðîêñèìàöèjà ðåøå»à. Íà îñíîâó Òåjëîðîâîã ðàçâîjà ôóíêöèjå çà òà÷êó
x ó îêîëèíè x0 ìîæåìî äà çàïèøåìî:

f(x) = f(x0) + f ′(x0) (x− x0) +
f ′′(ξ)

2!
(x− x0)2,

çà íåêî ξ èçìå¢ó x è x0. Óçìèìî äà jå x = x∗ çà êîjå jå f(x∗) = 0. Àêî áè
ôóíêöèjà f áèëà ëèíåàðíà, âàæèëî áè äà jå äðóãè èçâîä ñâóãäå 0, ïà áè
ðåøå»å jåäíà÷èíå ó òîì ñëó÷àjó áèëî 0 = f(x0) + f ′(x0) (x∗− x0), îäàêëå
áèñìî äîáèëè äà jå x∗ = x0 − f(x0)/f ′(x0). Çà íåëèíåàðíó ôóíêöèjó f
óçå£åìî äà jå ñëåäå£à àïðîêñèìàöèjà ðåøå»à äàòà èñòîì ôîðìóëîì, òj.

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
.

Óçèìàjó£è çà íîâó àïðîêñèìàöèjó ðåøå»à òà÷êó x1, ïîíàâ§àìî ïîñòóïàê
è íà îâàj íà÷èí äîáèjàìî èòåðàòèâíè ïðîöåñ:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
. (2.6)

Îâàj èçðàç ïðåäñòàâ§à �óòíîâó ìåòîäó, êîjà ñå jîø íàçèâà è ìåòîäà
òàíãåíòå, çáîã »åíå ãåîìåòðèjñêå èíòåðïðåòàöèjå.

Ãåîìåòðèjñêà èíòåðïðåòàöèjà �óòíîâå ìåòîäå

Ïîñòàâèìî ó òà÷êè (xn, f(xn)) òàíãåíòó t íà ãðàôèê ôóíêöèjå f(x),
÷èjà jåäíà÷èíà ãëàñè:

t : f1(x)− f(xn) = f ′(xn) (x− xn).

Àêî ñàäà ðåøàâàìî jåäíà÷èíó f1(x) = 0 è îçíà÷èìî »åíî ðåøå»å ñà xn+1,
äîáèjàìî äà jå f1(xn+1)−f(xn) = f ′(xn) (xn+1−xn), à êàêî jå f1(xn+1) = 0,
èìàìî äà âàæè

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
.

Çàïðàâî, òà÷êà xn+1 ïðåäñòàâ§à ïðåñå÷íó òà÷êó òàíãåíòå t è àïñöèñå.
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Ñëèêà 2.3: Ãåîìåòðèjñêà èíòåðïðåòàöèjà �óòíîâå ìåòîäå

Óñëîâè êîíâåðãåíöèjå �óòíîâå ìåòîäå

Íàðåäíà òåîðåìà äàjå îäãîâîð íà ïèòà»à ïîä êîjèì óñëîâèìà�óòíîâà
ìåòîäà êîíâåðãèðà, íà êîjè íà÷èí áèðàìî ïî÷åòíó òà÷êó èòåðàöèjå è êîjà
jå îöåíà ãðåøêå ìåòîäå.

Òåîðåìà 2.4 (Òåîðåìà î êîíâåðãåíöèjè �óòíîâå ìåòîäå) Íåêà jå ôóíê-
öèjà f ∈ C2[a, b] è íåêà âàæè äà jå:

1. f(a) f(b) < 0,

2. f ′(x) 6= 0 çà ñâàêî x ∈ [a, b],

3. f ′′ íå ìå»à çíàê íà èíòåðâàëó [a, b].

Óêîëèêî çà ïî÷åòíó òà÷êó èòåðàöèjå îäàáåðåìî x0 ∈ [a, b] òàêî äà jå

f(x0) f ′′(x0) > 0, (2.7)

òàäà èòåðàòèâíè íèç äåôèíèñàí �óòíîâîì ìåòîäîì êîíâåðãèðà êà
jåäèíñòâåíîì ðåøå»ó x∗ jåäíà÷èíå f(x) = 0. Ïðè òîìå âàæè ñëåäå£à
àïñîëóòíà îöåíà ãðåøêå:

|x∗ − xn| ≤
M2

2m1

(xn − xn−1)2,

ãäå jå 0 < m1 ≤ |f ′(x)| è |f ′′(x)| ≤M2 çà ñâàêî x ∈ [a, b].
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Óêîëèêî jå ïîòðåáíî äà èçðà÷óíàìî ïðèáëèæíó âðåäíîñò ðåøå»à
ïîñòàâ§åíå jåäíà÷èíå ñà òà÷íîø£ó ε, ìîæåìî ïðèìåíèòè ñëåäå£è êðè-
òåðèjóì çàóñòàâ§à»à èòåðàöèjà

M2

2m1

(xn − xn−1)2 ≤ ε,

îäíîñíî:

|xn − xn−1| ≤
√

2m1ε

M2

. (2.8)

Íà ñëèêàìà èñïîä ïðèêàçàíè ñó ñëó÷àjåâè êàäà �óòíîâà ìåòîäà íå
êîíâåðãèðà. Ïðèìåòèìî äà îâàj ïðîáëåì óãëàâíîì ìîæåìî ðåøèòè ïî-
ãîäíèjèì îäàáèðîì ïî÷åòíå òà÷êå èòåðàöèjå x0.

Ìîäèôèêîâàíà �óòíîâà ìåòîäà

Ìîæåìî çàìåíèòè f ′(xn) ñà f ′(x0) ó ñâàêîj èòåðàöèjè �óòíîâîã èòå-
ðàòèâíîã ïðîöåñà, òj.

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(x0)
.

Îâàêâà ìîäèôèêàöèjà óñïîðàâà ïðîöåñ êîíâåðãåíöèjå.
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3. �óòíîâîì ìåòîäîì îäðåäèòè ñâà ïîçèòèâíà ðåøå»à jåäíà÷èíå

f(x) = ex + e−3x − 4 = 0

ñà òà÷íîø£ó ε = 0.5 · 10−4.

Ðåøå»å. Íàjïðå jå ïîòðåáíî äà ëîêàëèçójåìî ðåøå»à ïîñòàâ§åíå
jåäíà÷èíå. Çàïèñà£åìî jåäíà÷èíó ó îáëèêó:

4− ex = e−3x.

Ñêèöèðà»åì ãðàôèêà ôóíêöèjà ñ ëåâå è äåñíå ñòðàíå jåäíàêîñòè ìîæåìî
ïðîöåíèòè ó êîì ñå èíòåðâàëó íàëàçå ïîçèòèâíà ðåøå»à.

Ñëèêà 2.4: Ëîêàëèçàöèjà ïîçèòèâíîã ðåøå»à jåäíà÷èíå ex + e−3x− 4 = 0

Íà îñíîâó ñêèöå ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà ñå jåäèíî ïîçèòèâíî ðåøå»å
jåäíà÷èíå íàëàçè íà èíòåðâàëó [1, 2]. Çàèñòà, âàæè äà jå

f(1) f(2) = (−1, 23193) · 3, 39153 < 0.

Ïðîâåðèìî îñòàëå óñëîâå Òåîðåìå 2.4. Ïðâè è äðóãè èçâîä ôóíêöèjå f
ñó:

f ′(x) = ex − 3e−3x

f ′′(x) = ex + 9e−3x

è îáà ñó ïîçèòèâíà çà x ∈ [1, 2]. Ïðâè èçâîä jå ðàñòó£à ôóíêöèjà,
ðàçëè÷èòà îä íóëå íà [1, 2], ïà âàæè äà jå

min
[1,2]
|f ′(x)| = f ′(1) = 2, 56892 = m1.
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Çà äðóãè èçâîä äîâî§íî jå äà îäðåäèìî ãîð»å îãðàíè÷å»å:

max
x∈[1,2]

|f ′′(x)| = max
x∈[1,2]

|ex + 9e−3x| ≤ e2 + 9e−3 = 7, 83714 = M2.

Èòåðàòèâíè ïðîöåñ jå äàò ñà:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
.

Çà ïî÷åòíó âðåäíîñò èòåðàöèjå x0 áèðàìî òà÷êó x0 = 2 çà êîjó jå èñïó»åí
óñëîâ (2.7):

f(2)f ′′(2) > 0.

Êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à èòåðàöèjà îäðå¢åí jå ñà (2.8):

|xn − xn−1| ≤
√

2m1ε

M2

=

√
2 · 2, 56892 · 0, 5 · 10−4

7, 83714
= 0, 00573

Ôîðìèðàìî òàáåëó:

n xn f(xn) f ′(xn)
0 2 3, 39153 7, 38162
1 1, 54054 0, 67695 4, 63760
2 1, 39457 0, 04848 3, 98751
3 1, 38241 0, 00030 3, 93707
4 1, 38233

Êðèòåðèjóì çà çàóñòàâ§à»å èòåðàöèjà jå èñïó»åí ïîñëå 4 èòåðàöèjå:

|x4 − x3| = |1, 38241− 1, 38233| = 0, 00008 < 0, 00573.

Ïðèáëèæíî ðåøå»å ïîëàçíå jåäíà÷èíå jå:

x̄ = 1, 38233.

�

Çàäàöè çà âåæáó

8. �óòíîâîì ìåòîäîì ñà òà÷íîø£ó 10−4, ðåøèòè jåäíà÷èíó

ex = 2x2.
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Ðåçóëòàò. x1 ≈ −0, 5398; x2 ≈ 1, 4880; x3 ≈ 2, 6179

9. �óòíîâîì ìåòîäîì ñà òà÷íîø£ó 10−4, îäðåäèòè íàjâå£å íåãàòèâíî
ðåøå»å jåäíà÷èíå

ex = sin
πx

3
.

Ðåçóëòàò. x ≈ −3, 0454

10. �óòíîâîì ìåòîäîì ñà òà÷íîø£ó 10−5, îäðåäèòè ñâà ïîçèòèâíà ðåøå»à
jåäíà÷èíå

lnx+ x2 − 3 = 0.

Ðåçóëòàò. x ≈ 1, 59214

11. �óòíîâîì ìåòîäîì ñà òà÷íîø£ó 10−5, îäðåäèòè ñâà ðåøå»à jåäíà÷èíå

cosx = x2.

Ðåçóëòàò. x1,2 ≈ ±0, 82413

12. �óòíîâîì ìåòîäîì ñà òà÷íîø£ó 10−4, îäðåäèòè ñâà ðåøå»à jåäíà÷èíå

x2 +
1

x+ 1
− 3x = 0.

Ðåçóëòàò. x1 ≈ −1, 1987; x2 ≈ 0, 2865; x3 ≈ 2, 9122

2.5 Ìåòîäà ñå÷èöå

�óòíîâà ìåòîäà çàõòåâà èçðà÷óíàâà»å âðåäíîñòè ïðâîã èçâîäà ôóíê-
öèjå, øòî ó íåêèì ñëó÷àjåâèìà ìîæå çíà÷àjíî îòåæàòè èçðà÷óíàâà»å.
Jåäíà îä ìîäèôèêàöèjà �óòíîâå ìåòîäå êîjîì ñå èçáåãàâà èçðà÷óíàâà»å
èçâîäà ôóíêöèjå jå ìåòîäà ñå÷èöå.

Íà îñíîâó Òåjëîðîâîã ðàçâîjà ôóíêöèjå ó îêîëèíè òà÷êå xn, èìàìî äà
jå:

f(xn−1) = f(xn) + f ′(xn)(xn−1 − xn) + o((xn−1 − xn)2),

ïà âàæè àïðîêñèìàöèjà ïðâîã èçâîäà:

f ′(xn) ≈ f(xn)− f(xn−1)

xn − xn−1

.

Çàìåíîì ó �óòíîâó ìåòîäó äîáèjàìî xn+1 = xn − f(xn)
f(xn)−f(xn−1)

xn−xn−1

, òj.

xn+1 = xn − f(xn)
xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)
. (2.9)
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Ãåîìåòðèjñêà èíòåðïðåòàöèjà

Ñå÷èöà êðîç òà÷êå (xn−1, f(xn−1)) è (xn, f(xn)) jå îáëèêà:

f1(x)− f(xn) =
f(xn)− f(xn−1)

xn − xn−1

(x− xn).

Àêî jå f1(x) = 0 çà íåêî x, äîáèjàìî äà jå:

xn+1 = xn − f(xn)
xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)
.

Óñëîâè êîíâåðãåíöèjå ìåòîäå ñå÷èöå

Íåêà jå ðåøå»å jåäíà÷èíå f(x) = 0 ëîöèðàíî íà èíòåðâàëó [a, b], íà
êîìå f ′ è f ′′ íå ìå»àjó çíàê è âàæè äà jå f(a) f(b) < 0. Òàäà ìîæåìî
ïðèìåíèòè ìåòîäó ñå÷èöå. Çà ïî÷åòíó àïðîêñèìàöèjó x0 ∈ [a, b] ìîæåìî
îäàáðàòè òà÷êó çà êîjó jå èñïó»åí óñëîâ f(x0) f ′′(x0) > 0, à çà x1 ∈ [a, b]
òà÷êó çà êîjó âàæè äà jå f(x0) f(x1) < 0. Íàj÷åø£å çà ïî÷åòíå òà÷êå
àïðîêñèìàöèjå x0 è x1 ìîæåìî óçåòè êðàj»å òà÷êå èíòåðâàëà [a, b].

Êðèòåðèjóì çà çàóñòàâ§à»å èòåðàòèâíîã ïðîöåñà (2.9) je

|xn − xn−1| ≤
m1 ε

M1 −m1

, (2.10)

ïðè ÷åìó jå m1 = minx∈[a,b] |f ′(x)|, M1 = maxx∈[a,b] |f ′(x)|.
Èàêî ñó èñïó»åíè ñâè íàâåäåíè óñëîâè, ìîæå ñå äåñèòè äà ìåòîäà

ñå÷èöå íå êîíâåðãèðà. Ñàìî ó ,,äîâî§íî ìàëîj îêîëèíè� íóëå x∗ ôóíêöèjå
f ãàðàíòîâàíà jå êîíâåðãåíöèjà êà ðåøå»ó. Ïðå ïðèìåíå �óòíîâå ìåòîäå
è ìåòîäå ñå÷èöå ìîæåìî ïðèìåíèòè ìåòîäó ïîëîâ§å»à èíòåðâàëà, êàêî
áèñìî ñìà»èëè äóæèíó èíòåðâàëà íà êîìå ëîöèðàìî ðåøå»å è òèìå
ïîâå£àëè åôèêàñíîñò îâèõ ìåòîäà.

4. Ìåòîäîì ñå÷èöå ðåøèòè jåäíà÷èíó

f(x) = x+ ex = 0

ñà òà÷íîø£ó ε = 0.5 · 10−4.

Ðåøå»å. Ñêèöèðà»åì ãðàôèêà ôóíêöèjà x è −ex ëîöèðàìî ðåøå»å
íà èíòåðâàëó [−1, 0].
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Ñëèêà 2.5: Ëîêàëèçàöèjà ðåøå»à jåäíà÷èíå x+ ex = 0

Çàèñòà, íà êðàjåâèìà èíòåðâàëà ôóíêöèjà èìà âðåäíîñòè ðàçëè÷èòîã
çíàêà, f(−1) f(0) = −0, 63212 · 1 < 0. Ïðâè è äðóãè èçâîä ôóíêöèjå f(x)
ñó:

f ′(x) = 1 + ex,

f ′′(x) = ex.

Îáå ôóíêöèjå f ′(x) è f ′′(x) ñó ïîçèòèâíå íà èíòåðâàëó [−1, 0] è íå ìå»àjó
çíàê. Çà òà÷êó 0 âàæè äà jå f(0) f ′′(0) > 0, ïà ïðèìå»ójåìî ìåòîäó
ñå÷èöå:

xn+1 = xn − f(xn)
xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)
,

ñà ïî÷åòíèì àïðîêñèìàöèjàìà:

x0 = 0, x1 = −1, f(0) = 1, f(−1) = −0, 63212

Êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à jå (2.10), à êàêî jå f ′′(x) > 0, f ′ jå ðàñòó£à
ôóíêöèjà è äîñòèæå ìèíèìàëíó è ìàêñèìàëíó âðåäíîñò ó êðàjåâèìà
èíòåðâàëà:

m1 = min
[−1,0]

|f ′(x)| = f ′(−1) = 1, 36788,

M1 = max
[−1,0]

|f ′(x)| = f ′(0) = 2
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Ñàäà jå:

|xn+1 − xn| ≤
m1 ε

M1 −m1

=
1, 36788 · 0.5 · 10−4

2− 1, 36788
= 0, 00011

Ðà÷óíàjó£è èòåðàöèjå ïðåìà (2.9) ôîðìèðàìî òàáåëó:

n xn f(xn)
0 0 1
1 −1 −0, 63212
2 −0, 61270 −0, 07081
3 −0, 56384 0, 00518
4 −0, 56717 −0, 00004
5 −0, 56714

Êàêî jå êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à èñïó»åí:

|x5 − x4| = 0, 00003 < 0, 00011

ïðèáëèæíî ðåøå»å jåäíà÷èíå êîjå èñïó»àâà òðàæåíó òà÷íîñò jå

x̄ = −0, 56714.

�

Çàäàöè çà âåæáó

13. Ìåòîäîì ñå÷èöå ñà òà÷íîø£ó 10−4, ðåøèòè jåäíà÷èíó

ex = 2x2.

Ðåçóëòàò. x1 ≈ −0, 5398; x2 ≈ 1, 4880; x3 ≈ 2, 6179

14. Ìåòîäîì ñå÷èöå ñà òà÷íîø£ó 10−4, îäðåäèòè íàjâå£å íåãàòèâíî
ðåøå»å jåäíà÷èíå

ex = sin
πx

3
.

Ðåçóëòàò. x ≈ −3, 0454

15. Ìåòîäîì ñå÷èöå ñà òà÷íîø£ó 10−4, îäðåäèòè ñâà ïîçèòèâíà ðåøå»à
jåäíà÷èíå

sinx = x3 + 0, 1.

Ðåçóëòàò. x1 ≈ 0, 1012; x2 ≈ 0, 8736



Ãëàâà 3

Ñèñòåìè ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà

Ðåøàâàìî ñèñòåì îä n ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà ñà n íåïîçíàòèõ:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

· · ·
an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn

(3.1)

ãäå ñó êîåôèöèjåíòè aij è êîíñòàíòå bj ïîçíàòå, à xi íåïîçíàòå. Îâàj
ñèñòåì jåäíà÷èíà ìîæåìî çàïèñàòè ó ìàòðè÷íîì îáëèêó:

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann



x1

x2
...
xn

 =


b1

b2
...
bn


òj. Ax = b, ïðè ÷åìó jå A ìàòðèöà äèìåíçèjå n × n, ÷èjè ñó åëåìåíòè
êîåôèöèjåíòè [aij]

n
i,j=1, x = [x1, x2, . . . , xn]T êîëîíà-ìàòðèöà íåïîçíàòèõ è

b = [b1, b2, . . . , bn]T ñëîáîäíà êîëîíà-ìàòðèöà. Ïîñåáíî £å íàì êîðèñòèòè
çàïèñ ó îáëèêó ïðîøèðåíå ìàòðèöå êîåôèöèjåíàòà:

[A,b] =


a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

...
. . .

...
...

an1 an2 . . . ann bn


29
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Ïîñòîjå äâå êëàñå ìåòîäà çà ðåøàâà»å ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà,
äèðåêòíå è èòåðàòèâíå ìåòîäå. Äèðåêòíå ìåòîäå êàðàêòåðèøå ïðèìåíà
òðàíñôîðìàöèjà ïîëàçíîã ñèñòåìà jåäíà÷èíà ó åêâèâàëåíòàí ñèñòåì êîjè
èìà èñòè ñêóï ðåøå»à, à ìîæå ñå äèðåêòíèì èçðà÷óíàâà»åì ðåøèòè íà
jåäíîñòàâíèjè íà÷èí. Èòåðàòèâíå ìåòîäå áàçèðàjó ñå íà ïîãà¢à»ó ðå-
øå»à ñèñòåìà jåäíà÷èíà è èòåðàòèâíîì ïîáî§øà»ó ðåøå»à ñâå äîê íèjå
èñïó»åí êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à èòåðàòèâíîã ïðîöåñà. Ïðèìåíà èòåðà-
òèâíèõ ìåòîäà çàõòåâà äà áóäó èñïó»åíè îäðå¢åíè óñëîâè êîíâåðãåíöèjå
èòåðàòèâíîã ïðîöåñà.

Ïðå íåãî øòî ñå ïîñâåòèìî íóìåðè÷êèì ìåòîäàìà, óâîäèìî ïîjàì íîð-
ìå, êîjè êîðèñòèìî ïðè ïðîöåíè ãðåøêå èçðà÷óíàâà»à è ïðîâåðè óñëîâà
êîíâåðãåíöèjå.

3.1 Íîðìà ìàòðèöà

Äåôèíèöèjà 3.1 Íîðìà êîëîíà-ìàòðèöà íà ñêóïó Rn (ñêóï ñâèõ ðåàë-
íèõ n-äèìåíçèîíàëíèõ êîëîíà-ìàòðèöà, x = [x0, . . . , xn]T ) jå ôóíêöèjà
‖ · ‖ : Rn 7→ [0,+∞) êîjà èñïó»àâà ñëåäå£å îñîáèíå, çà ñâàêî x,y ∈ Rn è
a ∈ R:

(i) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0 = [0, . . . , 0]T

(ii) ‖ax‖ = |a| ‖x‖

(iii) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

Âðåäíîñò ôóíêöèjå ‖·‖ íà êîëîíà-ìàòðèöè x íàçèâàìî íîðìîì êîëîíà-
-ìàòðèöå ‖x‖. Íåêè ïðèìåðè íîðìè êîëîíà-ìàòðèöa ñó:

‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi|, (l1)

‖x‖2 =

(
n∑
i=1

x2
i

)1/2

(l2)

‖x‖∞ = max
i=1,...,n

|xi|, (l∞)
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Äåôèíèöèjà 3.2 Íîðìà ìàòðèöå íà ñêóïó Rn×n (ñêóï ñâèõ ðåàëíèõ
ìàòðèöà äèìåíçèjå n × n) jå ôóíêöèjà ‖ · ‖ : Rn×n 7→ [0,+∞) êîjà
èñïó»àâà ñëåäå£å îñîáèíå, çà ñâàêî A,B ∈ Rn×n è a ∈ R:

(i) ‖A‖ = 0 ⇐⇒ A = 0

(ii) ‖aA‖ = |a| ‖A‖

(iii) ‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖

(iv) ‖A ·B‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖

Àêî ñó ai,j åëåìåíòè ìàòðèöå A è bi,j åëåìåíòè ìàòðèöå B, âàæå
ñëåäå£å îöåíå:

(v) |ai,j| ≤ ‖A‖ çà ñâàêî i, j ∈ {1, . . . , n}

(vi) |ai,j| ≤ |bi,j| çà ñâàêî i, j ∈ {1, . . . , n} =⇒ ‖A‖ ≤ ‖B‖

Îçíà÷èìî ñà aj j-òó êîëîíó, à ñà ai i-òó âðñòó ìàòðèöå A. Íåêè
ïðèìåðè íîðìè ìàòðèöà ñó:

‖A‖1 = max
j=1,...,n

‖aj‖1 = max
j=1,...,n

n∑
i=1

|ai,j|,

‖A‖∞ = max
i=1,...,n

‖aTi ‖1 = max
i=1,...,n

n∑
j=1

|ai,j|,

‖A‖F =

(
n∑
i=1

n∑
j=1

a2
ij

)1/2

Íîðìà êîëîíà-ìàòðèöå èëè ìàòðèöå íàì äàjå èíôîðìàöèjó î »èõîâîj
âåëè÷èíè. Àíàëîãíî ïîjìó àïñîëóòíå è ðåëàòèâíå ãðåøêå áðîjåâà, óâî-
äèìî îäãîâàðàjó£å ïîjìîâå çà ìàòðèöó. Îçíà÷èìî ñà x̄ àïðîêñèìàöèjó
êîëîíà-ìàòðèöå x, à ñà Ā àïðîêñèìàöèjó ìàòðèöå A, òàäà jå:

Àïñîëóòíà ãðåøêà àïðîêñèìàöèjå:

‖x̄− x‖, ‖Ā−A‖

Ðåëàòèâíà ãðåøêà àïðîêñèìàöèjå:

‖x̄− x‖
‖x‖

,
‖Ā−A‖
‖A‖
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3.2 Äèðåêòíå ìåòîäå

Äèðåêòíå ìåòîäå çà ðåøàâà»å ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà áàçèðàjó
ñå íà ïðèìåíè åëåìåíòàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà, êîjèìà ñå ïîëàçíè ñèñòåì
Ax = b òðàíñôîðìèøå ó »åìó åêâèâàëåíòàí ñèñòåì ó îáëèêó èç êîãà
ìîæåìî äèðåêòíî îäðåäèòè ðåøå»à ñèñòåìà.

Ñèñòåì ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà Ux = b, ãäå jå U ãîð»å òðîóãàîíà ìà-
òðèöà (ñâè åëåìåíòè èñïîä ãëàâíå äèjàãîíàëå ñó 0):

U =


u11 u12 . . . u1n

0 u22 . . . u2n
...

...
. . .

...
0 0 . . . unn

 , uii 6= 0, i = 1, . . . , n

ðåøàâà ñå ïîñòóïêîì ðåøàâà»à óíàçàä :

xn =
bn
unn

, xi =
1

uii

(
bi −

n∑
k=i+1

uikxk

)
, i = n− 1, . . . , 1. (3.2)

Ñëè÷íî, ñèñòåì ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà Lx = b, ãäå jå L äî»å òðîóãàîíà
ìàòðèöà (ñâè åëåìåíòè èçíàä ãëàâíå äèjàãîíàëå ñó 0):

L =


l11 0 . . . 0
l21 l22 . . . 0
...

...
. . .

...
ln1 ln2 . . . lnn

 , lii 6= 0, i = 1, . . . , n

ðåøàâà ñå ïîñòóïêîì ðåøàâà»à óíàïðåä :

x1 =
b1

l11

, xi =
1

lii

(
bi −

i−1∑
k=1

likxk

)
, i = 2, . . . , n. (3.3)

Çà íåêîëèêî äèðåêòíèõ ìåòîäà íàâîäèìî îáëèê åêâèâàëåíòíîã ñèñòåìà
íà êîjè ñâîäèìî ïîëàçíè ñèñòåì jåäíà÷èíà:

• Ãàóñîâà ìåòîäà åëèìèíàöèjå → Ux = c,

• Ãàóñ-Æîðäàíîâà ìåòîäà åëèìèíàöèjå → Ix = c,

• LU äåêîìïîçèöèjà → LUx = b,

ãäå jå I jåäèíè÷íà ìàòðèöà. Íàêîí ñâî¢å»à ïîëàçíîã ñèñòåìà íà jåäàí îä
îâèõ îáëèêà, ïðèìå»ójåìî ïîñòóïàê ðåøàâà»à óíàïðåä èëè óíàçàä.
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3.3 Ãàóñîâà ìåòîäà åëèìèíàöèjå

Ðåøàâàìî ñèñòåì ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà Ax = b, çàäàò ïðîøèðåíîì
ìàòðèöîì:

[A,b] =


a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

...
. . .

...
...

an1 an2 . . . ann bn

 .
Ïðåòïîñòàâèìî äà jå a11 6= 0. Íàjïðå òðàíñôîðìèøåìî ïðîøèðåíó ìà-
òðèöó òàêî äà ñå ñâè åëåìåíòè ó ïðâîj êîëîíè, èñïîä a11, àíóëèðàjó

íàêîí òðàíñôîðìàöèjå. Êîåôèöèjåíòîì mi1 =
ai1
a11

ìíîæèìî ïðâó âðñòó

è îäóçèìàìî îä i-òå âðñòå ïðîøèðåíå ìàòðèöå [A,b], òj.

a
(2)
ik = aik −mi1 a1k, b

(2)
i = bi −mi1 b1, (i, k = 2, . . . , n).

Íà îâàj íà÷èí äîáèjàìî åêâèâàëåíòàí ñèñòåì:

[A(2),b(2)] =


a11 a12 . . . a1n b1

0 a
(2)
22 . . . a

(2)
2n b

(2)
2

...
...

. . .
...

...

0 a
(2)
n2 . . . a

(2)
nn b

(2)
n


Ïðèìå»ójåìî èñòè ïîñòóïàê, ñàäà íà ìàòðèöè äèìåíçèjå n− 1, îä äðóãå
äî n-òå jåäíà÷èíå. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå a

(2)
22 6= 0. Êîåôèöèjåíòîì mi2 =

a
(2)
i2

a
(2)
22

ìíîæèìî äðóãó âðñòó è îäóçèìàìî îä i-òå âðñòå ïðîøèðåíå ìàòðèöå

[A(2),b(2)], òj.

a
(3)
ik = a

(2)
ik −mi2 a

(2)
2k , b

(3)
i = b

(2)
i −mi2 b

(2)
2 , (i, k = 3, . . . , n).

Ñàäà äîáèjàìî åêâèâàëåíòàí ñèñòåì:

[A(3),b(3)] =


a11 a12 a13 . . . a1n b1

0 a
(2)
22 a

(2)
23 . . . a

(2)
2n b

(2)
2

0 0 a
(3)
33 . . . a

(3)
3n b

(3)
3

...
...

...
. . .

...

0 0 a
(3)
n3 . . . a

(3)
nn b

(3)
n


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Ïîíàâ§à»åì ïîñòóïêà ïîëàçíè ñèñòåì ñâîäèìî íà:

[A(n),b(n)] =



a11 a12 a13 . . . a1,n−1 a1n b1

0 a
(2)
22 a

(2)
23 . . . a

(2)
2,n−1 a

(2)
2n b

(2)
2

0 0 a
(3)
33 . . . a

(3)
3,n−1 a

(3)
3n b

(3)
3

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 . . . a
(n−1)
n−1,n−1 a

(n−1)
n−1,n b

(n−1)
n

0 0 0 . . . 0 a
(n)
nn b

(n)
n


Íà îâàj íà÷èí ñìî ïîëàçíè ñèñòåì jåäíà÷èíà ñâåëè íà »åìó åêâèâàëåíòàí
ãîð»å òðîóãàîíè ñèñòåì, êîjè ñå äèðåêòíî ðåøàâà ïîñòóïêîì ðåøàâà»à
óíàçàä (3.2).

Êîåôèöèjåíòå mij êîjå êîðèñòèìî ïðè òðàíñôîðìàöèjè ïîëàçíîã ñèñ-
òåìà íàçèâàìî ìóëòèïëèêàòîðèìà.

Ãàóñîâó ìåòîäó åëèìèíàöèjå ìîæåìî îïèñàòè ñëåäå£èì àëãîðèòìîì,
ïðè ÷åìó ïðîâåðàâàìî äà ëè jå èñïó»åíî a

(i)
ii 6= 0, i = 1, . . . , n.

ÊÎÐÀÊ 1: Ñâî¢å»å ïîëàçíå ìàòðèöå A ñèñòåìà íà
ãîð»å òðîóãàîíó ìàòðèöó. Ïîñòàâ§àìî i = 1.

ÊÎÐÀÊ 1.1: Àêî jå a11 = 0, âðà£àìî èíôîðìàöèjó äà
ìåòîäà íå ìîæå áèòè ïðèìå»åíà. ÑÒÎÏ.

Àêî jå a11 6= 0, ïðåëàçèìî íà Êîðàê 1.2.

ÊÎÐÀÊ 1.2: Êîåôèöèjåíòîì mi1 =
ai1
a11

ìíîæèìî ïðâó âðñòó

è îäóçèìàìî îä i-òå âðñòå ïðîøèðåíå
ìàòðèöå.

ÊÎÐÀÊ 1.3: Ïîâå£àâàìî i çà 1, âðà£àìî ñå íà êîðàê 1.1 çà
ñèñòåì äèìåíçèjå n− i äî ñâî¢å»à íà ãîð»å

òðîóãàîíó ìàòðèöó.

ÊÎÐÀÊ 2: Ðåøàâàìî ãîð»å òðîóãàîíó ìàòðèöó [A(n),b(n)]

xn =
b

(n)
n

a
(n)
nn

xi =
1

a
(i)
ii

(
b

(i)
i −

n∑
k=i+1

a
(i)
ik xk

)
,

(i = n− 1, . . . , 1)
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5. Ãàóñîâîì ìåòîäîì åëèìèíàöèjå ðåøèòè ñèñòåì jåäíà÷èíà, ðà÷óíàjó£è
ñà 6 äåöèìàëà.

2x1 + 3x2 + 4x3 − 2x4 = 1

x1 − 2x2 + 4x3 − 3x4 = 2

4x1 + 3x2 − x3 + x4 = 2

3x1 − 4x2 + 2x3 − 2x4 = 5

(3.4)

Ðåøå»å. Ôîðìèðàìî ïðîøèðåíó ìàòðèöó ïîñòàâ§åíîã ñèñòåìà jåä-
íà÷èíà:

[A,b] =


2 3 4 −2 1
1 −2 4 −3 2
4 3 −1 1 2
3 −4 2 −2 5


Ïðâè êîðàê jå äà åëèìèíèøåìî íåïîçíàòó x1 èç ïðâå êîëîíå ó 2, 3. è
4. âðñòè. Ôîðìèðàìî ìóëòèïëèêàòîðå m21 = 1

2
, m31 = 4

2
, m41 = 3

2
.

Ìíîæèìî ïðâó âðñòó îäãîâàðàjó£èì ìóëòèïëèêàòîðîì è îäóçèìàìî îä
i-òå âðñòå (i = 2, 3, 4) ïðîøèðåíå ìàòðèöå [A,b], äîáèjàìî åêâèâàëåíòàí
ñèñòåì:

[A(2),b(2)] =


2 3 4 −2 1
0 −3, 5 2 −2 1, 5
0 −3 −9 5 0
0 −8, 5 −4 1 3, 5


Ñàäà ñó ìóëòèïëèêàòîðè m32 = −3

−3,5
= 6

7
, m42 = −8,5

−3,5
= 17

7
. Ìíîæèìî

äðóãó âðñòó îäãîâàðàjó£èì ìóëòèïëèêàòîðîì è îäóçèìàìî îä i-òå âðñòå
(i = 3, 4) ïðîøèðåíå ìàòðèöå [A(2),b(2)], äîáèjàìî åêâèâàëåíòàí ñèñòåì:

[A(3),b(3)] =


2 3 4 −2 1
0 −3, 5 2 −2 1, 5
0 0 −10, 714286 6, 714286 −1, 285714
0 0 −8, 857143 5, 857143 −0, 142857


Ïîñëåä»è ìóëòèïëèêàòîð êîjè ôîðìèðàìî jå m43 = −8,857143

−10,714286
. Åëèìèíè-

øèìî íåïîçíàòó x3 ó 4. âðñòè ìíîæå£è 3. âðñòó îâèì ìóëòèïëèêàòîðîì
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è îäóçèìàjó£è îä 4. âðñòå, íàêîí ÷åãà äîáèjàìî:

[A(4),b(4)] =


2 3 4 −2 1
0 −3, 5 2 −2 1, 5
0 0 −10, 714286 6, 714286 −1, 285714
0 0 0 0, 306667 0, 920000


Ñàäà îâàj ñèñòåì ìîæåìî ðåøèòè ïîñòóïêîì ðåøàâà»à óíàçàä:

x4 =
0, 920000

0, 306667
= 3, 000000

x3 =
1

−10, 714286
(−1, 285714− 6, 714286 · x4) = 2

x2 =
1

−3, 5
(1, 5− 2 · x3 + 2 · x4) = −1

x1 =
1

2
(1− 3 · x2 − 4 · x3 + 2 · x4) = 1

�

Çàäàöè çà âåæáó

16. Ãàóñîâîì ìåòîäîì åëèìèíàöèjå ðåøèòè ñèñòåì jåäíà÷èíà, ðà÷óíàjó£è
ñà 5 äåöèìàëà.

100x1 − 24x2 + 48x3 − 23x4 = 39

5x1 + 100x2 − 44x3 − 31x4 = 72

10x1 − 3x2 + 100x3 + 55x4 = 56

−12x1 + 7x2 − 11x3 + 100x4 = 47

Ðåçóëòàò. x1 = 0, 61549;x2 = 0, 95546;x3 = 0, 24967;x4 = 0, 50444

17. Ãàóñîâîì ìåòîäîì åëèìèíàöèjå ðåøèòè ñèñòåì jåäíà÷èíà, ðà÷óíàjó£è
ñà 5 äåöèìàëà.

x1 + 0, 42x2 + 0, 54x3 + 0, 66x4 = 0, 3

0, 42x1 + x2 + 0, 32x3 + 0, 44x4 = 0, 5

0, 54x1 + 0, 32x2 + x3 + 0, 22x4 = 0, 7

0, 66x1 + 0, 44x2 + 0, 22x3 + x4 = 0, 9

Ðåçóëòàò. x1 = −1, 25779;x2 = 0, 04349;x3 = 1, 03917;x4 = 1, 48239
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3.4 LU äåêîìïîçèöèjà

Ìàòðèöà A ìîæå ñå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó ïðîèçâîäà A = LU, ãäå
jå L äî»å òðîóãàîíà, à U ãîð»å òðîóãàîíà ìàòðèöà. Êàêî áèñìî èçâåëè
îâàêâó äåêîìïîçèöèjó ìàòðèöå A, ðàçìîòðèìî ïîíîâî Ãàóñîâó ìåòîäó
åëèìèíàöèjå, ñàäà íà ëèíåàðíîì ñèñòåìó äèìåíçèjå 4:

[A,b] =


a11 a12 a13 a14 b1

a21 a22 a23 a24 b2

a31 a32 a33 a34 b3

a41 a42 a43 a44 b4

 .
Ôîðìèðàìî ìóëòèïëèêàòîðå mi1 =

ai1
a11

, (i = 2, 3, 4) êîjå êîðèñòèìî çà

òðàíñôîðìàöèjó ïîëàçíîã ñèñòåìà íà ñëåäå£è íà÷èí

a
(2)
ik = aik −mi1 a1k, b

(2)
i = bi −mi1 b1 (3.5)

è äîáèjàìî åêâèâàëåíòàí ñèñòåì

[A(2),b(2)] =


a11 a12 a13 a14 b1

0 a
(2)
22 a

(2)
23 a

(2)
24 b

(2)
2

0 a
(2)
32 a

(2)
33 a

(2)
34 b

(2)
3

0 a
(2)
42 a

(2)
43 a

(2)
44 b

(2)
4

 .

Ôîðìèðàìî ìóëòèïëèêàòîðå mi2 =
a

(2)
i2

a
(2)
22

, (i = 3, 4) êîjå êîðèñòèìî çà

òðàíñôîðìàöèjó ïðåòõîäíèõ ñèñòåìà íà ñëåäå£è íà÷èí

a
(3)
ik = a

(2)
ik −mi2 a

(2)
2k , b

(3)
i = b

(2)
i −mi2 b

(2)
2 (3.6)

è äîáèjàìî åêâèâàëåíòàí ñèñòåì

[A(3),b(3)] =


a11 a12 a13 a14 b1

0 a
(2)
22 a

(2)
23 a

(2)
24 b

(2)
2

0 0 a
(3)
33 a

(3)
34 b

(3)
3

0 0 a
(3)
43 a

(3)
44 b

(3)
4

 .

Êîíà÷íî ôîðìèðàìî è ìóëòèïëèêàòîðm43 =
a

(3)
43

a
(3)
33

êîjèì òðàíñôîðìèøåìî

ñèñòåì íà ñëåäå£è íà÷èí:

a
(4)
44 = a

(3)
44 −m43 a

(3)
34 , b

(4)
4 = b

(3)
4 −m43 b

(3)
3 (3.7)
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ó åêâèâàëåíòàí ñèñòåì ÷èjà jå ìàòðèöà êîåôèöèjåíàòà ãîð»å òðîóãàîíà

[A(4),b(4)] =


a11 a12 a13 a14 b1

0 a
(2)
22 a

(2)
23 a

(2)
24 b

(2)
2

0 0 a
(3)
33 a

(3)
34 b

(3)
3

0 0 0 a
(4)
44 b

(4)
4

 .
Îä ìóëòèïëèêàòîðà mij ôîðìèðàìî ìàòðèöó íà ñëåäå£è íà÷èí:

M1 =


1 0 0 0
−m21 1 0 0
−m31 0 1 0
−m41 0 0 1

 .
Çà îâàêî äåôèíèñàíó ìàòðèöó M1, èìàjó£è ó âèäó (3.5), âàæè äà jå:

A(2) = M1 A.

Ñëè÷íî, çà ìàòðèöó:

M2 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 −m32 1 0
0 −m42 0 1


èìàjó£è ó âèäó (3.6), âàæè äà jå:

A(3) = M2 A
(2).

Êîíà÷íî, çà ìàòðèöó:

M3 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 −m43 1


èìàjó£è ó âèäó (3.7), âàæè äà jå:

U = A(4) = M3 A
(3) =


a11 a12 a13 a14

0 a
(2)
22 a

(2)
23 a

(2)
24

0 0 a
(3)
33 a

(3)
34

0 0 0 a
(4)
44


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Äðóãèì ðå÷èìà, ïðîèçâîä U = M3M2M1A jå ãîð»å òðîóãàîíà ìàòðèöà
êîjó ñìî äîáèëè ïðèìåíîì Ãàóñîâå ìåòîäå åëèìèíàöèjå. Àêî îçíà÷èìî
M−1

1 M−1
2 M−1

3 = L, òàäà âàæè:

LU = M−1
1 M−1

2 M−1
3 M3M2M1A = A.

Êàêî jå èíâåðçíà ìàòðèöà äî»å òðîóãàîíå ìàòðèöå òàêî¢å äî»å òðîóãàîíà,
è ïðîèçâîä äî»å òðîóãàîíèõ ìàòðèöà jå äî»å òðîóãàîíà, çàê§ó÷ójåìî äà
jå è ñàìà ìàòðèöà L äî»å òðîóãàîíà. Îâèì ñìî ïîêàçàëè äà çà ìàòðèöó
A ïîñòîjè LU äåêîìïîçèöèjà.

Jîø jå ïîòðåáíî äà îäðåäèìî ìàòðèöó L. Íàèìå, çà ìàòðèöå îáëèêà
Mk, (k = 1, 2, 3) âàæè äà jå »èõîâà èíâåðçíà ìàòðèöà jåäíàêà ïîëàçíîj
ìàòðèöè, ñ òèì øòî ñó íåíóëà åëåìåíòè âàí äèjàãîíàëå ñóïðîòíîã çíàêà,
ïà jå:

L = M−1
1 M−1

2 M−1
3 =


1 0 0 0
m21 1 0 0
m31 0 1 0
m41 0 0 1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 m32 1 0
0 m42 0 1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 m43 1



=


1 0 0 0
m21 1 0 0
m31 m32 1 0
m41 m42 m43 1


Ïðèìåòèìî äà íà îñíîâó (3.5), (3.6) è (3.7), âàæè äà jå:

b(4) = M3M2M1b. (3.8)

Îâàêàâ ïîñòóïàê ìîæå ñå ïîíîâèòè çà ïðîèçâî§íó äèìåíçèjó ìàòðèöå
A, ïà ìîæåìî äà óîïøòèìî çàê§ó÷àê:

Àêî ïðèìåíîì Ãàóñîâå ìåòîäå åëèìèíàöèjå íà ìàòðèöó A
äèìåíçèjå n äîáèjåìî ãîð»å òðîóãàîíó ìàòðèöó U, òàäà

jå A = LU, ãäå jå L äî»å òðîóãàîíà ìàòðèöà ñà
jåäèíèöàìà íà äèjàãîíàëè, à âðåäíîñòè èñïîä

äèjàãîíàëå ñó ìóëòèïëèêàòîðè mij, (i > j).
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Ðåøàâà»å ñèñòåìà jåäíà÷èíà ïðèìåíîì LU äåêîìïîçèöèjå

Óêîëèêî ðåøàâàìî ñèñòåì jåäíà÷èíà äèìåíçèjå n îáëèêà Ax = b,
ïðèìå»ójåìî èçâåäåíó LU äåêîìïîçèöèjó ïðèìåíîì ñëåäå£åã àëãîðèòìà:

ÊÎÐÀÊ 1: Êðå£åìî îä ïîçíàòå äåêîìïîçèöèjå:
A = LU, âðøèìî çàìåíó: (LU)x = b,

òj. L(Ux) = b.

ÊÎÐÀÊ 2: Óâîäèìî íîâó êîëîíà-ìàòðèöó
íåïîçíàòèõ y = Ux.

ÊÎÐÀÊ 3: Ðåøàâàìî äî»å òðîóãàîíè ñèñòåì Ly = b,
ïîñòóïêîì ðåøàâà»à óíàïðåä äîáèjàìî y.

ÊÎÐÀÊ 4: Ðåøàâàìî ãîð»å òðîóãàîíè ñèñòåì Ux = y,
ïîñòóïêîì ðåøàâà»à óíàçàä äîáèjàìî x.

6. Ìåòîäîì LU äåêîìïîçèöèjå ðåøèòè ñèñòåìå ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà
Ax = bk, (k = 1, 2) ãäå jå:

A =


2 3 4 −2
1 −2 4 −3
4 3 −1 1
3 −4 2 −2

 , b1 =


1
2
2
5

 , b2 =


8
6
3
9

 .
Ðåøå»å. Ïðèìåòèìî äà jå Ax = b1 ñèñòåì ðåøåí ó 5. çàäàòêó.

Çàòî ïðåçíà÷èìî b = b1. Èç ïîñòóïêà ðåøàâà»à ïðåòõîäíîã çàäàòêà
ìîæåìî äà çàïèøåìî LU äåêîìïîçèöèjó ïîëàçíå ìàòðèöå êîåôèöèjåíàòà
ñèñòåìà:

A = LU = (M−1
1 M−1

2 M−1
3 ) ·A(4)

=


1 0 0 0

0, 5 1 0 0
2 6

7
1 0

1, 5 17
7

8,857143
10,714286

1




2 3 4 −2
0 −3, 5 2 −2
0 0 −10, 714286 6, 714286
0 0 0 0, 306667


Íà îñíîâó (3.8) âàæè äà jå:

y = L−1b = (M3M2M1)b = b(4).
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Ñ îáçèðîì íà òî äà ñìî ó 5. çàäàòêó âå£ èçâðøèëè Ãàóñîâó ìåòîäó
åëèìèíàöèjå è îäðåäèëè êîëîíà-ìàòðèöó b(4) = [1; 1, 5;−1, 285714; 0, 92]T ,
ìîæåìî òî è äà èñêîðèñòèìî. Äàêëå, âàæè äà jå:

y = [1; 1, 5;−1, 285714; 0, 92]T

Ñàäà ðåøàâàìî ãîð»å òðîóãàîíè ñèñòåì Ux = y, òj.

[U,y] = [A(4),b(4)] =


2 3 4 −2 1
0 −3, 5 2 −2 1, 5
0 0 −10, 714286 6, 714286 −1, 285714
0 0 0 0, 306667 0, 920000


Ó 5. çàäàòêó îäðåäèëè ñìî ðåøå»å ãîð»å òðîóãàîíîã ñèñòåìà Ux = y,
òj. A(4)x = b(4), è òî jå

x1 = [3, 2,−1, 1]T .

Ðåøèìî ñàäà ñèñòåì Ax = b2. Âå£ íàì jå ïîçíàòà LU äåêîìïîçèöèjà
ìàòðèöå A, ïà £åìî òî è äà èñêîðèñòèìî. Ïîøòî jå ñàäà êîëîíà-ìàòðèöà
ñëîáîäíîã êîåôèöèjåíòà ïðîìå»åíà, íèjå íàì ïîçíàòî ðåøå»å y äî»å
òðîóãàîíîã ñèñòåìà Ly = b2, òj. çàïèñàíî ïîìî£ó ïðîøèðåíå ìàòðèöå
ñèñòåìà:

[L,b2] =


1 0 0 0 8

0, 5 1 0 0 6
2 6

7
1 0 3

1, 5 17
7

8,857143
10,714286

1 9


Ïîñòóïêîì ðåøàâà»à óíàïðåä èìàìî äà jå:

y1 = 8

y2 = 6− 0, 5 y1 = 2

y3 = 3− 2 y1 −
6

7
y2 = −14, 714286

y4 = 9− 1, 5 y1 −
17

7
y2 −

8, 857143

10, 714286
y3 = 4, 306667

Ïîñòóïêîì ðåøàâà»à óíàçàä ðåøàâàìî ãîð»å òðîóãàîíè ñèñòåì Ux = y:

[U,y] =


2 3 4 −2 8
0 −3, 5 2 −2 2
0 0 −10, 714286 6, 714286 −14, 714286
0 0 0 0, 306667 4, 306667


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x4 =
4, 306667

0, 306667
= 14, 043464

x3 =
1

−10, 714286
(−14, 714286− 6, 714286x4) = 10, 173904

x2 =
1

−3, 5
(2 + 2 x4 − 2x3) = −2, 782606

x1 =
1

2
(8 + 2 x4 − 4x3 − 3x2) = 1, 869565

�

Äóëèòëîâ àëãîðèòàì

Íàâîäèìî Äóëèòëîâ àëãîðèòàì çà LU äåêîìïîçèöèjó ìàòðèöå A, íå-
çàâèñíî îä ïðèìåíå Ãàóñîâå ìåòîäå åëèìèíàöèjå. Ìàòðèöà L jå äî»å
òðîóãàîíà ñà jåäèíèöàìà íà äèjàãîíàëè, à ìàòðèöà U ãîð»å òðîóãàîíà.

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

 =


1 0 . . . 0
l21 1 . . . 0
...

...
. . .

...
ln1 ln2 . . . 1



u11 u12 . . . u1n

0 u22 . . . u2n
...

...
. . .

...
0 0 . . . unn


Ìíîæå»åì ìàòðèöà L è U äîáèjàìî åëåìåíòå ìàòðèöå A:

a1j = u1j, j = 1, 2, . . . , n

aij =

j∑
k=1

likukj, j < i

aij =
i−1∑
k=1

likukj + uij, j ≥ i

Îäàòëå äîáèjàìî Äóëèòëîâ àëãîðèòàì:

ÊÎÐÀÊ 1.1: lii = 1, i = 1, 2, . . . , n, äèjàãîíàëà ìàòðèöå L

ÊÎÐÀÊ 1.2: u1j = a1j, j = 1, 2, . . . , n, ïðâà âðñòà ìàòðèöå U

ÊÎÐÀÊ 2: li1 = ai1
u11
, i = 2, . . . , n, ïðâà êîëîíà ìàòðèöå L

ÊÎÐÀÊ 3.1: Çà i = 2: uij = aij −
∑i−1

k=1 likukj, (j = i, . . . , n)
(i-òà âðñòà ìàòðèöå U)
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ÊÎÐÀÊ 3.2: Çà j = 2: lij = 1
uii

(
aij −

∑j−1
k=1 likukj

)
,

(i = j + 1, . . . , n)
(j-òà êîëîíà ìàòðèöå L)

ÊÎÐÀÊ 4: Ïîâå£àâàìî i è j çà 1, âðà£àìî ñå íà
êîðàê 3.1.

Êðàóòîâ àëãîðèòàì

Íàâîäèìî Êðàóòîâ àëãîðèòàì çà LU äåêîìïîçèöèjó ìàòðèöå A. Çà
ðàçëèêó îä ïðåòõîäíå âàðèjàíòå LU äåêîìïîçèöèjå, ó îâîì ñëó÷àjó ãîð»å
òðîóãàîíà ìàòðèöà U èìà ñâå jåäèíèöå íà äèjàãîíàëè, à ìàòðèöà L jå
îïåò äî»å òðîóãàîíà, àëè áåç îãðàíè÷å»à çà âðåäíîñòè äèjàãîíàëíèõ
åëåìåíàòà.

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

 =


l11 0 . . . 0
l21 l22 . . . 0
...

...
. . .

...
ln1 ln2 . . . lnn




1 u12 . . . u1n

0 1 . . . u2n
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


Ìíîæå»åì ìàòðèöà L è U äîáèjàìî åëåìåíòå ìàòðèöå A, îäàêëå ñå
äîáèjàjó êîåôèöèjåíòè ìàòðèöà L è U:

ÊÎÐÀÊ 1.1: uii = 1, i = 1, 2, . . . , n, äèjàãîíàëà ìàòðèöå U

ÊÎÐÀÊ 1.2: li1 = ai1, i = 1, 2, . . . , n, ïðâà êîëîíà ìàòðèöå L

ÊÎÐÀÊ 2: u1j =
a1j
l11
, j = 2, . . . , n, ïðâà âðñòà ìàòðèöå U

ÊÎÐÀÊ 3.1: Çà j = 2: lij = aij −
∑j−1

k=1 likukj, (i = j, . . . , n)
(j-òà êîëîíà ìàòðèöå L)

ÊÎÐÀÊ 3.2: Çà i = 2: uij = 1
lii

(
aij −

∑i−1
k=1 likukj

)
,

(j = i+ 1, . . . , n)
(i-òà âðñòà ìàòðèöå U)

ÊÎÐÀÊ 4: Ïîâå£àâàìî j è i çà 1, âðà£àìî ñå íà
êîðàê 3.1.
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7. Ìåòîäîì LU äåêîìïîçèöèjå ðåøèòè ñèñòåì jåäíà÷èíà:

3x1 + x2 − x3 + 2x4 = 6

−5x1 + x2 + 3x3 − 4x4 = −12

2x1 + x3 − x4 = 1

x1 − 5x2 + 3x3 − 3x4 = 3

ïðèìåíîì Êðàóòîâîã àëãîðèòìà, ðà÷óíàjó£è ñà 6 äåöèìàëà.

Ðåøå»å. Ïðåäñòàâèìî ïîëàçíè ñèñòåì jåäíà÷èíà ïðîøèðåíîì ìàò-
ðèöîì:

[A,b] =


3 1 −1 2 6
−5 1 3 −4 −12

2 0 1 −1 1
1 −5 3 −3 3

 .
LU äåêîìïîçèöèjó ìàòðèöå A ïðåäñòàâè£åìî ó jåäèíñòâåíîj ìàòðèöè
îáëèêà (ìàòðèöà U èìà ñâå jåäèíèöå íà äèjàãîíàëè):

[L\U] =


l11 u12 u13 u14

l21 l22 u23 u24

l31 l32 l33 u24

l41 l42 l43 l44


Îäðåäèìî åëåìåíòå ìàòðèöà L èU, íàèçìåíè÷íî ïî âðñòàìà è êîëîíàìà:

I. l11 = a11, l21 = a21, l31 = a31, l41 = a41

II. uii = 1

III. u12 =
a12

l11

= 0, 333333, u13 =
a13

l11

= −0, 333333, u14 =
a14

l11

= 0, 666667

IV. l22 = a22 − l21u12 = 2, 666665 l32 = a32 − l31u12 = −0, 666666

l42 = a42 − l41u12 = −5, 333333

V. u23 =
1

l22

(a23 − l21u13) = 0, 500001 u24 =
1

l22

(a24 − l21u14) = −0, 250000

V I. l33 = a33 − l31u13 − l32u23 = 2, 000000

l43 = a43 − l41u13 − l42u23 = 6, 000005
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V II. u34 =
1

l33

(a34 − l31u14 − l32u24) = −1, 250000

V III. l44 = a44 − l41u14 − l42u24 − l43u34 = 2, 500000

[L\U] =


3 0, 333333 −0, 333333 0, 666667
−5 2, 666665 0, 500001 −0, 250000

2 −0, 666666 2, 000000 −1, 250000
1 −5, 333333 6, 000000 2, 500000


Ñàäà ìîæåìî äà ïðèìåíèìî ïîñòóïàê çà ðåøàâà»å óíàïðåä äî»å

òðîóãàîíîã ñèñòåìà Ly = b, äàòîã ïðîøèðåíîì ìàòðèöîì

[L,b] =


3 0 0 0 6
−5 2, 666665 0 0 −12

2 −0, 666666 2, 000000 0 1
1 −5, 333333 6, 000000 2, 500000 3


÷èjå jå ðåøå»å êîëîíà-ìàòðèöà y = [2;−0, 750000;−1, 750000; 3, 000000]T .
Ðåøàâà»åì óíàçàä ãîð»å òðîóãàîíîã ñèñòåìàUx = y, äàòîã ïðîøèðåíîì
ìàòðèöîì

[U,y] =


1 0, 333333 −0, 333333 0, 666667 2
0 1 0, 500001 −0, 250000 −0, 750000
0 0 1 −1, 250000 −1, 750000
0 0 0 1 3, 000000


äîáèjàìî ðåøå»å ïîëàçíîã ñèñòåìà:

x = [0, 999999;−1, 000002; 2, 000000; 3, 000000]T .

�

Îäðå¢èâà»å èíâåðçíå ìàòðèöå LU äåêîìïîçèöèjîì

LU äåêîìïîçèöèjà íàì îìîãó£àâà äà ðåøàâàìî ÷èòàâó ôàìèëèjó ñèñ-
òåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà ñà èñòîì ìàòðèöîì êîåôèöèjåíàòà ñèñòåìà A,
à ðàçëè÷èòîì ñëîáîäíîì êîëîíà-ìàòðèöîì, Ax = bk. Îâàêàâ ïðèñòóï
ìîæåìî ïðèìåíèòè ïðè îäðå¢èâà»ó èíâåðçíå ìàòðèöå A−1.
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Èëóñòðójìî îâî íà ïðèìåðó ìàòðèöå äèìåíçèjå 4. Íàèìå, çà èíâåðçíó
ìàòðèöó âàæè:

AA−1 =


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44



x11 x12 x13 x14

x21 x22 x23 x24

x31 x32 x33 x34

x41 x42 x43 x44



=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 = I

Îçíà÷èìî ñà xj j-òó êîëîíó íåïîçíàòå èíâåðçíå ìàòðèöå A−1, à ñà ej
j-òó êîëîíó jåäèíè÷íå ìàòðèöå I. Èíâåðçíó ìàòðèöó ìîæåìî îäðåäèòè
ðåøàâà»åì 4 ñèñòåìà jåäíà÷èíà:

Axj = ej, (j = 1, 2, 3, 4).

Ïðèìåíîì ìåòîäå LU äåêîìïîçèöèjå jåäíîì £åìî èçâðøèòè äåêîìïîçè-
öèjó ìàòðèöåA, à çàòèì 4 ïóòà ïðèìå»ójåìî ïîñòóïêå ðåøàâà»à óíàïðåä
è óíàçàä ñ ðàçëè÷èòèì ñëîáîäíèì êîëîíà-ìàòðèöàìà. Àêî áèñìî ðåøàâà-
ëè ïðîáëåì Ãàóñîâîì ìåòîäîì åëèìèíàöèjå, ìîðàëè áèñìî äà ïðèìåíèìî
öåëó ìåòîäó 4 ïóòà, øòî jå äîñòà çàõòåâíèjå.

Îäðå¢èâà»å äåòåðìèíàíòå ìàòðèöå LU äåêîìïîçèöèjîì

Êàêî jå A = LU, ïðè ÷åìó ñó L è U òðîóãàîíå ìàòðèöå è ìàòðèöà L
èìà ñâå jåäèíèöå íà ãëàâíîj äèjàãîíàëè, âàæè äà jå

detA = detL · detU = 1 · detU = u11 . . . unn.

8. Ìåòîäîì LU äåêîìïîçèöèjå èçðà÷óíàòè äåòåðìèíàíòó ìàòðèöå:

A =


1 1 0 3
2 1 −1 1
3 −1 −1 2
−1 2 3 −1

 .
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Ðåøå»å. Ïðèìåíèìî Äóëèòëîâ àëãîðèòàì çà LU äåêîìïîçèöèjó
ìàòðèöå A.

A =


1 1 0 3
2 1 −1 1
3 −1 −1 2
−1 2 3 −1

 =


1 0 0 0
2 1 0 0
3 4 1 0
−1 −3 0 1




1 1 0 3
0 −1 −1 −5
0 0 3 13
0 0 0 −13


Ñàäà jå

detA = detL · detU = 1 · detU = 1 · (−1) · 3 · (−13) = 39.

�

Çàäàöè çà âåæáó

18. Ìåòîäîì LU äåêîìïîçèöèjå ðåøèòè ñèñòåì jåäíà÷èíà, ðà÷óíàjó£è
ñà 6 äåöèìàëà.

100x1 − 24x2 + 48x3 − 23x4 = 39

5x1 + 100x2 − 44x3 − 31x4 = 72

10x1 − 3x2 + 100x3 + 55x4 = 56

−12x1 + 7x2 − 11x3 + 100x4 = 47

Ðåçóëòàò. x1 = 0, 615488;x2 = 0, 955458;x3 = 0, 249673;x4 = 0, 504441

19. Ìåòîäîì LU äåêîìïîçèöèjå ðåøèòè ñèñòåì jåäíà÷èíà, ðà÷óíàjó£è
ñà 6 äåöèìàëà.

8, 467x1 + 5, 137x2 + 3, 141x3 + 2, 063x4 = 29, 912

5, 137x1 + 6, 421x2 + 2, 617x3 + 2, 003x4 = 25, 058

3, 141x1 + 2, 617x2 + 4, 128x3 + 1, 628x4 = 16, 557

2, 063x1 + 2, 003x2 + 1, 628x3 + 3, 446x4 = 12, 690

Ðåçóëòàò. x1 = 1, 874134;x2 = 1, 596978;x3 = 1, 141352;x4 = 1, 093092
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20. Ìåòîäîì LU äåêîìïîçèöèjå, ðà÷óíàjó£è ñà 6 äåöèìàëà, èçðà÷óíàòè
äåòåðìèíàíòó ìàòðèöå A.

A =


2 2 1 4 −1 3
1 2 −1 3 4 3
2 1 3 −1 2 −1
2 3 −4 2 1 5
1 1 1 3 2 2
−1 −1 2 −1 2 3


Ðåçóëòàò. det(A) = −538

3.5 Ïèâîòèðà»å

Óñëîâ çà ïðèìåíó Ãàóñîâå ìåòîäå åëèìèíàöèjå jå a
(k)
kk 6= 0, (k = 1, . . . , n),

à òî íå£å óâåê áèòè èñïó»åíî.

Äåôèíèöèjà 3.3 Ìàòðèöà A = [aij]
n
i,j=1 ñå íàçèâà äèjàãîíàëíî äîìè-

íàíòíîì óêîëèêî âàæè äà jå

|aii| ≥
n∑

j=1,j 6=i

|aij|, (i = 1, . . . , n),

à ñòðîãî äèjàãîíàëíî äîìèíàíòíîì óêîëèêî jå íåjåäíàêîñò ó ïðåòõîäíîì
èçðàçó ñòðîãà.

Ó ñëó÷àjó êàäà jå ìàòðèöàA ñòðîãî äèjàãîíàëíî äîìèíàíòíà, Ãàóñîâà
ìåòîäà åëèìèíàöèjå ñå ìîæå ïðèìåíèòè, ïîøòî îâàj óñëîâ îáåçáå¢ójå äà
ñå íà äèjàãîíàëè íå£å íà£è íóëå.

Ïðèìåð 1. Ïðèìåíèìî Ãàóñîâó ìåòîäó åëèìèíàöèjå íà ñèñòåì ëè-
íåàðíèõ jåäíà÷èíà Ax = b, ñà ïðîøèðåíîì ìàòðèöîì:

[A,b] =

[
0 1 1
1 1 2

]
Íà îñíîâó èçëîæåíîã àëãîðèòìà, ïðâè êîðàê áè áèî äà ôîðìèðàìî êîå-
ôèöèjåíò m21 = 1/0, øòî íèjå ìîãó£å. Ïðîâåðèìî øòà ñå äåøàâà àêî ñå
ìàëî îäìàêíåìî îä 0. Ïîñìàòðàjìî ñèñòåì:

[A′,b′] =

[
ε 1 1
1 1 2

]
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ãäå jå ε > 0 ïðîèçâî§àí ôèêñèðàí áðîj áëèçàê íóëè. Êàäà ïðèìåíèìî
Ãàóñîâó ìåòîäó åëèìèíàöèjå, äîáèjàìî:

[A′
(2)
,b′

(2)
] =

[
ε 1 1
0 1− ε−1 2− ε−1

]
Àêî jå ε jàêî ìàëî, òàäà jå ε−1 jàêî âåëèêî, è ó òîì ñëó÷àjó ñå 1 − ε−1 è
2 − ε−1 çàîêðóæójó íà −ε−1. (Àêî jå ε = 10−10, òàäà jå ε−1 = 1010, ïà ñó
îâè áðîjåâè ïðèáëèæíî jåäíàêè.) Èìàjó£è òî ó âèäó, ïðèìåíîì ïîñòóïêà
ðåøàâà»à óíàçàä, äîáèjàìî äà jå

x2 =
2− ε−1

1− ε−1
≈ −ε

−1

−ε−1
= 1, x1 = ε−1 (1− x2) ≈ 0.

Óêîëèêî çàìåíèìî ìåñòà jåäíà÷èíàìà ó ïîëàçíîì ñèñòåìó:

[A,b] =

[
1 1 2
0 1 1

]
ìîæåìî äà ïðèìåíèìî Ãàóñîâó ìåòîäó åëèìèíàöèjå, ïðè ÷åìó äîáèjàìî
òà÷íà ðåøå»à x1 = x2 = 1. Óîïøòå, àêî ñó êîåôèöèjåíòè êîjå ôîðìèðàìî

òîêîì àëãîðèòìà mij =
a

(j)
ij

a
(j)
jj

òàêâè äà jå äèjàãîíàëíè åëåìåíò ìíîãî ìà»è

îä åëåìåíòà ó áðîjèîöó, ðåçóëòàò £å èìàòè âåëèêó âðåäíîñò, øòî óâîäè
âåëèêó ãðåøêó ó èçðà÷óíàâà»å. Äàêëå, Ãàóñîâà ìåòîäà åëèìèíàöèjå ìî-
æå áèòè íåñòàáèëíà ìåòîäà, ó çàâèñíîñòè îä ïðîáëåìà íà êîjè ñå ïðè-
ìå»ójå. Îâàêâå ñèòóàöèjå ìîãó ñå èçáå£è èçáîðîì ïèâîòà èëè ãëàâíîã
åëåìåíòà.

Ïðåòõîäíè ïðèìåð ïîêàçàî jå äà jå ó ïîjåäèíèì ñëó÷àjåâèìà äîâî§íî
äà çàìåíèìî ìåñòà jåäíà÷èíàìà ó ñèñòåìó äà áèñìî ìîãëè äà àäåêâàòíî
ïðèìåíèìî Ãàóñîâó ìåòîäó åëèìèíàöèjå. Ó òàêâèì ñëó÷àjåâèìà, ïðîáëåì
ðåøàâàìî èçáîðîì ïèâîòà - åëåìåíòà ìàòðèöå ñèñòåìà A ñ ìàêñèìàëíîì
àïñîëóòíîì âðåäíîø£ó. Ïðåòïîñòàâèìî äà ñìî ïîëàçíè ñèñòåì Ax = b
ïîñëå (k − 1) êîðàêà ñâåëè íà ðåøàâà»å ñèñòåìà îä n − k + 1 jåäíà÷èíå
ñà n− k + 1 íåïîçíàòîì.

Ñòðàòåãèjà ïîòïóíîã ïèâîòèðà»à ïîäðàçóìåâà äà îä ñâèõ åëåìåíàòà
ó ìàòðèöè äèìåíçèjå n−k+1, îä k-òå äî n-òå jåäíà÷èíå îäàáåðåìî ïèâîò,
òj. åëåìåíò a

(k)
rs çà êîjè âàæè:

|a(k)
rs | = max

i,j=k,...,n
|a(k)
ij |,
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è çàòèì ïîñòóïíî çàìåíèìî k-òó è r-òó âðñòó è k-òó è s-òó êîëîíó. Ñòðà-
òåãèjà ïîòïóíîã ïèâîòà çàõòåâà âåëèêè áðîj îïåðàöèjà ïîðå¢å»à è çàìåíå
ìåñòà âðñòàìà è êîëîíàìà, ïà íèjå ïðåïîðó÷§èâà, îñèì ó ñëó÷àjåâèìà
êàäà jå ïðåöèçíîñò îä èçóçåòíîã çíà÷àjà, à íå è âðåìå ïîòðåáíî çà èçâî-
¢å»à ìåòîäå.

Íàj÷åø£å jå äîâî§íî ïðèìåíèòè ñòðàòåãèjó ïàðöèjàëíîã ïèâîòèðà»à,
êîjà ïîäðàçóìåâà äà ïèâîò òðàæèìî ñàìî ìå¢ó åëåìåíòèìà k-òå êîëîíå,
÷èìå ñå èçáåãàâà çàìåíà ìåñòà êîëîíà, àëè íå è âðñòà. Ó òîì ñëó÷àjó, çà
ïèâîò áèðàìî åëåìåíò a

(k)
rk çà êîjè âàæè:∣∣∣a(k)

rk

∣∣∣ = max
i=k,...,n

∣∣∣a(k)
ik

∣∣∣ .
Íàâîäèìî àëãîðèòàì çà Ãàóñîâó ìåòîäó åëèìèíàöèjå ñ ïàðöèjàëíèì

ïèâîòèðà»åì:

ÊÎÐÀÊ 1: Ñâî¢å»å ïîëàçíå ìàòðèöå A ñèñòåìà íà
ãîð»å òðîóãàîíó ìàòðèöó. Ïîñòàâèìî i = 1.

ÊÎÐÀÊ 1.1: Îäðåäèòè j ∈ {1, . . . , n} çà êîjå jå |a1j|
ìàêñèìàëíî.

ÊÎÐÀÊ 1.2: Àêî jå 1 6= j, çàìåíèòè âðñòå 1 è j ó
ïðîøèðåíîj ìàòðèöè ñèñòåìà.

ÊÎÐÀÊ 1.3: Êîåôèöèjåíòîì mk1 =
ak1

a11

ìíîæèìî ïðâó

âðñòó è îäóçèìàìî îä k-òå âðñòå ïðîøèðåíå
ìàòðèöå.

ÊÎÐÀÊ 1.4: Ïîâå£àâàìî i çà 1, âðà£àìî ñå íà êîðàê 1.1 çà
ñèñòåì äèìåíçèjå n− i äî ñâî¢å»à íà ãîð»å

òðîóãàîíó ìàòðèöó.

ÊÎÐÀÊ 2: Ðåøàâàìî ãîð»å òðîóãàîíó ìàòðèöó
[U, c] = [A(n),b(n)]

xi = 1
uii

(
bi −

∑n
k=i+1 uikxk

)
, (i = n, n− 1, . . . , 1)

Òîêîì ïðèìåíå Ãàóñîâå ìåòîäå åëèìèíàöèjå ñ èçáîðîì ïèâîòà íèjå
íåîïõîäíî ìå»àòè ïîëîæàj âðñòà ó ïðîøèðåíîj ìàòðèöè, ñ òèì øòî ó òîì
ñëó÷àjó ìîðàìî âîäèòè ðà÷óíà äà èç èñòå âðñòå áèðàìî ïèâîò ñàìî jåäíîì
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è âðñòå èç êîjèõ ñìî áèðàëè ïèâîò âèøå íå òðàíñôîðìèøåìî. Äà áèñìî
ìîãëè äà ïðèìåíèìî òàêàâ àëãîðèòàì çà ðà÷óíàðñêî èçðà÷óíàâà»å, ìî-
ðàìî ïàìòèòè èç êîjå ñìî âðñòå áèðàëè ïèâîò ó êîì êîðàêó. Òî ðàäèìî çà-
ïèñîì ó êîëîíà-ìàòðèöè, ÷èjà ñâàêà âðñòà ïðåäñòàâ§à ðåäíè áðîj ïèâîòà.
Îâà êîëîíà-ìàòðèöà èìà èíèöèjàëíå âðåäíîñòè p = [1, 2, . . . , n]T . Ñâàêè
ïóò êàäà âðøèìî çàìåíó ìåñòà âðñòàìà, òà çàìåíà ñå âðøè è íà âðñòàìà
êîëîíà-ìàòðèöå p. Îâó êîëîíà-ìàòðèöó êîðèñòèìî çàòèì è ó ïîñòóïêó
ðåøàâà»à óíàçàä ìàòðèöå êîjà jå ñëè÷íà ãîð»å òðîóãàîíîj, äà áèñìî
çíàëè êîjèì ðåäîñëåäîì ðåøàâàìî ïîjåäèía÷íå jåäíà÷èíå.

9. Ãàóñîâîì ìåòîäîì åëèìèíàöèjå ñ ïàðöèjàëíèì ïèâîòèðà»åì, ðåøèòè
ñèñòåì jåäíà÷èíà:

2x1 − 6x2 + 4x3 − 2x4 = 8

x1 − 3x2 + 4x3 + 3x4 = 6

4x1 + 3x2 − 2x3 + 3x4 = 3

x1 − 4x2 + 3x3 + 3x4 = 9

Ðåøå»å. Ïðîøèðåíà ìàòðèöà ïîñòàâ§åíîã ñèñòåìà jå:

[A,b] =


2 −6 4 −2 8
1 −3 4 3 6
4 3 −2 3 3
1 −4 3 3 9


Çà ïðâó êîëîíó áèðàìî ïèâîò - ïî àïñîëóòíîj âðåäíîñòè íàjâå£è åëåìåíò
ó ïðâîj êîëîíè, íàëàçè ñå ó 3. âðñòè, ïà 1. è 3. âðñòà ìå»àjó ìåñòà:

[A′,b′] =


4 3 −2 3 3
1 −3 4 3 6
2 −6 4 −2 8
1 −4 3 3 9


Ïðâó âðñòó ó êîjîj ñå ñàäà íàëàçè ïèâîò íå ìå»àìî, à ñâå îñòàëå òðàíñ-
ôîðìèøåìî òàêî äà ñå åëåìåíòè ó 1. êîëîíè àíóëèðàjó. Ìóëòèïëèêàòîðè
êîjèìà ìíîæèìî k-òó âðñòó, (k = 2, 3, 4), ñó

m21 =
a′21

a′11

=
1

4
, m31 =

a′31

a′11

=
1

2
, m41 =

a′41

a′11

=
1

4
.
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Ñàäà 2, 3. è 4. âðñòó ïðîøèðåíå ìàòðèöå ìíîæèìî îäãîâàðàjó£èì ìóë-
òèïëèêàòîðîì è îäóçèìàìî îä 1. âðñòå:

a
(2)
ij = a′ij −mi1 a

′
1j, b

(2)
i = b′i −mi1 b

′
1

è äîáèjàìî:

[A(2),b(2)] =


4 3 −2 3 3
0 −3, 75 4, 5 2, 25 5, 25
0 −7, 5 5 −3, 5 6, 5
0 −4, 75 3, 5 2, 25 8, 25


Ïîíàâ§àìî ïîñòóïàê íà ñèñòåìó îä 3 jåäíà÷èíå. Áèðàìî ïèâîò ìå¢ó
åëåìåíòèìà 2. êîëîíå ó 2, 3. è 4. âðñòè, è òî jå åëåìåíò a

(2)
32 = −7, 5.

Ìå»àìî ìåñòà 2. è 3. âðñòè:

[A′
(2)
,b′

(2)
] =


4 3 −2 3 3
0 −7, 5 5 −3, 5 6, 5
0 −3, 75 4, 5 2, 25 5, 25
0 −4, 75 3, 5 2, 25 8, 25


Äðóãó âðñòó ó êîjîj ñå íàëàçè ïèâîò íå ìå»àìî, à 3. è 4. òðàíñôîðìèøåìî
òàêî äà ñå åëåìåíòè ó 2. êîëîíè àíóëèðàjó. Ìóëòèïëèêàòîðè êîjèìà ìíî-
æèìî k-òó âðñòó, (k = 3, 4), ñó

m32 =
a′

(2)
32

a′
(2)
22

=
1

2
, m42 =

a′
(2)
42

a′
(2)
22

=
19

30
.

Ñàäà 3. è 4. âðñòó ïðîøèðåíå ìàòðèöå ìíîæèìî îäãîâàðàjó£èì ìóëòè-
ïëèêàòîðîì è îäóçèìàìî îä 2. âðñòå, i = 3, 4:

a
(3)
ij = a′

(2)
ij −mi2 a

′(2)
2j , b

(3)
i = b′

(2)
i −mi2 b

′(2)
2

è äîáèjàìî:

[A(3),b(3)] =


4 3 −2 3 3
0 −7, 5 5 −3, 5 6, 5
0 0 2 4 2
0 0 1

3
4 7

15
4 2

15


Ïîíàâ§àìî ïîñòóïàê íà ñèñòåìó îä 2 jåäíà÷èíe, 3. è 4. Êàêî jå ñàäà
ïèâîò ó 3. âðñòè, íå ìå»àìî ìåñòà âðñòàìà. Òðå£ó âðñòó ó êîjîj ñå íàëà-
çè ïèâîò íå ìå»àìî, à 4. âðñòó òðàíñôîðìèøåìî òàêî äà ñå åëåìåíòè ó
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3. êîëîíè àíóëèðàjó. Ìóëòèïëèêàòîð êîjèì ìíîæèìî 4. âðñòó jå m43 =
a
(3)
43

a
(3)
33

= 1
6
. Ñàäà 4. âðñòó ïðîøèðåíå ìàòðèöå ìíîæèìî îâèì ìóëòèïëèêà-

òîðîì è îäóçèìàìî îä 3. âðñòå:

a
(4)
4j = a

(3)
4j −m43 a

(3)
3j , b

(4)
4 = b

(3)
4 −m43 b

(3)
3

è äîáèjàìî:

[A(4),b(4)] =


4 3 −2 3 3
0 −7, 5 5 −3, 5 6, 5
0 0 2 4 2
0 0 0 34

5
34

5


Ïîñòóïêîì ðåøàâà»à óíàçàä äîáèjàìî ðåøå»å ñèñòåìà jåäíà÷èíà:

x4 =
34

5

34
5

= 1

x3 =
1

2
(2− 4x4) = −1

x2 =
1

−7, 5
(6, 5 + 3, 5x4 − 5x3) = −2

x1 =
1

4
(3− 3x4 + 2x3 − 3x2) = 1

òj. x = [1,−2,−1, 1]T .

�

Óêîëèêî ïðèìå»ójåìî Ãàóñîâó ìåòîäó åëèìèíàöèjå ñ èçáîðîì ïèâîòà,
äà áèñìî ïðèìåíèëè LU äåêîìïîçèöèjó ìîðàìî âîäèòè ðà÷óíà î ïðîìåíè
ìåñòà âðñòàìà (è êîëîíàìà ó ñëó÷àjó ïîòïóíîã ïèâîòèðà»à). Òàäà, óìåñòî
äåêîìïîçèöèjå ïîëàçíå ìàòðèöå A, âðøèìî äåêîìïîçèöèjó ìàòðèöå PA,
ãäå jå P ìàòðèöà ïåðìóòàöèjà ÷èjè ñó åëåìåíòè 0 è 1, êîjà âðøè çàìåíó
âðñòà ìàòðèöå A ïðèëèêîì ìíîæå»à. Íà ïðèìåðó ìàòðèöå äèìåíçèjå
3, çàìåíà 2. è 3. âðñòå ìàòðèöå A ðåàëèçójå ñå ìíîæå»åì ìàòðèöîì

ïåðìóòàöèjà P =
[

1 0 0
0 0 1
0 1 0

]
.

Ó ñëó÷àjó äà ñìî ïðèìåíèëè îäàáèð ïèâîòà è âðøèëè çàìåíå âðñòàìà
ìàòðèöå A, òî ìîðàìî óçåòè ó îáçèð êàäà îäðå¢ójåìî äåòåðìèíàíòó
ìàòðèöå A. Òàäà £å âàæèòè:

detA = (−1)mu11 . . . unn,
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ãäå jå m áðîj çàìåíà âðñòà.

Çàäàöè çà âåæáó

21. Ãàóñîâîì ìåòîäîì åëèìèíàöèjå ñ ïàðöèjàëíèì ïèâîòèðà»åì ðåøèòè
ñèñòåì jåäíà÷èíà, ðà÷óíàjó£è ñà 6 äåöèìàëà.

−x1 + x2 − 3x4 = 4

x1 + 3x3 + x4 = 0

x2 − x3 − x4 = 3

3x1 + x3 + 2x4 = 1

Ðåçóëòàò. x1 = 1;x2 = 2;x3 = 0;x4 = −1

22. Ãàóñîâîì ìåòîäîì åëèìèíàöèjå ñ ïàðöèjàëíèì ïèâîòèðà»åì ðåøèòè
ñèñòåì jåäíà÷èíà, ðà÷óíàjó£è ñà 6 äåöèìàëà.

x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 2

4x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 2

2x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 1

x1 + 2x2 + 4x3 + x4 = 1

Ðåçóëòàò. x1 = 0, 137255;x2 = 0, 686275;x3 = −0, 156863;x4 = 0, 117647

23. Ãàóñîâîì ìåòîäîì åëèìèíàöèjå ñ ïàðöèjàëíèì ïèâîòèðà»åì ðåøèòè
ñèñòåì jåäíà÷èíà, ðà÷óíàjó£è ñà 6 äåöèìàëà.

2x1 − x2 + 3x3 + 7x4 = 15

4x1 + 4x2 + 7x4 = 11

2x1 + x2 + x3 + 3x4 = 7

6x1 + 5x2 + 4x3 + 17x4 = 31

Ðåçóëòàò. x1 = 1;x2 = 0;x3 = 2;x4 = 1

3.6 Èòåðàòèâíå ìåòîäå

Èòåðàòèâíå ìåòîäå áàçèðàjó ñå íà îäàáèðó ïî÷åòíå ïðîöåíå ðåøå»à
ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà îáëèêà Ax = b è èòåðàòèâíîã ïîáî§øà»à
îâàêâå ïðîöåíå.
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Ïðåäñòàâè£åìî Jàêîáèjåâó è Ãàóñ-Çàjäåëîâó èòåðàòèâíó ìåòîäó, êîjå
ñå áàçèðàjó íà èäåjè äà èç i-òå jåäíà÷èíå ïðåäñòàâèìî íåïîçíàòó xi íà
ñëåäå£è íà÷èí:

x1 = −a12

a11

x2 −
a13

a11

x3 . . .−
a1n

a11

xn +
b1

a11

x2 = −a21

a22

x1 − a23

a22

x3 . . .−
a2n

a22

xn +
b2

a22

...

xn = −an1

ann
x1 −

an2

ann
x2 −

an3

ann
x3 . . . +

bn
ann

(3.9)

ïîä óñëîâîì aii 6= 0, (i = 1, . . . , n).

Jàêîáèjåâà èòåðàòèâíà ìåòîäà

Jàêîáèjåâà èòåðàòèâíà ìåòîäà íàñòàjå èç îáëèêà ñèñòåìà (3.9) íà
ñëåäå£è íà÷èí:

x
(k+1)
1 = −a12

a11

x
(k)
2 −

a13

a11

x
(k)
3 . . .− a1n

a11

x(k)
n +

b1

a11

x
(k+1)
2 = −a21

a22

x
(k)
1 − a23

a22

x
(k)
3 . . .− a2n

a22

x(k)
n +

b2

a22

...

x(k+1)
n = −an1

ann
x

(k)
1 −

an2

ann
x

(k)
2 −

an3

ann
x

(k)
3 . . . +

bn
ann

(3.10)

Ó ìàòðè÷íîì îáëèêó Jàêîáèjåâó èòåðàòèâíó ìåòîäó ìîæåìî çàïèñàòè:

x(k+1) = Bx(k) + c, (3.11)

ãäå jå

B =


0 −a12

a11
. . . −a1n

a11

−a21
a22

0 . . . −a2n
a22

...
...

. . .
...

− an1
ann

− an2
ann

. . . 0

 , c =


b1
a11
b2
a22
...
bn
ann


Ïðè òîìå jå ïî÷åòía êîëîíà-ìàòðèöà èòåðàöèjå x(0) ïðîèçâî§íî èçàáðàíà.
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Ïðèìåòèìî äà jå îâî èñòà ìåòîäà êàî ìåòîäà èòåðàöèjå çà ðåøàâà»å
íåëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà èç ñåêöèjå 2.3, ñàìî ñàäà ïðèìå»åíà íà ñèñòåì
ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà. Îâî âèäèìî àêî çàïèøåìî Jàêîáèjåâó ìåòîäó ó
îáëèêó:

x(k+1) = G(x(k)) = Bx(k) + c,

ãäå jå G ïðåñëèêàâà»å êîëîíà-ìàòðèöà.

Ãàóñ-Çàjäåëîâà èòåðàòèâíà ìåòîäà

Jàêîáèjåâà èòåðàòèâíà ìåòîäà ïîäðàçóìåâà äà ñå ó (k + 1) èòåðàöèjè

èçðà÷óíàâàjó âðåäíîñòè x
(k+1)
1 , . . . , x

(k+1)
n êîðèñòå£è ïðåòõîäíî èçðà÷óíàòå

âðåäíîñòè ó k-òîj èòåðàöèjè x
(k)
1 , . . . , x

(k)
n . Ìå¢óòèì, ïîñìàòðàjó£è îáëèê

èòåðàòèâíîã ïîñòóïêà (3.10), âèäèìî äà ó (k+1) èòåðàöèjè íàjïðå îäðå¢ó-

jåìî âðåäíîñò x
(k+1)
1 , à çàòèì x

(k+1)
2 , êîðèñòå£è ïðîöåíó çà ïðâó íåïîçíàòó

x
(k)
1 . Îâàj ïîñòóïàê ìîæåìî óáðçàòè êîðèø£å»åì ïîñëåä»å èçðà÷óíàòå

ïðîöåíå çà íåïîçíàòó x
(k+1)
1 óìåñòî ïðîöåíå èç ïðåòõîäíå èòåðàöèjå x

(k)
1 .

Ïðèìå»ójó£è îâàj ïîñòóïàê çà ñâå ïðîìåí§èâå ó (k+ 1) èòåðàöèjè äîáè-
jàìî Ãàóñ-Çàjäåëîâó èòåðàòèâíó ìåòîäó :

x
(k+1)
1 = −a12

a11

x
(k)
2 −

a13

a11

x
(k)
3 . . .− a1n

a11

x(k)
n +

b1

a11

x
(k+1)
2 = −a21

a22

x
(k+1)
1 − a23

a22

x
(k)
3 . . .− a2n

a22

x(k)
n +

b2

a22

...

x(k+1)
n = −an1

ann
x

(k+1)
1 − an2

ann
x

(k+1)
2 − an3

ann
x

(k+1)
3 . . . +

bn
ann

(3.12)

Ó ìàòðè÷íîì îáëèêó çà Ãàóñ-Çàjäåëîâó èòåðàòèâíó ìåòîäó âàæè:

x(k+1) = B1x
(k+1) + B2x

(k) + c

(I −B1)x(k+1) = B2x
(k) + c

x(k+1) = (I −B1)−1B2x
(k) + (I −B1)−1c
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ãäå jå

B1 =


0 0 . . . 0
−a21
a22

0 . . . 0
...

...
. . .

...
− an1
ann

− an2
ann

. . . 0



B2 =


0 −a12

a11
. . . −a1n

a11

0 0 . . . −a2n
a22

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0

 , c =


b1
a11
b2
a22
...
bn
ann


Ïðè òîìå jå ïî÷åòíà êîëîíà-ìàòðèöà èòåðàöèjå x(0) ïðîèçâî§íî èçàáðàíà.

Óñëîâè êîíâåðãåíöèjå è êðèòåðèjóìè çàóñòàâ§à»à

Ïîäñåòèìî ñå óñëîâà ñòðîãî äèjàãîíàëíå äîìèíàíòíîñòè, òj. äà jå
ñâàêè äèjàãîíàëíè åëåìåíò ìàòðèöå ïî àïñîëóòíîj âðåäíîñòè âå£è îä
çáèðà àïñîëóòíèõ âðåäíîñòè ïðåîñòàëèõ êîåôèöèjåíàòà ó èñòîj âðñòè
ìàòðèöå, òj.

|aii| >
n∑

j=1,j 6=i

|aij|, (i = 1, . . . , n), (3.13)

Òåîðåìà 3.1 Àêî jå ìàòðèöàA êîåôèöèjåíàòà ñèñòåìàAx = b ñòðèêò-
íî äèjàãîíàëíî äîìèíàíòíà, òàäà Jàêîáèjåâà è Ãàóñ-Çàjäåëîâà ìåòîäà
êîíâåðãèðàjó êà ðåøå»ó ñèñòåìà, çà ïðîèçâî§íî îäàáðàíó ïî÷åòíó âðåä-
íîñò x(0).

Ïðèìåòèìî äà jå óñëîâ ñòðîãî äèjàãîíàëíå äîìèíàíòíîñòè ñàìî äî-
âî§àí óñëîâ, íå è ïîòðåáàí. Íàèìå, ïîñòîjå ìàòðèöå êîjå íå èñïó»àâàjó
îâàj óñëîâ, à îâå ìåòîäå èïàê êîíâåðãèðàjó.

Óñëîâ ñòðîãî äèjàãîíàëíå äîìèíàíòíîñòè îáåçáå¢ójå äà ïðè òðàíñ-
ôîðìàöèjè ïîëàçíîã ñèñòåìà äèjàãîíàëíè êîåôèöèjåíòè êîjèìà äåëèìî,
aii, (i = 1, . . . n), áóäó ðàçëè÷èòè îä 0.

Óêîëèêî îâàj óñëîâ íèjå èñïó»åí, ïîòðåáíî jå äà ñå åëåìåíòàðíèì
òðàíñôîðìàöèjàìà ïîëàçíè ñèñòåì òðàíñôîðìèøå ó »åìó åêâèâàëåíòàí,
êîjè èñïó»àâà îâàj óñëîâ.

Èàêî ñå ìîæå ÷èíèòè äà jå óñëîâ ñòðîãî äèjàãîíàëíå äîìèíàíòíîñòè
äîñòà ðåñòðèêòèâàí, ìíîãè ïðèìå»åíè ïðîáëåìè ãà èïàê èñïó»àâàjó. Òî
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ñó íàj÷åø£å ñèñòåìè âåëèêèõ äèìåíçèjà ñà ìàòðèöàìà ñèñòåìà êîjå ñó
ðåòêå (èìàjó ìíîãî âå£è áðîj íóëà åëåìåíàòà). Îâàêâè ñèñòåìè ÷åñòî
ñå jàâ§àjó êîä àíàëèçå êîëà, èëè êîä íóìåðè÷êîã ðåøàâà»à îáè÷íèõ
äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ñà ãðàíè÷íèì óñëîâèìà, êàî è ïàðöèjàëíèõ
äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà.

Ó îïøòåì ñëó÷àjó, Ãàóñ-Çàjäåëîâà ìåòîäà äîñòà áðæå êîíâåðãèðà ó
îäíîñó íà Jàêîáèjåâó ìåòîäó (ïîä îäðå¢åíèì óñëîâèìà è äóïëî áðæå). Ñ
äðóãå ñòðàíå, êîä ðåøàâà»à ñèñòåìà âåëèêèõ äèìåíçèjà (âèøå õè§àäà)
èìà ñìèñëà ïðèìåíèòè ïàðàëåëíî ïðîãðàìèðà»å çà èçðà÷óíàâà»å ðåøå-
»à, à çà òî jå ïðèìåðåíèjå êîðèñòèòè Jàêîáèjåâó ìåòîäó.

Àêî jå çàõòåâàíà òà÷íîñò ε, êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à äàò jå ó îäíîñó
íà íîðìó ðàçëèêå äâå óçàñòîïíå èòåðàöèjå. Íàj÷åø£å óçèìàìî l∞ íîðìó
è ñòàjåìî êàäà jå èñïó»åí óñëîâ

‖x(k) − x(k−1)‖∞ = max
i=1,...,n

|x(k)
i − x

(k−1)
i | ≤ ε. (3.14)

Ó ñëó÷àjó êàäà jå òà÷íîñò ε = 0, 5·10−m, óñëîâ (3.14) çíà÷è äà ñå âðåäíîñòè
äâå ñóñåäíå èòåðàöèjå ïîêëàïàjó íà m äåöèìàëà (Ïðèìåð 3 ó Ãëàâè 1).

Äðóãè êðèòåðèjóì çàóñòàâ§à»à êîjè ìîæåìî êîðèñòèòè jåñòå:

‖x(k) − x(k−1)‖∞
‖x(k)‖∞

< ε.

10. Èòåðàòèâíîì ìåòîäîì ðåøèòè ñèñòåì jåäíà÷èíà

1, 02x1 − 0, 05x2 − 0, 10x3 = 0, 795

−0, 11x1 + 1, 03x2 − 0, 05x3 = 0, 849

−0, 11x1 − 0, 12x2 + 1, 04x3 = 1, 398

ñà òà÷íîø£ó ε = 0, 5 · 10−4.

Ðåøå»å. Çàäàòàê £åìî ðåøèòè Jàêîáèjåâîì è Ãàóñ-Çàjäåëîâîì èòå-
ðàòèâíîì ìåòîäîì. Ìàòðèöà êîåôèöèjåíàòà ñèñòåìà jåäíà÷èíà jå ñòðîãî
äèjàãîíàëíî äîìèíàíòíà, òj. èñïó»åí jå óñëîâ

|1, 02| > | − 0, 05|+ | − 0, 10|
|1, 03| > | − 0, 11|+ | − 0, 05|
|1, 04| > | − 0, 11|+ | − 0, 12|
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ïà £å îáå èòåðàòèâíå ìåòîäå êîíâåðãèðàòè êà ðåøå»ó. Òðàíñôîðìèøèìî
ïîëàçíè ñèñòåì íà ñëåäå£è íà÷èí:

x1 =
0, 05

1, 02
x2 +

0, 10

1, 02
x3 +

0, 795

1, 02

x2 =
0, 11

1, 03
x1 +

0, 05

1, 03
x3 +

0, 849

1, 03

x3 =
0, 11

1, 04
x1 +

0, 12

1, 04
x2 +

1, 398

1, 04

Èç ïðåòõîäíîã îáëèêà ñèñòåìà jåäíà÷èíà ôîðìèðà£åìî èòåðàòèâíè ïðîöåñ
çà îáå ìåòîäå.
Jàêîáèjåâà èòåðàòèâíà ìåòîäà: Èòåðàòèâíè ïðîöåñ ôîðìèðàìî íà ñëå-
äå£è íà÷èí:

x
(k+1)
1 =

0, 05

1, 02
x

(k)
2 +

0, 10

1, 02
x

(k)
3 +

0, 795

1, 02

x
(k+1)
2 =

0, 11

1, 03
x

(k)
1 +

0, 05

1, 03
x

(k)
3 +

0, 849

1, 03

x
(k+1)
3 =

0, 11

1, 04
x

(k)
1 +

0, 12

1, 04
x

(k)
2 +

1, 398

1, 04

ñà ïî÷åòíîì âðåäíîø£ó x(0) = [0, 0, 0]T . Ñ îáçèðîì íà çàäàòó òà÷íîñò,
ñòàjåìî ñà èòåðàöèjàìà êàäà ñå âðåäíîñòè 2 ñóñåäíå èòåðàöèjå ïîêëîïå
íà 4 äåöèìàëå. Êàêî áèñìî óìà»èëè óòèöàj ãðåøêå çàîêðóæèâà»à íà
ðåçóëòàò, ñ îáçèðîì íà äå§å»å, ìîæåìî èëè äà ó ñâàêîì èçðà÷óíàâà»ó
äåëèìî ñà âðåäíîø£ó aii, èëè äà íàêîí äå§å»à çàîêðóæójåìî âðåäíîñòè
íà ìàëî âå£è áðîj äåöèìàëà íåãî øòî jå ïîòðåáíî. Ôîðìèðàìî òàáåëó
èòåðàöèjà:

k x1 x2 x3

0 0 0 0
1 0, 7794 0, 8243 1, 3442
2 0, 9516 0, 9728 1, 5218
3 0, 9763 0, 9998 1, 5571
4 0, 9811 1, 0041 1, 5628
5 0, 9818 1, 0049 1.5638
6 0, 9820 1, 0050 1, 5640
7 0, 9820 1, 0051 1, 5641
8 0, 9820 1, 0051 1, 5641
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Jàêîáèjåâîì èòåðàòèâíîì ìåòîäîì ñìî ïîñëå 8 èòåðàöèjà äîáèëè ðåøå»å
ïîëàçíîã ñèñòåìà jåäíà÷èíà x̄1 = 0, 9820, x̄2 = 1, 0051, x̄3 = 1, 5641.

Ãàóñ-Çàjäåëîâà èòåðàòèâíà ìåòîäà: Èòåðàòèâíè ïðîöåñ ôîðìèðàìî íà
ñëåäå£è íà÷èí:

x
(k+1)
1 =

0, 05

1, 02
x

(k)
2 +

0, 10

1, 02
x

(k)
3 +

0, 795

1, 02

x
(k+1)
2 =

0, 11

1, 03
x

(k+1)
1 +

0, 05

1, 03
x

(k)
3 +

0, 849

1, 03

x
(k+1)
3 =

0, 11

1, 04
x

(k+1)
1 +

0, 12

1, 04
x

(k+1)
2 +

1, 398

1, 04

ñà ïî÷åòíîì âðåäíîø£ó x(0) = [0, 0, 0]T . Ó îâîj ìåòîäè çà èçðà÷óíàâà»å
òåêó£å ïðèáëèæíå âðåäíîñòè íåïîçíàòå êîðèñòèìî ïîñëåä»å èçðà÷óíàòå
ïðèáëèæíå âðåäíîñòè çà ñâàêó íåïîçíàòó, áåç îáçèðà íà òî ó êîjîj ñó
èòåðàöèjè îäðå¢åíå. Ôîðìèðàìî òàáåëó èòåðàöèjà:

k x1 x2 x3

0 0 0 0
1 0, 7794 0, 9075 1, 5314
2 0, 9740 1, 0026 1, 5629
3 0, 9818 1, 0050 1, 5640
4 0, 9820 1, 0051 1, 5641
5 0, 9820 1, 0051 1, 5641

Ãàóñ-Çàjäåëîâîì èòåðàòèâíîì ìåòîäîì ñìî ïîñëå 5 èòåðàöèjà äîáèëè èñòî
ðåøå»å êàî è Jàêîáèjåâîì ìåòîäîì, x̄1 = 0, 9820, x̄2 = 1, 0051, x̄3 =
1, 5641.

�

11. Ãàóñ-Çàjäåëîâîì èòåðàòèâíîì ìåòîäîì ðåøèòè ñèñòåì jåäíà÷èíà:

2x1 + 8x2 + 3x3 + x4 = −2

2x2 − x3 + 4x4 = 4

7x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 3

−x1 + 5x3 + 2x4 = 5

ñà òà÷íîø£ó ε = 0, 5 · 10−4.
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Ðåøå»å. Ïðèìåòèìî äà êîåôèöèjåíòè ñèñòåìà íå èñïó»àâàjó óñëîâ
ñòðîãå äèjàãîíàëíå äîìèíàíòíîñòè. Äà áèñìî ìîãëè äà ïðèìåíèìî Ãàóñ-
-Çàjäåëîâó ìåòîäó ïîòðåáíî jå äà èçâðøèìî òðàíñôîðìàöèjó ïîëàçíîã
ñèñòåìà åëåìåíòàðíèì òðàíñôîðìàöèjàìà ó åêâèâàëåíòàí ñèñòåì êîjè
èñïó»àâà îâàj óñëîâ. Ó îâîì ñëó÷àjó áè£å äîâî§íî äà ïðîìåíèìî ìåñòà
jåäíà÷èíàìà:

7x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 3

2x1 + 8x2 + 3x3 + x4 = −2

−x1 + 5x3 + 2x4 = 5

2x2 − x3 + 4x4 = 4

Èç i-òå jåäíà÷èíå èçðàçè£åìî ïðîìåí§èâó xi è ôîðìèðàìî Ãàóñ-Çàj-
äåëîâ èòåðàòèâíè ïðîöåñ:

x
(k+1)
1 =

2

7
x

(k)
2 −

1

7
x

(k)
3 −

2

7
x

(k)
4 +

3

7

x
(k+1)
2 = −2

8
x

(k+1)
1 − 3

8
x

(k)
3 −

1

8
x

(k)
4 −

2

8

x
(k+1)
3 =

1

5
x

(k+1)
1 + −2

5
x

(k)
4 + 1

x
(k+1)
4 = −2

4
x

(k+1)
2 +

1

4
x

(k+1)
3 + 1

ñà ïî÷åòíîì âðåäíîø£ó x(0) = [0, 0, 0, 0]T . Ñ îáçèðîì íà çàäàòó òà÷íîñò,
ñòàjåìî ñà èòåðàöèjàìà êàäà ñå âðåäíîñòè 2 ñóñåäíå èòåðàöèjå ïîêëîïå
íà 4 äåöèìàëå. Ôîðìèðàìî òàáåëó èòåðàöèjà:
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k x1 x2 x3 x4

0 0 0 0 0
1 0, 4286 −0, 25 1 1
2 −0, 0714 −0, 7322 0, 5857 1, 5125
3 −0, 2964 −0, 5846 0, 3357 1, 3762
4 −0, 1796 −0, 5030 0, 4136 1, 3549
5 −0, 1613 −0, 5341 0, 4258 1, 3735
6 −0, 1773 −0, 5370 0, 4151 1, 3723
7 −0, 1762 −0, 5332 0, 4158 1, 3706
8 −0, 1748 −0, 5336 0, 4168 1, 3710
9 −0, 1751 −0, 5339 0, 4166 1, 3711
10 −0, 1752 −0, 5338 0, 4165 1, 3710
11 −0, 1752 −0, 5338 0, 4166 1, 3710
12 −0, 1752 −0, 5338 0, 4166 1, 3710

Ãàóñ-Çàjäåëîâîì èòåðàòèâíîì ìåòîäîì ïîñëå 12 èòåðàöèjà äîáèjàìî ïî-
êëàïà»å âðåäíîñòè íà 4 äåöèìàëå è ðåøå»å x̄1 = −0, 1752, x̄2 = −0, 5338,
x̄3 = 0, 4166, x̄4 = 1, 3710.

�

Çàäàöè çà âåæáó

24. Jàêîáèjåâîì è Ãàóñ-Çàjäåëîâîì èòåðàòèâíîì ìåòîäîì ðåøèòè ñèñòåì
jåäíà÷èíà, ðà÷óíàjó£è ñà 5 äåöèìàëà.

10x1 + 1, 05x2 + 1, 65x3 + 1, 27x4 = 1, 75

1, 05x1 + 9x2 + 1, 10x3 + 1, 41x4 = 2, 3

1, 65x1 + 1, 10x2 + 7x3 + 1, 6x4 = 3

1, 27x1 + 1, 41x2 + 1, 6x3 + 6x4 = 6

Ðåçóëòàò. x1 = 0, 01577;x2 = 0, 08455;x3 = 0, 20052;x4 = 0, 92332

25. Jàêîáèjåâîì è Ãàóñ-Çàjäåëîâîì èòåðàòèâíîì ìåòîäîì ðåøèòè ñèñòåì
jåäíà÷èíà, ñà òà÷íîø£ó 0, 5 · 10−4.

10x1 + 2x2 − x3 = 27

−3x1 − 6x2 + 2x3 = 61, 5

x1 + x2 + 5x3 = 0, 7

Ðåçóëòàò. x1 = 0, 6536;x2 = 9, 3059;x3 = −1, 8519



Ãëàâà 4

Èíòåðïîëàöèjà

Èíòåðïîëàöèjà ïðåäñòàâ§à ïîñåáàí ñëó÷àj àïðîêñèìàöèjå ôóíêöèjà è
îñíîâà jå çà ìíîãå äðóãå ìåòîäå êîjå ïðåäñòàâ§àìî ó îêâèðó îâîã êóðñà.
Ó îâîì îäå§êó ðàäèìî ñàìî ñà ôóíêöèjàìà jåäíå ïðîìåí§èâå, ìàäà ñå
òåìà ìîæå óîïøòèòè è íà ôóíêöèjå âèøå ïðîìåí§èâèõ.

Ïðèìåð 1. Ïðåòïîñòàâèìî äà ñó íàì ïîçíàòå âðåäíîñòè ôóíêöèjå ó
äâå òà÷êå:

x 0, 32 0, 53
f(x) 1, 27 2, 04

Óêîëèêî æåëèìî äà ïðîöåíèìî âðåäíîñò îâå ôóíêöèjå ó òà÷êè 0, 38,
ìîãëè áèñìî äà ïðåòïîñòàâèìî äà jå f(0, 38) áëèñêà âðåäíîñòè ôóíêöèjå
ó íàjáëèæîj òà÷êè ó êîjîj íàì jå ïîçíàòà âðåäíîñò ôóíêöèjå, 0, 32, ïà
áèñìî óçåëè äà jå f(0, 38) = 1, 27. Èàêî jå îâî ðåøå»å íàjjåäíîñòàâíèjå,
ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å äà ëè íà îñíîâó ïîçíàòèõ ïîäàòàêà ìîæåìî äà èçâð-
øèìî êâàëèòåòíèjó ïðîöåíó. Ñ îáçèðîì íà òî äà ñó íàì ïîçíàòå 2 òà÷êå
êðîç êîjå ïðîëàçè ãðàôèê ôóíêöèjå f , ðàçóìíî áè áèëî ïðåòïîñòàâèòè
äà £å âðåäíîñò ëèíåàðíå ôóíêöèjå l(x), ÷èjè ãðàôèê ïðîëàçè êðîç çàäàòå
òà÷êå, áèòè áëèñêà âðåäíîñòè ïîëàçíå ôóíêöèjå f ó òà÷êè 0, 38.

Èíòåðïîëàöèjà ïîäðàçóìåâà äà ïîëàçíó ôóíêöèjó çàìåíèìî íåêîì
äðóãîì, èíòåðïîëàöèîíîì ôóíêöèjîì, ÷èjå ñå âðåäíîñòè ïîêëàïàjó ñà
âðåäíîñòèìà ïîëàçíå ôóíêöèjå íà äèñêðåòíîì ñêóïó òà÷àêà.

Ìîæå ñå äåñèòè äà jå ôóíêöèjà ïîçíàòà ñàìî ñâîjèì âðåäíîñòèìà ó
äèñêðåòíèì òà÷êàìà, íå è àíàëèòè÷êèì îáëèêîì, íïð. àêî ñó ó ïèòà»ó
ðåçóëòàòè èçâåäåíîã ìåðå»à ó ïîjåäèíèì âðåìåíñêèì òðåíóöèìà. Ñ äðóãå

63
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ñòðàíå, ìîæäà ðàäèìî ñ êîìïëèêîâàíîì ôóíêöèjîì, çàäàòîì ó åêñïëè-
öèòíîì èëè èìïëèöèòíîì îáëèêó. Óêîëèêî jå èçðà÷óíàâà»å âðåäíîñ-
òè îâàêâå ôóíêöèjå çàõòåâíî, ìîæåìî äà jå èíòåðïîëèðàìî è äà óìåñòî
èçðà÷óíàâà»à âðåäíîñòè ïîëàçíå ôóíêöèjå ðàäèìî ñ èíòåðïîëàöèîíîì
ôóíêöèjîì. Ó îâîì ñëó÷àjó èìàìî ñëîáîäó èçáîðà òà÷àêà ó êîjèìà £åìî
âðøèòè èíòåðïîëàöèjó.

Èíòåðïîëàöèîíó ôóíêöèjó ìîæåìî êîðèñòèòè çà ïðåäâè¢à»å âðåä-
íîñòè ôóíêöèjå ó òà÷êè êîjà íå ïðèïàäà äèñêðåòíîì ñêóïó òà÷àêà ó
êîjèìà âðøèìî èíòåðïîëàöèjó. Òàêî¢å, ìîæåìî çàìåíèòè ïîëàçíó ôóíê-
öèjó »åíîì èíòåðïîëàöèîíîì ôóíêöèjîì ïðè äèôåðåíöèðà»ó èëè èíòå-
ãðàöèjè. Äîáðà èíòåðïîëàöèîíà ôóíêöèjà òðåáà äà áóäå òàêâà äà ëàêî
âðøèìî èçðà÷óíàâà»à, àëè òàêî¢å äà áóäå ,,äîâî§íî� áëèñêà ïî÷åòíîj
ôóíêöèjè.

Ìè £åìî ñå áàâèòè ïîëèíîìñêîì èíòåðïîëàöèjîì, êàäà jå èíòåðïîëà-
öèîíà ôóíêöèjà ïîëèíîì îäãîâàðàjó£åã ñòåïåíà.

4.1 Ïîëèíîìñêà èíòåðïîëàöèjà

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå ôóíêöèjà f : [x0, xn] 7→ R íåïðåêèäíà è äà ñó
ïîçíàòå »åíå âðåäíîñòè ó (n + 1) òà÷êè x0 < x1 < . . . < xn, f(xi) = fi,
i = 0, . . . , n. Îçíà÷èìî ïîëèíîì n-òîã ñòåïåíà ñà

pn(x) =
n∑
i=0

aix
i = a0 + a1x+ . . .+ anx

n. (4.1)

Äà áè îâàj ïîëèíîì áèî èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì çà ôóíêöèjó f íà
èíòåðâàëó [x0, xn], ïîòðåáíî jå äà èñïó»àâà óñëîâå:

pn(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n. (4.2)

Òà÷êå xi, i = 0, 1, . . . , n, íàçèâàjó ñå ÷âîðîâè èíòåðïîëàöèjå. Ãåîìåòðèjñêà
èíòåðïðåòàöèjà èíòåðïîëàöèjå ôóíêöèjå jåñòå äà òðåáà îäðåäèòè ïîëèíîì
ñòåïåíà n ÷èjè ãðàôèê ïðîëàçè êðîç òà÷êå (xi, fi), i = 0, . . . , n.

Ïðèìåð 2. Ôîðìèðàjìî èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì ïðâîã ñòåïåíà
p1(x) = a0 +a1x çà ïîçíàòå âðåäíîñòè ó ÷âîðîâèìà x0, x1 íà îñíîâó òàáåëå
âðåäíîñòè:

x 0 1 2
f(x) 5 8 9
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Èç èíòåðïîëàöèîíèõ óñëîâà (4.2) îäðå¢ójåìî íåïîçíàòå êîåôèöèjåíòå a0

è a1, èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà p1:

p1(x0) = a0 + a1 · 0 = 5

p1(x1) = a0 + a1 · 1 = 8

Ðåøàâà»åì îâîã ñèñòåìà jåäíà÷èíà äîáèjàìî äà jå a0 = 5, a1 = 3, ïà jå

p1(x) = 5 + 3x.

Ôîðìèðàjìî ñàäà èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì p2(x) = a0+a1x+a2x
2 ñòåïåíà

2, íà îñíîâó âðåäíîñòè ó ñâà 3 ïîçíàòà ÷âîðà. (Îâäå ñó a0, a1, a2 íîâè
íåïîçíàòè êîåôèöèjåíòè.) Ôîðìèðàìî ñèñòåì íà îñíîâó èíòåðïîëàöèî-
íèõ óñëîâà:

p1(x0) = a0 + a1 · 0 + a2 · 02 = 5

p1(x1) = a0 + a1 · 1 + a2 · 12 = 8

p1(x2) = a0 + a1 · 2 + a2 · 22 = 9

Ðåøàâà»åì îâîã ñèñòåìà jåäíà÷èíà äîáèjàìî êîåôèöèjåíòå ïîëèíîìà a0 =
5, a1 = 4 a2 = −1, òj. èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì 2. ñòåïåíà çà äàòå âðåä-
íîñòè ôóíêöèjå jå

p2(x) = 5 + 4x− x2.

Óïîðåäèìî ãðàôèêå èíòåðïîëàöèîíèõ ïîëèíîìà p1 è p2.
Ïðèìåòèìî äà ãðàôèöè îáà èíòåðïîëàöèîíà ïîëèíîìà ìîðàjó äà ñà-

äðæå òà÷êå (0, 5) è (1, 8). Âðåäíîñò ïîëèíîìà p1(2) = 11 ðàçëèêójå ñå îä
âðåäíîñòè çàäàòå ôóíêöèjå çà 2. Èàêî ñó îáà ïîëèíîìà èíòåðïîëàöèîíè
çà èñòå âðåäíîñòè ôóíêöèjå, ïðèìåòèìî äà ñå, íïð. ó òà÷êè 0, 5, âðåäíîñòè
ïîëèíîìà òàêî¢å ðàçëèêójó, p1(0, 5) = 6, 5 è p2(0, 5) = 6, 75.

Jåäèíñòâåíîñò èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà

Òåîðåìà 4.1 Íåêà jå ôóíêöèjà f : [x0, xn] 7→ R íåïðåêèäíà è çàäàòà
ñâîjèì âðåäíîñòèìà ó (n + 1) òà÷êè x0 < x1 < . . . < xn, ñà fi = f(xi),
i = 0, . . . , n. Òàäà ïîñòîjè jåäèíñòâåí ïîëèíîì îáëèêà (4.1), òj.

pn(x) =
n∑
i=0

aix
i = a0 + a1x+ . . .+ anx

n
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Ñëèêà 4.1: Èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîìè p1 è p2, ïðèìåð 2

òàêàâ äà jå èñïó»åí óñëîâ (4.2), òj.

pn(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n.

Äîêàç. Àêî ó jåäíàêîñòè (4.1) çàìåíèìî n+ 1 óñëîâ (4.2), äîáèjàìî ñèñòåì
ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà çà îäðå¢èâà»å êîåôèöèjåíàòà a0, . . . , an.

a0 + a1x0 + . . .+ an−1x
n−1
0 + anx

n
0 = f0

a0 + a1x1 + . . .+ an−1x
n−1
1 + anx

n
1 = f1

...

a0 + a1xn + . . .+ an−1x
n−1
n + anx

n
n = fn

îäíîñíî ó ìàòðè÷íîì çàïèñó:
1 x0 x2

0 . . . xn0
1 x1 x2

1 . . . xn1
...

...
. . .

...
1 xn x2

n . . . xnn



a0

a1
...
an

 =


f0

f1
...
fn


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Äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå êîåôèöèjåíàòà ñèñòåìà jå Âàíäåðìîíäîâà äåòåðìèíàí-

òà, ÷èjà jå âðåäíîñò
n∏

i,j=0,i>j

(xi−xj) ðàçëè÷èòà îä 0, ïà ñèñòåì èìà jåäèíñòâåíî

ðåøå»å çà êîåôèöèjåíòå èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà.

Ïîøòî ïðèìåíîì ðàçëè÷èòèõ ìåòîäà ôîðìèðàìî èíòåðïîëàöèîíå ïî-
ëèíîìå ðàçëè÷èòîã îáëèêà, jåäèíñòâåíîñò èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà ãà-
ðàíòójå äà £å, áåç îáçèðà íà ïðèìå»åíó ìåòîäó è îáëèê, ðåçóëòàò áèòè
èñòè. Èïàê, çáîã ãðåøêå çàîêðóæèâà»à ìîæå äî£è äî ìà»èõ îäñòóïà»à
ó ðåçóëòàòó.

Äîêàç ïðåòõîäíå òåîðåìå íàì äàjå è íà÷èí äà îäðåäèìî êîåôèöèjåíòå,
ïà ñàìèì òèì è èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì. Ìå¢óòèì, Âàíäåðìîíäîâà ìà-
òðèöà ìîæå áèòè ëîøå óñëîâ§åíà, ïîñåáíî ñà ïîâå£à»åì ñòåïåíà ïîëè-
íîìà èëè ïîâå£à»åì äóæèíå èíòåðâàëà [x0, xn], è çàõòåâà âåëèêè áðîj
èçðà÷óíàâà»à óêîëèêî áèñìî ïðèìåíèëè Ãàóñîâó ìåòîäó åëèìèíàöèjå.
Çà îäðå¢èâà»å èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà êîðèñòè£åìî äðóãà÷èjå ìåòîäå,
êîjå ñó ôëåêñèáèëíèjå è îäðå¢ójó ïîëèíîì ó îáëèêó êîjè jå ïîãîäíèjè çà
ðàä.

4.2 Ëàãðàíæîâà èíòåðïîëàöèjà

Ëàãðàíæîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì

Íåêà jå ôóíêöèjà f : [x0, xn] 7→ R íåïðåêèäíà è çàäàòà ñâîjèì âðåä-
íîñòèìà ó (n + 1) òà÷êè x0 < x1 < . . . < xn, ñà fi = f(xi), i = 0, . . . , n.
Îäðåäèìî íàjïðå ïîëèíîì li(x) ñòåïåíà n êîjè èñïó»àâà óñëîâ:

li(xj) =

{
0, j 6= i
1, j = i

, i, j = 0, 1, . . . , n

Òî çíà÷è äà ãðàôèê ïîëèíîìà li(x) ñå÷å x îñó ó òà÷êàìà x0, . . . , xi−1, xi+1,
. . . , xn. Êàêî ñå ïîëèíîì li(x) àíóëèðà ó îâèì òà÷êàìà è ñòåïåíà jå n,
ìîðà áèòè îáëèêà:

li(x) = ci(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn).

Êîíñòàíòó ci îäðå¢ójåìî èç óñëîâà li(xi) = 1, ïà çàìåíîì ó ïðåòõîäíè
ïîëèíîì äîáèjàìî äà jå

li(x) =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
.
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Ñàäà ìîæåìî äà îäðåäèìî è èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì ñòåïåíà n:

Ln(x) =
n∑
i=0

li(x) fi

=
n∑
i=0

(x− x0)(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
fi.

Ïîëèíîì Ln(x) íàçèâà ñå Ëàãðàíæîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì. Çàèñòà,
èñïó»åíè ñó óñëîâè (4.2):

Ln(xj) =
n∑
i=0

li(xj) fi = lj(xj) fj = fj.

Äðóãè íà÷èí çàïèñà Ëàãðàíæîâîã èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà

Ëàãðàíæîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì ìîæåìî çàïèñàòè íà äðóãè íà-
÷èí, êîjè jå åôèêàñíèjè çà èçðà÷óíàâà»å. Óâåäèìî ñëåäå£ó îçíàêó çà
ïîëèíîì ñòåïåíà n+ 1:

Πn+1(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn).

Èñêîðèñòè£åìî è ïðâè èçâîä îâîã ïîëèíîìà, ó òà÷êè xi:

Π′n+1(xi) = (xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn).

Êîðèñòå£è îâå îçíàêå, Ëàãðàíæîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì ìîæåìî çà-
ïèñàòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

Ln(x) = Πn+1(x)
n∑
i=0

1

(x− xi)Π′n+1(xi)
fi. (4.3)

Ó ñëó÷àjó êàäà jå ïîòðåáíî äà èçðà÷óíàìî âðåäíîñò Ëàãðàíæîâîã èíòåð-
ïîëàöèîíîã ïîëèíoìà ó êîíêðåòíîj òà÷êè x, à íå è äà ôîðìèðàìî ñàì
ïîëèíîì, ìîæåìî êîðèñòèòè ñëåäå£ó øåìó çà èçðà÷óíàâà»å.

(x− x0) (x0 − x1) . . . (x0 − xn) D0(x)
(x1 − x0) (x− x1) . . . (x1 − xn) D1(x)

· · · ...
(xn − x0) (xn − x1) . . . (x− xn) Dn(x)

Πn+1(x)

(4.4)
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Îâäå jå ñàDi(x) îçíà÷åí ïðîèçâîä åëåìåíàòà ó âðñòè, à ñà Πn+1(x) ïðî-
èçâîä åëåìåíàòà íà äèjàãîíàëè. Êîðèñòå£è îâå îçíàêå, âðåäíîñò èíòåð-
ïîëàöèîíîã ïîëèíîìà ó òà÷êè x èçðà÷óíàâàìî íà ñëåäå£è íà÷èí:

Ln(x) = Πn+1(x)
n∑
i=0

fi
Dk(x)

.

4.3 Îöåíà ãðåøêå èíòåðïîëàöèjå

Äî ñàäà ñìî ïðåòïîñòàâ§àëè äà jå ôóíêöèjà êîjó èíòåðïîëèðàìî íå-
ïðåêèäíà, êàêî áè »åíà àïðîêñèìàöèjà ïîëèíîìèìà èìàëà ñìèñëà. Äà
áèñìî ìîãëè äà ñå áàâèìî îöåíîì ãðåøêå, òj. êîëèêî èíòåðïîëàöèîíè
ïîëèíîì îäñòóïà îä âðåäíîñòè ôóíêöèjå, ïîòðåáíî jå äà ïðåòïîñòàâèìî
äà ôóíêöèjà èìà è îäãîâàðàjó£ó ãëàòêîñò.

Ãðåøêó èíòåðïîëàöèjå èçðàçè£åìî êîðèñòå£è L∞ íîðìó íåïðåêèäíèõ
ôóíêöèjà íà èíòåðâàëó [a, b], äåôèíèñàíó íà ñëåäå£è íà÷èí:

‖f‖∞ = max
x∈[a,b]

|f(x)|.

Òåîðåìà 4.2 Íåêà jå f ∈ Cn+1[x0, xn] çàäàòà ñâîjèì âðåäíîñòèìà ó (n+
1) òà÷êè x0 < x1 < . . . < xn, ñà fi = f(xi), i = 0, . . . , n, è íåêà jå
pn îäãîâàðàjó£è èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì. Òàäà çà ñâàêî x ∈ [x0, xn]
ïîñòîjè òà÷êà ξ = ξ(x) ∈ [x0, xn] òàêâà äà jå

f(x)− pn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!

n∏
i=0

(x− xi). (4.5)

Äîäàòíî, âàæè ñëåäå£à îöåíà çà ãîð»å îãðàíè÷å»å ãðåøêå:

‖f − pn‖∞ ≤
1

(n+ 1)!
max

t∈[x0,xn]
|f (n+1)(t)| max

s∈[x0,xn]

n∏
i=0

|s− xi|. (4.6)

Äîêàç. Çà x = xi ãðåøêà jå 0, ïà òâð¢å»å òðèâèjàëíî âàæè. Çà x 6= xi, i =
0, . . . , n, ïîñìàòðàjìî ôóíêöèjó

ϕ(t) = f(t)− pn(t)− λΠn+1(t),

ãäå êîíñòàíòó λ îäðå¢ójåìî òàêî äà áóäå èñïó»åí óñëîâ ϕ(x) = 0. Òî çíà÷è äà
£å ôóíêöèjà ϕ èìàòè áàðåì n+ 2 íóëå, x, x0, . . . , xn. Íà îñíîâó Ðîëîâå òåîðåìå
î ñðåä»îj âðåäíîñòè çàê§ó÷ójåìî äà ïîñòîjè ξ ∈ (x0, xn) çà êîjå âàæè

ϕ(n+1)(ξ) = 0.
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Ïðèìåòèìî äà jå p
(n+1)
n (t) = 0 (ïîëèíîì ñòåïåíà n) è Π

(n+1)
n+1 (t) = (n + 1)!

(ïîëèíîì ñòåïåíà n+1 ñà âîäå£èì êîåôèöèjåíòîì 1). Èç äåôèíèöèjå ôóíêöèjå
ϕ, óçèìàjó£è (n+ 1) èçâîä è çàìå»ójó£è t ñà ξ, èìàìî äà âàæè:

0 = ϕ(n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ)− λ(n+ 1)!.

Îäàâäå jå λ = f (n+1)(ξ)
(n+1)! . Êàäà óâðñòèìî îâî ó èçðàç çà ôóíêöèjó ϕ(ξ), äîáèjàìî

èçðàç (4.5).
Êàêî òà÷êà ξ = ξ(x) íèjå ïîçíàòà, ìîæåìî óçåòè îãðàíè÷å»å ãðåøêå (4.5)

çà ñâå âðåäíîñòè x íà èíòåðâàëó [x0, xn], êîðèñòå£è L∞ íîðìó çà (n+ 1) èçâîä
ôóíêöèjå f :

‖f (n+1)‖∞ = max
t∈[x0,xn]

|f (n+1)(t)|.

Ñëè÷íî, ìîæåìî óçåòè è ìàêñèìóì ïîëèíîìà |Πn+1(x)| ïî èíòåðâàëó [x0, xn],

÷èìå äîáèjàìî îöåíó çà ãîð»å îãðàíè÷å»å ãðåøêå (4.6).

Çà êîíêðåòíó âðåäíîñò x ∈ [x0, xn] êîðèñòèìî îöåíó ãðåøêå ó òà÷êè
x, ó îçíàöè Rn(x), óç óâî¢å»å ñëåäå£å îçíàêå ‖f (n+1)‖∞ ≤Mn+1, ó îáëèêó:

Rn(x) = |f(x)− pn(x)| ≤ Mn+1

(n+ 1)!
|Πn+1(x)| (4.7)

Îâå îöåíå ãðåøêå âàæå áåç îáçèðà íà òî ó êîì jå îáëèêó èñêàçàí èíòåð-
ïîëàöèîíè ïîëèíîì, øòî jå ó ñêëàäó ñ »åãîâîì jåäèíñòâåíîø£ó.

12. Ôóíêöèjà f(x) = cos x jå òàáåëèðàíà ñâîjèì âðåäíîñòèìà ó ÷âîðîâèìà
x0 = 0;x1 = 0, 6;x2 = 0, 9.

1. Êîíñòðóèñàòè Ëàãðàíæîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì 2. ñòåïåíà çà
ôóíêöèjó f(x) çà ÷âîðîâå èíòåðïîëàöèjå x0 = 0;x1 = 0, 6;x2 = 0, 9.

2. Îäðåäèòè îöåíó çà ãîð»å îãðàíè÷å»å ãðåøêå.

3. Èçðà÷óíàòè L2(0, 45) è îäðåäèòè îöåíó ãðåøêå ó òà÷êè R2(0, 45).

4. Óïîðåäèòè R2(0, 45) ñà ñòâàðíîì ãðåøêîì |f(0, 45)− L2(0, 45)|.

Ðåøå»å. Ñâà èçðà÷óíàâà»à òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíêöèjà ñå âðøå ó
ðàäèjàíèìà. Ôóíêöèjà f(x) = cos x jå äàòà ñëåäå£îì òàáåëîì:

x 0 0, 6 0, 9
cosx 1 0, 8253356149 0, 6216099683
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1. Ëàãðàíæîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì 2. ñòåïåíà çà ôóíêöèjó f(x) =
cosx jå îáëèêà:

L2(x) =
(x− 0, 6)(x− 0, 9)

(0− 0, 6)(0− 0, 9)
· 1 +

(x− 0)(x− 0, 9)

(0, 6− 0)(0, 6− 0, 9)
· 0, 8253356149

+
(x− 0)(x− 0, 6)

(0, 9− 0)(0, 9− 0, 6)
· 0, 6216099683

=
(x− 0, 6)(x− 0, 9)

0, 6 · 0, 9
+

x(x− 0, 9)

0, 6(0, 6− 0, 9)
· 0, 8253356149

+
x(x− 0, 6)

0, 9(0, 9− 0, 6)
· 0, 6216099683

Ñëèêà 4.2: Èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì L2(x) è ôóíêöèjà f(x) = cos x

2. Îäðåäèìî îöåíó çà ãîð»å îãðàíè÷å»å ãðåøêå íà îñíîâó (4.6):

‖f − L2‖∞ ≤
1

3!
max
t∈[0;0,9]

|f ′′′(t)| · max
x∈[0;0,9]

|(x− 0)(x− 0, 6)(x− 0, 9)|.

Îâó îöåíó £åìî îäðåäèòè ó äâà êîðàêà.

Êàêî jå f ′′′(x) = sinx, à sinx jå ðàñòó£à è ïîçèòèâíà ôóíêöèjà íà
èíòåðâàëó [0; 0, 9], âàæè äà jå:

max
t∈[0;0,9]

|f ′′′(t)| ≤ sin 0, 9 < 0, 79 = M3.
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Îäðåäè£åìî maxx∈[0;0,9] |x(x − 0, 6)(x − 0, 9)|. Åêñòðåìíå âðåäíîñòè
ôóíêöèjå g(x) = x(x − 0, 6)(x − 0, 9) ñó íóëå ïðâîã èçâîäà g′(x) =
3 (x2 − x + 0, 18) òj. òà÷êå x1 = 0, 2354248689 è x2 = 0, 7645751311.
Îâå òà÷êå ñó êàíäèäàòè è çà åêñòðåìíå âðåäíîñòè çà ôóíêöèjó
|g(x)|. Êàêî jå |g(x1)| = 0, 0570405 è |g(x2)| = 0, 0170405, èìàìî
äà jå

max
x∈[0;0,9]

|x(x− 0, 6)(x− 0, 9)| < 0, 06.

Ñàäà jå:

‖f − L2‖∞ ≤
1

6
· 0, 79 · 0, 06 = 7, 9 · 10−3.

3. Âðåäíîñò ïîëèíîìà ó òà÷êè x = 0, 45 èçíîñè

L2(0, 45) = 0, 8981000747.

Ó òà÷êè x = 0, 45 îöåíà ãðåøêå jå íà îñíîâó (4.7):

R2(x) ≤ M3

3!
|x(x− 0, 6)(x− 0, 9)|,

ãäå jå M3 = 0, 79, òj.

R2(0, 45) ≤ 0, 79

6
|0, 45 (0, 45− 0, 6) (0, 45− 0, 9)| = 4 · 10−3.

Ñëèêà 4.3: Îöåíà ãðåøêå èíòåðïîëàöèjå R2(x).

Íà îñíîâó îöåíå ãðåøêå çàê§ó÷ójåìî äà ñó ïðâå äâå äåöèìàëíå
öèôðå ñèãóðíå, òj. L2(0, 45) = 0, 898 è

cos 0, 45 = L2(0, 45)±R2(0, 45) = 0, 898± 0, 004
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4. Ñòâàðíà ãðåøêà èçíîñè

|f(0, 45)−L2(0, 45)| = | cos 0, 45− 0, 898| = |0, 900− 0, 898| = 2 · 10−3,

øòî jå ìà»å îä ïðîöå»åíå îöåíå ãðåøêå.

�

13. Ôóíêöèjà f(x) jå çàäàòà òàáåëîì:

x 0 0, 5 1 1, 5
f(x) 1 0, 8 0, 5 2

Ôîðìèðàòè Ëàãðàíæîâå èíòåðïîëàöèîíå ïîëèíîìå:

1. L2,1(x) ó òà÷êàìà x0 = 0;x1 = 0, 5;x2 = 1;

2. L2,2(x) ó òà÷êàìà x0 = 0, 5;x1 = 1;x2 = 1, 5;

3. L3(x).

Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò ôîðìèðàíèõ èíòåðïîëàöèîíèõ ïîëèíîìà ó òà÷êè
0, 8 è óïîðåäèòè èõ.

Ðåøå»å.

1. Ëàãðàíæîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì L2,1(x) çà ôóíêöèjó f(x) jå
îáëèêà:

L2,1(x) =
(x− 0, 5)(x− 1)

(0− 0, 5)(0− 1)
· 1 +

(x− 0)(x− 1)

(0, 5− 0)(0, 5− 1)
· 0, 8

+
(x− 0)(x− 0, 5)

(1− 0)(1− 0, 5)
· 0, 5

2. Ëàãðàíæîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì L2,2(x) çà ôóíêöèjó f(x) jå
îáëèêà:

L2,2(x) =
(x− 1)(x− 1, 5)

(0, 5− 1)(0, 5− 1, 5)
· 0, 8 +

(x− 0, 5)(x− 1, 5)

(1− 0, 5)(1− 1, 5)
· 0, 5

+
(x− 0, 5)(x− 1)

(1, 5− 0, 5)(1, 5− 1)
· 2
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3. Ëàãðàíæîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì L3(x) çà ôóíêöèjó f(x) jå
îáëèêà:

L3(x) =
(x− 0, 5)(x− 1)(x− 1, 5)

(−0, 5)(−1)(−1, 5)
· 1 +

x(x− 1)(x− 1, 5)

0, 5(0, 5− 1)(0, 5− 1, 5)
· 0, 8

+
x(x− 0, 5)(x− 1, 5)

1(1− 0, 5)(1− 1, 5)
· 0, 5 +

x(x− 0, 5)(x− 1)

1, 5(1, 5− 0, 5)(1, 5− 1)
· 2

Ñëèêà 4.4: Ëàãðàíæîâè èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîìè

Âðåäíîñòè îäãîâàðàjó£èõ èíòåðïîëàöèîíèõ ïîëèíîìà ó òà÷êè 0, 8 äàòå
ñó ó òàáåëè:

x 0, 8
L2,1(x) 0, 6320
L2,2(x) 0, 4040
L3(x) 0, 5104

�

Ïðèìåòèìî äà ó ïðåòõîäíîì çàäàòêó ïðèìåíîì Ëàãðàíæîâå èíòåðïî-
ëàöèjå íèñìî ìîãëè äà îöåíèìî ãðåøêó, ïîøòî ôóíêöèjà íèjå ïîçíàòà ó
ñâîì àíàëèòè÷êîì îáëèêó. Äîäàòíî, âðåäíîñòè 3 ðàçëè÷èòà ïîëèíîìà ó
èñòîj òà÷êè ñå çíà÷àjíî ðàçëèêójó, âå£ íà ïðâîj äåöèìàëè.
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Jåäàí îä íåäîñòàòàêà Ëàãðàíæîâå èíòåðïîëàöèjå jå ïîòðåáà äà çíàìî
àíàëèòè÷êè îáëèê ôóíêöèjå êàêî áèñìî îöåíèëè ãðåøêó. Òàêî¢å, äà
áèñìî ôîðìèðàëè èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì âèøåã ñòåïåíà, ìîðàìî äà
ïîíîâèìî öåî àëãîðèòàì. Îâè íåäîñòàöè ìîãó ñå èñïðàâèòè ïðèìåíîì
Íåâèëîâîã àëãîðèòìà, êîjè ñå êîðèñòè çà îäðå¢èâà»å âðåäíîñòè Ëàãðàí-
æîâîã èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà è îöåíå ãðåøêå ó êîíêðåòíîj òà÷êè.

Îñöèëàöèjå èíòåðïîëàöèîíèõ ïîëèíîìà

Èàêî áèñìî î÷åêèâàëè äà èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîìè âèøåã ñòåïåíà
òà÷íèjå àïðîêñèìèðàjó ôóíêöèjó, îâî íèjå ïðàâèëî. Îâàêâè ïîëèíîìè,
ïîðåä òîãà øòî çàõòåâàjó âèøå èçðà÷óíàâà»à, ÷åñòî ìîãó âåîìà îäñòóïàòè
îä ôóíêöèjå êîjó èíòåðïîëèðàjó, ïîñåáíî áëèçó êðàjåâà èíòåðâàëà íà
êîìå ñå âðøè èíòåðïîëàöèjà, çáîã ãåíåðàëíî âå£èõ îñöèëàöèjà ó âðåäíîñ-
òèìà ó îäíîñó íà ïîëèíîìå íèæèõ ñòåïåíà. Íà ñëèöè 4.5 ïðèêàçàíè ñó
ãðàôèöè èíòåðïîëàöèîíèõ ïîëèíîìà ñòåïåíà 2, 4 è 10 çà ôóíêöèjó 1

1+x2

è óïîðå¢åíè ñà ãðàôèêîì ñàìå ôóíêöèjå.

Ñëèêà 4.5: Èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîìè p2, p4, p10 çà ôóíêöèjó f(x) = 1
1+x2

Jåäàí îä íà÷èíà íà êîjè ìîæåìî äà ðåøèìî îâàj ïðîáëåì jåñòå ôîðìè-
ðà»å äåî-ïî-äåî ïîëèíîìà íèæåã ñòåïåíà, êîjè ó òà÷êàìà äîäèðà èñïó»à-
âàjó îäðå¢åíå óñëîâå ãëàòêîñòè. Íà ïðèìåð, ìîæåìî èçâðøèòè ëèíåàðíó
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èíòåðïîëàöèjó (ïîëèíîìîì ïðâîã ñòåïåíà) çà ñâàêà 2 ÷âîðà, è íà òàj
íà÷èí áèñìî êàî ðåçóëòàò äîáèëè èçëîì§åíó ëèíèjó êîjà ñïàjà òà÷êå
èíòåðïîëàöèjå. Îâàêàâ íà÷èí èíòåðïîëàöèjå íàçèâà ñå ñïëàjí èíòåðïî-
ëàöèjà.

Íàïîìåíà. Ó ñëó÷àjó êàäà jå ôóíêöèjà çàäàòà ñâîjèì âðåäíîñòèìà
ó âèøå îä 4 èëè 5 ÷âîðîâà, ó ïðàêñè £åìî ôîðìèðàòè èíòåðïîëàöèîíå
ïîëèíîìå ñòåïåíà 3 èëè 4. Ó òîì ñëó÷àjó £å áèòè ïîòðåáíî äà îäàáåðåìî
÷âîðîâå êîjå £åìî êîðèñòèòè çà ôîðìèðà»å èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà.
Ïðåïîðóêà jå äà òà÷êà x0 áóäå îäàáðàíà òàêî äà x ∈ (x0, x1).

Åêñòðàïîëàöèjà

Åêñòðàïîëàöèjà jå ïðîöåñ îäðå¢èâà»à âðåäíîñòè ôóíêöèjå f(x) ó
òà÷êè êîjà íå ïðèïàäà èíòåðâàëó íà êîìå íàì jå ïîçíàòà âðåäíîñò ôóíêöè-
jå (x /∈ [x0, xn]).

Àêî ñå âðàòèìî íà ïðèìåð èç çàäàòêà 12, âðøèëè ñìî èíòåðïîëàöèjó
ïîëèíîìîì 2. ñòåïåíà ôóíêöèjå cosx íà èíòåðâàëó [0; 0, 9]. Íà ñëèöè 4.6
ïðèêàçàí jå ãðàôèê îâå ôóíêöèjå è èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà íà øèðåì
èíòåðâàëó, [−1; 5]. Âèäèìî äà ñà óäà§àâà»åì îä èíòåðâàëà íà êîìå ñìî
èçâðøèëè èíòåðïîëàöèjó îäñòóïà»å âðåäíîñòè çíà÷àjíî ðàñòå.

Ñëèêà 4.6: Åêñòðàïîëàöèjà ôóíêöèjå cosx

Îöåíå ãðåøêå çà èíòåðïîëàöèjó íå âàæå ó ñëó÷àjó åêñòðàïîëàöèjå.
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Ó òîì ñëó÷àjó, íå ïîñòîjè íà÷èí äà ñå êîíòðîëèøå ãðåøêà, øòî çàõòåâà
ïîñåáàí îïðåç àêî ñå èïàê îäëó÷èìî çà åêñòðàïîëàöèjó.

Çàäàöè çà âåæáó

26. Ôóíêöèjó f(x) = sin πx òàáåëèðàòè ó ÷âîðîâèìà x0 = 0, x1 = 1
6
, x2 =

1
2
.

1. Êîíñòðóèñàòè Ëàãðàíæîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì 2. ñòåïåíà L2(x)
çà ôóíêöèjó f(x) ó ôîðìèðàíèì ÷âîðîâèìà.

2. Îäðåäèòè îöåíó çà ãîð»å îãðàíè÷å»å ãðåøêå.

3. Èçðà÷óíàòè L2(0, 4) è îäðåäèòè îöåíó ãðåøêå ó òà÷êè R2(0, 4).

4. Óïîðåäèòè R2(0, 4) ñà ñòâàðíîì ãðåøêîì |f(0, 4)− L2(0, 4)|.

Ðåçóëòàò. 2. ‖f − L2‖∞ ≤ 0, 050543;
3. L2(0, 4) = 0, 920000, R2(0, 4) = 0, 048232;
4. |f(0, 4)− L2(0, 4)| = 0, 031056.

27. Ôóíêöèjó f(x) = e−x òàáåëèðàòè ó ÷âîðîâèìà x0 = 1, x1 = 2, x2 = 3.

1. Êîíñòðóèñàòè Ëàãðàíæîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì 2. ñòåïåíà L2(x)
çà ôóíêöèjó f(x) ó ôîðìèðàíèì ÷âîðîâèìà.

2. Îäðåäèòè îöåíó çà ãîð»å îãðàíè÷å»å ãðåøêå.

3. Èçðà÷óíàòè L2(1, 5) è îäðåäèòè îöåíó ãðåøêå ó òà÷êè R2(1, 5).

4. Óïîðåäèòè R2(1, 5) ñà ñòâàðíîì ãðåøêîì |f(1, 5)− L2(1, 5)|.

Ðåçóëòàò. 2. ‖f − L2‖∞ ≤ 0, 002360;
3. L2(1, 5) = 0, 233233, R2(1, 5) = 0, 022992;
4. |f(1, 5)− L2(1, 5)| = 0, 010103.

28. Ôóíêöèjà f(x) jå çàäàòà òàáåëîì:

x 1 2 3 5
f(x) 1 5 14 81

Ôîðìèðàòè Ëàãðàíæîâå èíòåðïîëàöèîíå ïîëèíîìå:
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1. L2(x) ó ÷âîðîâèìà x0 = 1, x1 = 2, x2 = 3;

2. L3(x).

Èçðà÷óíàòè âðåäíîñò ôîðìèðàíèõ èíòåðïîëàöèîíèõ ïîëèíîìà ó òà÷êè
2, 8 è óïîðåäèòè èõ.

Ðåçóëòàò. L2(x) = 11, 8000;L3(x) = 11, 3920.

4.4 �óòíîâà èíòåðïîëàöèjà

Çàäðæà£åìî ñå íà ñëó÷àjó êàäà ñó ÷âîðîâè èíòåðïîëàöèjå ðàâíîìåðíî
ðàñïîðå¢åíè, òj. åêâèäèñòàíòíè:

xi − xi−1 = h, i = 1, . . . , n

ïðè ÷åìó ðàçëèêó ñâàêà äâà ÷âîðà h íàçèâàìî êîðàê èíòåðïîëàöèjå.
Ïðèìåòèìî äà ó òîì ñëó÷àjó âàæè äà jå xi = x0 + i h, (i = 1, . . . , n).
Óâîäèìî ïîjàì êîíà÷íèõ ðàçëèêà, êîjå £åìî êîðèñòèòè ïðè ôîðìèðà»ó
jîø jåäíîã îáëèêà èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà.

Êîíà÷íå ðàçëèêå

Ïîä ïðåòïîñòàâêîì äà ñó íàì ïîçíàòå âðåäíîñòè ôóíêöèjå ó åêâèäèñ-
òàíòíèì òà÷êàìà, f(xi) = fi, ñà êîðàêîì èíòåðïîëàöèjå h, äåôèíèøåìî
êîíà÷íó ðàçëèêó óíàïðåä :

∆fi = fi+1 − fi.

Êîíà÷íå ðàçëèêå âèøåã ðåäà äåôèíèøåìî ðåêóðçèâíî, ïðèìå»ójó£è ëèíå-
àðíîñò îïåðàòîðà ∆:

∆2fi = ∆(∆fi) = ∆(fi+1 − fi) = ∆fi+1 −∆fi

= fi+2 − 2fi+1 + fi

∆3fi = ∆(fi+2 − 2fi+1 + fi)

= fi+3 − fi+2 − 2fi+2 + 2fi+1 + fi+1 − fi
= fi+3 − 3fi+2 + 3fi+1 − fi
· · ·

∆kfi = ∆(∆k−1fi)
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Âðåäíîñòè ôóíêöèjå fi ïðåäñòàâ§àjó êîíà÷íå ðàçëèêå íóëòîã ðåäà. Ìîæå
ñå ïîêàçàòè, ìàòåìàòè÷êîì èíäóêöèjîì, äà âàæè:

∆kfi =
k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
fi+k−j.

Ðàäè jåäíîñòàâíèjåã êîðèø£å»à, êîíà÷íå ðàçëèêå çàïèñójåìî ó òàáåëè
êîíà÷íèõ ðàçëèêà:

x0 f0 ∆f0 ∆2f0 ∆3f0 · · ·
x1 f1 ∆f1 ∆2f1

...

x2 f2 ∆f2
... ∆3fn−3

x3 f3
... ∆2fn−2

...
... ∆fn−1

xn fn

Ïðîïàãàöèjà ãðåøêå ó òàáåëè êîíà÷íèõ ðàçëèêà

Ó ñëó÷àjó êàäà ïîñòîjå ãðåøêå ó âðåäíîñòèìà ôóíêöèjå, ìîæå äî£è äî
»èõîâîã àêóìóëèðà»à ó âðåäíîñòèìà êîíà÷íèõ ðàçëèêà, ïîñåáíî âèøåã
ðåäà. Äî îâàêâèõ ãðåøàêà ìîæå äî£è àêî ñó âðåäíîñòè ôóíêöèjå äîáèjåíå
èç ìåðå»à. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå âðåäíîñò ôóíêöèjå f2 äàòà ñà ãðåøêîì ε,
êàäà íàì jå âðåäíîñò ôóíêöèjå ïîçíàòà ó 6 òà÷àêà, è ôîðìèðàjìî òàáåëó
êîíà÷íèõ ðàçëèêà.

x0 f0 ∆f0 ∆2f0 + ε ∆3f0 − 3 ε ∆4f0 + 6 ε
x1 f1 ∆f1 + ε ∆2f1 − 2 ε ∆3f0 + 3 ε ∆4f1 − 4 ε
x2 f2 + ε ∆f2 − ε ∆2f2 + ε ∆3f2 − ε
x3 f3 ∆f3 ∆2f3

x4 f4 ∆f4

x5 f5

Îâàêâî óâå£à»å ãðåøêå çàîêðóæèâà»à çíà÷è äà ñó îïåðàöèjå êîíà÷íèõ
ðàçëèêà âèøèõ ðåäîâà îñåò§èâå íà ãðåøêå ó ïîëàçíèì ïîäàöèìà, ïà
jå òî jîø jåäàí ðàçëîã äà èíòåðïîëàöèjó âðøèìî ñ èíòåðïîëàöèîíèì
ïîëèíîìèìà íèæåã ñòåïåíà. Äîäàòíî, èàêî jå èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì
èñòîã ñòåïåíà íàä èñòèì ïîäàöèìà jåäèíñòâåí, óñëåä ãðåøàêà ó óëàçíèì
ïîäàöèìà è ãðåøêå çàîêðóæèâà»à, ìîæå ñå äåñèòè äà, ïðèëèêîì ôîð-
ìèðà»à ðàçëè÷èòèõ îáëèêà èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà, èïàê äî¢å äî
îäðå¢åíèõ îäñòóïà»à.
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�óòíîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì çà èíòåðïîëàöèjó óíàïðåä

Íåêà jå ôóíêöèjà f : [x0, xn] 7→ R íåïðåêèäíà è çàäàòà ñâîjèì âðåä-
íîñòèìà ó (n + 1) åêâèäèñòàíòíîj òà÷êè x0 < x1 < . . . < xn, ñà fi =
f(xi), i = 0, . . . , n. Ôîðìèðà£åìî èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì ñòåïåíà n ó
ñëåäå£åì îáëèêó:

pn(x) = a0 + a1 (x− x0) + a2 (x− x0) (x− x1)

+ . . .+ an (x− x0) . . . (x− xn−1).

Êîåôèöèjåíòå a0, a1, . . . , an £åìî îäðåäèòè èç óñëîâà pn(xi) = fi, i =
0, 1, . . . , n. Çàìå»ójó£è âðåäíîñòè çà x äîáèjàìî:

x = x0 =⇒ a0 = f0

x = x1 ⇒ f0 + a1(x1 − x0) = f1 =⇒ a1 =
f1 − f0

h
=

∆f0

h

x = x2 ⇒ f0 +
∆f0

h
(x2 − x0) + a2(x2 − x0)(x2 − x1) = f2

=⇒ a2 =
f2 − 2f1 + f0

2h2
=

∆2f0

2h2

Èíäóêöèjîì äîáèjàìî äà jå

ak =
∆kf0

k!hk
, k = 0, 1, . . . , n.

Íà îâàj íà÷èí äîáèjàìî:

pn(x) = f0 +
∆f0

h
(x− x0) +

∆2f0

2!h2
(x− x0) (x− x1) + . . .

+
∆nf0

n!hn
(x− x0) · · · (x− xn−1).

Óâîäå£è ñìåíó
x− x0

h
= u, óîáè÷àjíî jå äà çàïèñójåìî �óòíîâ èíòåð-

ïîëàöèîíè ïîëèíîì çà èíòåðïîëàöèjó óíàïðåä (èëè I �óòíîâ èíòåðïî-
ëàöèîíè ïîëèíîì) ó ñëåäå£åì îáëèêó:

N I
n(x) = f0+∆f0 u+

∆2f0

2!
u (u−1)+. . .+

∆nf0

n!
u (u−1) · · · (u−n+1). (4.8)
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Íàïîìåíà. Óêîëèêî ñìî ôîðìèðàëè I �óòíîâ èíòåðïîëàöèîíè
ïîëèíîì ñòåïåíà k−1, òàäà ïîëèíîì ñòåïåíà k ìîæåìî äîáèòè êîðèñòå£è
ñëåäå£ó âåçó:

N I
k (x) = N I

k−1(x) +
∆kf0

k!
u (u− 1) · · · (u− k + 1).

Îâäå ñå âèäè ïðåäíîñò îáëèêà �óòíîâîã èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà ó
îäíîñó íà Ëàãðàíæîâó èíòåðïîëàöèjó. Êîä Ëàãðàíæîâå èíòåðïîëàöèjå,
óêîëèêî æåëèìî äà ôîðìèðàìî Ëàãðàíæîâå èíòåðïîëàöèîíå ïîëèíîìå
ðàçëè÷èòèõ ñòåïåíà, ìîðàìî ïîíîâî äà èçâåäåìî öåî ïîñòóïàê. Êîä
�óòíîâîã èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà äîâî§íî jå äîäàòè îäãîâàðàjó£å
ñàáèðêå íà âå£ ôîðìèðàí ïîëèíîì.

Îáëèê îöåíå ãðåøêå çà I �óòíîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì ìîæåìî
äà èçâåäåìî èç îïøòåã îáëèêà ãðåøêå èíòåðïîëàöèjå (4.5):

f(x)−N I
n(x) =

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0) (x− x1) · · · (x− xn).

Êîðèñòå£è óâåäåíó ñìåíó, èìàìî äà âàæè:

x− xk = x0 − uh− (x0 − k h) = (u− k)h.

Çàìåíîì ó èçðàç çà ãðåøêó äîáèjàìî:

f(x)−N I
n(x) =

1

(n+ 1)!
u (u− 1) · · · (u− n)hn+1f (n+1)(ξ).

Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà âàæè ñëåäå£à àïðîêñèìàöèjà çà âðåäíîñò èçâîäà
ôóíêöèjå:

f (n+1)(ξ) ≈ ∆n+1f0

hn+1
.

Îâîì ðåëàöèjîì, óçèìàjó£è ãîð»å îãðàíè÷å»å çà îöåíó ãðåøêå, äîáèjàìî
äà jå:

Rn(x) ≤ |∆
n+1f |

(n+ 1)!
|u (u− 1) · · · (u− n)|, (4.9)

ãäå çà |∆n+1f | óçèìàìî ìàêñèìàëíó îä àïñîëóòíèõ âðåäíîñòè êîíà÷íèõ
ðàçëèêà (n+ 1) ðåäà.

Íàïîìåíà. Ó ñëó÷àjó êàäà jå ôóíêöèjà çàäàòà ñâîjèì âðåäíîñòèìà
ó (m + 1) ÷âîðó, çà m > n, ãäå jå n ñòåïåí èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà,
ïðåïîðóêà jå äà I �óòíîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì ôîðìèðàìî îä ÷âîðà
x0, çà êîjè âàæè äà jå x ∈ (x0, x0 + h).
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14. Ôóíêöèjó f(x) = 1
x
òàáåëèðàòè íà èíòåðâàëó [3, 1; 3, 9] ñà êîðàêîì

h = 0, 1, çàîêðóæåíî íà 6 äåöèìàëà. Êîðèñòå£è êîíà÷íå ðàçëèêå 3. ðåäà
èçðà÷óíàòè f(3, 44). Ïðîöåíèòè ãðåøêó èíòåðïîëàöèjå.

Ðåøå»å. Ôîðìèðàjìî òàáåëó êîíà÷íèõ ðàçëèêà ôóíêöèjå f(x) = 1
x
.

Ïðè òîìå £åìî êîíà÷íå ðàçëèêå 4. ðåäà êîðèñòèòè çà îöåíó ãðåøêå.

x f ∆f ∆2f ∆3f ∆4f
3, 1 0, 322581 −0, 010081 0, 000611 −0, 000053 0, 000003
3, 2 0, 3125 −0, 009470 0, 000558 −0, 000050 0, 000010
3, 3 0, 303030 −0, 008912 0, 000508 −0, 000040 0, 000000
3, 4 0, 294118 −0, 008404 0, 000468 −0, 000040 0, 000008
3, 5 0, 285714 −0, 007936 0, 000428 −0, 000032 0, 000000
3, 6 0, 277778 −0, 007508 0, 000396 −0, 000032
3, 7 0, 270270 −0, 007112 0, 000364
3, 8 0, 263158 −0, 006748
3, 9 0, 256410

Ïîøòî £åìî ôîðìèðàòè èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì 3. ñòåïåíà, ïîòðåáíå
ñó íàì âðåäíîñòè ó 4 óçàñòîïíå òà÷êå. Çà x = 3, 44 óçèìàìî âðåäíîñòè
ïî÷åâøè îä òà÷êå x0 = 3, 4. Ñàäà jå u = x−x0

h
= 3,44−3,4

0,1
= 0, 4. Çà

ôîðìèðà»å I�óòíîâîã èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà êîðèñòèìî âðåäíîñòè
ôóíêöèjå è êîíà÷íèõ ðàçëèêà êîjå ñó ó òàáåëè ïîäâó÷åíå. Çàìåíîì ó
èçðàç (4.8) äîáèjàìî:

N I
3 (3, 44) = 0, 294118− 0, 008404 · 0, 4 +

0, 000468

2!
· 0, 4 · (0, 4− 1)

+
−0, 000040

3!
· 0, 4 · (0, 4− 1) · (0, 4− 2),

N I
3 (3, 44) = 0, 290698.

Çà îöåíó ãðåøêå èíòåðïîëàöèjå êîðèñòèìî èçðàç (4.9), ãäå çà |∆4f | óçè-
ìàìî ìàêñèìàëíó îä àïñîëóòíèõ âðåäíîñòè êîíà÷íèõ ðàçëèêà 4. ðåäà.

R3(3, 44) ≤ |∆
4f |

4!
|u (u− 1) (u− 2) (u− 3)|

=
0, 000010

4!
|0, 4 (0, 4− 1) (0, 4− 2) (0, 4− 3)| = 0, 4 · 10−6 ≈ 0

�



ÃËÀÂÀ 4. ÈÍÒÅÐÏÎËÀÖÈJÀ 83

�óòíîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì çà èíòåðïîëàöèjó óíàçàä

Ñ îáçèðîì íà ïðåòõîäíó íàïîìåíó, èìàjó£è ó âèäó äà ñå áðîj êîíà÷íèõ
ðàçëèêà ñìà»ójå ñà ïîâå£à»åì ðåäà êîíà÷íå ðàçëèêå, çà òà÷êó x êîjà ñå
íàëàçè áëèæå ÷âîðó xn ìîæå ñå äåñèòè äà íåìàìî äîâî§íî êîíà÷íèõ
ðàçëèêà çà ôîðìèðà»å I �óòíîâîã èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà îäãîâà-
ðàjó£åã ñòåïåíà. Çáîã òîãà £åìî èçâåñòè âåðçèjó îâîã èíòåðïîëàöèîíîã
ïîëèíîìà êîjà êîðèñòè âðåäíîñòè ñ êðàjà òàáåëå êîíà÷íèõ ðàçëèêà.

Ïîä èñòèì óñëîâèìà, ôîðìèðà£åìî èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì ñòåïåíà
n ó ìàëî äðóãà÷èjåì îáëèêó:

pn(x) = a0 + a1 (x− xn) + a2 (x− xn) (x− xn−1)

+ . . .+ an (x− xn) . . . (x− x1).

Êîåôèöèjåíòå a0, a1, . . . , an £åìî îäðåäèòè èç óñëîâà pn(xi) = fi, (i = 0, 1,
. . . , n). Çàìå»ójó£è âðåäíîñòè çà x äîáèjàìî:

x = xn =⇒ a0 = fn

x = xn−1 ⇒ fn + a1(xn−1 − xn) = fn−1 =⇒ a1 =
∆fn−1

h

x = xn−2 ⇒ fn+
∆fn−1

h
(xn−2−xn)+a2(xn−2−xn)(xn−2−xn−1) = fn−2

=⇒ a2 =
fn − 2fn−1 + fn−2

2h2
=

∆2fn−2

2h2

Èíäóêöèjîì äîáèjàìî äà jå

ak =
∆kfn−k
k!hk

, k = 0, 1, . . . , n.

Íà îâàj íà÷èí äîëàçèìî äî:

pn(x) = fn +
∆fn−1

h
(x− xn) +

∆2fn−2

2!h2
(x− xn) (x− xn−1) + . . .

+
∆nf0

n!hn
(x− xn) · · · (x− x1).

Óâîäå£è ñìåíó x−xn
h

= v, óîáè÷àjíî jå äà çàïèñójåìî �óòíîâ èíòåðïî-
ëàöèîíè ïîëèíîì çà èíòåðïîëàöèjó óíàçàä (èëè II �óòíîâ èíòåðïîëà-
öèîíè ïîëèíîì) ó ñëåäå£åì îáëèêó:

NII(x) = fn+∆fn−1 v+
∆2fn−2

2!
v (v+1)+ . . .+

∆nf0

n!
v (v+1) · · · (v+n−1).

(4.10)
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Ñëè÷íî êàî êîä I �óòíîâîã èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà, îöåíà ãðåøêå
èíòåðïîëàöèjå II �óòíîâèì èíòåðïîëàöèîíèì ïîëèíîìîì jå îáëèêà:

Rn(x) ≤ |∆
n+1f |

(n+ 1)!
|v (v + 1) · · · (v + n)|, (4.11)

ãäå çà |∆n+1f | óçèìàìî ìàêñèìàëíó îä àïñîëóòíèõ âðåäíîñòè êîíà÷íèõ
ðàçëèêà (n+ 1) ðåäà.

Íàïîìåíà. Ó ñëó÷àjó êàäà jå ôóíêöèjà çàäàòà ñâîjèì âðåäíîñòèìà
ó (m + 1) ÷âîðó, çà m > n, ãäå jå n ñòåïåí èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà,
ïðåïîðóêà jå äà II �óòíîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì ôîðìèðàìî îä ÷âîðà
xn, çà êîjè âàæè äà jå x ∈ (xn − h, xn).

15. Çà ôóíêöèjó çàäàòó ó çàäàòêó 14 èçðà÷óíàòè f(3, 44) ïðèìåíîì II
�óòíîâîã èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà è ïðîöåíèòè ãðåøêó.

Ðåøå»å. Ôîðìèðà£åíî II �óòíîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì ñòåïåíà
3, íà îñíîâó òàáåëå êîíà÷íèõ ðàçëèêà èç çàäàòêà 14. Ïîíîâî íàâîäèìî
âå£ ôîðìèðàíó òàáåëó:

x f ∆f ∆2f ∆3f ∆4f
3, 1 0, 322581 −0, 010081 0, 000611 −0, 000053 0, 000003
3, 2 0, 3125 −0, 009470 0, 000558 −0, 000050 0, 000010
3, 3 0, 303030 −0, 008912 0, 000508 −0, 000040 0, 000000
3, 4 0, 294118 −0, 008404 0, 000468 −0, 000040 0, 000008
3, 5 0, 285714 −0, 007936 0, 000428 −0, 000032 0, 000000
3, 6 0, 277778 −0, 007508 0, 000396 −0, 000032
3, 7 0, 270270 −0, 007112 0, 000364
3, 8 0, 263158 −0, 006748
3, 9 0, 256410

Ïîøòî ôîðìèðàìî èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì 3. ñòåïåíà, ïîòðåáíå ñó
íàì âðåäíîñòè ó 4 óçàñòîïíå òà÷êå. Çà x = 3, 44 óçèìàìî âðåäíîñòè
ïî÷åâøè îä òà÷êå xn = 3, 5. Ñàäà jå v = x−xn

h
= 3,44−3,5

0,1
= −0, 6. Çà

ôîðìèðà»å II �óòíîâîã èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà êîðèñòèìî âðåäíî-
ñòè ôóíêöèjå è êîíà÷íèõ ðàçëèêà êîjå ñó ïîäâó÷åíå ó òàáåëè. Çàìåíîì
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ó èçðàç (4.10) äîáèjàìî:

N II
3 (3, 44) = 0, 285714− 0, 008404 · (−0, 6) +

0, 000508

2!
· (−0, 6) · (−0, 6 + 1)

+
−0, 000050

3!
· (−0, 6) · (−0, 6 + 1) · (−0, 6 + 2),

N II
3 (3, 44) = 0, 290698.

Çà îöåíó ãðåøêå èíòåðïîëàöèjå êîðèñòèìî èçðàç (4.11), ãäå çà |∆4f | óçè-
ìàìî ìàêñèìàëíó îä àïñîëóòíèõ âðåäíîñòè êîíà÷íèõ ðàçëèêà 4. ðåäà.

R3(3, 44) ≤ |∆
4f |

4!
|v (v + 1) (v + 2) (v + 3)|

=
0, 000010

4!
| − 0, 6 · 0, 4 · 1, 4 · 2, 4| = 0, 3 · 10−6 ≈ 0

Ïðèìåòèìî äà jå ðåçóëòàò èñòè êàî êàäà ñìî ïðèìåíèëè I �óòíîâ èíòåð-
ïîëàöèîíè ïîëèíîì. Òî jå è î÷åêèâàíî, ñ îáçèðîì íà òî äà ñìî äîêàçàëè
äà jå èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì íàä èñòèì ïîäàöèìà jåäèíñòâåí.

�

16. Òàáåëîì jå çàäàòà ôóíêöèjà f(x):

x 15 20 25 30 35
f(x) 0, 2588 0, 3420 0, 4226 0, 5000 0, 5736

x 40 45 50 55
f(x) 0, 6428 0, 7071 0, 7660 0, 8192

Ôîðìèðàjó£è èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì òðå£åã ñòåïåíà, èçðà÷óíàòè
f(18) è f(53), è ïðîöåíèòè ãðåøêó.

Ðåøå»å. Ôîðìèðàjìî òàáåëó êîíà÷íèõ ðàçëèêà:

x f ∆f ∆2f ∆3f ∆4f
15 0, 2588 0, 0832 −0, 0026 −0, 0006 0
20 0, 3420 0, 0806 −0, 0032 −0, 0006 0
25 0, 4226 0, 0774 −0, 0038 −0, 0006 0, 0001
30 0, 5000 0, 0736 −0, 0044 −0, 0005 0
35 0, 5736 0, 0692 −0, 0049 −0, 0005 0, 0002
40 0, 6428 0, 0643 −0, 0054 −0, 0003
45 0, 7071 0, 0589 −0, 0057
50 0, 7660 0, 0532
55 0, 8192
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Çà èçðà÷óíàâà»å âðåäíîñòè f(18) êîðèñòèìî I �óòíîâ èíòåðïîëàöèîíè
ïîëèíîì.

N I
3 (x) = 0, 2588 + 0, 0832u+

0, 0026

2!
u (u− 1) +

−0, 0006

3!
u (u− 1) (u− 2),

ïðè ÷åìó jå u = x−x0
h
, h = 5, x0 = 15, x = 18, ïà jå u = 18−15

5
= 0.6. Äàêëå,

ïðèáëèæíà âðåäíîñò f(18) èçíîñè:

N I
3 (18) = 0, 3090.

Ãðåøêà ó òà÷êè 18 jå ïðîöå»åíà ñëåäå£èì èçðàçîì:

RI
3(18) ≤ |∆

4f |
4!
|u(u− 1)(u− 2)(u− 3)| = 0.0002

24
0, 6 · 0, 4 · 1, 4 · 2, 4

= 6, 7 · 10−6 ≈ 0

Çà ïðèáëèæíî èçðà÷óíàâà»å âðåäíîñòè f(53) ôîðìèðà£åíî II�óòíîâ
èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì:

N II
3 (x) = 0, 8192 + 0, 0532 v+

−0, 0057

2!
v (v+ 1) +

−0, 0003

3!
v (v+ 1) (v+ 2),

ïðè ÷åìó jå v = x−x8
h
, h = 5, x8 = 55, x = 53, ïà jå v = 53−55

5
= −0, 4.

N II
3 (53) = 0, 7986.

Ãðåøêó èçðà÷óíàòå âðåäíîñòè ó òà÷êè 53 ïðîöå»ójåìî èçðàçîì:

RII
3 (53) ≤ |∆

4y|
4!
| v (v + 1) (v + 2) (v + 3)| = 0, 0002

24
0, 4 · 0, 6 · 1, 6 · 2, 6

= 8, 3 · 10−6 ≈ 0.

�

Íàïîìåíà. Ó ïðåòõîäíîì çàäàòêó èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì N I
3

ôîðìèðàëè ñìî íà èíòåðâàëó [15, 30]. Íàèìå, êîðèñòèìî ñàìî âðåäíîñòè
ôóíêöèjå è îäãîâàðàjó£èõ êîíà÷íèõ ðàçëèêà ó îâèì òà÷êàìà. Òî çíà÷è
äà áèñìî çà òà÷êó 32 ïðèìåíîì ôîðìèðàíîã ïîëèíîìà âðøèëè åêñòðàïî-
ëàöèjó. Ñëè÷íî, èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîìN II

3 ôîðìèðàí jå íà èíòåðâàëó
[40, 55], à âàí òîã èíòåðâàëà âðøèëà áè ñå åêñòðàïîëàöèjà.
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Çàäàöè çà âåæáó

29. Òàáåëîì jå çàäàòà ôóíêöèjà f(x):

x 2, 1 2, 2 2, 3 2, 4
f(x) 0, 901951 0, 978432 1, 052661 1, 124724

x 2, 5 2, 6 2, 7
f(x) 1, 194703 1, 262688 1, 328751

Ôîðìèðàjó£è îäãîâàðàjó£è �óòíîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì òðå£åã
ñòåïåíà, èçðà÷óíàòè f(2, 15), f(2, 35) è f(2, 66), è ïðîöåíèòè ãðåøêó èíòåð-
ïîëàöèjå ó îâèì òà÷êàìà.

Ðåçóëòàò. f(2, 15) ≈ 0, 940478, f(2, 35) ≈ 1, 088959, f(2, 66) ≈ 1, 302552

30. Òàáåëîì jå çàäàòà ôóíêöèjà f(x):

x 0, 6 0, 7 0, 8 0, 9 1, 0
f(x) 2, 62188 2, 79665 2, 95358 3, 09518 3, 22383

x 1, 1 1, 2 1, 3
f(x) 3, 34138 3, 44926 3, 54864

Ôîðìèðàjó£è îäãîâàðàjó£è �óòíîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì òðå£åã
ñòåïåíà, èçðà÷óíàòè f(0, 65), f(0, 95) è f(1, 25), è ïðîöåíèòè ãðåøêó èíòåð-
ïîëàöèjå ó îâèì òà÷êàìà.

Ðåçóëòàò. f(0, 65) ≈ 2, 71165, f(0, 95) ≈ 3, 16098, f(1, 25) ≈ 3, 49994

31. Ôóíêöèjó f(x) = lnx cos 2x òàáåëèðàòè íà èíòåðâàëó [4; 6, 7] ñà
êîðàêîì h = 0, 3 íà 5 äåöèìàëà. Ôîðìèðàjó£è îäãîâàðàjó£è �óòíîâ
èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì òðå£åã ñòåïåíà, èçðà÷óíàòè f(4, 2), f(5) è f(6, 3),
è ïðîöåíèòè ãðåøêó èíòåðïîëàöèjå ó îâèì òà÷êàìà íà îñíîâó ôîðìóëå
çà îöåíó ãðåøêå èíòåðïîëàöèjå, êàî è ñòâàðíó ãðåøêó.

Ðåçóëòàò. f(4, 2) ≈ −0, 74885, f(5) ≈ −1, 35587, f(6, 3) ≈ 1, 83471

32. Ôóíêöèjó f(x) = ex

sinx
òàáåëèðàòè íà èíòåðâàëó [1, 5; 2, 5] ñà êîðàêîì

h = 0, 1 íà 5 äåöèìàëà. Ôîðìèðàjó£è îäãîâàðàjó£è �óòíîâ èíòåðïîëà-
öèîíè ïîëèíîì òðå£åã ñòåïåíà, èçðà÷óíàòè f(1, 65), f(2, 05) è f(2, 45), è
ïðîöåíèòè ãðåøêó èíòåðïîëàöèjå ó îâèì òà÷êàìà íà îñíîâó ôîðìóëå çà
îöåíó ãðåøêå èíòåðïîëàöèjå, êàî è ñòâàðíó ãðåøêó.

Ðåçóëòàò. f(1, 65) ≈ 5, 22374, f(2, 05) ≈ 8, 75601, f(2, 45) ≈ 18, 17854
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4.5 Èíâåðçíà èíòåðïîëàöèjà

Èíâåðçíà èíòåðïîëàöèjà jå ïðîöåñ îäðå¢èâà»à âðåäíîñòè íåçàâèñíî
ïðîìåí§èâå x êîjà îäãîâàðà íåêîj âðåäíîñòè çàâèñíî ïðîìåí§èâå y =
f(x), êàäà jå ôóíêöèjà çàäàòà ñâîjèì âðåäíîñòèìà ó äèñêðåòíèì òà÷êàìà.

Èíâåðçíà èíòåðïîëàöèjà ìîæå äà ñå ðåàëèçójå íà ñëåäå£å íà÷èíå:

• ôîðìèðà»åì èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà èíâåðçíå ôóíêöèjå
x = f−1(y);

• ðåøàâà»åì jåäíà÷èíå y = pn(x), ãäå jå y çàäàòà âðåäíîñò ôóíêöèjå,
à pn îäãîâàðàjó£è èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì, íàj÷åø£å ìåòîäîì ïðî-
ñòå èòåðàöèjå çà ðåøàâà»å íåëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà.

Èíòåðïîëàöèjà èíâåðçíå ôóíêöèjå äåëójå êàî èíòóèòèâàí èçáîð. Ìå-
¢óòèì, îí íèjå óâåê è íàjáî§è. Ìîæå ñå äåñèòè äà ôóíêöèjà f íèjå
ìîíîòîíà íà èíòåðâàëó èíòåðïîëàöèjå; ó òîì ñëó÷àjó, èíâåðçèjà íèjå
ìîãó£à. Äîäàòíî, íàj÷åø£å âðåäíîñòè ôóíêöèjå íèñó åêâèäèñòàíòíå,
ïà èíâåðçèjà òàáåëå ìîæå áèòè êîìïëèêîâàíèjà. Óêîëèêî ñó äèñêðåòíå
âðåäíîñòè ôóíêöèjå ìîíîòîíå, ñìàòðà£åìî äà jå è ôóíêöèjà çàäàòà òèì
âðåäíîñòèìà òàêî¢å ìîíîòîíà.

17. Îäðåäèòè íóëå ôóíêöèjå f(x) çàäàòå òàáåëîì:

x 2 2, 5 3, 5 4
f(x) 0, 9093 0, 5985 −0, 3508 −0, 7568

Ðåøå»å. Òðåáà äà îäðåäèìî òà÷êó x∗ çà êîjó âàæè äà jå y = f(x∗) =
0, òj. f−1(0) = x∗, ãäå jå f−1 èíâåðçíà ôóíêöèjà, çàäàòà èíâåðòîâàíîì
òàáåëîì:

y −0, 7568 −0, 3508 0, 5985 0, 9093
f−1(y) 4 3, 5 2, 5 2

Ñ îáçèðîì íà òî äà ñó âðåäíîñòè ôóíêöèjå f ìîíîòîíå, ìîæåìî äà èç-
âðøèìî îâàêâó èíâåðçèjó. Ó òó ñâðõó êîðèñòèìî Ëàãðàíæîâ èíòåðïîëà-
öèîíè ïîëèíîì çà ôóíêöèjó f−1(y). Ñ îáçèðîì íà òî äà íàì jå ïîòðåáíà
ñàìî âðåäíîñò ïîëèíîìà ó êîíêðåòíîj òà÷êè 0, äîâî§íî jå äà ôîðìèðàìî
øåìó îáëèêà (4.4):
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(y − y0) (y0 − y1) (y0 − y2) (y0 − y3) D0(y)
(y1 − y0) (y − y1) (y1 − y2) (y1 − y3) D1(y)
(y2 − y0) (y2 − y1) (y − y2) (y2 − y3) D2(y)
(y3 − y0) (y3 − y1) (y3 − y2) (y − y3) D3(x)

Π4(y)

Çàìåíîì îäãîâàðàjó£èõ âðåäíîñòè äîáèjàìî ñëåäå£ó øåìó:

0, 7568 −0, 4060 −1, 3553 −1, 6661 D0 = −0, 693815
0, 4060 0, 3508 −0, 9493 −1, 2601 D1 = 0, 170370
1, 3553 0, 9493 −0, 5985 −0, 3108 D2 = 0, 239323
1, 6661 1, 2601 0, 3108 −0, 9093 D3 = −0, 593327

Π4(0) = 0, 144481

Ëàãðàíæîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì jå îáëèêà P3(y) = Π4(0)
3∑

k=0

yk
Dk

.

P3(0) = 0, 144481

(
4

−0, 693815
+

3, 5

0, 170370
+

2, 5

0, 239323
+

2

−0, 593327

)
= 3, 15743

�

18. Ôóíêöèjà f(x) jå çàäàòà ñâîjèì âðåäíîñòèìà òàáåëîì:

x 10 20 30 40
f(x) 0, 1763 0, 3640 0, 5774 0, 8391

Ðåøèòè jåäíà÷èíó f(x) = 0, 25.

Ðåøå»å. Îäðåäè£åìî âðåäíîñò x∗ çà êîjó jå f(x∗) = 0, 25. Ôîðìè-
ðàìî òàáåëó êîíà÷íèõ ðàçëèêà:

x f(x) ∆f(x) ∆2f(x) ∆3f(x)
10 0, 1763 0, 1877 0, 0257 0, 0226
20 0, 3640 0, 2134 0, 0483
30 0, 5774 0, 2617
40 0, 8391
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Íà îñíîâó âðåäíîñòè ó òàáåëè, î÷åêójåìî äà x∗ ∈ [10, 20], ïà ôîðìèðàìî
I �óòíîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì:

f(x∗) = f(x0) + ∆f(x0)u+
∆2f(x0)

2!
u (u− 1) +

∆3f(x0)

3!
u (u− 1) (u− 2).

Èçðàçè£åìî u èç äðóãîã ñàáèðêà ñà äåñíå ñòðàíå:

u =
f(x∗)

∆f(x0)
− f(x0)

∆f(x0)
− ∆2f(x0)

∆f(x0)

u(u− 1)

2
− ∆3f(x0)

∆f(x0)

u(u− 1)(u− 2)

6

u =
0, 25

0, 1877
− 0, 1763

0, 1877
− 0, 0257

0, 1877

u(u− 1)

2
− 0, 0226

0, 1877

u(u− 1)(u− 2)

6

u = 0, 3926478− 0, 0684603u (u− 1)− 0, 0200675u (u− 1) (u− 2)

Ñàäà ðåøàâàìî íåëèíåàðíó jåäíà÷èíó îáëèêà u = g(u), êîjó £åìî ðåøèòè
ìåòîäîì ïðîñòå èòåðàöèjå. Íå£åìî ïîñåáíî ïðîâåðàâàòè óñëîâå çà ôóí-
êöèjó g(u).

un+1 = 0, 3926478− 0, 0684603un (un − 1)− 0, 0200675un (un − 1) (un − 2)

Äîáèjàìî ñëåäå£è èòåðàòèâíè íèç:

u0 = 0

u1 = 0, 3926478

u2 = 0, 4012817

u3 = 0, 4013878

u4 = 0, 4013891

u5 = 0, 4013891

Âðåäíîñòè ó 4. è 5. èòåðàöèjè ñó ñå ïîêëîïèëå, ïà óçèìàìî äà jå u =
0, 4013891. Âðøèëè ñìî çàîêðóæèâà»å íà âå£åì áðîjó äåöèìàëà êàêî
áèñìî óìà»èëè óòèöàj ãðåøêå çàîêðóæèâà»à ïðè èçðà÷óíàâà»ó. Ñàäà
jå:

x = uh+ x0 = 0, 4013891 · 10 + 10 = 14, 013891.

Ìîæåìî óçåòè äà jå x∗ ≈ 14, 0139.

�
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Çàäàöè çà âåæáó

33. Îäðåäèòè âðåäíîñò x çà êîjó jå f(x) = 10, ïðè ÷åìó jå f(x) ôóíêöèjà
çàäàòà òàáåëîì:

x 10 15 17 20
f(x) 3 7 11 17

Ðåçóëòàò. x ≈ 16, 641

34. Îäðåäèòè íóëå ôóíêöèjå f(x) çàäàòå òàáåëîì:

x 1, 5 2 2, 5 3
f(x) 1, 9047 0, 8509 −0, 4112 −1, 5727

Ðåçóëòàò. x ≈ 2, 334

35. Ôóíêöèjà f jå çàäàòà ñâîjèì âðåäíîñòèìà ó òàáåëè:

x 1 1, 1 1, 2 1, 3 1, 4
f(x) 0, 901951 0, 978432 1, 052661 1, 124724 1, 194703

Ôîðìèðà»åì îäãîâàðàjó£åã èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà òðå£åã ñòåïåíà,
ðåøèòè jåäíà÷èíó f(x) = 1.

Ðåçóëòàò. x ≈ 1, 12875

36. Ôóíêöèjà f jå çàäàòà ñâîjèì âðåäíîñòèìà ó òàáåëè:

x 0, 7 1 1, 3 1, 6 1, 9
f(x) −0, 00400 0, 00471 0, 011756 0, 017627 0, 022641

Ôîðìèðà»åì îäãîâàðàjó£åã èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà òðå£åã ñòåïåíà
îäðåäèòè íóëå ôóíêöèjå.

Ðåçóëòàò. x ≈ 0, 8297



Ãëàâà 5

Íóìåðè÷êî äèôåðåíöèðà»å

Èàêî çíàìî åêñïëèöèòíå ôîðìóëå çà îäðå¢èâà»å èçâîäà ôóíêöèjå,
jàâ§à ñå ïîòðåáà è çà íóìåðè÷êèì îäðå¢èâà»åì èçâîäà, íà ïðèìåð ó
ñëó÷àjó êàäà jå èçðàç çà ôóíêöèjó êîjó òðåáà äà äèôåðåíöèðàìî êîìïëè-
êîâàí. Òàêî¢å, ìîãó£å jå äà ôóíêöèjà êîjó òðåáà äà äèôåðåíöèðàìî íèjå
ïîçíàòà ó àíàëèòè÷êîì îáëèêó, âå£ ñàìî ñâîjèì âðåäíîñòèìà ó äèñêðåò-
íèì òà÷êàìà. Ôîðìóëå çà íóìåðè÷êî äèôåðåíöèðà»å ÷åñòî ñå êîðèñòå
çà íóìåðè÷êî ðåøàâà»å äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà.

5.1 Äèôåðåíöèðà»å ïîìî£ó

èíòåðïîëàöèîíèõ ïîëèíîìà

Îïøòè ïðèñòóï äèôåðåíöèðà»ó ôóíêöèjå jåñòå äà èçâðøèìî èíòåð-
ïîëàöèjó ôóíêöèjå ïîëèíîìîì, ïà äà äèôåðåíöèðàìî èíòåðïîëàöèîíè
ïîëèíîì. Íà ñëè÷àí íà÷èí ìîæåìî äà ïðîöåíèìî è èçâîäå âèøåã ðåäà.
Îâäå £åìî ñå çàäðæàòè íà èíòåðïîëàöèjè �óòíîâèì èíòåðïîëàöèîíèì
ïîëèíîìèìà ó åêâèäèñòàíòíèì ÷âîðîâèìà. Ãðåøêà äèôåðåíöèðà»à jå ó
òîì ñëó÷àjó jåäíàêà èçâîäó ãðåøêå èíòåðïîëàöèjå R(x).

19. Ôóíêöèjà f(x) jå çàäàòà ñâîjèì âðåäíîñòèìà ó òàáåëè:

x −2 0 2 4 6 8
f(x) 2, 1272 1, 5167 1, 7044 3, 3285 5, 0229 7, 2814

Îäðåäèòè êîîðäèíàòå òà÷êå åêñòðåìà ôóíêöèjå f(x).

92
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Ðåøå»å. Àïñöèñà òà÷êå åêñòðåìà jå íóëà ïðâîã èçâîäà ôóíêöèjå,
êîjè £åìî àïðîêñèìèðàòè ïðâèì èçâîäîì èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà.

x f(x) ∆f(x) ∆2f(x) ∆3f(x) ∆4f(x)
−2 2, 1272 −0, 6085 0, 7942 0, 6442 −2, 0123
0 1, 5187 0, 1857 1, 4384 −1, 3681 1, 8619
2 1, 7044 1, 6241 0, 0703 0, 4938
4 3, 3285 1, 6944 0, 5641
6 5, 0229 2, 2585
8 7, 2814

Ïðåìà âðåäíîñòèìà çà f(xk) = fk âèäèìî äà ôóíêöèjà äîñòèæå ìèíè-
ìàëíó âðåäíîñò ó èíòåðâàëó [−2, 2], òj. ó îêîëèíè òà÷êå 0. Ó ïîêóøàjó
äà ñìà»èìî ãðåøêó ôîðìèðà£åìî I �óòíîâ èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì,
óçèìàjó£è çà ïî÷åòíó òà÷êó x1 = 0, ïðè ÷åìó jå u = x−x1

h
è h = 2.

NI(x) = f1 + ∆f1u+
∆2f1

2!
u(u− 1) +

∆3f1

3!
u(u− 1)(u− 2)

Ïðâè èçâîä I �óòíîâîã èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà ó îâîì ñëó÷àjó jå:

N ′I(x) =
1

h

[
∆f1 +

∆2f1

2!
(2u− 1) +

∆3f1

3!
(3u2 − 6u+ 2)

]
.

Äîâî§íî jå äà èçjåäíà÷èìî èçðàç ó çàãðàäè ñà 0 è çàìåíèìî âðåäíîñòè
èç òàáåëå êîíà÷íèõ ðàçëèêà:

0, 1857 +
1, 4384

2
(2u− 1) +

−1, 3681

6
(3u2 − 6u+ 2) = 0.

Ãîð»ó jåäíà÷èíó £åìî ðåøèòè ôîðìèðà»åì èòåðàòèâíîã ïðîöåñà ïî ëèíå-
àðíîì ÷ëàíó. Íàèìå, jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíà ñëåäå£åì èçðàçó:

u =
1

2, 8065

(
0, 68405u2 + 0, 9895333

)
Ôîðìèðàìî èòåðàòèâíè ïðîöåñ:

uk+1 =
1

2, 8065

(
0, 68405u2

k + 0, 9895333
)
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Ïî÷åòíà âðåäíîñò ó èòåðàòèâíîì ïîñòóïêó jå u0 = 0, à íèç èòåðàöèjà:

u0 = 0

u1 = 0, 3526

u2 = 0, 3829

u3 = 0, 3883

u4 = 0, 3893

u5 = 0, 3895

u6 = 0, 3896

u7 = 0, 3896

Äîáèëè ñìî u = u7 = 0, 3896, ïà jå u = x−x1
h

= x−0
2
. Äàêëå, ôóíêöèjà f(x)

äîñòèæå ìèíèìàëíó âðåäíîñò ó òà÷êè x = 2u + 0 = 0, 7792. Îäðåäèìî
ìèíèìóì ôóíêöèjå f(x) êîðèñòå£è ôîðìèðàí èíòåðïîëàöèîíè ïîëèíîì:

NI(x) = 1, 5187 + 0, 1857u+
1, 4384

2!
u(u− 1) +

−1, 3681

3!
u(u− 1)(u− 2)

çà u = 0, 3896. Ñàäà jå:

f(x) ≈ NI(x) = 1, 3327.

�

Çàäàöè çà âåæáó

37. Ôóíêöèjà f jå çàäàòà ñâîjèì âðåäíîñòèìà ó òàáåëè:

x 1, 0 1, 1 1, 2 1, 3 1, 4
f(x) 1, 1752 1, 3356 1, 5095 1, 6984 1, 9043

Èçðà÷óíàòè f ′(1, 1) è f ′′(1, 1) ôîðìèðà»åì èíòåðïîëàöèîíèõ ïîëèíîìà
3. è 4. ñòåïåíà. Äîáèjåíå ðåçóëòàòå óïîðåäèòè ñ òà÷íèì âðåäíîñòèìà
f ′(1, 1) = 1, 6685 è f ′′(1, 1) = 1, 3356 çàîêðóæåíå íà 4 äåöèìàëå.

Ðåçóëòàò. N ′3(1, 1) ≈ 1, 6707, N ′′3 (1, 1) ≈ 1, 3000,
N ′4(1, 1) ≈ 1, 6694, N ′′4 (1, 1) ≈ 1, 3458

38. Îäðåäèòè êîîðäèíàòå òà÷êå åêñòðåìà ôóíêöèjå f çàäàòå òàáåëîì:
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x 1, 3 1, 4 1, 5 1, 6 1, 7 1, 8
f(x) 1, 2431 1, 1486 1, 2095 1, 4606 1, 9391 2, 6846

Ðåçóëòàò. x ≈ 1, 4142; f(x) ≈ 1, 1471

39. Îäðåäèòè êîîðäèíàòå òà÷àêà ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ôóíêöèjå f
çàäàòå òàáåëîì:

x 0 0, 5 1 1, 5 2 2, 5
f(x) 0 −0, 45885 −0, 68294 −0, 49499 0, 18141 1, 30306

x 3 3, 5 4 4, 5 5 5, 5 6
f(x) 2, 71776 4, 20157 5, 51360 6, 45506 6, 91785 6, 91108 6, 55883

Ðåçóëòàò. x1 ≈ 1, 0668; f(x1) ≈ −0, 6876;x2 ≈ 5, 1553; f(x2) ≈ 6, 9472

5.2 Äèôåðåíöèðà»å ïîìî£ó

Òåjëîðîâîã ðåäà

Ðàçìàòðà£åìî ôîðìóëå êîjå äîáèjàìî äèñêðåòèçàöèjîì êîíòèíóàëíå
ôóíêöèjå f , òj. îäàáèðà»åì âðåäíîñòè ôóíêöèje ó åêâèäèñòàíòíèì òà÷-
êàìà ñà êîðàêîì äèñêðåòèçàöèjå h.

Ôóíöèjó f(x), êîjà èìà íåïðåêèäíå èçâîäå äî (n + 1) ðåäà íà èíòåð-
âàëó êîjè ñàäðæè òà÷êå x0 è x0 + h, ìîæåìî ïðåäñòàâèòè Òåjëîðîâèì
ïîëèíîìîì ñòåïåíà n

f(x0 +h) = f(x0) + f ′(x0)h+
f ′′(x0)

2
h2 + . . .+

f (n)(x0)

n!
hn +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
hn+1,

ãäå jå ξ íåêà òà÷êà êîjà ïðèïàäà èíòåðâàëó [x0, x0 + h].
Íîòàöèjà O (,,âåëèêî Î�): Çà âåëè÷èíó r êîjà çàâèñè îä h ïèøåìî:

r = O(hs)

óêîëèêî ïîñòîjå ïîçèòèâíå êîíñòàíòå s è M òàêî äà âàæè:

|r| ≤M hs

çà ñâàêî h äîâî§íî ìàëî.
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Èçâîä ôóíêöèjå f(x) ó òà÷êè x0 jå äåôèíèñàí ñà:

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Äà áèñìî äîáèëè ôîðìóëó êîjà àïðîêñèìèðà èçâîä ôóíêöèjå, áèðàìî
åêâèäèñòàíòíå òà÷êå ó îêîëèíè x0, íïð. x0 − h, x0, x0 + h, . . ., çà ìàëî,
ïîçèòèâíî h è êîíñòðóèøåìî àïðîêñèìàöèjó èçâîäà êîðèñòå£è Òåjëîðîâ
ðåä ó òà÷êè x0. Ãðåøêà ìåòîäå £å ñå ñìà»èâàòè ñà ñìà»å»åì êîðàêà h
è çàâèñè£å îä èçâîäà âèøåã ðåäà ôóíêöèjå f . Ñòîãà, äà áèñìî ìîãëè äà
ïðèìåíèìî îâàêâå àïðîêñèìàöèjå, çàõòåâàìî äà ôóíêöèjà f èìà äîâî§íó
ãëàòêîñò, òj. äà èìà íåïðåêèäíå èçâîäå îäãîâàðàjó£åã ðåäà (ó çàâèñíîñòè
îä êîíêðåòíå ôîðìóëå çà àïðîêñèìàöèjó) íà íåêîì èíòåðâàëó êîjè ñàäð-
æè ñâå òà÷êå ó êîjèìà ïðîöå»ójåìî âðåäíîñòè ôóíêöèjå. Ó îâîì îäå§êó
£åìî ïîäðàçóìåâàòè äà jå ôóíêöèjà f äîâî§íî ãëàòêà íà îâàêâîì èíòåð-
âàëó.

Èçâåø£åìî íåêîëèêî îñíîâíèõ ôîðìóëà çà íóìåðè÷êî äèôåðåíöèðà»å
ïîìî£ó Òåjëîðîâîã ðåäà, ïðåìà áðîjó òà÷àêà êîjå ôèãóðèøó ó ôîðìóëè.

Íåêà jå ôóíêöèjà f(x) ∈ C2[a, b], ãäå x0 − h, x0, x0 + h ∈ [a, b] çà íåêî
ïîçèòèâíî, äîâî§íî ìàëî h. Êîðèñòè£åìî ñëåäå£ó îçíàêó Mn+1:

‖f (n+1)‖∞ = max
x∈[a,b]

|f (n+1)(x)| ≤Mn+1.

Ôîðìóëå çà äèôåðåíöèðà»å óíàïðåä è óíàçàä

Èçâåäèìî ôîðìóëó çà íóìåðè÷êî äèôåðåíöèðà»å ôóíêöèjå f ó òà÷êè
x0 êîjà êîðèñòè âðåäíîñòè ôóíêöèjå f ó äâå òà÷êå, x0 è x0 +h. Ôóíêöèjà
f ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè Òåjëîðîâèì ïîëèíîìîì ó òà÷êè x0:

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+
f ′′(ξ)

2
h2, ξ ∈ [x0, x0 + h].

Îäàâäå ìîæåìî äà èçðàçèìî f ′(x0):

f ′(x0) =
f(x0 + h)− f(x0)

h
− f ′′(ξ)

2
h.

Ôîðìóëà çà äèôåðåíöèðà»å óíàïðåä jå îáëèêà:

Dh =
f(x0 + h)− f(x0)

h
. (5.1)
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Äîáèjåíà àïðîêñèìàöèjà èìà ãðåøêó ìåòîäå r(h):

r(h) = |f ′(x0)−Dh| ≈
|f ′′(ξ)|

2
h,

çà êîjó âàæè:

r(h) ≤ M2

2
h,

òj. r = O(h), ïà êàæåìî äà jå òà÷íîñò ôîðìóëå ïðâîã ðåäà (ñòåïåí êî-
ðàêà h jå 1). Ïðèìåòèìî äà £å ñå çà ïðåïîëîâ§åí êîðàê h ãðåøêà ìåòîäå
òàêî¢å ïðåïîëîâèòè.

Àíàëîãíî ïðåòõîäíîì, ìîæåìî èçâåñòè ôîðìóëó çà äèôåðåíöèðà»å
óíàçàä, çà x = x0 − h:

f ′(x0) ≈ f(x0)− f(x0 − h)

h
, (5.2)

÷èjà jå ãðåøêà ìåòîäå r òàêî¢å ïðâîã ðåäà.
Îáå îâå ôîðìóëå ñó äâîòà÷êàñòå.

Ïðèìåð 1. Àïðîêñèìèðà£åìî èçâîä f ′(x0) ôóíêöèjå f(x) = sinx
ó òà÷êè x0 = 1 êîðèñòå£è ôîðìóëó çà äèôåðåíöèðà»å óíàïðåä. Òà÷íà
âðåäíîñò èçâîäà f ′(x) = cosx ó òà÷êè x0 èìà âðåäíîñò f ′(1) = cos 1 =
0, 5403023058681397174 . . .. Ó òàáåëè ñó äàòå âðåäíîñòè àïðîêñèìàöèjå
ôîðìóëîì çà äèôåðåíöèðà»å óíàïðåä çà ðàçëè÷èòå êîðàêå h è âðåäíîñò
àïñîëóòíå ãðåøêå çà ñâàêó àïðîêñèìàöèjó.

h
sin(1 + h)− sin(1)

h

∣∣∣∣cos 1− sin(1 + h)− sin(1)

h

∣∣∣∣
0, 1 0, 497363752535389 4, 29386 · 10−2

10−2 0, 536085981011869 4, 21632 · 10−3

10−3 0, 539881480360327 4, 20826 · 10−4

10−5 0, 540298098505865 4, 20736 · 10−6

10−7 0, 540302264040449 4, 18277 · 10−8

10−9 0, 540302358409406 5, 25413 · 10−8

10−10 0, 540302247387103 5, 84810 · 10−8

10−12 0, 540345546085064 4, 32402 · 10−5

10−14 0, 544009282066327 3, 70698 · 10−3

10−15 0, 555111512312578 1, 48092 · 10−2
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Ïðèìåòèìî äà ñå äî êîðàêà h = 10−7 ãðåøêà ñìà»ójå ëèíåàðíî ó
îäíîñó íà h. Ìå¢óòèì, êàäà íàñòàâèìî äà ñìà»ójåìî êîðàê h, ãðåøêà
àïðîêñèìàöèjå ïî÷è»å äà ðàñòå, òîëèêî äà jå çà h = 10−15 ãðåøêà èñòîã
ðåäà êàî è çà h = 10−1.

Ôåíîìåí äà ñå ãðåøêà äèôåðåíöèðà»à ïîâå£àâà ñà ñìà»èâà»åì êî-
ðàêà h jå êàðàêòåðèñòè÷àí çà ôîðìóëå çà íóìåðè÷êî äèôåðåíöèðà»å.
Íàèìå, ïîðåä ãðåøêå ìåòîäå, íà òà÷íîñò äèôåðåíöèðà»à óòè÷å è ãðåøêà
çàîêðóæèâà»à. Çà èçóçåòíî ìàëó âðåäíîñò h ôîðìóëîì êîjîì àïðîêñè-
ìèðàìî ïðâè èçâîä ðåàëèçójåìî îäóçèìà»å áëèñêèõ âðåäíîñòè ôóíêöèjå,
àëè è äå§å»å ìàëîì âðåäíîø£ó, øòî ïîâå£àâà ãðåøêó.

Ïðåòïîñòàâèìî äà ñå âðåäíîñòè ôóíêöèjå f(x) ìîãó èçðàçèòè ñà òà÷-
íîø£ó ε. Îçíà÷èìî ñà f̄(x) ïðèáëèæíó âðåäíîñò ôóíêöèjå f ó òà÷êè x
êîjó êîðèñòèìî ó èçðà÷óíàâà»èìà. Òàäà jå

f(x) = f̄(x) + e(x),

ãäå jå e(x) ãðåøêà çàîêðóæèâà»à âðåäíîñòè ôóíêöèjå ó òà÷êè x, êîjà jå
îãðàíè÷åíà ñà ε, òj. |e(x)| ≤ ε.

Ôîðìóëà çà äèôåðåíöèðà»å óíàïðåä êîjó ìè çàïðàâî èçðà÷óíàâàìî
êîðèñòè ïðèáëèæíå âðåäíîñòè ôóíêöèjå:

D̄h =
f̄(x0 + h)− f̄(x0)

h
.

Ãðåøêà çàîêðóæèâà»à óòè÷å íà àïðîêñèìàöèjó ïðâîã èçâîäà íà ñëåäå£è
íà÷èí:

|Dh − D̄h| =
∣∣∣∣f(x0 + h)− f(x0)

h
− f̄(x0 + h)− f̄(x0)

h

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣e(x0 + h)− e(x0)

h

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣e(x0 + h)

h

∣∣∣∣+

∣∣∣∣e(x0)

h

∣∣∣∣ ≤ 2 ε

h
.

Çà ãðåøêó çàîêðóæèâà»à ôîðìóëå çà äèôåðåíöèðà»å óíàïðåä óçèìàìî
ãîð»å îãðàíè÷å»å:

E(h) =
2 ε

h
.



ÃËÀÂÀ 5. ÍÓÌÅÐÈ×ÊÎ ÄÈÔÅÐÅÍÖÈÐÀ�Å 99

Ôîðìóëà çà äèôåðåíöèðà»å óíàïðåä èìà ãðåøêó ìåòîäå r(h) = M2

2
h, ïà

jå ãðåøêà àïðîêñèìàöèjå ïðâîã èçâîäà ôóíêöèjå îâîì ôîðìóëîì îãðàíè-
÷åíà ñà:

|f ′(x0)− D̄h| = |(f ′(x0)−Dh) + (Dh − D̄h)|
≤ |f ′(x0)−Dh|+ |Dh − D̄h|

≤ M2

2
h+

2 ε

h
.

Óêóïíà ãðåøêà äèôåðåíöèðà»à ôîðìóëîì çà äèôåðåíöèðà»å óíàïðåä jå
çáèð ãðåøêå ìåòîäå è ãðåøêå çàîêðóæèâà»à:

R(h) = r(h) + E(h).

Íà ñëèöè 5.1 ïðèêàçàíè ñó ãðàôèöè ôóíêöèjà r(h), E(h) è R(h), çà
Ïðèìåð 1, ñà òà÷íîø£ó ε = 0, 1.

Ñëèêà 5.1: Ãðåøêe çà ôîðìóëó äèôåðåíöèðà»à óíàïðåä

Îïòèìàëíè êîðàê ho jå âðåäíîñò êîðàêà h çà êîjó jå ãðåøêà äèôåðåí-
öèðà»à ìèíèìàëíà, òj. R(h) çà ôîðìóëó çà äèôåðåíöèðà»å óíàïðåä
äîñòèæå ìèíèìóì ó òà÷êè

ho = 2

√
ε

M2

,

è òî jå îïòèìàëíà âðåäíîñò êîðàêà h çà êîjó jå óêóïíà ãðåøêà íàjìà»à:

R(ho) = 2
√
M2 ε.
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Îâà îöåíà çà ìèíèìàëíó ãðåøêó äèôåðåíöèðà»à çíà÷è äà jå R(ho) =
O(ε1/2), íà îñíîâó ÷åãà çàê§ó÷ójåìî äà ôîðìóëîì çà äèôåðåíöèðà»å
óíàïðåä ìîæåìî äà èçðà÷óíàìî f ′(x0) ñà äâîñòðóêî ìà»å ñèãóðíèõ äå-
öèìàëíèõ öèôàðà íåãî øòî èõ jå äàòî çà f(x0), ïðè îïòèìàëíîì èçáîðó
êîðàêà äèôåðåíöèðà»à.

Ôîðìóëà çà öåíòðàëíî äèôåðåíöèðà»å çà ïðâè èçâîä

Èçâåø£åìî ôîðìóëó çà íóìåðè÷êî äèôåðåíöèðà»å ïðâîã èçâîäà ôóí-
êöèjå f ó òà÷êè x0, êîjà êîðèñòè âðåäíîñò ôóíêöèjå f ó òà÷êàìà x0 + h
è x0 − h. Îâàêâà ôîðìóëà jå òðîòà÷êàñòà.

20. Íåêà jå ôóíêöèjà f ∈ C3[a, b], ãäå jå x0 − h, x0 + h ∈ [a, b] çà êîðàê
äèñêðåòèçàöèjå h, è íåêà ñå âðåäíîñòè ôóíêöèjå f(x) ìîãó èçðàçèòè ñà
òà÷íîø£ó ε. Îäðåäèòè îïòèìàëàí êîðàê h çà ôîðìóëó çà öåíòðàëíî
äèôåðåíöèðà»å:

f ′(x0) ≈ f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
.

Ðåøå»å. Äà áèñìî ìîãëè äà îäðåäèìî îïòèìàëàí êîðàê h ôîðìóëå
çà öåíòðàëíî äèôåðåíöèðà»å, ïîòðåáíî jå äà íàjïðå èçâåäåìî îâó ôîð-
ìóëó, òj. äà äîêàæåìî äà îíà çàèñòà è âàæè, è äà îäðåäèìî ãðåøêó
äèôåðåíöèðà»à, êîjà ïðåäñòàâ§à çáèð ãðåøêå ìåòîäå è ãðåøêå çàîêðó-
æèâà»à.

Ïðåäñòàâè£åìî ôóíêöèjó f ó òà÷êàìà x0 − h è x0 + h Òåjëîðîâèì
ïîëèíîìîì îäãîâàðàjó£åã ñòåïåíà ó òà÷êè x0.

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+
f ′′(x0)

2
h2 +

f ′′′(ξ1)

3!
h3, ξ1 ∈ [x0, x0 + h]

f(x0 − h) = f(x0)− f ′(x0)h+
f ′′(x0)

2
h2 − f ′′′(ξ2)

3!
h3, ξ2 ∈ [x0 − h, x0]

Îäóçèìà»åì îâèõ ðàçâîjà äîáèjàìî:

f(x0 + h)− f(x0 − h) = 2 f ′(x0)h+
f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)

6
h3 (5.3)

Íà îñíîâó òåîðåìå î ñðåä»îj âðåäíîñòè ïîñòîjè íåêî ξ ∈ [x0 − h, x0 + h]
òàêî äà jå

f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)

2
= f ′′′(ξ).
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Êàäà èçðàçèìî f ′(x0) èç (5.3) äîáèjàìî:

f ′(x0) =
f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
− f ′′′(ξ)

6
h2

Ôîðìóëà çà öåíòðàëíî äèôåðåíöèðà»å jå:

f ′(x0) ≈ f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h

ñà ãðåøêîì ìåòîäå:

r(h) ≈ |f
′′′(ξ)|
6

h2.

çà êîjó âàæè:

r(h) ≤ M3

6
h2.

òj. r = O(h2), ïà jå òà÷íîñò ôîðìóëå äðóãîã ðåäà. Ïðèìåòèìî äà £å
ñå çà ïðåïîëîâ§åí êîðàê h ãðåøêà ìåòîäå ñìà»èòè 4 ïóòà (çà ìàëó
âðåäíîñò h). Çàòî jå ôîðìóëà çà öåíòðàëíî äèôåðåíöèðà»å êâàëèòåòíèjà
îä ôîðìóëà çà äèôåðåíöèðà»å óíàïðåä è óíàçàä, ÷èjå ñó ãðåøêå ìåòîäå
ïðâîã ðåäà.

Îçíà÷èìî ñà f̄(x) ïðèáëèæíó âðåäíîñò ôóíêöèjå f ó òà÷êè x êîjó
êîðèñòèìî ó èçðà÷óíàâà»èìà. Òàäà jå f(x) = f̄(x) + e(x), ãäå jå e(x)
ãðåøêà çàîêðóæèâà»à âðåäíîñòè ôóíêöèjå ó òà÷êè x, êîjà jå îãðàíè÷åíà
ñà ε, òj. |e(x)| ≤ ε. Ñàäà èìàìî äà jå óêóïíà ãðåøêà äèôåðåíöèðà»à

f ′(x0)− f̄(x0 + h)− f̄(x0 − h)

2h
=
e(x0 + h)− e(x0 − h)

2h
− f ′′′(ξ)

6
h2.

Ãðåøêà àïðîêñèìàöèjå ïðâîã èçâîäà ôóíêöèjå îâîì ôîðìóëîì îãðàíè-
÷åíà jå ñà:∣∣∣∣f ′(x0)− f̄(x0 + h)− f̄(x0 − h)

2h

∣∣∣∣ ≤ ε

h
+
M3

6
h2 = R(h).

R(h) çà ôîðìóëó çà öåíòðàëíî äèôåðåíöèðà»å äîñòèæå ìèíèìóì ó òà÷êè
çà êîjó jå R′(h) = − ε

h2
+ M3

3
h = 0, òj.

ho = 3

√
3ε

M3

.

�
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Ôîðìóëà çà öåíòðàëíî äèôåðåíöèðà»å çà äðóãè èçâîä

21. Íåêà jå ôóíêöèjà f ∈ C4[a, b], ãäå jå x0 − h, x0 + h ∈ [a, b] çà êîðàê
äèñêðåòèçàöèjå h, è íåêà ñå âðåäíîñòè ôóíêöèjå f(x) ìîãó èçðàçèòè ñà
òà÷íîø£ó ε. Îäðåäèòè îïòèìàëàí êîðàê h çà ôîðìóëó

f ′′(x0) ≈ f(x0 + h)− 2 f(x0) + f(x0 − h)

h2
.

Ðåøå»å. Äà áèñìî ìîãëè äà îäðåäèìî îïòèìàëàí êîðàê h ôîðìóëå
çà öåíòðàëíî äèôåðåíöèðà»å çà äðóãè èçâîä ôóíêöèjå f ó òà÷êè x0,
ïîòðåáíî jå äà íàjïðå èçâåäåìî îâó ôîðìóëó, òj. äà äîêàæåìî äà îíà
çàèñòà è âàæè, è äà îäðåäèìî ãðåøêó äèôåðåíöèðà»à, êîjà ïðåäñòàâ§à
çáèð ãðåøêå ìåòîäå è ãðåøêå çàîêðóæèâà»à.

Ïðåäñòàâè£åìî ôóíêöèjó f ó òà÷êàìà x0 − h è x0 + h Òåjëîðîâèì
ïîëèíîìîì îäãîâàðàjó£åã ñòåïåíà ó òà÷êè x0.

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+
f ′′(x0)

2
h2 +

f ′′′(x0)

3!
h3 +

f (iv)(ξ1)

4!
h4,

f(x0 − h) = f(x0)− f ′(x0)h+
f ′′(x0)

2
h2 − f ′′′(x0)

3!
h3 +

f (iv)(ξ2)

4!
h4.

Îâå ðàçâîjå çàìå»ójåìî ó èçðàç çà ôîðìóëó êîjó äîêàçójåìî:

1

h2
[f(x0 + h)− 2 f(x0) + f(x0 − h)]

=
1

h2

[(
f(x0) + f ′(x0)h+

f ′′(x0)

2
h2 +

f ′′′(x0)

3!
h3 +

f (iv)(ξ1)

4!
h4

)
− 2 f(x0) +

(
f(x0)− f ′(x0)h+

f ′′(x0)

2
h2 − f ′′′(x0)

3!
h3 +

f (iv)(ξ2)

4!
h4

)]
= f ′′(x0) +

f (iv)(ξ1) + f (iv)(ξ2)

24
h2.

Íà îñíîâó òåîðåìå î ñðåä»îj âðåäíîñòè, ïîñòîjè íåêî ξ ∈ [x0 − h, x0 + h]
òàêî äà jå

f (iv)(ξ1) + f (iv)(ξ2)

2
= f (iv)(ξ).

Êàäà èçðàçèìî f ′′(x0) äîáèjàìî:

f ′′(x0) =
f(x0 + h)− 2 f(x0) + f(x0 − h)

h2
− f (iv)(ξ)

12
h2
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ñà ãðåøêîì ìåòîäå

r(x) ≈ |f
(iv)(ξ)|
12

h2,

çà êîjó âàæè:

r(h) ≤ M4

12
h2.

Çà ãðåøêó ìåòîäå âàæè äà jå r = O(h2), ïà jå òà÷íîñò ôîðìóëå äðóãîã
ðåäà.

Îçíà÷èìî ñà f̄(x) ïðèáëèæíó âðåäíîñò ôóíêöèjå f ó òà÷êè x êîjó
êîðèñòèìî ó èçðà÷óíàâà»èìà. Òàäà jå f(x) = f̄(x) + e(x), ãäå jå e(x)
ãðåøêà çàîêðóæèâà»à âðåäíîñòè ôóíêöèjå ó òà÷êè x, êîjà jå îãðàíè÷åíà
ñà ε, òj. |e(x)| ≤ ε. Óêóïíà ãðåøêà äèôåðåíöèðà»à jå∣∣∣∣f ′′(x0)− f̄(x0 + h)− 2 f̄(x0) + f̄(x0 − h)

h2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣e(x0 + h)− 2 e(x0) + e(x0 − h)

h2
− f (iv)(ξ)

12
h2

∣∣∣∣
≤ 1

h2
(|e(x0 + h)|+ 2 |e(x0)|+ |e(x0 − h)|) +

M4

12
h2

≤ 4 ε

h2
+
M4

12
h2

Óêóïíà ãðåøêà îâå ôîðìóëå jå R(h) = 4 ε
h2

+ M4

12
h2 è äîñòèæå ìèíèìóì ó

òà÷êè çà êîjó jå R′(h) = − 8ε
h3

+ M4

6
h = 0, òj.

ho = 4

√
48 ε

M4

.

�

22. Íåêà jå ôóíêöèjà f ∈ C3[a, b], ãäå jå x0, x0 +h, x0 + 2h ∈ [a, b] çà êîðàê
äèñêðåòèçàöèjå h, è íåêà ñå âðåäíîñòè ôóíêöèjå f(x) ìîãó èçðàçèòè ñà
òà÷íîø£ó ε. Îäðåäèòè îïòèìàëàí êîðàê h çà ôîðìóëó

f ′(x0) ≈ −3 f(x0) + 4 f(x0 + h)− f(x0 + 2h)

2h
.

Ðåøå»å. Ïðåäñòàâè£åìî ôóíêöèjó f ó òà÷êàìà x0 + h è x0 + 2h
Òåjëîðîâèì ïîëèíîìîì îäãîâàðàjó£åã ñòåïåíà ó òà÷êè x0.

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+
f ′′(x0)

2
h2 +

f ′′′(ξ1)

3!
h3, ξ1 ∈ [x0, x0 + h]
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f(x0+2h) = f(x0)+f ′(x0) 2h+
f ′′(x0)

2
4h2+

f ′′′(ξ2)

3!
8h3, ξ2 ∈ [x0, x0+2h]

Îâå ðàçâîjå çàìå»ójåìî ó èçðàç çà ôîðìóëó êîjó äîêàçójåìî:

1

2h
(−3 f(x0) + 4 f(x0 + h)− f(x0 + 2h))

=
1

2h

[
−3 f(x0) + 4

(
f(x0) + f ′(x0)h+

f ′′(x0)

2
h2 +

f ′′′(ξ1)

3!
h3

)
−
(
f(x0) + f ′(x0) 2h+

f ′′(x0)

2
4h2 +

f ′′′(ξ2)

3!
8h3

)]
= f ′(x0) +

f ′′′(ξ1)− 2f ′′′(ξ2)

3
h2

Ó îâîì ñëó÷àjó íå ìîæåìî ïðèìåíèòè òåîðåìó î ñðåä»îj âðåäíîñòè íà
îñòàòàê, àëè àêî jå êîðàê h ìàëè, îíäà £å è âðåäíîñòè òðå£åã èçâîäà ó
äâå áëèñêå òà÷êå ξ1 è ξ2 áèòè áëèñêå, ïà ìîæåìî ñìàòðàòè äà jå ó ïèòà»ó
èñòà òà÷êà ξ ∈ [x0, x0 + 2h]. Êàäà èçðàçèìî f ′(x0), äîáèjàìî

f ′(x0) =
−3 f(x0) + 4 f(x0 + h)− f(x0 + 2h)

2h
+
f ′′′(ξ)

3
h2.

Ãðåøêà ìåòîäå jå îäàâäå

r(h) ≤ M3

3
h2.

Àêî jå f̄(x) ïðèáëèæíà âðåäíîñò ôóíêöèjå f è e(x) ãðåøêà çàîêðóæèâà»à
âðåäíîñòè ôóíêöèjå ó òà÷êè x, òàêî äà jå |e(x)| ≤ ε, èìàìî äà jå óêóïíà
ãðåøêà äèôåðåíöèðà»à∣∣∣∣f ′(x0)− −3 f̄(x0) + 4 f̄(x0 + h)− f̄(x0 + 2h)

2h

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−3 e(x0) + 4 e(x0 + h)− e(x0 + 2h)

2h
+
f ′′′(ξ)

3
h2

∣∣∣∣
≤ 8 ε

2h
+
M3

3
h2

Óêóïíà ãðåøêà ôîðìóëå jå R(h) = 4 ε
h

+M3

3
h2 è äîñòèæå ìèíèìóì ó òà÷êè

çà êîjó jå R′(h) = − 4ε
h2

+ 2M3

3
h = 0, òj.

ho = 3

√
6 ε

M3

.
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�

Çàäàöè çà âåæáó

40. Íåêà jå ôóíêöèjà f ∈ C2[a, b], ãäå jå xk, xk + 2h ∈ [a, b] çà êîðàê
äèñêðåòèçàöèjå h, è íåêà ñå âðåäíîñòè ôóíêöèjå f(x) ìîãó èçðàçèòè ñà
òà÷íîø£ó ε. Îäðåäèòè îïòèìàëàí êîðàê h çà ôîðìóëó

f ′
(
xk +

2h

3

)
≈ f(xk + 2h)− f(xk)

2h
.

Ðåçóëòàò. ho =
√

3 ε
M2

41. Íåêà jå ôóíêöèjà f ∈ C5[a, b], ãäå jå xk − 2h, xk + 2h ∈ [a, b] çà êîðàê
äèñêðåòèçàöèjå h, è íåêà ñå âðåäíîñòè ôóíêöèjå f(x) ìîãó èçðàçèòè ñà
òà÷íîø£ó ε. Îäðåäèòè îïòèìàëàí êîðàê h çà ôîðìóëó

f ′ (xk) ≈
f(xk − 2h)− 8f(xk − h) + 8f(xk + h)− f(xk + 2h)

12h
.

Ðåçóëòàò. ho = 5

√
45 ε
4M5

42. Íåêà jå ôóíêöèjà f ∈ C5[a, b], ãäå jå xk − 2h, xk + 2h ∈ [a, b] çà êîðàê
äèñêðåòèçàöèjå h, è íåêà ñå âðåäíîñòè ôóíêöèjå f(x) ìîãó èçðàçèòè ñà
òà÷íîø£ó ε. Îäðåäèòè îïòèìàëàí êîðàê h çà ôîðìóëó

f ′′′(x) ≈ f(x+ 2h)− 2f(x+ h) + 2f(x− h)− f(x− 2h)

2h3
.

Ðåçóëòàò. ho = 5

√
18 ε
M5



Ãëàâà 6

Íóìåðè÷êà èíòåãðàöèjà

Ó îâîì ïîãëàâ§ó áàâèìî ñå ïðèáëèæíèì èçðà÷óíàâà»åì îäðå¢åíîã
èíòåãðàëà

I(f) =

∫ b

a

f(x) dx,

ãäå jå f(x) èíòåãðàáèëíà ôóíêöèjà íà êîíà÷íîì èíòåðâàëó [a, b]. ×åñòî
ñå jàâ§à ïîòðåáà äà èçðà÷óíàìî âðåäíîñò îäðå¢åíîã èíòåãðàëà ôóíêöèjå
÷èjà ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà íåìà åêñïëèöèòàí îáëèê èëè jå íèjå ëàêî
îäðåäèòè. Îñíîâíå ìåòîäå çà èçðà÷óíàâà»å âðåäíîñòè îäðå¢åíîã èíòå-
ãðàëà ôóíêöèjå f íàçèâàjó ñå êâàäðàòóðíå ôîðìóëå è áàçèðàíå ñó íà
ñëåäå£îj àïðîêñèìàöèjè èíòåãðàëà∫ b

a

f(x) dx =
n∑
i=0

Ai f(xi) +R(f), (6.1)

ãäå ñó x0 < x1 < . . . < xn ðàçëè÷èòè ÷âîðîâè è A0, A1, . . . An îäãîâàðàjó£è
êîåôèöèjåíòè. Íàj÷åø£å ñâè ÷âîðîâè ëåæå ó èíòåðâàëó [a, b], a êîåôè-
öèjåíòè Ai îäðå¢ójó ñå òàêî äà ôîðìóëà (6.1) áóäå òà÷íà çà ïîëèíîìå
øòî âèøåã ñòåïåíà. Ñòîãà òà÷íîñò êâàäðàòóðíå ôîðìóëå çàâèñè îä òîãà
êîëèêî äîáðî ìîæåìî äà àïðîêñèìèðàìî ïîäèíòåãðàëíó ôóíêöèjó f(x)
ïîëèíîìîì íà èíòåðâàëó [a, b]. Óêîëèêî ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà èìà
ñèíãóëàðíó òà÷êó íà èíòåðâàëó èíòåãðàöèjå èëè àêî jå èíòåðâàë èíòå-
ãðàöèjå áåñêîíà÷àí, ïîòðåáíå ñó îäãîâàðàjó£å ìîäèôèêàöèjå ìåòîäå. Ó
îáà ñëó÷àjà ìîæå áèòè îä êîðèñòè ðàçìîòðèòè îäãîâàðàjó£ó òåæèíñêó

106
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êâàäðàòóðíó ôîðìóëó:∫ b

a

w(x) f(x) dx =
n∑
i=0

Ai f(xi) +R(f),

ãäå jå w(x) ≥ 0 òåæèíñêà ôóíêöèjà êîjà ïðåóçèìà ñèíãóëàðèòåò, òàêî äà
ñå ôóíêöèjà f(x) ìîæå äîáðî àïðîêñèìèðàòè ïîëèíîìîì. Ó òîì ñëó÷àjó,
èíòåðâàë èíòåãðàöèjå ìîæå äà îñòàíå áåñêîíà÷àí.

Çà ñàäà £åìî ñå çàäðæàòè íà ôîðìóëè îáëèêà (6.1). Îñíîâíà êâàä-

ðàòóðíà ôîðìóëà çà èçðà÷óíàâà»å îäðå¢åíîã èíòåãðàëà
∫ b
a
f(x) dx íà

êîíà÷íîì èíòåðâàëó [a, b] áàçèðà ñå íà èíòåãðàöèjè èíòåðïîëàöèîíèõ
ïîëèíîìà. Íàèìå, àêî èíòåðïîëèðàìî ïîäèíòåãðàëíó ôóíêöèjó f(x)
ó ðàçëè÷èòèì ÷âîðîâèìà x0, . . . , xn ∈ [a, b], Ëàãðàíæîâèì èíòåðïîëàöè-
îíèì ïîëèíîìîì Ln(x) ñòåïåíà n, òàäà jå f(x) = Ln(x) +Rn(x) è∫ b

a

f(x) dx ≈
∫ b

a

Ln(x) dx,

äîê jå ãðåøêà îâå ôîðìóëå R(f) ≤ |
∫ b
a
Rn(x) dx|. Ëàãðàíæîâ èíòåðïîëà-

öèîíè ïîëèíîì jå îáëèêà

Ln(x) =
n∑
i=0

li(x) fi,

ãäå jå fi = f(xi) è

li(x) =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
.

Òàäà jå∫ b

a

f(x) dx ≈
∫ b

a

Ln(x) dx =

∫ b

a

n∑
i=0

li(x) fi dx =
n∑
i=0

fi

∫ b

a

li(x) dx.

Îâèì ñìî èçâåëè ôîðìóëó îáëèêà (6.1) ñà êîåôèöèjåíòèìà:

Ai =

∫ b

a

li(x) dx. (6.2)

Îâè êîåôèöèjåíòè ñå èçðà÷óíàâàjó ñàìî jåäíîì, ïðè êîíñòðóêöèjè êâàä-
ðàòóðíå ôîðìóëå, ó çàâèñíîñòè îä ñòåïåíà èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà n
è îäàáðàíèõ ÷âîðîâà èíòåðïîëàöèjå.
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6.1 �óòí-Êîóòñîâå êâàäðàòóðíå ôîðìóëå

Êâàäðàòóðíå ôîðìóëå (6.1) ñà êîåôèöèjåíòèìà (6.2) çà åêâèäèñòàíòíå
÷âîðîâå èíòåðïîëàöèjå x0 < x1 < . . . < xn ñà êîðàêîì h = b−a

n
íàçèâàjó ñå

�óòí-Êîóòñîâå êâàäðàòóðíå ôîðìóëå. Ó òîì ñëó÷àjó âàæè äà jå xi =
x0 + i h, è ìîæå ñå ïîêàçàòè äà ñó êîåôèöèjåíòè îáëèêà Ai = (b− a)Cn

i ,
êàî è äà âàæè

∑n
i=0C

n
i = 1 è Cn

i = Cn
n−i.

6.1.1 Îñíîâíà òðàïåçíà ôîðìóëà

Çà n = 1 èíòåðïîëèðàìî ïîäèíòåãðàëíó ôóíêöèjó ëèíåàðíèì ïîëèíîìîì
ó êðàjåâèìà èíòåðâàëà èíòåãðàöèjå x0 = a è x1 = b. Ó òîì ñëó÷àjó jå

l0(x) =
b− x
b− a

, l1(x) =
x− a
b− a

.

Ñàäà ñó êîåôèöèjåíòè

A0 =

∫ b

a

l0(x) dx =

∫ b

a

b− x
b− a

dx =
b− a

2
,

A1 =

∫ b

a

l1(x) dx =

∫ b

a

x− a
b− a

dx =
b− a

2
= A0.

Îâèì ñìî äîáèëè òðàïåçíó ôîðìóëó∫ b

a

f(x) dx =
b− a

2
(f(a) + f(b)), (6.3)

êîjó jîø íàçèâàìî è îñíîâíà òðàïåçíà ôîðìóëà.
Çà ïîçèòèâíó ôóíêöèjó òðàïåçíà ôîðìóëà àïðîêñèìèðà ïîâðøèíó

èñïîä ãðàôèêà ôóíêöèjå f(x) ïîâðøèíîì òðàïåçà.

Ãðåøêà îñíîâíå òðàïåçíå ôîðìóëå

Ãðåøêó îñíîâíå òðàïåçíå ôîðìóëå îäðå¢ójåìî êîðèñòå£è îöåíó ãðåø-
êå ëèíåàðíå èíòåðïîëàöèjå f(x) − L1(x) = f ′′(ξ)

2
(x − a) (x − b), ïîä ïðåò-

ïîñòàâêîì äà jå f ′′ íåïðåêèäíà ôóíêöèjà íà èíòåðâàëó [a, b],

R1(f) =

∫ b

a

f ′′(ξ)

2
(x− a) (x− b) dx = −f

′′(ξ)

12
(b− a)3.
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Ñëèêà 6.1: Àïðîêñèìàöèjà èíòåãðàëà ôóíêöèjå ex

cosx
íà èíòåðâàëó [0, 1]

îñíîâíîì òðàïåçíîì ôîðìóëîì

Ìàêñèìèçàöèjîì äåñíå ñòðàíå jåäíàêîñòè äîáèjàìî ãîð»ó ãðàíèöó ãðåøêå
îñíîâíå òðàïåçíå ôîðìóëå:

R1(f) ≤ M2

12
(b− a)3,

ãäå jå max
x∈[a,b]

|f ′′(x)| ≤M2.

6.1.2 Îñíîâíà Ñèìïñîíîâà ôîðìóëà

Çà n = 2 èíòåðïîëèðàìî ïîäèíòåãðàëíó ôóíêöèjó ïîëèíîìîì 2. ñòå-
ïåíà, ó åêâèäèñòàíòíèì òà÷êàìà ñà êîðàêîì h = b−a

2
, x0 = a, x1 = a+h è

x2 = b. Ó òîì ñëó÷àjó jå

l0(x) =
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
, l1(x) =

(x− x0)(x− x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
,

l2(x) =
(x− x0)(x− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
.



ÃËÀÂÀ 6. ÍÓÌÅÐÈ×ÊÀ ÈÍÒÅÃÐÀÖÈJÀ 110

Ñàäà ñó êîåôèöèjåíòè ôîðìóëå

A0 =

∫ b

a

l0(x) dx =
1

6
(b− a) = A2,

A1 =

∫ b

a

l1(x) dx =
2

3
(b− a).

Îâèì ñìî äîáèëè Ñèìïñîíîâó ôîðìóëó, ïðè ÷åìó jå b− a = 2h,∫ x2

x0

f(x) dx =
h

3
(f(x0) + 4 f(x1) + f(x2)), (6.4)

êîjó jîø íàçèâàìî è îñíîâíà Ñèìïñîíîâà ôîðìóëà.

Ñëèêà 6.2: Àïðîêñèìàöèjà èíòåãðàëà ôóíêöèjå ex

cosx
íà èíòåðâàëó [0, 1]

îñíîâíîì Ñèìïñîíîâîì ôîðìóëîì

Ãðåøêà îñíîâíå Ñèìïñîíîâå ôîðìóëå

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå f IV íåïðåêèäíà ôóíêöèjà íà èíòåðâàëó [a, b].
Ãðåøêó îñíîâíå Ñèìïñîíîâå ôîðìóëå îäðå¢ójåìî êîðèñòå£è îöåíó ãðåøêå



ÃËÀÂÀ 6. ÍÓÌÅÐÈ×ÊÀ ÈÍÒÅÃÐÀÖÈJÀ 111

êâàäðàòíå èíòåðïîëàöèjå∫ x2

x0

f ′′′(ξ)

3!
(x− x0) (x− x1) (x− x2) dx =

f ′′′(ξ)

3!
· 0 = 0.

Äîáèëè ñìî äà jå ãðåøêà îâàêâå èíòåãðàöèjå jåäíàêà 0, à çíàìî äà ãðåøêà
èíòåðïîëàöèjå ôóíêöèjå êîjà jå ðàçëè÷èòà îä ñâîã èíòåðïîëàöèîíîã ïîëè-
íîìà íå ìîæå áèòè 0. Èç îâàêâîã ðåçóëòàòà çàê§ó÷ójåìî äà jå Ñèìïñîíîâà
ôîðìóëà çà èíòåãðàöèjó òà÷íà çà ñâå ïîëèíîìå 3. ñòåïåíà, ïà jå ãðåøêà
4. ðåäà. Òî çíà÷è äà ïîëèíîì ïîä èíòåãðàëîì ìîðà áèòè 4. ñòåïåíà,
à òî ïîñòèæåìî òàêî øòî ñìàòðàìî äà jå ïðâè ÷âîð äâîñòðóêà òà÷êà
èíòåðïîëàöèjå. Çáîã òîãà jå ãðåøêà Ñèìïñîíîâå ôîðìóëå îáëèêà

R2(f) =

∫ x2

x0

f IV (ξ)

4!
(x− x0)2 (x− x1) (x− x2) dx =

1

90
f IV (ξ)h5,

ãäå ξ ∈ [a, b]. Óçèìàjó£è ó îáçèð äà jå b−a = 2h, äîáèjàìî ãîð»ó ãðàíèöó
ãðåøêå îñíîâíå Ñèìïñîíîâå ôîðìóëå

R2(f) ≤ M4

90

(
b− a

2

)5

,

ãäå jå max
x∈[a,b]

|f IV (x)| ≤M4.

Ãðåøêà îñíîâíå Ñèìïñîíîâå ìåòîäå ìîæå ñå èçâåñòè è êîðèø£å»åì
�óòíîâîã èíòåðïîëàöèîíîã ïîëèíîìà çà èíòåðïîëàöèjó ïîäèíòåãðàëíå
ôóíêöèjå.

Ñëè÷íèì ïîñòóïöèìà ìîæåìî äà èçâåäåìî è �óòí-Êîóòñîâå ôîðìóëå
âèøåã ñòåïåíà îä 2. Îâàêàâ ïðèñòóï ó íåêèì ñëó÷àjåâèìà ìîæå äà
äîâåäå äî ïîâå£à»à òà÷íîñòè èíòåãðàöèjå. Äðóãè ïðèñòóï êîjè ìîæåìî
äà ïðèìåíèìî ó öè§ó ïîâå£à»à òà÷íîñòè áàçèðà ñå íà ñìà»å»ó äóæèíå
èíòåðâàëà íà êîìå ïðèìå»ójåìî �óòí-Êîóòñîâå ôîðìóëå. Íà òàj íà÷èí
äîáèjàìî îäãîâàðàjó£å êîìïîçèòíå ôîðìóëå.

6.1.3 Òðàïåçíà ôîðìóëà

Ãðåøêà îñíîâíå òðàïåçíå ôîðìóëå R1(f) = f ′′(ξ)
12

(b − a)3 çàâèñè îä
äóæèíå èíòåðâàëà èíòåãðàöèjå [a, b], ïà èìà ñìèñëà ñìà»èòè èíòåðâàë
íà êîìå ïðèìå»ójåìî èçâåäåíå ôîðìóëå. Ïîäåëèìî èíòåðâàë èíòåãðàöèjå
[a, b] íà m ïîäèíòåðâàëà ñà êîðàêîì h = b−a

m
, åêâèäèñòàíòíèì òà÷êàìà
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a = x0 < x1 < . . . < xm = b, ïðè ÷åìó jå xi = x0 + ih, xi − xi−1 =
h, (i = 1, . . . ,m) è îçíà÷èìî fi = f(xi). Ïðèìåíè£åìî òðàïåçíó ôîðìóëó
íà ñâàêè ïîäèíòåðâàë [xi−1, xi],∫ b

a

f(x) dx =

∫ xm

x0

f(x) dx

=

∫ x1

x0

f(x) dx+

∫ x2

x1

f(x) dx+ . . .+

∫ xm

xm−1

f(x) dx

=
h

2
(f0 + f1) +

h

2
(f1 + f2) + . . .+

h

2
(fm−1 + fm)−

m∑
i=1

h3

12
f ′′(ξi),

çà ξi ∈ [xi−1, xi], (i = 1, . . .m). Ñ îáçèðîì íà ïðåòïîñòàâêó äà jå f ′′ íå-
ïðåêèäíà ôóíêöèjà íà èíòåðâàëó [a, b] è mh = b− a, ãðåøêà ìîæå áèòè
çàïèñàíà ó îáëèêó

−
m∑
i=1

h3

12
f ′′(ξi) = −h

3

12
mf ′′(ξ) = −(b− a)

h2

12
f ′′(ξ),

ãäå jå ξ ∈ [a, b]. Îâèì ñìî äîáèëè êîìïîçèòíó òðàïåçíó ôîðìóëó êîjó
íàçèâàìî ñàìî òðàïåçíîì ôîðìóëîì:

T (h) =
h

2

(
f0 + fm + 2

m−1∑
i=1

fi

)
, (6.5)

÷èjà jå îöåíà ãðåøêå

RT = −(b− a)
h2

12
f ′′(ξ). (6.6)

Ãîð»à ãðàíèöà ãðåøêå òðàïåçíå ôîðìóëå jå

RT ≤
b− a

12
M2 h

2,

ãäå jå max
x∈[a,b]

|f ′′(x)| ≤ M2. Çà ãðåøêó òðàïåçíå ôîðìóëå âàæè äà jå

RT = O(h2), ïà jå òà÷íîñò ôîðìóëå äðóãîã ðåäà, à ôîðìóëà jå òà÷íà
çà ïîëèíîìå äî 1. ñòåïåíà.
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Ñëèêà 6.3: Àïðîêñèìàöèjà èíòåãðàëà ôóíêöèjå ex

cosx
íà èíòåðâàëó [0, 1]

òðàïåçíîì ôîðìóëîì

6.1.4 Ñèìïñîíîâà ôîðìóëà

Ïðèìåíè£åìî èñòè ïðèíöèï êàî êîä òðàïåçíå ôîðìóëå. Äåëèìî èí-
òåðâàë èíòåãðàöèjå íà ïîäèíòåðâàëå íà êîjèìà £åìî ïðèìåíèòè îñíîâíó
Ñèìïñîíîâó ôîðìóëó. Îñíîâíó Ñèìïñîíîâó ôîðìóëó äîáèjàìî êâàäðàò-
íîì èíòåðïîëàöèjîì ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå çà êîjó jå ïîòðåáíà ïîäåëà
îñíîâíîã èíòåðâàëà íà 2 ïîäèíòåðâàëà. Çàòî jå ïðèëèêîì óîïøòàâà»à
îâå ôîðìóëå ïîòðåáíî äà èíòåðâàë èíòåãðàöèjå ïîäåëèìî íà ïàðàí áðîj
èíòåðâàëà, êàêî áèñìî îñíîâíó Ñèìïñîíîâó ôîðìóëó ïðèìåíèëè íà ïàð
ïîäèíòåðâàëà.

Ïîäåëèìî èíòåðâàë èíòåãðàöèjå [a, b] íà 2m ïîäèíòåðâàëà ñà êîðàêîì
h = b−a

2m
, åêâèäèñòàíòíèì òà÷êàìà a = x0 < x1 < . . . < x2m = b, ïðè

÷åìó jå xi = x0 + ih, xi − xi−1 = h, (i = 1, . . . , 2m) è îçíà÷èìî fi = f(xi).



ÃËÀÂÀ 6. ÍÓÌÅÐÈ×ÊÀ ÈÍÒÅÃÐÀÖÈJÀ 114

Ïðèìåíè£åìî Ñèìïñîíîâó ôîðìóëó íà ñâàêè ïàð ïîäèíòåðâàëà:∫ b

a

f(x) dx =

∫ x2m

x0

f(x) dx

=

∫ x2

x0

f(x) dx+

∫ x4

x2

f(x) dx+ . . .+

∫ x2m

x2m−2

f(x) dx

=
h

3
(f0 + 4 f1 + f2) +

h

3
(f2 + 4 f3 + f4)+

. . .+
h

3
(f2m−2 + 4 f2m−1 + f2m) +

m∑
i=1

1

90
f IV (ξ2i)h

5,

çà ξ2i ∈ [x2i−2, x2i], i = 1, . . .m. Ñ îáçèðîì íà ïðåòïîñòàâêó äà jå f IV íå-
ïðåêèäíà ôóíêöèjà íà èíòåðâàëó [a, b] è 2mh = b− a, ãðåøêà ìîæå áèòè
çàïèñàíà ó îáëèêó

m∑
i=1

1

90
f IV (ξ2i)h

5 =
1

90
mf IV (ξ)h5 = (b− a)

h4

180
f IV (ξ),

ãäå jå ξ ∈ [a, b].
Îâèì ñìî äîáèëè êîìïîçèòíó Ñèìïñîíîâó ôîðìóëó êîjó íàçèâàìî

ñàìî Ñèìïñîíîâîì ôîðìóëîì:

S(h) =
h

3
[f0 + 4(f1 + . . .+ f2m−1) + 2 (f2 + . . .+ f2m−2) + f2m], (6.7)

÷èjà jå îöåíà ãðåøêå

RS = (b− a)
h4

180
f IV (ξ). (6.8)

Ãîð»à ãðàíèöà ãðåøêå Ñèìïñîíîâå ôîðìóëå jå

RS ≤
b− a
180

M4 h
4,

ãäå jå max
x∈[a,b]

|f IV (x)| ≤M4.

Çà ãðåøêó Ñèìïñîíîâå ôîðìóëå âàæè äà jå RS = O(h4), ïà jå òà÷íîñò
ôîðìóëå ÷åòâðòîã ðåäà, à ôîðìóëà jå òà÷íà çà ïîëèíîìå äî 3. ñòåïåíà.



ÃËÀÂÀ 6. ÍÓÌÅÐÈ×ÊÀ ÈÍÒÅÃÐÀÖÈJÀ 115

Ñëèêà 6.4: Àïðîêñèìàöèjà èíòåãðàëà ôóíêöèjå ex

cosx
íà èíòåðâàëó [0, 1]

Ñèìïñîíîâîì ôîðìóëîì

6.1.5 Ãðåøêà çàîêðóæèâà»à

Ïðåòïîñòàâèìî äà ñå âðåäíîñòè ôóíêöèjå f(x) ìîãó èçðàçèòè ñà òà÷-
íîø£ó ε. Îâî £å ñå äåñèòè óâåê êàäà âðøèìî çàîêðóæèâà»å âðåäíîñòè
ôóíêöèjå íà êîíà÷àí áðîj äåöèìàëà. Ïðîöåíèìî íà êîjè íà÷èí êîðèø£å-
»å ïðèáëèæíèõ âðåäíîñòè ôóíêöèjå óòè÷å íà ãðåøêó çàîêðóæèâà»à
òðàïåçíå ôîðìóëå. Îçíà÷èìî ñà f̄k ïðèáëèæíó âðåäíîñò ôóíêöèjå f ó
òà÷êè xk, êîjó êîðèñòèìî ó èçðà÷óíàâà»èìà. Òàäà jå f(xk) = fk = f̄k+ek,
ãäå jå ek ãðåøêà çàîêðóæèâà»à âðåäíîñòè ôóíêöèjå ó òà÷êè xk êîjà jå
îãðàíè÷åíà ñà ε, òj. |ek| ≤ ε.

|T (h)− T̄ (h)| =

=

∣∣∣∣h2 (f0 + 2 (f1 + . . .+ fm−1) + fm)− h

2
(f̄0 + 2 (f̄1 + . . .+ f̄m−1) + f̄m)

∣∣∣∣
=
h

2
|(e0 + 2 (e1 + . . .+ em−1) + em)| ≤ h

2
2mε

= (b− a) ε
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Çà ãðåøêó çàîêðóæèâà»à òðàïåçíå ôîðìóëå óçèìàìî ãîð»å îãðàíè÷å»å

E = (b− a) ε.

Ïîêàçójå ñå äà jå èñòà ãðåøêà çàîêðóæèâà»à è Ñèìïñîíîâå ôîðìóëå.
Ãðåøêà çàîêðóæèâà»à äèðåêòíî çàâèñè îä áðîjà äåöèìàëà ñ êîjèì âð-
øèìî èçðà÷óíàâà»à. Ñòîãà, óêîëèêî jå ãðåøêà çàîêðóæèâà»à ìíîãî
ìà»à îä ãðåøêå ìåòîäå, ìîæå ñå ñìàòðàòè çàíåìàð§èâîì. Ó ñóïðîòíîì,
óêóïíà ãðåøêà òðàïåçíå, îäíîñíî Ñèìïñîíîâå ìåòîäå jå

R = RT + E, R = RS + E.

Óêîëèêî çàîêðóæójåìî âðåäíîñòè íà k äåöèìàëà, èìàìî äà jå ε = 1
2
·10−k.

23. Èçðà÷óíàòè èíòåãðàë ∫ 1
2

0

sin πx dx

ïðèìåíîì òðàïåçíå è Ñèìïñîíîâå ôîðìóëå ñà êîðàêîì h = 0, 125 è ïðî-
öåíèòè ãðåøêó èíòåãðàöèjå çà îáå ôîðìóëå. Íà êîjè íà÷èí áðîj äåöèìàëà
êîjèìà ðà÷óíàìî óòè÷å íà ãðåøêó èíòåãðàöèjå?

Ðåøå»å. Íàjïðå îäðåäèìî âðåäíîñòè ôóíêöèjå f(x) = sin (πx) ó
÷âîðîâèìà ñà êîðàêîì h = 0.125, çàîêðóæójó£è íà 10 äåöèìàëà.

xi fi
0 0

0, 125 0, 3826834325
0, 25 0, 7071067813

0, 375 0, 9238795325
0, 5 1

Òðàïåçíà è Ñèìïñîíîâà ôîðìóëà äàjó

T (0, 125) =
0, 125

2
(f(0) + f(0, 5) + 2 (f(0, 125) + f(0, 25) + f(0, 375))) = 0, 3142087183

S(0, 125) =
0, 125

3
(f(0) + f(0, 5) + 4 f(0, 125) + 2 f(0, 25) + 4 f(0, 375)) = 0, 3183125267

Îöåíå ãðåøêå çà òðàïåçíó è Ñèìïñîíîâó ìåòîäó ñ îâèì êîðàêîì ñó

RT ≤ (b− a)
M2

12
h2 RS ≤

b− a
180

M4 h
4



ÃËÀÂÀ 6. ÍÓÌÅÐÈ×ÊÀ ÈÍÒÅÃÐÀÖÈJÀ 117

Êàêî ñó îäãîâàðàjó£è èçâîäè

f ′′(x) = −π2 sin (πx), f IV (x) = π4 sin (πx),

äîáèjàìî äà ñó

max
x∈[0;0,5]

|f ′′(x)| = |f ′′(0, 5)| ≈ 9, 8696 ≤ 9, 9 = M2

max
x∈[0;0,5]

|f IV (x)| = f IV (0, 5) ≈ 97, 409 ≤ 97, 5 = M4,

ïà jå

RT ≤
0, 5

12
·9, 9·(0, 125)2 = 6, 4·10−3 RS ≤

0, 5

180
·97, 5·(0, 125)4 = 6, 6·10−5

Ñ îáçèðîì íà òî äà ñìî èçðà÷óíàâà»à âðøèëè çàîêðóæèâà»åì íà 10
äåöèìàëà, òj. ε = 1

2
·10−10, âàæè äà jå çà îáå ìåòîäå ãðåøêà çàîêðóæèâà»à

E = (b−a)ε = 0,5−0
2
· 10−10 = 0, 25 · 10−10, øòî jå çàíåìàð§èâî ó îäíîñó íà

îöåíó ãðåøàêà ìåòîäà. Ñ îáçèðîì íà äîáèjåíå îöåíå ãðåøêå, çà òðàïåçíó
ìåòîäó áè áèëî äîâî§íî âðøèòè çàîêðóæèâà»à íà 3 äåöèìàëå, à çà
Ñèìïñîíîâó íà 5 äåöèìàëà.

Îöåíå ãðåøêå ïîêàçójó äà jå òðàïåçíîì ôîðìóëîì ïîñòèãíóòà òà÷íîñò
íà ïðâå 2 äåöèìàëå, à Ñèìïñîíîâîì ôîðìóëîì ñà èñòèì êîðàêîì íà
ïðâå 4 äåöèìàëå. Óêîëèêî óïîðåäèìî äîáèjåíà ðåøå»à ñ àíàëèòè÷êèì
ðåøå»åì èíòåãðàëà êîjå èçíîñè 1

π
≈ 0, 3183098861 . . . âèäèìî äà ñå îâå

îöåíå óêëàïàjó ó ñòâàðíó ãðåøêó ðåøå»à.

�

24. Èçðà÷óíàòè èíòåãðàë ∫ 1

0

dx

1 + x

Ñèìïñîíîâîì ôîðìóëîì ñà òà÷íîø£ó ε = 10−4.

Ðåøå»å. Óêóïíà ãðåøêà Ñèìïñîíîâå ôîðìóëå èçíîñè R = 10−4, à
ãðåøêà çàîêðóæèâà»à E = 1−0

2
10−4 = 0, 5 · 10−4 óêîëèêî çàîêðóæójåìî

íà 4 äåöèìàëå. Ìàêñèìàëíà äîçâî§åíà ãðåøêà Ñèìïñîíîâå ìåòîäå jå

RS = R− E = 10−4 − 0, 5 · 10−4 = 0, 5 · 10−4.
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Äà áèñìî èñïóíèëè çàõòåâàíó òà÷íîñò, òj. äà ãðåøêà Ñèìïñîíîâå ôîðìóëå
RS áóäå ìà»à îä çàõòåâàíå òà÷íîñòè, ïîòðåáíî jå äà ïðîöåíèìî êîëèêè
òðåáà äà áóäå êîðàê ïîäåëå èíòåðâàëà èíòåãðàöèjå h. Òî ðàäèìî íà
îñíîâó îöåíå ãðåøêå Ñèìïñîíîâå ôîðìóëå (6.8):

RS =
b− a
180

M4 h
4, M4 = max

x∈[0,1]
|f IV (x)|

f(x) =
1

1 + x
, f IV (x) =

24

(1 + x)5

M4 = max
[0,1]

∣∣∣∣ 24

(1 + x)5

∣∣∣∣ = 24

Ñàäà jå

RS =
24

180
h4 ≤ 0, 5 · 10−4 ⇒ h4 ≤ 180

48
· 10−4.

Íà îñíîâó îâîã óñëîâà ñëåäè äà çà êîðàê h ìîðà äà âàæè h ≤ 0, 139
äà áè áèëà èñïó»åíà òà÷íîñò. Çà êîðàê h ïîäåëå èíòåðâàëà óçèìàìî
h = 0, 1, ÷èìå äîáèjàìî ïîäåëó èíòåðâàëà èíòåãðàöèjå íà ïàðàí áðîj
ïîäèíòåðâàëà. Ôîðìèðàìî òàáåëó ñ îäãîâàðàjó£èì âðåäíîñòèìà ôóíê-

öèjå f(x) =
1

1 + x
.

x f0, f2m f2k−1(∗4) f2k(∗2)
0 1

0, 1 0, 9091
0, 2 0, 8333
0, 3 0, 7692
0, 4 0, 7143
0, 5 0, 6667
0, 6 0, 6250
0, 7 0, 5882
0, 8 0, 5556
0, 9 0, 5263
1, 0 0, 5∑

1, 5000 3, 4595 2, 7282

Ôîðìèðàìî Ñèìïñîíîâó ôîðìóëó ñà êîðàêîì 0, 1:

S(0, 1) =
0, 1

3
(1, 5 + 4 · 3, 4595 + 2 · 2, 7282).
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Ñ îáçèðîì íà òî äà ñìî óíàïðåä îäðåäèëè ïîòðåáàí êîðàê h êîjè îáåçáå¢ójå
òðàæåíó òà÷íîñò, èìàìî äà jå

I ≈ S(0, 1) = 0, 6931.

�

Çàäàöè çà âåæáó

43. Èçðà÷óíàòè èíòåãðàë

I =

∫ 2

1

x lnx dx

1. òðàïåçíîì ôîðìóëîì ñà òà÷íîø£ó ε = 10−4;

2. Ñèìïñîíîâîì ôîðìóëîì ñà òà÷íîø£ó ε = 10−5.

Ðåçóëòàò. 1. I ≈ 0, 6364
2. I ≈ 0, 63630

44. Èçðà÷óíàòè èíòåãðàë

I =

∫ 1

0

sin
(π

2
x2
)
dx

1. òðàïåçíîì ôîðìóëîì ñà òà÷íîø£ó ε = 5 · 10−3;

2. Ñèìïñîíîâîì ôîðìóëîì ñà òà÷íîø£ó ε = 10−3.

Ðåçóëòàò. 1. I ≈ 0, 438
2. I ≈ 0, 438

45. Èçðà÷óíàòè èíòåãðàë

I =

∫ 1,75

0,75

(sin2 x− 2x sinx+ 1) dx

1. òðàïåçíîì ôîðìóëîì ñà òà÷íîø£ó ε = 10−3;

2. Ñèìïñîíîâîì ôîðìóëîì ñà òà÷íîø£ó ε = 10−4.

Ðåçóëòàò. 1. I ≈ −0, 489
2. I ≈ −0, 4890
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6.2 Ðîìáåðãîâà èíòåãðàöèjà

Ðîìáåðãîâà èíòåãðàöèjà ïðåäñòàâ§à åôèêàñàí àëãîðèòàì çà íóìå-
ðè÷êî ðåøàâà»å èíòåãðàëà, áàçèðàí íà óçàñòîïíîj ïðèìåíè òðàïåçíå
ôîðìóëå.

6.2.1 Ðè÷àðäñîíîâà åêñòðàïîëàöèjà

Ðè÷àðäñîíîâà åêñòðàïîëàöèjà îäíîñè ñå íà ìåòîäå êîjå êîðèñòå äâå
íóìåðè÷êå ïðîöåíå âðåäíîñòè èíòåãðàëà äà áè ñå äîáèëà òðå£à ïðîöåíà
âå£å òà÷íîñòè.

Ó îöåíè ãðåøêå òðàïåçíå è Ñèìïñîíîâå ìåòîäå ôèãóðèøó îöåíå 2. îä-
íîñíî 4. èçâîäà ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå íà èíòåðâàëó èíòåãðàöèjå, øòî
ìîæå äîäàòíî äà îïòåðåòè èçðà÷óíàâà»å è íèjå óâåê jåäíîñòàâàí çàäàòàê.
Çàòî óâîäèìî ìåòîäó êîjà äàjå ïðåöèçíèjó àïðîêñèìàöèjó èíòåãðàëà, êî-
ðèñòå£è ñàìî âðåäíîñòè äîáèjåíå îäãîâàðàjó£îì ôîðìóëîì ñ ðàçëè÷èòèì
êîðàöèìà ïîäåëå èíòåðâàëà èíòåãðàöèjå. Çàäðæà£åìî ñå íà ñëó÷àjó êàäà
êîðàê h ïîëîâèìî, ïîøòî ìîæåìî äà êîðèñòèìî ïðåòõîäíî èçðà÷óíà-
òå âðåäíîñòè ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå çà íîâó ïðèìåíó �óòí-Êîóòñîâå
ôîðìóëå.

Ïðåòïîñòàâè£åìî äà ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà èìà äîâî§íó ãëàòêîñò,
òj. äà jå íåïðåêèäíà è äà èìà íåïðåêèäíå èçâîäå äîâî§íî âèñîêîã ðåäà.
Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà ñå ãðåøêà òðàïåçíå ôîðìóëå

RT (h) = −(b− a)
h2

12
f ′′(ξ)

ìîæå ðàçâèòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

RT (h) = c2h
2 + c4h

4 + . . .+ c2sh
2s +O(h2s+1),

ãäå êîíñòàíòå ci çàâèñå îä èçâîäà îäãîâàðàjó£åã ðåäà ôóíêöèjå f , àëè íå
è îä h.

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå èçðà÷óíàòà ïðèáëèæíà âðåäíîñò îäðå¢åíîã èí-
òåãðàëà I =

∫ b
a
f(x) dx òðàïåçíîì ôîðìóëîì ñ êîðàöèìà h1 = h = b − a

è h2 = h
2
. Èçðà÷óíàjìî äâå àïðîêñèìàöèjå òðàïåçíîì ôîðìóëîì ñ îâèì

êîðàöèìà:

T (h1) =
h1

2
(f(a) + f(b))

T (h2) =
h2

2
(f(a) + 2f(a+ h2) + f(b))
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Îäãîâàðàjó£å ãðåøêå òðàïåçíå ôîðìóëå ñà îâà äâà êîðàêà ñó:

RT (h1) = I − T (h1) = c2h
2 + c4h

4 + c6h
6 + · · · ,

RT (h2) = I − T (h2) = c2(h/2)2 + c4(h/2)4 + c6(h/2)6 + · · ·

Ïðèìåòèìî äà jå RT (h1) = 4RT (h2) +O(h4). Çàïðàâî, âàæè äà jå

RT (h1)− 4RT (h2) =
3

4
c4h

4 +
15

16
c6h

6 + · · · .

Ñ äðóãå ñòðàíå, èìàìî è äà jå RT (h1) − 4RT (h2) = 4T (h2) − T (h1) − 3I,
ïà ñëåäè äà âàæè

I =
4T (h2)− T (h1)

3
− 1

4
c4h

4 − 5

16
c6h

6 + · · · .

Îâèì ñìî äîáèëè íîâó àïðîêñèìàöèjó ïîëàçíîã èíòåãðàëà I, ÷èjà jå
ãðåøêà O(h4):

I ≈ 4T (h2)− T (h1)

3
. (6.9)

6.2.2 Ðîìáåðãîâà èíòåãðàöèjà

Ïðåòõîäíî èçâåäåíè êîðàê Ðè÷àðäñîíîâå åêñòðàïîëàöèjå ìîæåìî äà
óîïøòèìî. Êàêî áèñìî äîáèëè ôîðìóëó êîjà jå òà÷íîñòè O(h2s), êî-
ðèñòèìî òðàïåçíå ôîðìóëå ñ êîðàöèìà h, h/2, . . . , h/2s−1 è ïðèìå»ójåìî
îïèñàíó ïðîöåäóðó Ðè÷àðäñîíîâå åêñòðàïîëàöèjå s− 1 ïóòà.

Ðîìáåðãîâà èíòåãðàöèjà jå àëãîðèòàì êîjèì ïîâå£àâàìî òà÷íîñò ïðî-
öåíå âðåäíîñòè èíòåãðàëà, óçàñòîïíîì ïðèìåíîì Ðè÷àðäñîíîâå åêñòðà-
ïîëàöèjå.

Îçíà÷èìî àïðîêñèìàöèjó òðàïåçíîì ôîðìóëîì T (hk) ñà T
(0)
k , çà hk =

b−a
2k
, k = 0, 1, . . .. Íà îñíîâó îâèõ àïðîêñèìàöèjà êîíñòðóèñà£åìî âðåäíîñòè

T
(j)
k (j = 1, . . . , k; k = 1, 2, . . .), íà ñëåäå£è íà÷èí

T
(j)
k =

4jT
(j−1)
k − T (j−1)

k−1

4j − 1
. (6.10)

Ïðèìåòèìî äà jå çà j = 1 îâî àïðîêñèìàöèjà (6.9). Êîðèñòå£è äîáèjåíå
âðåäíîñòè ìîæåìî äà ôîðìèðàìî T -òàáåëó ñà âðåäíîñòèìà àïðîêñèìà-
öèjà ïîëàçíîã èíòåãðàëà I:
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T
(0)
0

↘
T

(0)
1 → T

(1)
1

↘ ↘
T

(0)
2 → T

(1)
2 → T

(2)
2

↘ ↘ ↘
T

(0)
3 → T

(1)
3 → T

(2)
3 → T

(3)
3

...
...

...
. . .

Âðåäíîñòè ó ïðâîj êîëîíè ñó àïðîêñèìàöèjå âðåäíîñòè èíòåãðàëà I äî-
áèjåíå òðàïåçíîì ôîðìóëîì ñ êîðàêîì hk. Àïðîêñèìàöèjå ó 1. êîëîíè
ñó òà÷íîñòè O(h2), ó 2. êîëîíè òà÷íîñòè O(h4), ó s. êîëîíè O(h2s).

Èòåðàòèâíè ïðîöåñ çàóñòàâ§àìî êàäà jå èñïó»åíî |T (j)
j − T

(j−1)
j−1 | ≤ ε,

ãäå jå ε óíàïðåä çàõòåâàíà òà÷íîñò. Òàäà óçèìàìî äà jå I ≈ T
(j)
j .

Íàïîìåíà. Êàäà ïðèìå»ójåìî Ðîìáåðãîâó èíòåãðàöèjó ñà óíàïðåä
çàäàòîì òà÷íîø£ó êîjó òðåáà äà ïîñòèãíåìî, íåìàìî óíàïðåä îäðå¢åí
áðîj k, òj. êîëèêî jå àïðîêñèìàöèjà òðàïåçíîì ôîðìóëîì ïîòðåáíî äà
èçðà÷óíàìî (ïðâà êîëîíà). Òàáåëó ïîïó»àâàìî ïî ðåäîâèìà è íàêîí

ñâàêîã ðåäà ïðîöå»ójåìî âðåäíîñò |T (j)
j − T

(j−1)
j−1 |. Óêîëèêî jå òà÷íîñò èñ-

ïó»åíà ñòàjåìî, ó ñóïðîòíîì, èçðà÷óíàâàìî âðåäíîñòè ó íàðåäíîì ðåäó.

Íàâîäèìî àëãîðèòàì çà Ðîìáåðãîâó èíòåãðàöèjó, ñà ïî÷åòíèì êîðàêîì
h0 = b−a

r
.

ÊÎÐÀÊ 1: Áèðàìî ïî÷åòíè êîðàê h0 = b−a
r
.

ÊÎÐÀÊ 2: Èçðà÷óíàòè ïîëàçíó òðàïåçíó ôîðìóëó

T
(0)
0 =

h0

2

(
f(a) + f(b) + 2

r−1∑
i=1

f(a+ ih0)

)
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ÊÎÐÀÊ 3.1: Çà k = 1: Çà hk = h0/2
k èçðà÷óíàòè òðàïåçíó

ôîðìóëó:

T
(0)
k =

hk
2

f(a) + f(b) + 2
2kr−1∑
i=1

f(a+ ihk)


ÊÎÐÀÊ 3.2: Èçðà÷óíàòè Ðè÷àðäñîíîâó åêñòðàïîëàöèjó:

T
(j)
k =

4jT
(j−1)
k − T (j−1)

k−1

4j − 1
, (j = 1, . . . , k)

ÊÎÐÀÊ 4: Àêî jå |T (j)
j − T

(j−1)
j−1 | > ε,

ïîâå£àòè k çà 1, ïîâðàòàê íà êîðàê 3.1

Àêî jå |T (j)
j − T

(j−1)
j−1 | ≤ ε,

I ≈ T
(j)
j

25. Ïðèìåíîì Ðîìáåðãîâå èíòåãðàöèjå îäðåäèòè àïðîêñèìàöèjó T (3)
3 èíòåãðàëà∫ 1

2

0

sin πx dx

ñà ïî÷åòíèì êîðàêîì h0 = 0, 5. Îäðåäèòè àíàëèòè÷êî ðåøå»å èíòåãðàëà
è ïðîöåíèòè ñòâàðíó ãðåøêó |I − T (j)

k |, j, k = 0, 1, 2, 3.

Ðåøå»å. Èçðà÷óíàâàìî àïðîêñèìàöèjå òðàïåçíèì ôîðìóëàìà ñ êîðàöèìà
h0 = 0, 5;h1 = h0/2 = 0, 25;h2 = h0/4 = 0, 125;h3 = h0/8 = 0, 0625
(âðåäíîñòè ó ïðâîj êîëîíè T -òàáåëå). Âðåäíîñòè ó ïðåîñòàëèì êîëîíàìà
äîáèjàìî ïðèìåíîì Ðè÷àðäñîíîâå åêñòðàïîëàöèjå (6.10).

0, 25
0, 301777 0, 319036
0, 314209 0, 318353 0, 318307
0, 317286 0, 318312 0, 318310 0, 318310

O(h2) O(h4) O(h6) O(h8)
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Àíàëèòè÷êî ðåøå»å èíòåãðàëà jå
1

π
. Âðåäíîñòè ãðåøêå |I − T (j)

k |, (j, k =

0, 1, 2, 3) ñó çàïèñàíå ó òàáåëè:

6, 8 · 10−2

1, 6 · 10−2 7, 2 · 10−4

4, 1 · 10−3 4, 2 · 10−5 2, 7 · 10−6

1, 0 · 10−3 2, 6 · 10−6 7, 0 · 10−8 2, 8 · 10−8

�

Íàïîìåíà. [6] Òðàïåçíà ôîðìóëà èìà ãðåøêó O(h2), øòî çíà÷è äà
î÷åêójåìî äà jå ãðåøêà I − T (h/2) ìà»à 4 ïóòà îä ãðåøêå I − T (h), êàäà
ïðåïîëîâèìî êîðàê h. Ïîêàçójå ñå äà ñå êàî èíäèêàòîð ãðåøêå ôîðìóëå
T (h) ìîæå êîðèñòèòè ãðåøêà ôîðìóëå çà äâà óçàñòîïíà êîðàêà, |T (h)−
T (2h)|. Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, î÷åêójåìî äà jå îäíîñ ãðåøàêà òðàïåçíå
ôîðìóëå ñà äâà óçàñòîïíà êîðàêà, êîðèñòå£è îçíàêå èç Ðîìáåðãîâå èí-
òåãðàöèjå:

Rm =
|T (0)
m − T (0)

m−1|
|T (0)
m+1 − T

(0)
m |
≈ 4.

Ðîìáåðãîâà èíòåãðàöèjà çàõòåâà äà jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà äîâî§íî
ãëàòêà. Ó ñóïðîòíîì, êîëè÷íèöè Rm £å ñóâèøå îäñòóïàòè îä 4. Óêîëèêî
jå îäñòóïà»å âå£å äî 10%, à êîðàê hm äîâî§íî ìàëè, íå ìîæåìî óñïåøíî
ïðèìåíèòè Ðîìáåðãîâó èíòåãðàöèjó çà ðåøàâà»å èíòåãðàëà. Ó ïðåòõîä-
íîì çàäàòêó óñëîâ çà óñïåøíó ïðèìåíó îâå ìåòîäå jå èñïó»åí.

26. Èçðà÷óíàòè èíòåãðàë ∫ 1

0

cos(x2) dx

ñà òà÷íîø£ó ε = 0, 5 ·10−4 ïðèìåíîì Ðîìáåðãîâå èíòåãðàöèjå, ñ ïî÷åòíèì
êîðàêîì h0 = 0, 5.

Ðåøå»å. Ñâà èçðà÷óíàâà»à çàîêðóæójåìî íà 5 äåöèìàëà. Îäðåäè-
£åìî ïðèáëèæíó âðåäíîñò èíòåãðàëà òðàïåçíîì ôîðìóëîì ñà êîðàöèìà
h0 = 0, 5 è h1 = 0, 25. Âðåäíîñòè ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå f(x) = cos (x2)
ó ÷âîðîâèìà ñà êîðàêîì 0, 25 äàòå ñó ó òàáåëè.
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x f0, fm fk
0 1, 00000

0, 25 0, 99988
0, 5 0, 96891

0, 75 0, 84592
1, 0 0, 54030∑

1, 54030 2, 81288

Àïðîêñèìàöèjå èíòåãðàëà òðàïåçíîì ôîðìóëîì ñà êîðàöèìà h0 = 0, 5 è
h1 = 0, 25 ñó

T
(0)
0 = T (0, 5) =

0, 5

2
(1, 54030 + 2 · 0, 96891) = 0, 86953

T
(0)
1 = T (0, 25) =

0, 25

2
(1, 54030 + 2 · 2, 81288) = 0, 89576

Ïðèìåíèìî Ðè÷àðäñîíîâó åêñòðàïîëàöèjó íà ïðåòõîäíî èçðà÷óíàòå
àïðîêñèìàöèjå.

T
(1)
1 =

4T
(0)
1 − T (0)

0

4− 1
= 0, 90450

T -òàáåëà jå ñàäà îáëèêà:

T
(0)
0 = 0, 86953

↘
T

(0)
1 = 0, 89576 → 0, 90450

Ïðîöåíà ãðåøêå jå

|T (1)
1 − T (0)

0 | = |0, 90450− 0, 86953| = 0, 03497,

à ïîøòî òà÷íîñò íèjå èñïó»åíà, èçðà÷óíà£åìî àïðîêñèìàöèjó òðàïåçíîì
ôîðìóëîì ñà êîðàêîì h2 = h1/2 = 0, 125.

x fk
0, 125 0, 99988
0, 375 0, 99013
0, 625 0, 92467
0, 875 0, 72095∑

3, 63563
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T
(0)
2 = T (0, 125) =

0, 125

2
(1, 54030 + 2 · (2, 81288 + 3, 63563)) = 0, 90233.

Ïðèìåíèìî Ðè÷àðäñîíîâó åêñòðàïîëàöèjó íà àïðîêñèìàöèjå òðàïåçíîì
ôîðìóëîì ñà êîðàöèìà h1 = 0, 25 è h2 = 0, 125.

T
(1)
2 =

4T
(0)
2 − T (0)

1

4− 1
= 0, 90452

T -òàáåëà jå ñàäà îáëèêà:

T
(0)
0 = 0, 86953

↘
T

(0)
1 = 0, 89576 → 0, 90450

↘
T

(0)
2 = 0, 90233 → 0, 90452

Ñàäà ìîæåìî äà ïðèìåíèìî Ðè÷àðäñîíîâó åêñòðàïîëàöèjó íà àïðîêñèìàöèjå
èíòåãðàëà ÷èjà jå òà÷íîñòO(h4), ÷èìå ñå äîáèjà àïðîêñèìàöèjà T

(2)
2 òà÷íîñòè

O(h6).

T
(2)
2 =

42T
(1)
2 − T (1)

1

42 − 1
= 0, 90452

T -òàáåëà jå ñàäà îáëèêà:

T
(0)
0 = 0, 86953

↘
T

(0)
1 = 0, 89576 → 0, 90450

↘ ↘
T

(0)
2 = 0, 90233 → 0, 90452 → 0, 90452

Ïðîöåíà ãðåøêå jå

|T (2)
2 − T (1)

1 | = |0, 90452− 0, 90450| = 0, 2 · 10−4 < ε.

Äàêëå, ïîñòèãíóòà jå òðàæåíà òà÷íîñò, ïà ñòàjåìî ñà èçðà÷óíàâà»åì.
Âðåäíîñò èíòåãðàëà ïðèáëèæíî jå jåäíàêà âðåäíîñòè T

(2)
2 :

I ≈ 0, 90452.

�
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Çàäàöè çà âåæáó

46. Èçðà÷óíàòè èíòåãðàë

I =

∫ 1

0

ex

1 + x2
dx

ñà òà÷íîø£ó ε = 0, 5 · 10−4 ïðèìåíîì Ðîìáåðãîâå èíòåãðàöèjå.

Ðåçóëòàò. I ≈ 1, 2707

47. Èçðà÷óíàòè èíòåãðàë

I =

∫ π
4

0

xtg 2x dx

ñà òà÷íîø£ó ε = 0, 5 · 10−4 ïðèìåíîì Ðîìáåðãîâå èíòåãðàöèjå.

Ðåçóëòàò. I ≈ 0, 1304

48. Èçðà÷óíàòè èíòåãðàë

I =

∫ π
2

π
4

sinx

x
dx

ñà òà÷íîø£ó ε = 0, 5 · 10−4 ïðèìåíîì Ðîìáåðãîâå èíòåãðàöèjå.

Ðåçóëòàò. I ≈ 0, 6118

6.3 Ôîðìóëå çà íóìåðè÷êó èíòåãðàöèjó

Çà èçðà÷óíàâà»å îäðå¢åíîã èíòåãðàëà
∫ b
a
w(x) f(x) dx ñà òåæèíñêîì

ôóíêöèjîì w(x), ôîðìèðàìî êâàäðàòóðíå ôîðìóëå îáëèêà∫ b

a

w(x) f(x) dx =
n∑
i=0

Ai f(xi) +R(f), (6.11)

ãäå ñó a ≤ x0 < x1 < . . . < xn ≤ b ðàçëè÷èòè, óíàïðåä ïîçíàòè ÷âîðîâè è
A0, A1, . . . , An êîåôèöèjåíòè êîjå òðåáà îäðåäèòè òàêî äà ôîðìóëà (6.11)
áóäå òà÷íà çà ôóíêöèjå f(x) = 1, x, x2 . . . , xn (ñàìèì òèì jå ôîðìóëà
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òà÷íà è çà ïîëèíîìå äî ñòåïåíà n). Äðóãèì ðå÷èìà, ìîðà âàæèòè äà jå
ãðåøêà ôîðìóëå

R(f) =

∫ b

a

w(x) f(x) dx−
n∑
i=0

Ai f(xi)

jåäíàêà íóëè çà ôóíêöèjå f(x) = 1, x, x2 . . . , xn. Íà îâàj íà÷èí, äîáèjàìî
ñèñòåì (n+ 1) jåäíà÷èíå ÷èjèì ðåøàâà»åì îäðå¢ójåìî n+ 1 êîåôèöèjåíò
A0, . . . , An.

Ìîæå ñå äåñèòè äà jå ôîðìóëà (6.11) òà÷íà è çà ïîëèíîìå âèøåã
ñòåïåíà îä n. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå ãðåøêà ôîðìóëå jåäíàêà íóëè è çà
ôóíêöèjå xn+1, . . . , xn+k, à ðàçëè÷èòà îä íóëå çà xn+k+1. Òàäà êàæåìî äà
jå ñòåïåí òà÷íîñòè ôîðìóëå n+k, à ðåä ãðåøêå n+k+1. Îöåíà ãðåøêå
êâàäðàòóðíå ôîðìóëå (6.11), ÷èjè jå ðåä n+ k + 1, äàòà jå ñà

R(f) ≤ Mn+k+1

(n+ k + 1)!

∣∣∣∣∫ b

a

w(x) (x− x0)k+1(x− x1) · · · (x− xn) dx

∣∣∣∣ . (6.12)

Çà åêâèäèñòàíòíå ÷âîðîâå ïîäåëå èíòåðâàëà èíòåãðàöèjå è òåæèíñêó
ôóíêöèjó w(x) = 1 äîáèjàìî �óòí-Êîóòñîâå êâàäðàòóðíå ôîðìóëå.

27. Èçâåñòè ôîðìóëó çà íóìåðè÷êó èíòåãðàöèjó îáëèêà∫ h

0

f(x) dx = Af(0) +Bf

(
2h

3

)
+R(f)

çà h > 0, òàêî äà áóäå òà÷íà çà ïîëèíîìå øòî âå£åã ñòåïåíà, è ïðîöåíèòè
ãðåøêó èíòåãðàöèjå R(f).

Ðåøå»å. Îäðåäèìî êîåôèöèjåíòå A è B òàêî äà ôîðìóëà áóäå òà÷íà
çà ôóíêöèjå 1 è x, òj. çà ïîëèíîìå äî ïðâîã ñòåïåíà.

f(x) = 1 : A+B = h

f(x) = x :
h2

2
=

2h

3
B ⇒ B = 3

4
h

A = h−B ⇒ A = 1
4
h

Îâèì ñìî èçâåëè êâàäðàòóðíó ôîðìóëó çà íóìåðè÷êó èíòåãðàöèjó∫ h

0

f(x) dx ≈ h

4
f(0) +

3h

4
f

(
2h

3

)
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è òà÷íà jå çà ïîëèíîìå äî ïðâîã ñòåïåíà. Ïðîâåðèìî äà ëè jå ôîðìóëà
òà÷íà è çà ïîëèíîìå âèøåã ñòåïåíà. Çà f(x) = x2 ëåâà ñòðàíà ôîðìóëå
jå ∫ h

0

x2 dx) =
h3

3
,

äîê jå äåñíà ñòðàíà
h

4
· 02 +

3h

4

(
2h

3

)2

=
h3

3
.

Ñ îáçèðîì íà òî äà ñó ëåâà è äåñíà ñòðàíà jåäíàêå, ìîðà áèòè R(x2) = 0,
ïà jå ôîðìóëà òà÷íà è çà ïîëèíîìå äðóãîã ñòåïåíà. Ïðîâåðèìî äà ëè jå
ôîðìóëà òà÷íà çà ôóíêöèjó f(x) = x3. Ñàäà jå ëåâà ñòðàíà ôîðìóëå∫ h

0

x3 dx) =
h4

4
,

à äåñíà
h

4
· 03 +

3h

4

(
2h

3

)3

=
2h4

9
.

Èç îâå äâå ðåëàöèjå ñëåäè äà jåR(x3) 6= 0.Äàêëå, ãðåøêà îâå êâàäðàòóðíå
ôîðìóëå jå òðå£åã ðåäà. Îöåíà ãðåøêå èçâåäåíå ôîðìóëå jå îáëèêà:

R(f) ≤ M3

3!

∣∣∣∣∫ h

0

(x− 0)2

(
x− 2h

3

)
dx

∣∣∣∣ =
M3h

4

216
.

�

28. Èçâåñòè ôîðìóëó çà íóìåðè÷êó èíòåãðàöèjó îáëèêà∫ 1

−1

f(x) dx = A1f(−1) + A2f

(
− 1√

5

)
+ A3f

(
1√
5

)
+ A4f(1) +R(f)

òàêî äà áóäå òà÷íà çà ïîëèíîìå øòî âå£åã ñòåïåíà è îäðåäèòè ðåä ãðåøêå
R(f). Ïðèìåíîì äîáèjåíå ôîðìóëå èçðà÷óíàòè ïðèáëèæíó âðåäíîñò èí-

òåãðàëà I =

∫ 1

0

e−x
2

dx.
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Ðåøå»å. Îäðåäèìî êîåôèöèjåíòå Ai òàêî äà ôîðìóëà áóäå òà÷íà çà
ôóíêöèjå 1, x, x2 è x3, òj. çà ïîëèíîìå äî òðå£åã ñòåïåíà.

f(x) = 1 : A1 + A2 + A3 + A4 =

∫ 1

−1

dx = 2

f(x) = x : −A1 −
1√
5
A2 +

1√
5
A3 + A4 =

∫ 1

−1

xdx = 0

f(x) = x2 : A1 +
1

5
A2 +

1

5
A3 + A4 =

∫ 1

−1

x2dx =
2

3

f(x) = x3 : −A1 −
1

5
√

5
A2 +

1

5
√

5
A3 + A4 =

∫ 1

−1

x3dx = 0

Ðåøàâà»åì îâîã ëèíåàðíîã ñèñòåìà jåäíà÷èíà äîáèjàìî êîåôèöèjåíòå

A1 = A4 =
1

6
, A2 = A3 =

5

6
.

Îâèì ñìî èçâåëè êâàäðàòóðíó ôîðìóëó çà íóìåðè÷êó èíòåãðàöèjó∫ 1

−1

f(x) dx ≈ 1

6
f(−1) +

5

6
f

(
− 1√

5

)
+

5

6
f

(
1√
5

)
+

1

6
f(1)

Ïðîâåðèìî äà ëè jå ôîðìóëà òà÷íà è çà ïîëèíîìå âèøåã ñòåïåíà. Çà
f(x) = x4 ëåâà ñòðàíà ôîðìóëå jå∫ 1

−1

x4 dx) =
2

5
,

äîê jå äåñíà ñòðàíà 2
5
. Ñ îáçèðîì íà òî äà ñó ëåâà è äåñíà ñòðàíà jåäíàêå,

ìîðà áèòè R(x4) = 0, ïà jå ôîðìóëà òà÷íà è çà ïîëèíîìå ÷åòâðòîã
ñòåïåíà.

Ïðîâåðèìî äà ëè jå ôîðìóëà òà÷íà çà ôóíêöèjó f(x) = x5. Ëåâà

ñòðàíà ôîðìóëå jå
∫ 1

−1
x5 dx = 0, è äåñíà ñòðàíà òàêî¢å jå jåäíàêà 0.

Ïðîâåðèìî äà ëè jå ôîðìóëà òà÷íà çà ôóíêöèjó f(x) = x6. Ñàäà

jå ëåâà ñòðàíà ôîðìóëå
∫ 1

−1
x6 dx) = 2

7
, à äåñíà 26

75
. Îäàòëå ñëåäè äà jå

R(x6) 6= 0. Äàêëå, ðåä ãðåøêå jå 6.
Ñ îáçèðîì íà òî äà ñå èçâåäåíà ôîðìóëà îäíîñè íà èíòåðâàë èíòåãðàöèjå

[−1, 1], äà áèñìî ìîãëè äà ïðèìåíèìî îâó ôîðìóëó çà ðåøàâà»å èíòåãðàëà
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I, ïîòðåáíî jå äà óâåäåìî îäãîâàðàjó£ó ñìåíó. Óîáè÷àjåíî ñå êîðèñòè
ëèíåàðíà ñìåíà, ó îâîì ñëó÷àjó òî jå x = 1

2
t+ 1

2
.

I =

∫ 1

0

f(x)dx =
1

2

∫ 1

−1

f

(
1

2
t+

1

2

)
dt

≈ 1

2

(
1

6
f(0) +

5

6
f

(
1

2
− 1

2
√

5

)
+

5

6
f

(
1

2
+

1

2
√

5

)
+

1

6
f(1)

)
≈ 0, 746836.

�

29. Èçâåñòè ôîðìóëó çà íóìåðè÷êó èíòåãðàöèjó îáëèêà

1√
2h

∫ 2h

0

f(x)√
x
dx = A1f(0) + A2f(h) + A3f(2h) +R(f)

òàêî äà áóäå òà÷íà çà ïîëèíîìå øòî âå£åã ñòåïåíà è îäðåäèòè ðåä ãðåøêå
R(f).

Ðåøå»å. Îäðåäèìî êîåôèöèjåíòå Ai òàêî äà ôîðìóëà áóäå òà÷íà çà
ôóíêöèjå 1, x è x2, òj. çà ïîëèíîìå äî äðóãîã ñòåïåíà.

f(x) = 1 : A1 + A2 + A3 =
1√
2h

∫ 2h

0

dx√
x

= 2

f(x) = x : A2 + 2A3 =
1√
2h

∫ 2h

0

√
x dx =

4

3

f(x) = x2 : A2 + 4A3 =
1√
2h

∫ 2h

0

x3/2 dx =
8

5

Ðåøàâà»åì îâîã ëèíåàðíîã ñèñòåìà jåäíà÷èíà äîáèjàìî êîåôèöèjåíòå

A1 =
4

5
, A2 =

16

15
, A3 =

2

15
.

Îâèì ñìî èçâåëè êâàäðàòóðíó ôîðìóëó çà íóìåðè÷êó èíòåãðàöèjó

1√
2h

∫ 2h

0

f(x)√
x
dx ≈ 4

5
f(0) +

16

15
f(h) +

2

15
f(2h). (6.13)

Ïðîâåðîì çà ôóíêöèjó f(x) = x3 çàê§ó÷ójåìî äà ôîðìóëà íèjå òà÷íà çà
ïîëèíîìå ñòåïåíà âå£åã îä 2, ïà jå ðåä ãðåøêå 3.

�
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Çàäàöè çà âåæáó

49. Èçâåñòè ôîðìóëó çà íóìåðè÷êó èíòåãðàöèjó îáëèêà∫ +∞

0

e−xf(x) dx = Af(0) +Bf(1) + Cf(2) +R(f)

òàêî äà áóäå òà÷íà çà ïîëèíîìå øòî âå£åã ñòåïåíà è ïðîöåíèòè ãðåøêó
èíòåãðàöèjå R(f).

Ðåçóëòàò. A = C = 1
2
, B = 0, R(F ) ≤ M3

3

50. Èçâåñòè ôîðìóëó çà íóìåðè÷êó èíòåãðàöèjó îáëèêà∫ 1

−1

f(x) dx = Af

(
−
√

3

5

)
+Bf(0) + Cf

(√
3

5

)
+R(f)

òàêî äà áóäå òà÷íà çà ïîëèíîìå øòî âå£åã ñòåïåíà è ïðîöåíèòè ãðåøêó
èíòåãðàöèjå R(f).

Ðåçóëòàò. A = C = 5
9
, B = −8

9
, R(F ) ≤ 6.4 · 10−5M6

51. Èçâåñòè ôîðìóëó çà íóìåðè÷êó èíòåãðàöèjó îáëèêà∫ 1

0

f(x) dx = Af(1/4) +Bf(1/2) + Cf(3/4) +R(f)

òàêî äà áóäå òà÷íà çà ïîëèíîìå øòî âå£åã ñòåïåíà è ïðîöåíèòè ãðåøêó
èíòåãðàöèjå R(f).

Ðåçóëòàò. A = C = 2
3
, B = −1

3
, R(F ) ≤ 3 · 10−4M4

6.4 Ðåøàâà»å íåñâîjñòâåíèõ èíòåãðàëà

Ðåøàâàìî íåñâîjñòâåíè èíòåãðàë íà áåñêîíà÷íîì èíòåðâàëó∫ +∞

a

f(x) dx

ñà òà÷íîø£ó ε. Êàêî jå ó ïèòà»ó êîíâåðãåíòàí èíòåãðàë, çà ε
2
ïîñòîjè

M > a òàêî äà jå âðåäíîñò ,,ðåïà� èíòåãðàëà ,,äîâî§íî� ìàëà, òj. äà jå
èñïó»åíî ∣∣∣∣∫ +∞

M

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ε

2
.
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Ñàäà ðàøàâàìî îäðå¢åíè èíòåãðàë∫ M

a

f(x) dx

ñà òà÷íîø£ó ε
2
.

Ñëè÷àí ïîñòóïàê ïðèìå»ójåìî è ó ñëó÷àjó êàäà ðåøàâàìî èíòåãðàëå
îáëèêà

∫ b
−∞ f(x) dx èëè

∫ +∞
−∞ f(x) dx.

30. Èçðà÷óíàòè èíòåãðàë ïðèìåíîì Ðîìáåðãîâå èíòåãðàöèjå

I =

∫ ∞
1

xe−x
2

2 + sin x
dx.

ñà òà÷íîø£ó ε = 10−5.

Ðåøå»å. Îäðåäèìî M > 1 òàêî äà jå:∣∣∣∣∣
∫ ∞
M

xe−x
2

2 + sin x
dx

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2
ε =

1

2
· 10−5.

Êàêî jå |2 + sin x| ≥ 1, èìàìî äà âàæè∣∣∣∣∣
∫ ∞
M

xe−x
2

2 + sin x
dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ∞
M

∣∣∣∣∣ xe−x
2

2 + sin x

∣∣∣∣∣ dx ≤
∫ ∞
M

xe−x
2

dx

= −1

2
e−x

2

∣∣∣∣∞
M

=
1

2
e−M

2 ≤ 1

2
· 10−5.

Äàêëå, òðàæèìî M çà êîjå âàæè äà jå

e−M
2 ≤ 10−5 =⇒ M > 3, 3930702

Óçìèìî äà jå M = 3, 4. Ñàäà èíòåãðàë
∫ 3,4

1
xe−x

2

2+sinx
dx èçðà÷óíàâàìî ñà

òà÷íîø£ó 1
2
·10−5. Ãðåøêà çàîêðóæèâà»à E ïðè èçðà÷óíàâà»ó èíòåãðàëà

jå E = (3, 4− 1)1
2
· 10−6 = 1, 2 · 10−6, ïà ìîæåìî äà âðøèìî çàîêðóæèâà»å

íà 6 äåöèìàëà.
Èíòåãðàë ðåøàâàìî ïðèìå»ójó£è Ðîìáåðãîâó èíòåãðàöèjó, ïðâî ñà

êîðàêîì h0 = 1, 2, à çàòèì ñà êîðàêîì h1 = 0, 6, çà f(x) = xe−x
2

2+sinx
.
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x f0, fm fk
1 0, 129468

2, 2 0, 006194
3, 4 0, 000019∑

0, 129487 0, 006194

Ïðèìåíîì òðàïåçíå ôîðìóëå èìàìî äà jå

T
(0)
0 =

1, 2

2
(0, 129468 + 0, 000019 + 2 · 0, 006194) = 0, 085125.

Çà ïðåïîëîâ§åí êîðàê h1 = 0, 6 èìàìî äà jå:

x fk
1, 6 0, 041235
2, 8 0, 000472∑

0, 041707

T
(0)
1 =

0, 6

2
(0, 129468 + 0, 000019 + 2 · (0, 006194 + 0, 041707))

= 0, 067587.

Ïðèìåíèìî Ðè÷àðäñîíîâó åêñòðàïîëàöèjó íà ïðåòõîäíî èçðà÷óíàòå àïðî-
êñèìàöèjå:

T
(1)
1 =

4T
(0)
1 − T (0)

0

4− 1
= 0, 061741

Íàñòàâ§àjó£è ïîñòóïàê, ïðèìåíîì àëãîðèòìà Ðîìáåðãîâå èíòåãðàöèjå,
êîðèñòå£è ôîðìóëå (6.10),

T
(j)
k =

4jT
(j−1)
k − T (j−1)

k−1

4j − 1
, (j = 1, . . . , k; k = 1, 2, . . .)

ôîðìèðàìî ñëåäå£ó T -òàáåëó:

T
(0)
0 = 0, 085125

T
(0)
1 = 0, 067587 0, 061741

T
(0)
2 = 0, 063897 0, 062667 0, 062729

T
(0)
3 = 0, 063017 0, 062724 0, 062728 0, 062728
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Ïðîöåíà ãðåøêå jå

|T (3)
3 − T (2)

2 | = |0, 062728− 0, 062729| = 0, 000001,

øòî jå ìà»å îä çàõòåâàíå òà÷íîñòè.
Âðåäíîñò èíòåãðàëà I jå ïðèáëèæíî jåäíàêà T

(3)
3 ,

I ≈ 0, 062728.

�

31. Ñà òà÷íîø£ó ε = 10−2 èçðà÷óíàòè èíòåãðàë

I =

∫ 1

0

cosx√
x
dx.

Ðåøå»å. Ó ïèòà»ó jå íåñâîjñòâåíè èíòåãðàë, ïîøòî ïîäèíòåãðàëíà
ôóíêöèjà èìà ñèãóëàðèòåò íà èíòåðâàëó èíòåãðàöèjå:

lim
x→0+

cosx√
x

= +∞.

Îâàj èíòåãðàë ìîæåìî ðåøèòè íà âèøå íà÷èíà.

I. Ó ïèòà»ó jå íåñâîjñòâåíè èíòåãðàë íåîãðàíè÷åíå ôóíêöèjå íà èíòåð-
âàëó èíòåãðàöèjå, ó îêîëèíè ëåâîã êðàjà èíòåðâàëà èíòåãðàöèjå.
Êàêî jå ó ïèòà»ó êîíâåðãåíòàí èíòåãðàë, ìîæåìî äà îäðåäèìî r
òàêî äà îäáàöèâà»åì äåëà èíòåãðàëà íàïðàâèìî ãðåøêó êîjà íèjå
âå£à îä ε

2
, òj. òàêî äà jå∣∣∣∣∫ r

0

cosx√
x
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ r

0

| cosx|√
x

dx ≤
∫ r

0

1√
x
dx = 2

√
r ≤ ε

2
.

Äàêëå, ïîòðåáíî jå äà r ≤ 6, 25·10−6. Ìîæåìî óçåòè äà jå r = 6·10−6.
Ñàäà ðåøàâàìî îäðå¢åíè èíòåãðàë

∫ 1

r
cosx√
x
dx ñà òà÷íîø£ó 0, 5 ·10−2,

íà ïðèìåð Ñèìïñîíîâîì ôîðìóëîì.

II. Ó 29. çàäàòêó èçâåëè ñìî ôîðìóëó (6.13) çà íóìåðè÷êó èíòåãðàöèjó
êîjó ìîæåìî äà ïðèìåíèìî íà ðåøàâà»å èíòåãðàëà I çà h = 1

2
è

f(x) = cos x, òj.∫ 1

0

cosx√
x
dx ≈ 4

5
cos 0 +

16

15
cos 0, 5 +

2

15
cos 1 = 1, 81.
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III. Èíòåãðàë I ìîæåìî äà èçðà÷óíàìî óâî¢å»åì ñìåíå t =
√
x, êîjîì

ñå ïîëàçíè èíòåãðàë ñâîäè íà ñâîjñòâåíè èíòåãðàë:

I = 2

∫ 1

0

cos t2 dt

÷èjó ñìî âðåäíîñò îäðåäèëè ó 26. çàäàòêó ñà âå£îì òà÷íîø£ó.

Íà ñâà òðè íà÷èíà äîáèjàìî èñòó âðåäíîñò èíòåãðàëà I ó îäíîñó íà
çàõòåâàíó òà÷íîñò.

�

Çàäàöè çà âåæáó

52. Îäãîâàðàjó£îì íóìåðè÷êîì ìåòîäîì èçðà÷óíàòè èíòåãðàë

I =

∫ +∞

5

sin 1
x

1 + x3
dx.

ñà òà÷íîø£ó ε = 10−4.

Ðåçóëòàò. I ≈ 0, 0027

53. Îäãîâàðàjó£îì íóìåðè÷êîì ìåòîäîì èçðà÷óíàòè èíòåãðàë

I =

∫ +∞

0

1

(1 + x2)3
dx.

ñà òà÷íîø£ó ε = 10−3.

Ðåçóëòàò. I ≈ 0, 589
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