PRIMENA FURIJEOVE ANALIZE U
TELEKOMUNIKACIJAMA

Mirjana Simié-Pejovicé

Decembar, 2020



dr Mirjana Simié-Pejovié¢, vanredni profesor
Elektrotehnicki fakultet, Univerzitet u Beogradu
e-mail: mira@etf.rs

PRIMENA FURIJEOVE ANALIZE U TELEKOMUNIKACIJAMA

elektronski udzbenik

Recenzenti:
dr Milan Bjelica, redovni profesor
dr Natasa Cirovi¢, vanredni profesor

Nastavno-nauc¢no vece Elektrotehnickog fakulteta odobrilo je objavljivanje ovog udzbenika odlu-
kom broj 50/2 od 03.02.2021. godine.

LIzdavac:
Elektrotehnicki fakultet Univerziteta u Beogradu
Bulevar kralja Aleksandra 73, 11120 Beograd, Srbija

Stampa: Mirjana Simié-Pejovi¢, Beograd, 2021.
Tiraz: 50 primeraka

ISBN: 978-86-7225-079-4

(@0l

Neka prava zadrzana. Ovo delo je licencirano pod uslovima licence Creative Commons Attribution-
NonCommercial-ShareAlike 4.0 International License.
Tekst ove knjige sloZen je u programskom paketu ITEX 2¢.



Sadrzaj

Predgovor

1 LTI sistemi

1.1 Linearnost . . . . . . . . . e
1.2 Vremenska nepromenljivost . . . . . . . ... o000
1.3 Linearni vremenski nepromenljivi sistemi, LTT . . . . . . .. ... ... .. ...

2 Furijeovi redovi

2.1 Uvod . . . .
2.1.1 Fazori . . . ...
2.1.2 Primena fazora . . . . . .. ..o

2.2 Furijeov red u trigonometrijskom obliku . . . . . . ... .. L.

2.3 Ortogonalnost funkcija . . . . . . . . . ..

2.4 Polarni oblik Furijeovog reda (jednostrani spektar) . . . . ... ... ... ...

2.5 Furijeov red u kompleksnom obliku (dvostrani spektar) . . . . . ... ... ...

2.6 Osobine Furijeovih redova . . . . . . . . . . ...
2.6.1 Linearnost . . . . . . . . L
2.6.2 Simetrije . . . . ...
2.6.3 Kasnjenje u vremenskom domenu . . . . . . . ... ...
2.6.4 Inverzija vremenske ose . . . . . . . ... L
2.6.5 Diferenciranje . . . . . . ...
2.6.6 Integraljenje . . . . . . . ...

2.7 Parsevalova teorema . . . . .. ...

2.8 Korelacija periodi¢nih signala . . . . . .. ..o o000
2.8.1 Autokorelacija periodi¢nih signala . . . . . ... .00 0oL

2.9 Konvolucija periodi¢nih signala . . . . .. ..o o000

2.10 Primeri. . . . . Lo

3 Furijeova transformacija

3.1 Uvod . . . o
3.2 Furijeov transformacioni par . . . . . . . . . ...
3.3 Osobine Furijeove transformacije . . . . . . .. .. ... .. oo
3.3.1 Linearnost . . . . . . . . .
3.3.2 Pomeranje u vremenskom domenu . . . . . .. ..o
3.3.3 Diferenciranje . . . . . . ... L
3.3.4 Integraljenje . . . . . . . ..o
3.3.5  Skaliranje u vremenu . . . . . .. ...
3.3.6 Inverzija vremenske ose . . . . . .. ...
3.3.7 Pomeranje u frekvencijskom domenu . . . . .. ... 0000
3.3.8 Dualnost . . . . . . .
3.3.9 Korelacija aperiodi¢nih signala . . . . . . .. ..o 0L

3

11
11
12
14
19
21
25
26
29
30
30
31
31
32
32
33
34
34
35
36



3.3.10 Autokorelacija aperiodi¢nih signala

3.3.11 Rejlijeva teorema o energiji . . . . . . ... ...
3.3.12 Konvolucija aperiodi¢nih signala . . . . . . . . ..
34 Primeri. . . ... oo

4 Diskretna Furijeova transformacija

4.1 Uvod . . .. o
4.2 Furijeov transformacioni par . . . . . .. ... ... ...
4.3 Primeri. . . . . . ... o

A Furijeovi redovi nekih signala
B Furijeove transformacije nekih signala

Literatura

SADRZAJ

69

............. 69
............. 69
............. 72

75

7

79



Predgovor

Ovaj udzbenik je proizasao iz materijala pripremljenih za predavanja i vezbe za predmet
Osnovi telekomunikacija na smeru za Elektroniku, u okviru osnovnih studija na Elektroteh-
nickom fakultetu u Beogradu. Udzbenik pokriva deo gradiva za predmet Osnovi telekomunika-
cija koji se predaje na drugoj godini studija, a cilj mu je da se studentima netelekomunikacionih
odseka na $to jednostavniji na¢in omoguéi savladavanje planiranog gradiva.

Materijal prati teorijske postavke nastavnih jedinica koje se obraduju na predavanjima,
kao i zadatke koji prate ove nastavne jedinice i rade se na ¢asovima vezbi. Polaznu temu u
udzbeniku ¢ine linearni vremenski nepromenljivi sistemi koji zajedno sa sinusoidalnim signalima
i njihovim osobinama u osnovi predstavljaju motivaciju za Furijeovu analizu signala. Sledi
Furijeova analiza periodi¢nih signala, odnosno Furijeovi redovi. Radi potpunijeg razumevanja
Sto kroz teoriju sto kroz vizuelizaciju, kao i radi lakSeg resavanja elektri¢nih kola, u okviru ove
teme razmatrani su i fazori kao i veza Furijeovih redova i fazora. Udzbenik obuhvata i Furijeovu
analizu za aperiodi¢ne deterministicke signale u okviru teme Furijeova transformacija, kao i za
slucaj signala koji nisu deterministicki, u okviru teme diskretna Furijeova transformacija. Za
svaku od tema, radi lakSeg pracenja i razumevanja izlagane materije, u tekst su ukljuceni i
primeri u formi krac¢ih zadataka.

Knjiga je prvenstveno namenjena studentima koji slusaju predmet Osnovi telekomunikacija
na smeru za Elektroniku, ali se autor nada da ¢e knjiga biti od koristi i studentima drugih
smerova kao i samim inzenjerima.

Autor se zahvaljuje recenzentima dr Milanu Bjelici, redovnom profesoru, i dr Natagi Cirovi¢,
vanrednom profesoru na korisnim sugestijama tokom izrade ovog udzbenika. Takode, autor se
zahvaljuje dr Predragu Pejovi¢u, redovnom profesoru, na stru¢nim diskusijama koje su umnogo-
me doprineli kvalitetu sadrzaja ovog udzbenika. Posebnu zahvalnost autor upucuje studentima
Elektrotehnickog fakulteta koji su svojim pitanjima i sugestijama znacajno uticali na konacan
oblik ovog udzbenika.

Autor

U Beogradu, decembra 2020. godine






Glava 1

LTI sistemi

Formalno govoreéi, LTI (Linear Time-Invariant) sistemi su sistemi kod kojih vaze osobina
linearnosti (Linear, L) i vremenske nepromenljivosti ( Time-Invariant, TT).

1.1 Linearnost

U linearnim sistemima vazi princip superpozicije. Princip superpozicije zasniva se na osobi-
nama: aditivnosti i homogenosti.

Osobina aditivnosti zahteva da je odziv (izlaz) sistema na brojne razli¢ite pobude (ulazne
signale) kojima je simultano izloZen, jednak zbiru odziva na svaku pojedina¢nu pobudu. Osobina
homogenosti zahteva da kad god je ulazni signal skaliran nekim konstantnim faktorom, i izlazni
signal mora biti skaliran identi¢nim konstantnim faktorom. Drugim rec¢ima, izlaz linearnog
sistema na linearnu kombinaciju ulaznih signala, jednak je istoj linearnoj kombinaciji izlaznih
signala gde svaki izlazni signal odgovara odredenom ulaznom signalu [1].

Dakle, sistem je linearan ako je ispunjeno:

ako je x1(t) — p(t) 1 xo(t) — yo(t) tadaje axi(t) + Bra(t) — ayr(t) + Bya(t

(1.1)

gde su « i B konstante razli¢ite od nule. Na slici 1.1 dat je primer linearnog sistema.

U linearnim sistemima, kada je ulaz jednak nuli, izlaz iz sistema je uvek nula. Vrlo je
vazno naglasiti da linearnost omogucava dekompoziciju slozenih ulaznih signala na linearnu
kombinaciju nekih osnovnih, najcesée dobro poznatih signala, ¢iji je izlaz mnogo lakse odrediti.

1.2 Vremenska nepromenljivost

Kod vremenski nepromenljivih sistema veza ulaza i izlaza se ne menja tokom vremena. To
znaci da vremensko kasnjenje ili napredovanje ulaznog signala rezultira odgovarajuéim vremen-
skim pomeranjem i izlaznog signala. Dakle, karakteristike vremenski nepromenljivih sistema se
ne menjaju tokom vremena. Drugim re¢ima, za dati ulazni signal, izlaz iz vremenski nepromen-
ljivog sistema ostaje isti bez obzira kada se taj signal pojavi na ulazu u sistem.

Sistem je vremenski nepromenljiv (TT) ako i samo ako je ispunjeno:

ako je x(t) — y(t) tadaje x(t—7)— y(t—71) (1.2)
gde je 7 realna konstanta razli¢ita od nule. Na slici 1.2 dat je primer vremenski nepromenljivog

sistema.



8 GLAVA 1. LTI SISTEMI
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Slika 1.1: Linearni sistem.

1.3 Linearni vremenski nepromenljivi sistemi, LTI

Kod linearnih vremensko nepromenljivih sistema (LTT) ispunjen je i uslov linearnosti (1.1)
i uslov vremenske nepromenljivosti (1.2).

Linearnost: ako je x1(t) — y1(t) i zo(t) — yo(t) tada je axy(t)+ Bro(t) — ayi(t)+ Bya(t)
Vremenska nepromenljivost: ako je z(t) — y(t) tada je x(t — 7) — y(t — 7).

Vazno je naglasiti da se u vremenskom domenu LTI sistem u potpunosti moze okarakterisati
jednom jedinom funkcijom a to je impulsni odziv sistema (odziv sistema h(t) sa nultim pocetnim
uslovima kada je na njegovom ulazu delta impuls 6(¢)). Poznavajuéi samo impulsni odziv,
primenom konvolucije moguée je dobiti odziv LTI sistema na bilo koji drugi ulazni signal.
Ekvivalentna veli¢ina u frekvencijskom domenu je funkcija prenosa, H(f), slika (1.4).

+oo +o0

y(t) = z(t) x h(t) = / x(T)h(t — 7)dT = h(t) * x(t) = / h(T)x(t — T)dr (1.3)

—0o0 —00

gde * oznacava operaciju konvolucije. Jednacina (1.3) se zove konvolucioni integral. U frekven-
cijskom domenu odziv se dobija kao

Y(jw) = X(jw)H (jw). (1.4)

Treba istac¢i da na izlazu iz LTI sistema mogu postojati samo one frekvencijske komponente
koje su bile na ulazu u LTI sistem. Drugim re¢ima, LTI sistem ne moze generisati nove fre-
kvencijske komponente. U skladu sa tim, mozemo zakljuciti da u LTI sistemima ako se na ulaz
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Slika 1.2: Vremenski nepromenljiv sistem.

x(1) LTI @

Slika 1.3: Linearni vremenski nepromenljivi sistem.

x(t) h) y(®)
X(jow) Hijo) Y(jo)

Slika 1.4: LTT sistem, vremenski i frekvencijski domen.

dovede sinusoida, izlaz je takode sinusoida. Ona moze biti drugacije amplitude i pocetne faze
u odnosu na sinusoidu na ulazu u sistem, ali njihova frekvencija ostaje ista. Dakle, LTI sistemi
odrzavaju princip: sinusoida na ulazu - sinusoida na izlazu [1], slika (1.5).

x(t) = Acosaf,t + @) y(t) = Bcos(2af,t +0)

A

wr e AN

> — . —
V \/Z - W o

Slika 1.5: Sinusoidalni signali u L'TT sistemima.
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Naglasimo i to da se LTI sistem moze modelovati kao linearna diferencijalna jednacina
sa konstantnim koeficijentima [2]. Opsti oblik linearne diferencijalne jednaéine n-tog reda sa
konstantnim koeficijentima je

d™y(t) d"1y(t) d™z(t) d™ (1)
n el ———— + ... t) = by, bpp1———=+ ...+ box(t 1.5
=g+ A1 g e aoy(?) dtm g o T hea(®) (1)
uz dodatna dva uslova:
1. koeficijenti ay,, @y—1,...,00 1 by, by_1, ..., by moraju biti konstantni, tj. ne zavisiti od vre-

mena. Ovaj uslov obezbeduje da je posmatrani sistem vremenski nepromenljiv (TT);

2. pocetni uslovi moraju biti jedanaki nuli. Ovaj uslov obezbeduje da je posmatrani sistem
linearan (L).

Primer 1. Ispitati da li je sledeci sistem LTTI:

Pylt) L dyl)
dt? dt
Kako nisu dati pocetni uslovi, smatra se da su jednaki nuli pa ovo jeste linearni sistem.
Koeficijenti u ovom sistemu su: as = 2, a3 = 3, ag = 4, by = 1 i svi su konstante, tj. ne zavise
od vremena, pa ovo jeste i vremenski nepromenljivi sistem. Kako su ispunjena oba uslova a
jednacina (1.6) ima standardni oblik (1.5), zaklju¢ujemo da je sistem (1.6) linearni i vremenski
nepromenljiv, tj. LTI [3].

2 + Ay (t) = a(t). (1.6)

Primer 2. Ispitati da li je sledeci sistem LTI:

2(%—9)2 +y(t) = x(t). (1.7)

Koeficijenti u ovom sistemu su: a; = 2, ag = 1, bp = 1 i svi su konstante, tj. ne zavise od
vremena, pa ovo jeste vremenski nepromenljivi sistem. Ipak, forma (1.7) ne odgovara standard-
noj formi LTT sistema posto sadrzi kvadrat ¢lana (d‘é—g)) koji u (1.5) ne postoji, pa ovaj sistem
nije linearni. Dakle, sistem (1.7) nije LTL.

Primer 3. Ispitati da li je sledeci sistem LTI:

d*y(t) | dy(t) _ da(t)
o H 2 = 4+ 2a(0). (1.8)

Kako nisu dati pocetni uslovi a jednac¢ina (1.8) ima standardni oblik (1.5), ovaj sistem jeste
linearni. Koeficijenti u ovom sistemu su ay = 2, a; = 2t, by = 1, by = 2, pri ¢emu koeficijent a;
nije konstanta i menja se sa vremenom, pa zaklju¢ujemo da je ovaj sistem vremenski promenljiv.

Dakle, sistem (1.8) nije LTI.

2




Glava 2

Furijeovi redovi

2.1 Uvod

Primer.

Odrediti ustaljeni odziv kola sa slike 2.1 (filtar propusnik niskih ucestanosti, NF), vy, na
pobudu v;, = 10Vsin®wyt. Poznato je RC = -1

2wo *

R
Uin Dout
+ 1
I C
Slika 2.1: NF filtar.
Resenje.
Na osnovu slike 2.1 moze se pisati
. Vin — VYout
o= ——F—
R (2.1)
Cdvout _ Vin — Vout
dt R
Diferencijalna jednacina (2.1) moze se pisati u obliku
dvoy
RC o b Vs = Vi (2.2)

Kao $to vidimo, diferencijalna jedna¢ina (2.2) ima oblik koji odgovara optem obliku dife-
rencijalne jednacina za LTI sisteme, (1.5). Takode, pocetni uslovi nisu dati pa smatramo da su
jednaki nuli. I najzad, svi koeficijenti u (2.2) su konstanti, tj. ne zavise od vremena(a; = RC' =
ag =1, by = 1), $to znaci da je kolo sa slike 2.1 LTT sistem.

2w’
Sa druge strane, iz trigonometrije je poznato da je sin?z = 1=¢%2% pa pobudu mozemo

2 Y
pisati i u obliku

Uin = 10V sin? wot = 5V — 5V cos 2wpt (2.3)

a naSe kolo sa slike 2.1 mozemo predstaviti kao na slici 2.2.

11
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° UOUI

-5V cos 2wt

Slika 2.2: NF filtar, drugi oblik.

Kako je ovo kolo LTT sistem, a u LTI sistemima vazi princip superpozicije, dalje se kolo moze
dekomponovati na dva kola razli¢itih pobuda, a odziv traziti kao zbir odziva na pojedinacne
pobude, sto je prikazano na slici 2.3.

R R
DoutO Uoutl

+
+

5V — C -5V cos 2w — C

Slika 2.3: NF filtar, superpozicija.

Odziv sada postaje

Vout = Voutd T Voutl- (24)

Sa slike 2.3 je ocigledno da je v,u0 = DV, dok se v, dobija reSavanjem diferencijalne
jednacine

Aoy
RC i + Voutl = Uinl- (25)
dt
gde je v;,1 = —HV cos 2wpt, ¢ime se najzad dobija trazeno reSenje, tj. odziv kola sa slike 2.1 na

zadatu pobudu.

2.1.1 Fazori

Na ovom mestu bi bilo pogodno prikazati alternativni a znatno jednostavniji na¢in trazenja
odziva kola sa slike 2.1, obzirom da se izbegava resavanje diferencijalnih jedna¢ina. Ovaj nacin
predstavlja i sustinu za teme koje slede u okviru ovog poglavlja.

Dakle, pitanje je da li je moguce prilikom resavanja LTI sistema ¢iji je matematicki model dat
kao (1.5) izbedi resavanje diferencijalnih jednacina, tj. olaksati i pojednostaviti reSavanje kola
na neki na¢in? Odgovor na ovo pitanje dao je Charles Proteus Steinmetz (1865-1923), nemacki
matematicar, inZenjer elektrotehnike i profesor [4]. Svoju ideju predstavio je u revolucionarnom
radu Complex Quantities and Their Use in Electrical Engineering, publikovanom 1893. god. u
American Institute of Electrical Engineers (AIEE), danasnji IEEE.

Dakle, razmatra se prinudni odziv elektri¢nih kola na sinusoidalne pobude tipa:

x(t) = Acoswot + B sinwyt (2.6)
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gde z(t) moze biti struja ili napon, tj. = € (v, i), a A, B € IR, dok je wy isto za sve izvore u kolu.
z(t) je klasa funkcija koje su definisane realnim parametrima A i B. Dakle, dva realna broja su
dovoljna da definisu x(t), a predstava preko kompleksnog broja je forma koja dva realna broja
"pakuje"u jedan. Dakle, cilj je (2.6) predstaviti kao kompleksan broj, u formi obrtnog vektora,
tzv. fazora. Geometrijska interpretacija prikazana je na slici

> x(t)=Xpe "

(Dot | N

x(t)=R/e(J£QD=R€()_(0€iwm)

Slika 2.4: Fazor.

gde je

(t) = Xoe! (2.7)

dok se nasa pobuda (2.6) sada moze pisati kao x(t) = R(z(t)), tj. z(t) = R(X,e0!). Clan X,
je traZena forma kompleksnog broja, tj. fazor, dok ¢lan e/“°! predstavlja obrtanje. Ostaje da se
odredi tacan oblik tog kompleksnog broja, odnosno njegov realni i imaginarni deo X, = X, +j.X;

(X,, X; =7).
Da bismo to dobili, formu (2.7) napisimo kao

2(t) = X’ = (X, + 7 X;)(coswot + j sinwgt) =

2.8
X, coswot + 3 X, sinwpt + jX; coswyt — X; sin wot. (28)

Koristedi da je z(t) = R(z(t)), dobija se
z(t) = X, coswot — X; sin wyt. (2.9)

Najzad, izjedna¢avanjem (2.6) i (2.9), dobija se traZeni kompleksni broj, tj. X, = A a
X, =—B, paje

X,=A—-jB. (2.10)
Dakle, na ovaj nacin uveden je pojam fazora, tj. predstava pobude tipa (2.6) preko kompleksnog
broja, gde je doslo do sledecih preslikavanja [5]
z(t) — X,
Acoswot + Bsinwgt — A — jB

coswot — 1
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'
|4
10V
\7_5 v
10V coswyt 5V sinwgt
A
A
220 V.
220V
-7V sinwgt 220V coswot + 220V sinwt

Slika 2.5: Fazori, primeri.

sin wot — —7.

Na slici 2.5 prikazani su neki primeri fazora.

2.1.2 Primena fazora

Kao sto je veé receno, fazori se uvode radi lakSeg reSavanja elektri¢nih kola. Pre argumen-
tacije ove stavke, navedimo i nekoliko ¢injenica u vezi fazora.

Prvo, Kirhofovi zakoni (Kirchhoff’s circuit laws) vaze i za fazore. To se odnosi i na prvi i
na drugi Kirhofov zakon. Prema prvom Kirhofovim zakonima, algebarski zbir struja u ¢voru je
jednak nuli, tj. > ¢ = 0, i zbir napona u konturi je jednak nuli, tj. > u = 0. Pretpostavimo da
u nasem slu¢aju imamo dve pobude x4 (t) i xo(t) tipa (2.6), tj.

x1(t) = Ay coswyt + By sinwyt (2.11)
i
xo(t) = Ay coswot + By sin wyt (2.12)
C¢ije su fazorske prezentacije
X, =A—jB (2.13)

Xy =A2—jBy (2.14)
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respektivno, tada se moze pokazati da ako je

x(t) = xq1(t) + 22(t) = Ay coswot + By sinwgt + A coswot + Ba sinwgt = (2.15)
(A; + Ay) coswot + (B + By) sin wpt '

sledi i da je

X = (Al + AQ) - ](Bl + BQ) = Xl ‘|‘X2 (216)

Sto znaci da Kirhofovi zakoni vaze i za fazore. Fazorska transformacija je linearna transformacija,
Sto znaci da vaze aditivnost i homogenost, pa, kao sto se vidi, Kirhofovi zakoni vaze usled vazenja
osobine aditivnosti. Za sada je olakSanje to $to umesto sabiranja sinusoida sabiramo kompleksne
brojeve.

Usled vazenja homogenosti, moze se pokazati da i Omov zakon (Ohm’s law) vazi i za fazore.
Ako je i(t) pobuda tipa (2.6), tj. i(t) = I4 coswot + Ipsinwyt, 1 ako vazi da je u(t) = Ri(t),
tada je

u(t) = Ri(t) = RI coswot + Rlpsinwgt (2.17)

odnosno, sledi da je

U =RI (2.18)

gde je I = 14 — jIp fazor stuje i(t) a U fazor napona u(t).

Sledeca klju¢na primena fazora je uvodenje pojma impedanse, i zna¢ajno olakSavanje resavanja
elekri¢nih kola, obzirom da omogucéava svodenje diferencijalnih jednacina na algebarske jed-
nacine.

Podimo od slike 2.6 gde je napon na kondenzatoru nasa pobuda tipa (2.6), tj.

Slika 2.6: Primer primene fazora - kondenzator.

U, = Ugy coswot + U,p sin wyt. (2.19)

Struja kondenzatora se rac¢una kao

du,

Zc:Odt

(2.20)

Sto u konkretnom slu¢aju pobude tipa (2.19) postaje
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1. = woCU,p cos wot — woCU,4 sin wyt. (2.21)

Pokusajmo sada da uradimo isto, tj. odredimo struju kondenzatora, samo primenom fazora.
Kao $to je poznato na osnovu (2.7), napon na kondenzatoru moZzemo pisati kao

e = R(u,) = RU ). (2.22)
gde je U, = Uca — jUcB.
Tada je
du d , .
£ = R(=U. &) = R(jwol 7" 2.23
dt (dt_ce ) (]wU—ce ) ( )
na osnovu ¢ega mozemo videti da je % — jwp Sto predstavlja kljuéno pojednostavljenje

obzirom da diferencijalne jednacine svodi na algebarske jednacine.
Struje kondenzatora je sada

du,

= C%(iU &) = R(jwoCU &) = R(1 e7°"). (2.24)

_c
! At

Kako je

I, = jw,CU, (2.25)

na ovaj nacin je zapravo uveden i pojam impedanse

1
o 2.26
sto nam dalje omoguéava da kondenzator tretiramo kao otpornik otpornosti (2.26).
Na slican nacin se dobija i impedansa kalema, slika 2.7.
L
_|_
ur L
Slika 2.7: Primer primene fazora - kalem.
Ako je struja kalema data kao
i, = I 4 coswot + 11,5 sinwot (2.27)

moze se pisati
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i = Riy) = R(Le™") (2.28)

gde je lL = ILA _j]LB-
Napon na kalemu se racuna kao

up = L(%L = L%(%lLejW) = R(jwoLl e’ = R(U 7). (2.29)
Kako je
U; = jwoll, (2.30)
impedansa kalema je
Z; = jwolL (2.31)

Sto nam dalje omogucava da i kalem tretiramo kao otpornik otpornosti (2.31).

Vratimo se sada naSem primeru iz poglavlja 2.1, gde smo poznavajuéi trigonometrijsku
formulu i koristeéi ¢injenicu da je kolo sa slike 2.1 LTT sistem, reSavanje sveli na slucaj kola sa
slike 2.3. Kao $to se vidi iz (2.4), izlazni napon se dobija kao superpozicija odziva na pobude:
Uino = DV 1 v;1 = —HV cos 2wpt. Odziv na pobudu v;,g0 = 5V je vouo = 5V, dok se odziv na
pobudu v;,; = —5V cos 2wyt dobija resavanjem diferencijalne jednac¢ine (2.5).

Kako bismo izbegli resavanje diferencijalne jednacine i olaksali ra¢un, uvedeni su fazori koji
problem svode na reSavanje algebarske jednacine. Primenimo resavanje preko fazora na (2.5),
koju mozemo pisati u obliku

d ou
RC Udtﬂ + Uput1 = —HV cos 2wpt. (2.32)

Kako iz fazorske transformacije proizilazi
L —s j2uwy

i

cos 2wt — 1

diferencijalna jednacina (2.32) prelazi u algebarsku jednacinu

jQWUROKoutl + Koutl = -5V (233)
iz ¢ega se dobija da je
-5V
Voir1l = ——————. 2.34
Kako je u postavci dato da je RC' = ﬁ, konac¢no se dobija
-5V
=—2.54352.5. (2.35)

Y ooutl — m
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Primenom fazorskih transformacija gde
coswot — 1

sinwgt — —jJ

konac¢no se dobija

Vout1 = —2.5V cos 2wt — 2.5V sin 2wyt (2.36)

a konacan odziv

Vout = Vouto + Uout1 = DV — 2.5V cos 2wt — 2.5V sin 2wyt. (2.37)

Napomenimo da smo odziv v,,; mogli odrediti i preko razdelnika napona, zahvaljujuci
uvodenju impedanse kondenzatora. Na osnovu slike 2.8

R

Ztnl _Voutl

Slika 2.8: Kolo, fazorska prezentacija.

moze se pisati

el 1 5V

Vv ==y =_J% vy -_ - @y = 2.38
——outl R+Zc—znl R+ jw%—znl 1 +j2W0RC_m1 1 +]2WORC ( )
Sto je isti rezultat kao i (2.34).
Napomenimo i to da se iz 2.38 vidi i funkcija prenosa ovog sistema
V 1
—outl : : (2.39)
Vii 1+ j2wRC

Ocigledno je da funkcija prenosa vazi i za DC slucaj, tj. wyp = 0, kada se dobija da je Vo =
Vo =5V.

Sta je nade kolo iz primera uradilo sa pobudom i kakav je odziv dalo, moZemo videti i preko
geometrijske interpretacije fazora u konkretnom slucaju, prikazane na slici 2.9.

Dakle, nasa putanja resavanja kola iz primera je bila:

10VsinZwot — v,
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2.5

-5 -2.5

Ving =-5V Vour =-2.5V+j2.5V

Slika 2.9: Pobuda i odziv, fazorska prezentacija.

J  transformacija primenom trigonometrijske formule

5V — 5V cos 2wt — vy,

1 LTI (reSenje dobijeno resavanjem diferencijalne jednacine ili fazorima)
5V — 2.5V cos 2wot — 2.5V sin 2wot —> Uy

Kao sto se i moglo oc¢ekivati, obzirom da je kolo sa slike 2.1 LTT sistem, svaka sinusoida je
prosla kroz LTI sistem kao sinusoida, izmenjene amplitude i faze, ali iste frekvencije. Takode,
kolo sa slike 2.1 je NF filtar (filtar propusnik niskih uestanosti), ¢ija je grani¢na ucestanost
2wy, Sto znaci da je filtar propustio sve do 2wy, a na 2wy oslabio za pola (3dB-ski propusni

opseg).

2.2 Furijeov red u trigonometrijskom obliku

Da li smo elektri¢no kolo iz primera (slika 2.1) resili zahvaljuéi tome $to smo imali srece i
znali trigonometrijsku formulu kojom smo razbili pobudu na sinusoide i time znatno olaksali
reSavanje, ili je u pitanju princip gde je nasa pobuda iz primera samo jedan slucaj koji proizilazi
iz tog principa? Da li u opstem slucaju postoji mogucénost da se bilo koji drugi signal razbije
na sinusoide?

Odgovor na ovo pitanje dao je Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), francuski ma-
tematicar i fizicar. On je pokazao da se svaki (preciznije, skoro svaki) periodi¢ni signal moze
predstaviti beskona¢nom sumom sinusoida, odredenih amplituda, uc¢estanosti i faza. Ta ekspan-
zija periodi¢nih signala na zbir sinusoida zove se Furijeov red. Takode, svaki periodi¢ni signal se
moze aproksimirati sabiranjem sinusoida odredenih frekvencija, amplituda i pocetnih faza. Da
bi se primenila Furijeova prezentacija periodi¢nog signala ¢(t), perioda Ty, na zbir sinusoida,
dovoljni, ali ne i striktno potrebni uslovi, poznati i kao Dirihleovi uslovi (Dirichlet conditions)
su [1]

1. Periodi¢ni signal g(t) mora imati kona¢an broj ekstrema, tj. konac¢an broj maksimuma i
minimuma, na itervalu jednog perioda Tj;

2. Periodi¢ni signal g(¢) mora imati konacan broj diskontinuiteta na itervalu jednog perioda
To;

3. Signal ¢(t) mora biti apsolutno integrabilan na periodu Tj:

Ty

2
/T lg(t)| dt < oo. (2.40)

_ -0

2
Mala digresija na ovom mestu, a vezano za iskaz da se svaki periodi¢ni signal moze aproksi-
mirati sabiranjem sinusoida odredenih frekvencija, amplituda i poc¢etnih faza. Od ovoga pravila
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delimi¢no odstupaju periodi¢ni signali kod kojih postoje diskontinuiteti, kada aproksimacija
odstupa od originalnog periodi¢nog signala g(t), jer se javlja tzv. Gibsov (Gibbs) efekat. U tom
slucaju, Furijeovi redovi u tacki diskontinuiteta konvergiraju srednjoj vrednosti leve i desne
strane originalnog signala (aritmetic¢ka sredina vrenosti signala sa obe strane diskontinuite-
ta). Takode, sa svake strane diskontinuiteta Furijeovi redovi imaju oscilacije, tzv. oscilatorni
premasaj. Period tih oscilacija iznosi 2T—J% (Ty je period signala g(t)), dok N predstavlja broj
sinusoida (harmonika) u Furijeovom redu, kojim se aproksimira periodi¢ni signal g(t). Maksi-
malna amplituda ovih oscilacija iznosi oko 9% amplitude diskontinuiteta, i ne zavisi od broja
harmonika N, slika 2.10 [1].

ooa 1 /\

A2

\V

Slika 2.10: Gibsov efekat.

Obzirom da su svi realni signali kontinualni, Gibsov fenomen se ne javlja, pa mozemo smatra-
ti da je predstava preko Furijeovog reda identi¢na periodi¢nom signalu. Ipak, neki matematicki
signali, kao $to je periodi¢na povorka pravougaonih impulsa, ima diskontinuitete, i tu je bitno
naglasiti postojanje Gibsovog fenomena, slika 2.11.

N, >N,

Slika 2.11: Gibsov efekat, povorka pravougaonih impulsa.

Vratimo se sada na Furijeov iskaz sa pocetka ovog poglavlja a to je da se svaki periodican
signal (koji ispunjava Dirihleove uslove) moze predstaviti preko zbira sinusoida odredenih am-
plituda, ucestanosti i faza. Dakle, ako je f(x) periodic¢an signal koji ispunjava Dirihleove uslove,
on se moze predstaviti preko Furijeovog reda
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+00
flz) =ap+ Z ay cos (kx) + by sin (kz). (2.41)
k=1
Ova forma Furijeovog reda zove se Furijeov red u trigonometrijskom obliku.
Dakle, zakljucak je da se periodi¢an signal f(x) moze predstaviti zbirom sinusoida ali osta-
je pitanje kakvih sinusoida? Preciznije, kako odrediti ag, a; i by koji odgovaraju bas§ nasem
periodi¢nom signalu f(x)?

2.3 Ortogonalnost funkcija

Pojam ortogonalnosti poznat je iz geometrije. Podsec¢anja radi, u primeru sa slike 2.12 dat
je prikaz projektovanja duzi d na ravan. Mera projekcije duzi na ravan u datom primeru iznosi
d cos a. Ukoliko mera projekcije duzi na ravan iznosi 0, Sto se dobija za slucaj kada je o = 90°,
tada kazemo da se duz projektuje u nulu, odnosno da su duz i ravan ortogonalne.

d

A
Y

d cosa

Slika 2.12: Ortogonalnost kao mera projekcije.

A sta predstavlja ortogonalnost kada su funkcije u pitanju? O kakvoj meri projekcije se tada
radi? Kada su funkcije medusobno ortogonalne?

Primer 1. Neka su date funkcije:

fo=1

fie = cos .

Mera projekcije u slu¢aju dve funkcije definise se kao:

/_ﬂ fOflcdx- (242)

Ukoliko ovaj integral iznosi nula, za dve funkcije fy i fi. kaZzemo da su medusobno ortogo-
nalne [6]. Dakle, u slu¢aju funkcija, integral je mera ortogonalnosti.
U konkretnom slucaju,

/ 1-cosxdr =0 (2.43)

—Tr

pa kazemo da su funkcije fo = 11 fi. = cosz medusobno ortogonalne.

Primer 2. Neka su date funkcije:

fo=1

f1s = sinx.
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Kako je

/ 1-sinxdx =0

zakljucuje se da sui fo =11 fi; = sinz medusobno ortogonalne.

Primer 3. Neka su date funkcije:

fo=1
fre = cos (kz), k € N.

Kako je

/ 1-cos(kx)dx =0

—T

zakljutuje se dasui fo =11 fr. = cos (kx) medusobno ortogonalne.

Primer 4. Neka su date funkcije:

fo=1
frs =sin (kz), k € N.

Kako je

/ 1-sin(kz)dx =0

—T

zakljutuje se dasui fo =11 fs = sin (kx) medusobno ortogonalne.

Primer 5. Ispitati da li je funkcija fy = 1 ortogonalna sama sa sobom:

Kako je

/ 1-1dx =27

zakljuCuje se da funkcija fy = 1 nije ortogonalna sama sa sobom.

Primer 6. Ispitati da li je funkcija f. = cos (kx) ortogonalna sama sa sobom:

Kako je

/7r cos (kz) cos (kx)dr = 7

—T

zakljucuje se da funkcija fr. = cos (kx) nije ortogonalna sama sa sobom.

Primer 7. Ispitati da li je funkcija frs = sin (kx) ortogonalna sama sa sobom:

Kako je

/ " sin (k) sin (kz)dz = 7

—Tr

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)
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zakljucuje se da funkcija frs = sin (kx) nije ortogonalna sama sa sobom.

Primer 8. Ispitati da li su funkcije medusobno ortogonalne (k,m € N):
fre = cos (kz)
fme = cos (mx)

Kako je

/7r cos (kx) cos (mzx)dx = {0’ za k7m (2.50)

™, za k=m

—T

zakljutuje se da su funkcije fi. = cos(kz) i fie = cos(max) medusobno ortogonalne samo za
slucaj kada je k # m.

Primer 9. Ispitati da li su funkcije medusobno ortogonalne (k,m € N):
frs = sin (kz)

fins = sin (mx)

Kako je

/7r sin (kz) sin (mzx)dz = {0’ za k#m (2.51)

m, za k=m

—T

zakljutuje se da su funkcije frs = sin (kz) i f,,s = sin (mz) medusobno ortogonalne samo za
slucaj kada je k # m.

Primer 10
Ispitati da i su funkcije medusobno ortogonalne (k,m € N):
fre = cos (kx)

fins = sin (mx)

Kako je

/7r cos (kz) sin (mx)dx =0 (2.52)

—T

zakljuuje se da su funkcije fy. = cos (kz) i f,s = sin (mx) uvek medusobno ortogonalne.

Dakle, na kraju mozemo formirati bazu ortogonalnih funkcija:
1
cos T
sinw
cos (2x)
sin (22)

éos(km)
sin (kz)

koje su medusobno ortogonalne, ali ne i sa samom sobom.
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Vratimo se sada na pocetak naSeg problema, a to je kako pronac¢i nepoznate parametre
sinusoida pri razvoju periodi¢nog signala u Furijeov red, jednac¢ina (2.41), tj. kako odrediti
nepoznate parametre ag, ay i by?

Da bismo dobili odgovor na ovo pitanje, posmatrajmo ¢emu je jednak integral

/_ﬁ |- f(a)da (2.53)

pri Semu je f(x) razvoj periodi¢nog signala u Furijeov red, tj. jednaéina (2.41).

/_7r 1.f(96)dx:/7r 1. (ao—i—fakcos(kx)+bksin(kx)>d$:

- k=1

/ aodx + Zak/ cos (kx)dz + Z bk/ sin (kz)dz = 2mag

s
—Tr

(2.54)

Sto proizilazi na osnovu osobine ortogonalnosti, konkretno jednaé¢ina (2.45) i (2.46). Na osnovu
(2.54) najzad proizilazi i ¢emu je jednaka vrednost parametra ag:

= iﬁ/7r f(z)dz. (2.55)

Parametar a; se odreduje trazeci vrednost integrala

' f(z) cos (mx)dx (2.56)

i koristec¢i osobine ortogonalnosti funkcija, konkretno jednacina (2.45), (2.50) i (2.52), na osnovu
Cega se dobija

' f(z) cos (max)dx = /7r ag cos (mx)dx+

—T

+oo ” (2.57)
Zak/ cos (kx) cos (mx)dx + Zbk/ sin (kz) cos (mz)dx = ma,,
i postoji samo u slucaju kada je m = k. Dakle, vrednost parametra a; iznosi
1 s
= —/ f(z) cos (kx)dz. (2.58)
™ —T

Parametar by, se odreduje na slican nacin, trazeéi vrednost integrala

/7r f(z)sin (kz)dx (2.59)

i koristeci osobine ortogonalnosti funkcija, konkretno jednac¢ina (2.46), (2.51) i (2.52), na osnovu
cega se dobija

= %/_ﬂ f(z)sin (kx)dz. (2.60)

Kako u telekomunikacijama signale najc¢esée posmatramo u vremenu, pogodno je preci na
druge promenljive. Umesto promenljive x posmatramo vreme ¢, pa je signal periodican na
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intervalu Ty umesto 27. Na taj nacin konverzija Furijeovih redova u zapis pogodan za primenu

u telekomunikacijama ide preko transformacija:

T —1

T T
SEREY
pa je £ = 12 odnosno, z = 2T—’Ort = wyt.

Najzad, transformacija promenljivih ima oblik:

| s —%/?f(t)dt (2.61)
B x)dr = T ) ) .
Konacno, razvoj periodi¢nog signala u Furijeov red ima oblik:
+oo
fit)=ao+ Z ay, cos (kwot) + by, sin (kwot) (2.62)
k=1
gde su
17 ]
= — t)dt 2.63
o T, =) (t) ( )
) B
ap = f(t) cos (kwot)dt (2.64)
TO —Tp
Ty
2 [2
by = — f(t) sin (kwot)dt. (2.65)
T[) *TTO

Naglasimo jo§ i vezu izmedu fazora i Furijeovog reda u trigonometrijskom obliku (2.62).
Ako posmatramo samo jednu frekvencijsku komponentu razvoja (jedno k), primeticemo da je
ona oblika (2.6), na osnovu ¢ega zaklju¢ujemo da je jedan harmonik u razvoju Furijeovog reda

ustvari jedan fazor a, — jby koji se obrée sa kwy, slika 2.13.

-bk _________________ : ay - _]bk

Slika 2.13: Veza Furijeovog reda i fazora.

2.4 Polarni oblik Furijeovog reda (jednostrani spektar)
Jedan od popularnih zapisa razvoja periodi¢nog signala u Furijeov red je i tzv. polarni oblik

Furijeovog reda.
Posmatrajmo jedan, k-ti harmonik Furijeovog reda u Dekartovom sistemu, tj. (2.41)
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ay cos (k) + by sin (kx) .

Pitanje glasi mozemo li (2.66) pisati u polarnom sistemu, tj.

71 cos (kx + @x)

tj. koja je veza izmedu parametara ay, by, 7y 1 @i?
Jednostavnim izjednacavanjem (2.66) i (2.67) dobija se

ag = T, COS Pk

b, = —rg sin g

iz Ccega sledi

T :\/ai—l—bi

o = Qg

or = atan2 (—bg, ax) .

Dakle, Furijeov red u polarnom obliku je

“+oo
f(x)=ro+ Zrk cos (kz + ¢y)
k=1
ili u telekomunikacionom obliku
—+oo

ft) =m0+ Z 71, cos (kwot + ).

k=1

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

Naglasimo i to da se u polarnom obliku Furijeovog reda parametar r; zove amplitudski spektar

(jednostrani), dok se ¢y, zove fazni spektar (jednostrani).

2.5 Furijeov red u kompleksnom obliku (dvostrani spektar)

Predstava Furijeovog reda u kompleksnom obliku daje kompaktniji zapis a ¢esto i olakSava
racun. Kompleksni brojevi povezuju dva realna broja u jedan entitet. Ako pogledamo zapis
Furijeovog reda, (2.62), vidimo da svaki harmonik ima realne komponente, a; i by Sto ga vec

na prvi pogled ¢ini pogodnim za pakovanje u kompleksan broj.
Na osnovu Ojlerove (FEuler) formule vazi

cos (kwot) = (ejkwot _i_efjkwot)

N | —

1 ) )
sin (k}wot) = 2_ (ejkwot . e—kaOt) ‘
J

Ako u (2.62) zamenimo (2.74) i (2.75), dobija se

f(t) = ag + Z % (ejkwot + e—jk:wot) + b_k’ (ejkwot . e—jkwot)

2 279

k=1

(2.74)

(2.75)

(2.76)
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koja se sredivanjem i zapisom parametra ag kao ag = age’*°! svodi na

—+o0 . .
0wt W = IOk kot | Ok T IOk ik
f(t) = age’™ + Z (Tej ot + — ¢ Jreot ) (2.77)
k=1
Ako skratimo zapis i uvedemo oznake Cy = a i kompleksni koeficijent C), = =% (2.77)
postaje
+o0o “+o0o .
_ N7, ikt Ak s o —ikwot 2.78
FaomFg, =
Ako uvedemo proSirenje na skup celih brojeva, tj. m = —k, dobija se da je
f ag + jbr —jhwot f a_m + Jjb_m pimwot (2 79)
—e = —_— .
2 2
k=1 m=—1
Najzad, uvodenjem oznake C,, = % konaé¢no se dobija Furijeov red u kompleksnom
obliku:
+00 ‘
= ) el (2.80)
k=—o00
gde je
'ao, k=20
Cp=qa% k>0 (2.81)

a_p+jb_
acutibor g <,

\

Kompleksni koeficijenti C), se mogu izrac¢unati zamenom prorac¢unatih parametara ay (2.64)
i by (2.65) u (2.81). Za slucaj k > 0 dobije se

1 1
Cr==(ar —jbp) = = / f(t) cos (kwot)dt — ]—/ f(t) sin (kwot) dt
2 2 T(]

Ty
2

(2.82)
1

T, f () (cos (kwot) — jsin (kuwot))dt = Ti0 /T Ft)eRotq,

Na slican nacin se dobija ista forma kompleksnih koeficijenata C', i za slucaj kada je & < 0,
koristedi €injenicu da je f (z) = sinz neparna funkcija, dok se zamenom k = 0 dobija da je
C() = dayp.

Najzad, Furijeov transformacioni par u kompleksnom obliku je

“+00
_ Jkwot
= E Cye

1 ’Z*‘” (2.83)
2

=— t)e Thotds,

C, T, /QTO f(t)e
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U kompleksnom obliku Furijeovog reda, C', se jos naziva i dvostrani spektar, jer obuhvata
i pozitivne i negativne frekvencijske komponente. Kako je

Cy, = |Cyl ™ (2.84)

deo |C}| se zove amplitudski spektar (dvostrani), a 6 se zove fazni spektar (dvostrani).
Najzad, na osnovu (2.70), (2.71) i (2.81) se moze izra¢unati i veza jednostranog i dvostranog
amplitudskog i faznog spektra:

p
ag = To, k=20

o

|Qk| — \ak;jbﬂ _r

, k>0 (2.85)

N

_ ib_
la_k+j k|:7'?k7 k<0.

L 2
i
0, k=0
0 = ¢ atan2 (—by,ax) = ¢, k>0 (2.86)

(atan2 (b_y,a_x) = —pr, Kk <O0.

iz Cega se zakljucuje da je dvostrani amplitudski spektar parna funkcija uc¢estanosti, a dvostrani
fazni spektar neparna funkcija ucestanosti, tj.

1Cl = ‘Q—k| (2.87)

argC_, = —argC) = —by. (2.88)

Kao i u sluc¢aju jednostranog spektra, moguce je uspostaviti vezu izmedu fazora i Furije-
ovog reda u kompleksnom obliku, tj. dvostranog spektra (2.83). Za razliku od jednostranog
spektra, a na osnovu veze koeficijenata jednostranog i dvostranog spektra (2.85), u slucaju
dvostranog spektra za jednu frekvencijsku komponentu razvoja (jedno k), imamo dva duplo
manja fazora nego u slu¢aju jednostranog spektra, slika 2.13, koji se obréu sa istom kwy, ali
u suprotnim smerovima. Geometrijska interpretacija Furijeovog reda u kompleksnom obliku,
odnosno dvostranog spektra, i fazora, prikazana je na slici 2.14.

[ — Ca=(ay + jby)/2

ak/ 2

B G b2

Slika 2.14: Veza Furijeovog reda (dvostrani spektar) i fazora.
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Konacno, u zakljucku na temu spektra periodi¢nih signala, moze se reé¢i da su spektri perio-
di¢nih signala diskretni, Sto znaci da spektralne komponente ne postoje na svim ucestanostima
veé samo na umnoscima osnovne ucestanosti wy, tj. na kwg, koji se nazivaju harmonici. Spektri
periodi¢nih signala iz ovog razloga se ¢esto nazivaju i linijski spektri. Na slici 2.15 dat je primer
amplitudskog spektra za jednostrani i dvostrani spektar, dok je na slici 2.16 dat prikaz faznog
spektra za jednostrani i dvostrani spektar. Oc¢igledno je da je amplitudki spektar parna funkcija
ucestanosti, a fazni spektar neparna funkcija ucestanosti.

|Cyl, Tic
—— jednostrani
1Colyy To ——  dvostrani
I
. C)| N
. C.of (@] 1
Cs C
cd = v v | | S iy
-4 -3mg -2 -0 0 o 2m 3wy 4, ®
Slika 2.15: Amplitudski spektar.
Ok, Pk
—— jednostrani
—— dvostrani
0 61 Q1
B 0 0s @4
oy D0y oy 0| Po 2||(P2 30 ”
N . ® - i >
| -3(1)0 92| 0 ®o 2(,00 4(1)0 ®
0.4 )
07" @3

0.1

Slika 2.16: Fazni spektar.

2.6 Osobine Furijeovih redova

U okviru ovog poglavlja bi¢e prikazane neke osobine Furijeovih redova, one koje se najcesce
primenjuju.
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2.6.1 Linearnost

Osobina linearnosti Furijeovih redova sledi iz osobine linearnosti operatora sume i integrala.
Kao sto je vec¢ reCeno, linearnost se zasniva na osobinama homogenosti i aditivnosti. U kon-
kretnom slu¢aju, posmatrajmo dva periodi¢na signala f(t) i g(t), ¢iji su kompleksni Furijeovi
koeficijenti C}) i G}, respektivno, tj.

f(t) — C

g(t) — G

Tada vazi

homogenost: af(t) — aC),

aditivnost: f(t) + g(t) — C), + G,

2.6.2 Simetrije

Osobina simetrije odnosi se na to da su neki ¢lanovi razvoja Furijeovog reda jednaki nuli, u
zavistosti od toga da li je periodi¢na funkcija f(t) ¢ji razvoj ra¢unamo parna ili neparna.

U slucaju kada je f(t) parna funkcija, tj. f(—t) = f(t), koeficijenti by u razvoju (2.62) su
jednaki nuli, b = 0, pa se razvoj Furijeovog reda svodi na

—+00

ft) =ao+ Z ay cos (kwot). (2.89)

k=1

U razvoju Furijeovog reda u kompleksnom obliku, (2.80), a na osnovu (2.81), kompleksni
koeficijenti €}, imaju samo realni deo (3(C),) = 0)) i postaju

C, = % vk (2.90)

dok fazni spektar postaje

0, =0, &m, Vk. (2.91)

U slucaju kada je f(t) neparna funkcija, tj. f(—t) = —f(t), koeficijenti a; i ag u razvoju
2.62 su jednaki nuli, ay = 0, a9 = 0, pa se razvoj Furijeovog reda svodi na

F(£) = besin (kwot). (2.92)

U razvoju Furijeovog reda u kompleksnom obliku, (2.80), a na osnovu (2.81), kompleksni
koeficijenti C'), u slu¢aju kada je f(t) neparna funkcija imaju samo imaginarni deo (R(C}) = 0))
i postaju

—j% k>0
c,=¢ )2 " (2.93)
Ju, za k<0

dok fazni spektar postaje

0, = ig. (2.94)
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2.6.3 Kasnjenje u vremenskom domenu

Osobina kasnjenja u vremenskom domenu daje odgovor na pitanje: ako su kompleksni koefi-
cijenti C', razvoja Furijeovog reda periodi¢ne funkcije f(t), koji su koeficijenti razvoja u Furijeov
red periodi¢ne funkcije zakasnjenje u vremenu, tj. f(t — At), tj.

f(t) — C

flt—At) — 7

Na osnovu (2.83), nepoznati koeficijenti ra¢unaju se kao

1 % jkwot 1 %JFN jkwo(t—At jkwo At
T /T [t = At)e ™ 0dt = —/ ft — At)e Theoli=Atlgmikwollg (t  At) =
0 _TO -

To “To 4 At

. (2.95)
ejk“’OAtTi/: f(t)e Irotqy Ile’jkwoAt
0J=0

Dakle, kasnjenje u vremenskom domenu za vremenski interval At dovodi do toga da koefi-
cijenti razvoja u Furijeov red postaju

f(t — At) — O e Tkwoat,

2.6.4 Inverzija vremenske ose

Osobina inverzije vremenske ose daje vezu izmedu razvoja u Furijeov red periodi¢ne funkcije
f(t) 1 periodi¢ne funkcije f(—t), tj.

flt) — Cy
f(=t) — 7

Na osnovu (2.83), nepoznati koeficijenti ra¢unaju se kao

Ty
1 [2 .
— —t)e IR0ty 2.96
- / F(-t)e (296)
§to uz smenu —t = 7 postaje
Ty
1 (= " .
T / ()™ Tdr = C) (2.97)
0 J g

odnosno predstavlja konjugovano kompleksnu vrednost koeficijenata C'), periodi¢ne funkcije
f(t). Dakle, vazi da je

f(=t) — O\~
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2.6.5 Diferenciranje

Osobina diferenciranja daje vezu izmedu razvoja u Furijeov red periodi¢ne funkcije f(t) i

. s df -
izvoda te funkcije 5, tj.

ft) — Cy

df (t)

Na osnovu (2.83), periodi¢na funkcija f(t) dobija se kao

+oo
ft)y =Y Cpet, (2.98)

k=—o00

Nalazenjem izvoda leve i desne strane, dobija se

“+o0o

k=—o00

na osnovu ¢ega se izvodi zaklju¢ak da se diferenciranje periodi¢ne funkcije f(¢) odrazilo na
koeficijente razvoja u Furijeov red tako $to su oni pomnozeni faktorom jkwg, tj. vazi da je

4 —s jkwoC,.

2.6.6 Integraljenje

Osobina integraljenja daje vezu izmedu razvoja u Furijeov red periodi¢ne funkcije f(t) i
integrala te funkcije [ f(t)dt, tj.

ft) — Cy
[f@t)ydt — 7

Na osnovu (2.83), periodi¢na funkcija f(z) dobija se kao

+o0o
ft)y= > Cpett. (2.100)

k=—o00

Nalazenjem integrala leve i desne strane, dobija se

“+oo +00 +oo
. . C )
_ kwot __ kwot . ~k kwot
/f(t)dt = /k:EOOlej = k:EooQk/ e’ dt = :Eoo jk—woej (2.101)

na osnovu ¢ega se vidi da se integraljenje periodi¢ne funkcije f(t) odrazilo na koeficijente razvoja
u Furijeov red tako $to su oni podeljeni faktorom jkwy, tj. vazi da je

[ ft)dt — S

Jkwo

zak #0,Cy=0.
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2.7 Parsevalova teorema

Pre samog iskaza Parsevalove teoreme (Parseval’s theorem), definisa¢emo dva bitna para-
metra periodi¢nog signala f(t):

(1) srednja vrednost, fiean

(2) srednja kvadratna vrednost (efektivna vrednost), frass-

Srednja vrednost signala f(t) periodi¢nog na intervalu Ty se definise kao

1 7
fmean = T /QTO f(t)de. (2.102)

Srednja kvadratna vrednost (efektivna vrednost) signala f(t) periodi¢nog na intervalu Ty se
definise kao

JrRMs = Tio/;o f2(t)dt. (2.103)

Sustina Parsevalove teoreme jeste da se srednja snaga periodi¢nog signala moze dobiti i iz
njegovog spektra sabiranjem kvadrata njegovih harmonika.

Formalno, Parsevalova teorema glasi: kvadrat efektivne vrednosti periodi¢nog signala f(t)
jednak je zbiru kvadrata efektivnih vrednosti njegovih harmonijskih komponenata. Fizicki smi-
sao Parsevalove teoreme dobijamo ako signal f(t) posmatramo kao napon ili struju na jedini¢no]
otpornosti, jer tada kvadrat efektivne vrednosti signala predstavlja srednju snagu tog signala.
Otuda i tvrdnja da je srednja snaga signala f(¢) jednaka zbiru kvadrata njegovih harmonika,
tj.

/f t)dt = Z|Ck. (2.104)

k=—o00

Dokaz Parsevalove teoreme:

To
2

1 2 e jwot
— t)dt = (1) Cre?™0tdt =
7o Jon P OU = 7 [ 11 k_}
. (2.105)
jkwot 2
; Ck Ty J-n f( ) etdt = kE_oo Cey” kE_OO |Cl

Parsevalova teorema ima oblik (2.104) za slucaj dvostranog spektra. Za trigonometrijski
oblik Furijeovog reda (2.62) Parsevalova teorema se dobija imajuéi u vidu da je

Z CWl* = Cy* + Z [ +Z|Ck =

h=reo h=reo (2.106)
— jb 1
Q02+2 Zw :Q02+§Z(ak2+bk2)
k=1 k=1

na osnovu cega sledi
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1 [? 1 &%
?0 /To fQ(t)dt = (102 + 5 Z (a;f + bk2) (2.107)
2 k=1

Najzad, imajuéi u vidu vezu (2.70), sledi i oblik Parsevalove teoreme za slu¢aj polarnog
zapisa Furijeovog reda, odnosno, jednostranog spektra

To —+00
1 e o 1 2
— t)dt = — . 2.108
o L P =453 (2.108)

2.8 Korelacija periodi¢nih signala

Korelacija periodi¢nih signala je integralna mera sli¢nosti dva periodi¢na signala (iste pe-
riode T'), koja pokazuje stepen poklapanja ovih signala kada je jedan od njih zakasnjen za
proizvoljni pomeraj 7, tj.

Rw@):%i/;x@w@4fnﬁ (2.100)

2

gde je R, (7) autokorelacija periodi¢nih signala z(t) i y(t). Da bismo pronasli Furijeov transfor-
macioni par za korelaciju, podimo od razvoja u Furijeov red signala y(¢ + 7) u formuli (2.109),
koristedi i osobinu kas$njenja u vremenskom domenu (2.95) i osobinu inverzije vremenske ose

(2.97), tj.

z +00 +oo T
1 2 ot ik wor 1 2 o
ny<7—) = T /2 I(t> k_z_ Kkejk 0 €]k Otdt = k; Xkejk 0 ?/; I(t)ejk Otdt =
- - - (2.110)
Z Xk*XkejkWOT'
k=—0o0
Dakle, Furijeov transfomracioni par ¢ine
+o0 '
Roy(r)= 3 XY ek
b (2.111)
XY=~ [ R (1)e 7" dr
2k =k T | r Ty

pri ¢emu vazi Ry, (—7) = Ry, (7).

2.8.1 Autokorelacija periodi¢nih signala

Autokorelacija periodi¢nih signala definiSe se identi¢no kao i korelacija periodi¢nih signala,
samo je autokorelacija integralna mera sli¢nosti signala sa samim sobom, t;j.

R..(T) = = /_2 x(t)z(t + 7)dt. (2.112)

T

2
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Na osnovu izraza (2.110) proizilazi da je

+oo +oo
Rxx(T) _ Z Kk*ikejkon _ Z |Xk|2€jkW0T' (2113)
k=—00 k=—00

Veli¢ina | X, |? se naziva i spektar snage signala () i Cesto se oznatava sa Sy, (jw).
Dakle, Furijeov transformacioni par ¢ine autokorelacija i spektar snage signala x(t)

+o0o ‘
_ Z |Xk|2€]kw07
k=—00
o (2.114)
Spe(jw) = | X,|* = T /T Ryo(T)e k0T dr

2

pri ¢emu vazi Ry, (—7) = Rur (7).

2.9 Konvolucija periodi¢nih signala

Konvolucija periodi¢nih signala z(t) i y(t) (oba iste periode T') predstavlja jo§ jednu in-
tegralnu meru sli¢nosti ovih signala. Ostaje pitanje za kakvu tacno integralnu meru sli¢nosti
kazemo da je konvolucija?

Da bismo dobili odgovor na ovo pitanje, podimo od korelacije signala z(t) i y(t) i njenog
transformacionog para, tj. izraza (2.111). Vidimo da je spektar korelacije dva signala jednak pro-
izvodu spektra jednog signala i konjugovano kompleksnog spektra drugog signala. Pokusajmo
sada da pronademo veli¢inu u vremenskom domenu koja povezuje periodi¢ne signale z(t) i y(%)
a Ciji je spektar jednak proizvodu spektara ovih signala,

“+oo “+o0o
Z X Y e]kon Z / _jkWOtthkejkWOT _

k=—o00 k=—o00
1 5
kwo(r—t) 74 _ — jkwo (T—1)
Z /_T 2(t)Y elheo di= [ Z Y, ekl g — (2.115)
k=—o0 2 k=—00
1 / : Z Y elheoremikeot gy — — / y(r —t)dt.
T _TT k=—o00

Dakle, dobijena veza u vremenskom domenu signala x(t) i y(t) ¢iji je spektar jednak proi-
zvodu pojedina¢nih spektara ovih signala ima oblik

_/ y(r — 1)dt = pry (7) (2.116)

i naziva se konvolucija, u oznaci p,, (7). Zakljucak je da konvolucija dva signala u vremenskom
domenu ima spektar koji je jednak proizvodu spektara pojedina¢nih signala u frekvencijskom
domenu.

Dakle, Furijeov transfomracioni par ¢ine
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+oo
Pay(T) = Z szkejkw
h=roo (2.117)

XY, = : ket
Apdy = T/QT Pay(T)eE T
pri ¢emu vazi pgy(7) = py (7).

2.10 Primeri

Primer 1. Odrediti i nacrtati jednostrani i dvostrani spektar signala

f(t) = 10 coswot. (2.118)

Resenje. Imajuéi u vidu razvoj periodi¢nog signala u Furijeov red u trigonometrijskom
obliku, izraz (2.62), o¢igledno je da je u datom primeru ap = 0, ay = a; = 10 i b, = 0. Na
osnovu toga je jednostrani amplitudski spektar

Te =T1 =V a12 -+ 612 = a; = 10 (2119)

a jednostrani fazni spektar

wr = 1 = atan2(—by, ay) = atan2(0, 10) = 0. (2.120)

Dvostrani spektar se dobija primenom izraza za vezu jednostranog i dvostranog amplitud-
skom spektra (2.85) i izraza za vezu jednostranog i dvostranog faznog spektra (2.86), tj.

C =gl —n—s5, k>0

C, = (2.121)
C,=l=tialon—5 k<o
~ -1 2 2 I
Y1 = 0 k>0
0 = (2.122)
Y1 = 0 k<O0.

Koeficijenti dvostranog spektra se mogu dobiti i zapisom (2.118) u obliku

f(t) = 10 coswot = 5e 7«0t 4 5 eJwnot (2.123)

gde je ocigledno da je C; =C _; = 5.
Jednostrani amplitudski i fazni spektar prikazani su na slici 2.17, a dvostrani amplitudski i
fazni spektar prikazani na slici 2.18.
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10

Y

(ON) 2mo 3w 4wy
Px

Py | | | >
A d t t T >

(ON) 2mg 3w 4wy

o> O

w

Slika 2.17: Jednostrani amplitudski i fazni spektar signala f(t).

A |Qk|

Y

-40)0 -3030 -20)0 -Wo 0 (N 20)0 3(,0() 40)0 ©
J |
-4(,00 -3600 -2(00 O 0 (QN) 20)0 30)() 40)0 ©
Slika 2.18: Dvostrani amplitudski i fazni spektar signala f(¢).
Primer 2. Odrediti i nacrtati jednostrani i dvostrani spektar signala
f(t) = 20 sin wot. (2.124)
Resenje. Kao i u prethodnom primeru, signal f(t) se moze pisati u obliku
f(t) = 20sinwet = 105 e 7«0t — 105 e/«0* (2.125)

odakle sledi da je: rj, = r1 = 20, pp = o1 = —3, [C}| = |C_| = |Cy| =10, 1 = =5, 0_1 = 7.
Jednostrani amplitudski i fazni spektar prikazani su na slici 2.19, a dvostrani amplitudski i
fazni spektar prikazani na slici 2.20.

Primer 3. Odrediti i nacrtati jednostrani i dvostrani spektar signala
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ATk
20
0 () 2(,00 30)0 4(,0() o
A
Pk
) Do 2(1)() 30)0 4(,0() ©
-m/2

Slika 2.19: Jednostrani amplitudski i fazni spektar signala f(t).

UG
10

Aoy 3wy 20, - 0 w20y 3wy 4w, ©
A ek
/2

-4\(1)0 -3(;)() -2(;)() O 0 CI)() 2(1)0 3(1)() 4(!)0 0‘)
=U/2 [

Slika 2.20: Dvostrani amplitudski i fazni spektar signala f(t).

f() = 10sin® wot. (2.126)

Resenje. Kao i u prethodnom primeru, signal f(t) se moze pisati u obliku

f(t) = 10sin® wot = 5 — 5cos 2wyt = 5 — 2.5e 720! — 2 5el2wot (2.127)
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odakle sledi da je: 7o = 5, 74 = 73 = 5, 9 = o = 7, |Cyl = |C_g| = |Csl = 25, 65 = 7, 05 =
—m. Jednostrani amplitudski i fazni spektar prikazani su na slici 2.21, a dvostrani amplitudski
i fazni spektar prikazani na slici 2.22.

A rk
5
D [on) 2m¢ 3w, 4, ®
A Ok
T
) [O)) 2(})0 3(1)0 4(00 ®

Slika 2.21: Jednostrani amplitudski i fazni spektar signala f(t).

Ak|gk|
5
2.5 2.5
-4(00 -3(,00 -20)0 - 0 (QN) 20)() 3(,0() 40)0 @
A ek
T
_4'0)0 -3(10() -2 0 -(10() ) OI)() 2(,00 3I(D() 4&00 '0)
-1
Slika 2.22: Dvostrani amplitudski i fazni spektar signala f(t).

Primer 4.

U cilju prenosa informacije o jednosmernom naponu vy (t) = 2V, predajni signal se mnozi
signalom (nosiocem) vs(t) = 4V cos(wot) €ime se dobija signal vs(t) = Lvi(t)va(t) koji se
potom prenosi kanalom do prijemnika (slika 2.23). Tokom prenosa, signal u kanalu oslabi 8
puta, pa je njegova vrednost na ulazu u prijemnik vy (t) = %Ug(t). U prijemniku se signal vy(?)
opet mnoZi signalom v,(t) Eime se dobija signal vs(t) = F7va(t)va(t) = Fzvi(t)va?(t). Na kraju

se signal vs(t) dovodi na filtar sa slike kod koga je R = 15.915kQ2 i C' = 1nF i na njegovom
izlazu se dobija signal vg(t).
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Odrediti izraze za signale vs3(t), v4(t), vs(t) i ve(t) u vremenskom domenu i njihove razvoje
u dvostrani Furijeov red (odrediti Furijeove koeficijente koji su razli¢iti od nule). Smatrati da
je 1 <« 200, kao i da je wy = 2r1MHz.

(%1 V3 V4 Vs R Ve

o—>—>< > o 1/8 X—»—o—\/\/\/\

Y
Y
®
Y
®

—e
Vo V2
Slika 2.23: Sistem za prenos.
Resenje. Imajudi u vidu sistem za prenos prikazan na slici 2.23 moze se pisati:
1 1 —jwot jwot
vs(t) = WU ()va(t) = W?V -4V cos(wpt) = 8V cos(wpt) = 4Ve ™" + 4Vel*0 (2.128)
odakle se moze videti da je C}, = C_; = 4V.
1 1 —jwot 1 jwot
vy(t) = §8V cos(wot) = 1V cos(wpt) = §V€ ot 4 §V6] 0 (2.129)

odakle se moze videti da je C7 = C_; = 0.5V.

1 ‘ .
vs(t) = WQV- 16V2cos? (wot) = 4Vcos? (wot) = 2V +2V cos(2wpt) = 2V + 1Ve 720! 4 1V el 2wot
(2.130)

odakle se moze videti da je Cy =2V, Cy, =C 5 =1V.
Da bi se odredili i koeficijenti signala vg(t), zbog jednostavnosti resavanja pogodno bi bilo
preci na fazore, pa se moze pisati

7e0 1 1 1 1

R 14 j20CR™  1+4200° " 20005 7

V=

V. = —j0.01

1 25
TG + 200

(2.131)

obzirom da je V; = 2V. Najzad, preko fazorske transformacije, poglavlje 2.1.1, dobija se signal
vg(t)

ve(t) = 2V + 0.01 sin(2wot) = 2V + 0.0055e 720" — 0.005 e/ *0" (2.132)

odakle se moze videti da je Cy = 2V, Cy = —0.0055, C_5 = 0.005;.

Primer 5. Odrediti amplitudski i fazni spektar periodi¢nog signala prikazanog na slici 2.24
i definisanom na intervalu jedne periode T" kao
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U —3<t<3
f(t) = (2.133)
0, inace.
S
U
T2 T -T+i2 12 0 2 T2 T T+ ;

Slika 2.24: Periodi¢na povorka pravougaonih impulsa.

Resenje. Kako se radi o periodi¢nom signalu, primenjuje se izraz za racunanje koeficijenata
Furijeovog reda, izraz (2.83)

T

1 7 ik 1 3 ikw
Co=7 [, f®e w Otdt:?/TUe Iheotp =
o 2 : (2.134)
wo 5 1 T
g - 1 / ’ ex dr = g - 1 (ejkWO% _ efjkw()% = E —Sln(kw02).
T jkwy kol T jkwy T kwog
gde je x privremena promenljiva prilikom uvodenja smene x = —jkwqt.
Spektar signala f(t) je C), = |C}| €% pri éemu je amplitudski spektar
Ut sin(kwos
C,| = =L &| (2.135)

T k;wo%

a fazni

0, sin(kwey) >0
0, = (2.136)
+7, sin(kwef) < 0.

Dakle, spektri periodi¢nih signala nemaju komponente na svim ucestanostima, ve¢ samo na
umnoscima osnovne ucestanosti signala, tj. na kwg, pa se zato ovi spektri nazivaju i linijskim
spektrima.

Radi lakseg sagledavanja linijskih spektara, cesto se uvodi tzv. anvelopa amplitudskog spek-
tra C'(w), koja se dobija iz amplitudskog spektra |C) | zamenom diskretnih vrednosti u¢estanosti
kwy kontinualnom promenljivom w, tj.
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. (2.137)

Na isti nacin se moze uvesti i anvelopa faznog spektra

0, sin(wj) >0
O(w) = (2.138)
+7, sin(w3) <0.

Maksimalna vrednost anvelope amplitudskog spektra javlja se na ucestanosti w = 0 i iznosi

. Ut
Co = il_r% |IC(w)| = 7 (2.139)

Nule anvelope amplitudskog spektra javljaju se na ucestanostima na kojima je ispunjen
uslov sin(w3) = 0, tj. na

_ %

w = (2.140)
T

gde je k=0, £1, £2,...

Aplitudski i fazni spektar signala f(¢) prikazani su na slici 2.25.

|Cil
UdT

S § N for T e

-6n/t Ane o koo 2p/r “Wo g @o 2n/c koo An/t o/t ()
Ok

| I__I-I-l
-67/t -47r/vI \ | ‘-271’/‘[ 0 2n/t Ar/t on/t (2]

-

Slika 2.25: Amplitudski i fazni spektar periodi¢ne povorke pravougaonih impulsa.

Na osnovu prethodne analize moguce je izvesti nekoliko zakljucaka:
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1. Spektar periodi¢ne povorke pravougaonih impulsa je beskona¢no Sirok, diskretan je (li-
nijski) sa komponentama na umnoscima osnovne ucestanosti kwy, koji se nazivaju harmonici.

2. Amplitudski spektar je parna funkcija ucestanosti, a fazni spektar neparna funkcija
ucestanosti.

3. Nule anvelope amplitudskog spektra nalaze se na w = 2]‘37” i mogu se ali i ne moraju
poklapati sa ucestanostima harmonika.
4. Maksimum anvelope amplitudskog spektra iznosi <. Moze se zakljuciti da Sto je signal

prisutniji u periodi (7 ), to je spektar izrazeniji u nuli (raste maksimalna vrednost anvelope).

5. Kada perioda signala raste, T'  razmak izmedu harmonika se smanjuje, a spektar se
zgusnjava, tj. T' 7 = wo \(jer je wy = 2% U grani¢nom slucaju kada T" — oo, spektar postaje
kontinualan, a signal aperiodi¢an. Sa druge strane, promena perioda 7" ne uti¢e na poziciju nula
anvelope.

6. Kada se trajanje impulsa smanjuje 7' N\, nule anvelope spektra se pomeraju ka viSim
ucestanostima, spektar se &iri, tj. 7 \, = 2= — /. U grani¢nom slucaju, kada 7 — 0, anvelopa
spektra postaje ravna. Sa druge strane, promena trajanja impulsa 7 ne uti¢e na razmak izmedu
harmonika.

7. U slucéaju kada 7 — 0, U — oo, Ut = 1, povorka pravougaonih impulsa postaje povorka
Dirakovih impulsa

= i 5(t —nT) (2.141)

konstantne anvelope amplitudskog spektra 7, 1 faznog spektra jednakim nuli na svim harmo-
nicima, slika 2.26.

Alternativno, zadatak se moze resavati i primenom razvoja Furijeovog reda u trigonometrij-
skom obliku ili polarnom obliku (jednostrani spektar). Primenom razvoja u trigonometrijskom
obliku, izraz (2.62), dobija se

+oo
f(t) =ao+ Y _ ay cos (kwot) + by sin (kuwot). (2.142)
k=1

Kako je signal iz primera parna funkcija ucestanosti, iz osobine Furijeovih redova simetrije
zakljucujemo da su koeficijenti by, = 0. Koeficijenti ag i aj su

T
1 [z 1 Ut
= = t)dt = — dt = 2.14
@ T/gf() T/U i (2.143)
2 k
- _/ f(t) cos (kwot)d / U cos (kwot)dt = Ur sin(kwog) (2.144)
T kw02
a razvoj u trigonometrijskom obliku
+oo

ft) =aog+ Z ay, cos (kwot). (2.145)

k=1
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T Js(t)
4900
37 2T T 0 T 2r 3T ¢
licd
1/T
-360() —26{)() -y ) Wy 26()() 36()() @
A o
-36:)() -2(:)() -6(;() ) 6:)() 2;)() :;C()() 'CU

Slika 2.26: Povorka Dirakovih impulsa u vremenu, amplitudski i fazni spektar.

Parametri jednostranog spektra su

Ut
o = Qg = T (2146)
20T sin(kwo?)
— a2 = - 2 2.147
= Vol 0 = ol = S (2.147)
m, ar <0
o = atan2 (—bg, ax) = atan2 (0, ax) = (2.148)
0, ap,>0
a razvoj u polarnom obliku
+o0
Ft) =ro+ > ricos (kwot + ¢r). (2.149)
k=1

Primer 6. Odrediti razvoj u Furijeov red u trigonometrijskom obliku periodi¢nog signala
prikazanog na slici 2.27.

Resenje. Furijeov red u trigonometrijskom obliku dat je preko

+oo
ft)=ag+ Z ay, cos (kwot) + by sin (kwot). (2.150)

k=1
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S0

-U 172 T

Slika 2.27: Povorka pravougaonih impulsa.

Kako je signal iz primera neparna funkcija uc¢estanosti, iz osobine Furijeovih redova simetrije
zaklju¢ujemo da su koeficijenti ag = 0, a, = 0. Koeficijenti b, se ra¢unaju kao

= —/ f(t) sin (kwot)dt = / f(t) sin (kwot)dt =

: (2.151)
U [=2 2U kwoT 2U
T/, " sin (kwot)dt = g —(1 — cos u;) )= pm —(1 — cos k)
odakle se moze zakljuciti
0, k parno
2U
b = - — (1 —coskm) = (2.152)
T
%, k neparno.
Kona¢no, razvoj signala f(t) je oblika
AU AU &1
Z b sin (kwot) = Z T sin (kwot) = — E n (kwot) (2.153)
=1 k=1
i ima komponente samo na neparnim harmonicima, tj.
SRS AU 1 1
f(t) = E sin (kwot) = — (sinwot + 3 sin wot + R sin Swot + . ... (2.154)
s s

k=1

Na slikama 2.28 - 2.32 prikazan je znacaj broja spektralnih komponenata u predstavi pra-
vougaonog impulsa f(t) sa slike 2.27.
Povorka pravougaonih impulsa za k = 1:

fi(t) = F(1) 5 = sinwot. (2.155)

Povorka pravougaonih impulsa za k = 3:

1
fa(t) = f(t)% = sinwyt + 3 sin wot. (2.156)
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filwt)

—1t 1

—180 —90 0 90 130
wt

Slika 2.28: Povorka pravougaonih impulsa, & = 1.

k=3

falwt)

1L 1

—150 —90 0 90 180

Slika 2.29: Povorka pravougaonih impulsa, k = 3.

Povorka pravougaonih impulsa za k = 5:

1 1
f5(t) = f(t)% = sinwopt + 3 sin 3wyt + R sin Swyt. (2.157)
k=5
1t 4
1L |
- IIEU - ;J[] [IJ UI[] lSIU

wt

Slika 2.30: Povorka pravougaonih impulsa, k = 5.

Povorka pravougaonih impulsa za k = 21:
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1 1 1
for(t) = f(t)% = sinwopt + 3 sin 3wt + R sin bwot + . . ., —1—5 sin 21wgt.

failwt)

1t 1

—180 —90 0 90 150
wt

Slika 2.31: Povorka pravougaonih impulsa, k£ = 21.

Povorka pravougaonih impulsa za k = 79:

1 1 1
fro(t) = f(t)l = sinwyt + 3 sin 3wot + = sin bwot + ..., —1—7—9 sin 7T9wyt.

4U

Frolwt)

—1t 1

—180 —90 0 90 150
wt

Slika 2.32: Povorka pravougaonih impulsa, k£ = 79.

47

(2.158)

(2.159)
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Glava 3

Furijeova transformacija

3.1 Uvod

Iz prethodne Glave 2 videli smo da se Furijeovi redovi koriste za prikaz frekvencijskih kom-
ponenata periodi¢nih signala. Ipak, u najveéem broju slucajeva, signali nisu periodi¢ni. Pitanje
koje se logi¢no namece je da li i u slu¢aju signala koji nisu periodi¢ni postoji na¢in da steknemo
uvid u njihov spektralni sadrzaj, odnosno, postoji li na¢in prikaza frekevencijskih komponenata
i signala koji nisu periodi¢ni? Upravo je ovo bila motivacija za nastanak Furijeove transfor-
macije koja nam omogucava prikaz frekvencijskih komponenata aperiodi¢nih deterministickih
signala, tj. signala koji nisu periodi¢ni ali se mogu predstaviti nekom matemati¢kom funkcijom.

Kao i u slucaju Furijeovih redova, da bi se odredio spektar deterministickog aperiodi¢nog
signala f(t), dovoljni, ali ne i striktno potrebni uslovi, poznati i kao Dirihleovi uslovi, su [1]:

1. Signal f(¢) mora imati kona¢an broj maksimuma i minimuma i konac¢an broj diskontinu-
iteta u bilo kojem kona¢nom vremenskom intervalu;

2. Signal f(t) mora biti apsolutno integrabilan u vremenu:

/+OO £ dt < oo. (3.1)

oo

3.2 Furijeov transformacioni par

U literaturi se pri izvodenju Furijeove transformacije ¢esto polazi od periodi¢nog signala f(t)
i Furijeovog reda, uz uslov da perioda tog signala T, — oo, ¢ime signal postaje aperiodican, a
Furijeov red bi trebalo da se svede na Furijeovu transformaciju.

Na slici 3.1 je prikazana jedna perioda periodi¢nog signala f(¢) koji predstavlja povorku
pravougaonih impulsa.

U o/To=1/2

U=1

-Ty2 -7/2 0 /2 Ty2 t

Slika 3.1: Pravougaoni impuls.

Na osnovu (2.83), kompleksni koeficijenti dvostranog spektra za slu¢aj prikazan na slici 3.1

49
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su:

r Ty  kwol  km 2

To T .
1 = A 1 3 , kwoZ 1
c -1 / Ftye oty = L / Pe-thtgy = UTSME5) 1 D) (32)
T *TTO Ty

2

Jednostavnom analizom za slucaj kada signal f(¢) postaje aperiodi¢an, dobili bismo:
Ty — o0

wo — 0

kwy — w

k — oo

gde bi na osnovu (3.2) sledilo

C, —0,za k #0.

Za slucaj k = 0, dobija se

na osnovu Cega sledi i
Cy—0,zak=0.

Dakle, u cilju izvodenja Furijeove transformacije, a polazeéi od Furijeovog reda za slucaj
kada je signal f(t) aperiodican, tj. pustajuéi da To — oo, harmonici C', nestaju, a isto vazi i za
DC komponentnu, tj. C,, pa ceo spektar nestaje, tj. "uranja u nulu". Stoga, izvodenje Furijeove
transformacije zahteva malo pazljiviji pristup.

Podimo zato od razvoja periodi¢nog signala f(¢) u Furijeov red (2.83), i detaljnije razmotri-
mo slucaj kada ovaj signal postaje aperiodic¢an, tj. njegov period biva Ty — oco. U ovom slucaju,
povecanjem periode signala, njegovi harmonici postaju sve guséi, slika 3.2.

|Gyl

m
m+1

0 kK— W
we=27/T,

Slika 3.2: Zgusnjavanje spektra pri porastu periode signala.

U skladu sa tim, dobija se:

Ty — o0
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kwy — w

wy — dw

+oo N +o0o o . t.
k= —o00 b0 na osnovu cega se moze pisatl

+oo +o00 Ty
; 1 2 . ,
f(t) = Z lejkwot = Z (TD o f(t)e—jkwotdt)ejkw()t _
k=—oc0 k——o00 -0
foo T o ) (3.4)
2 . ) w ‘ . "
—jkwot jkwot 0 —jwt jot Aw
kz_:oo( n f(t)emdkwot gt)eihewo o = /_OO(/_OO ft)e ™ dt) e >

Deo kona¢nog izraza (3.4) unutar malih zagrada predstavlja Furijeovu transfomaciju F(jw)
aperiodi¢nog signala f(t), tj.

F(jw) = / et dr, (3.5)

Najzad, Furijeov transformacioni par, Furijeova transformacija i inverzna Furijeova trans-
formacija, je:

F() = [ soea
R (3.6)

£l = o / F(jw)e dw.

Treba primetiti i sustinsku razliku izmedu Furijeovih redova i Furijeove transformacije. Nai-
me, kod Furijeove transformacije, aperiodi¢ni signal f(¢) se preslikava u funkciju od uéestanosti,
tj. F'(jw). Preciznije,

u sluc¢aju Furijeovih redova: f(¢) u [V] — C} u [V],

u sluc¢aju Furijeove transformacije: f(¢) u [V] — F(jw) u [HLZ] (dakle, ovo je spektralna gustina

amplituda, preciznije, fazora, jer osim amplitude ima i fazu).
Naglasimo i to da se F(jw) moze pisati u obliku

F(jw) = |F(jw)| e/« (3.7)

gde je |F(jw)| amplitudski spektar, a 6(w) fazni spektar. Sli¢no kao §to se u slu¢aju Furijeovih
redova definiSe spektar snage signala (2.114), kod Furijeove transformacije se definise spektralna
gustina energije

S(jw) = |E(jw)l*. (3.8)

Primetimo da je u sluc¢aju Furijeove transformacije spektar kontinualan, za razliku od Fu-
rijeovog reda kada je diskretan. Takode, kao i u sluc¢aju Furijeovih redova, amplitudski spektar
je parna funkcija ucestanosti, a fazni neparna, tj.
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[E(—jw)| = [E(w)|

0(—w) = —0(w). (3:9)

3.3 Osobine Furijeove transformacije

Kao i u slucaju Furijeovih redova, u ovom poglavlju bi¢e prikazane neke osobine Furijeove
transformacije koje se najcescée koriste.

3.3.1 Linearnost

Osobina linearnosti se zasniva na osobinama homogenosti i aditivnosti. Ako su f(t) i g(¢) dva
aperiodi¢na deterministicka signala, ¢ije su Furijeove transformacije F'(jw) i G(jw), respektivno,
tada vazi:

f(t) — E(jw)

9(t) — G(jw)

homogenost: af(t) — aF (jw)

aditivnost: f(t) + g(t) — F(jw) + G(jw).

3.3.2 Pomeranje u vremenskom domenu

Osobina pomeranja (kasnjenja) u vremenskom domenu daje odgovor na pitanje: ako je F'(jw)
Furijeova transformacija aperiodi¢nog signala f(t), Sta je Furijeova transformacija aperiodi¢nog
signala pomerenog u vremenu, tj. f(t — At), tj.

f(t) — E(jw)
ft—At) — 7

Na osnovu (3.6), Furijeova transformacija vremenski pomerenog signala se ra¢una kao

/ f(t — At)e™'dt = / f(t — At)e =A@l gt _ At) = F(jw) e 9“2 (3.10)

Dakle, pomeranje u vremenskom domenu za vremenski interval At dovodi do toga da Furi-
jeova transformacija tada postaje

f(t — At) — F(jw) e @At

Iz osobine Furijeove transformacije pomeranja u vremenskom domenu, (3.10), mozemo pri-
metiti da ako je signal pomeren u vremenu, njegov amplitudski spektar ostaje isti, ali dolazi
do pomeranja faze za linearni faktor proporcionalan vremenskom pomeraju At. O¢igledno je i
da je taj fazni pomeraj izraZeniji na visim ucestanostima, slika 3.3 [7].
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A
AV,

‘nnne
TRVRVRVA

Slika 3.3: Osobina Furijeove transformacije - pomeraj u vremenu.

Y

~

3.3.3 Diferenciranje

Kao i u sluc¢aju Furijeovih redova, osobina diferenciranja daje vezu izmedu Furijeove trans-
daf

formacije aperiodi¢ne funkcije f(t) i Furijeove transformacije izvoda te funkcije %, tj.
f(t) — E(jw)
af

Na osnovu (3.6) moze se pisati

df(t) _ i (i/ E(jw)ejwt dw) —
dt dt “2m J_
1 [~ d A 1 e . (3.11)
o e - Jwt - - - Jwt
o | (F(jw)e’ dw) o /oo JwF (jw)e’™" dw

iz ega se vidi da se diferenciranje aperiodi¢ne funkcije f(t) odrazilo na Furijeovu transforma-
ciju tako $to je ona pomnozena faktorom jw, tj. vazi da je

% — jw F(jw).

3.3.4 Integraljenje

Osobina integraljenja daje vezu izmedu Furijeove transformacije aperiodi¢ne funkcije f(¢) i
Furijeove transformacije integrala te funkcije [ f(¢)dt, tj.

f(t) — E(jw)
[f@)ydt — 7

Na osnovu (3.6) moze se pisati
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[ rwde= [ [~ Plwe o) ai -

1 [ : 1 [ 1 ;
_ F(3 Juwt — — (i jwt )
o /_OO /(_(jw)e dw) dt o | jw_(jw)e dw

(3.12)

iz Cega se vidi da se integraljenje aperiodi¢ne funkcije f(¢) odrazilo na Furijeovu transformaciju
tako $to je ona pomnoZena faktorom ]iw uz dodatak ¢lana 7F(0)d(w) [8], koji reflektuje DC

komponentu, tj. vazi da je
[ F()dt — LE(je) + 7E(0) 6(w)

gde je d(w) Dirakov impuls.

3.3.5 Skaliranje u vremenu

Skaliranje u vremenu je osobina Furijeove transformacije koja povezuje spektar F(jw) ape-
riodi¢nog signala f(t) i spektar vremenski skaliranog aperiodi¢nog signala f(t), tj. f(at), gde
je a realna konstanta. Dakle,

f(t) — E(jw)
flat) — 7

Spektar tj. Furijeova transformacija signala f(at) (¢ > 0) se ratuna polazeéi od (3.6), i
uvodedi smenu at = 7

/ " fat)e 7 dt % / ()@ dr = é / ()i g — %E@%). (3.13)

Za slucaj kada je a < 0, na isti nacin se dobija da Furijeova transformacija vremenski
skaliranog signala f(at) ima oblik —2F(j<).

Konac¢no, moze se pisati
f(t) — E(jw)

flat) — LE(2).

Osobina Furijeove transformacije sklairanje u vremenskom domenu nam donosi vise informa-
cija nego Sto se to mozda ¢ini na prvi pogled, obzirom da dodatno pojasnjava veze vremenskog i
frekvencijskog, tj. spektralnog domena. Ova osobina nam kaze da kompresija u jednom domenu
znaci ekspanziju u drugom domenu. Drugim re¢ima, kompresija signala u vremenskom domenu
za neki faktor, ekvivalentna je Sirenju tog signala u frekvencijskom domenu za isti taj faktor.
Znaci, ako je signal krac¢i u vremenu, frekvencijski sadrzaj takvog signala se povecava. Ova oso-
bina dakle daje vrlo koristan uvid u vezu vremenskog trajanja signala i njegovog frekvencijskog
opsega, koji su inverzno proporcionalni: vremenski uzi signal ima Siri spektar, i obratno, slika
3.4.
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S0 F(jw)
U=1
N 0 2 t A/t 2t 0 2/ e @
S E(jo)
U=1
0 0
g t ! 2n/t -1/t /T 2/t @

Slika 3.4: Osobina Furijeove transformacije - skaliranje u vremenu.

3.3.6 Inverzija vremenske ose

Inverzija vremenske ose daje odgovor na pitanje na koji nacin se inverzija vremenske ose
aperiodi¢nog deterministickog signala odrazava na njegov spektar, tj.

f(t) — E(jw)
f(=t) — 7

Ovu osobinu ne¢emo posebno izvoditi, obzirom da je ona specifican slu¢aj osobine skaliranja
u vremenu, za slucaj kada je a = —1. Dakle, na osnovu izraza (3.13) proizilazi

f(t) — E(jw)

f(=t) — E(=jw).

3.3.7 Pomeranje u frekvencijskom domenu

Pomeranje u frekvencijskom domenu je osobina Furijeove transformacije koja daje odgovor
na pitanje kakve promene u vremenskom domenu aperiodi¢nog deterministickog signala dovode
do pomeranja njegovog spektra u frekvencijskom domenu, tj.

f{t) — E(jw)
7 — F(j(w — wp)).

Izvodenje ove osobine polazi od izraza (3.6) za slu¢aj pomerenog spektra za vrednost wy, tj.

1 & ) 1 o ) .
— F(j(w—wp))e? dw = — F(j(w— wo))ej(‘”_”f))te]wot d(w —wp) =

2 2
oo T J =0 (3.14)

. 1 & . )
eIt — / F(j(N)e dX = 7" f(t)

2 J_
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gde je A = w — wyp.
Dakle, kona¢no se dobija
f{t) — E(jw)
f)e ot — F(j(w — wo)).

Osobina Furijeove transformacije pomeranje u frekvencijskom domenu ima Siroku primenu
u telekomunikacijama. Da bismo ilustrovali o kakvoj se primeni radi, podimo od aperiodi¢nog
signala f(t), ¢iji je spektar F(jw) i odredimo kakav spektar ima signal f () cos wyt. Da ne bismo
izvodili Furijeovu transformaciju ovog signala, primeni¢emo veé¢ izvedenu osobinu Furijeove
transformacije pomeranje u frekvencijskom domenu, tako sto ¢éemo prethodno signal f () cos wot
napisati u formi

F(#) coswot = F(t) = (70! 4 ¢ty — % F(#)eiot 4 % F(t)e—oot. (3.15)

DN | —

Na osnovu osobine pomeranja u frekvencijskom domenu, spektar ovog signala je

%E(j(w — )+ %E(j(w + w)) (3.16)

pa se moze pisati
f(t) coswot — TF(j(w — wp)) + 3 F(j(w + wo)).

To znadi da se spektar signala f(¢) iz osnovnog opsega moze pomerati na neku drugu, Zeljenu
ucestanost wp, na kojoj bi npr. prenos takvog signala bio pogodniji i prilagodeniji kanalu. Ovaj
postupak je jedan od najpoznatijih i najvaznijih postupaka u telekomunikacijama i zove se
modulacija. U konkretnom primeru, spektar originalnog signala F'(jw) ne dozivljava promene
veé se samo translira na Zeljenu ucestanost wy, pa je ovde rec¢ o linearnim modulacijama, kakva
je na primer amplitudska modulacija, AM (Amplitude Modulation). U telekomunikacionoj ter-
minologiji, u zapisu f(t) coswot, f(t) se naziva modulisuéi signal (informacija), coswyt nosilac,
dok se f(t) coswpt naziva modulisani signal, konkretno, AM signal.

Na osnovu iste osobine moguce je zakljuéiti i kako se vrsi demodulacije AM signala, odnosno,
vracanje informacije tj. signala f(t) u svoj prirodni, osnovni opseg. Na ulaz prijemnika za
demodulaciju AM signala dolazi nam signal f(t)coswpt. Pomnozimo ovaj signal jo§ jednom
nosiocem, i ponovo primenimo osobinu pomeranja u frekvencijskom domenu, t;j.

f(t) coswot coswot = f(t) cos®wot = %f(t) + %f(t) cos 2wt. (3.17)

Zakljuéujemo da posle demodulacije dobijamo spektar signala u osnovnom opsegu F(jw) Sto
nam je i bio cilj. Takode, iz izraza (3.17) vidimo da se osim spektra originalnog signala u
osnovnom opsegu pojavljuju i translirane kopije spektra na ucestanosti koja je duplo veca od
ucestanosti nosioca, F(j(w + 2wp)) i F(j(w — 2wyp)). Kako ove komponente nisu potrebne, od-
stranjuju se filtrom propusnikom niskih u¢estanosti. Kompletna slika modulacije/demodulacije
u spektralnom domenu dobijena primenom osobine Furijeove transformacije pomeranja u fre-
kvencijskom domenu prikazana je na slici 3.5.
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S()=E(w)|

, 0 , "
§(f(1) cos wot)
e [EG(-o0)2
Wy Wy )T O 0 W0, @)  Wgto, ®
8(f(t) cos wt cos wet)
[E(j(w+2wg)|/4 ‘ ’ |E(jw)|2 E(j(0-2w4))/4
20w 20 -200to, -y, 0 W 2000, 2wp 20pt0, ©
&(f(1)/2)
‘ ‘ |F(jo)|/2
“Wm 0 [ w

Slika 3.5: Amplitudska modulacija u frekvencijskom domenu.

3.3.8 Dualnost

Dualnost je osobina koja pokazuje da izmedu vremenskog i frekvencijskog domena signala
postoji simetrija i da je, uz odredeni nivo opreza, ova dva domena moguée medusobno zameniti.
Stoga, osobina dualnosti daje odgovor na pitanje ako je poznata Furijeova transformacija F(jw)
signala f(t), ¢emu je jednaka Furijeova transformacija signala koji u vremenu ima oblik kao
Furijeova transformacija signala f(t), tj.

f{t) — E(jw)
F(t) — 7

Izvodenje polazi od izraza (3.6), koji se pise u obliku

1 [ .
f(t) = —/ F(jw)e’t dw
2 J_ o
o0 (3.18)
mf(t) = [ Bl do
gde se zatim invertuje vreme ¢t — —t
21 f(—t) = / F(jw)e " dw (3.19)

a zatim izvrsi zamena vremenskog u frekvencijski domen ¢ — w, ¢ime se dobija
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2 f(—w) = /_ h F(t)e 7 dt (3.20)

o0

Sto predstavlja Furijeovu transformaciju od F(t), $to smo i trazili. Najzad, rezultat osobine
dualnosti je

f(t) — F(jw)
F(t) — 2nf(~w).

Dakle, zahvaljujuéi osobini dualnosti, za svaki izra¢unati transformacioni par [f(t), F'(jw)],
bez racunanja dobija se jo§ jedan transformacioni par [F'(t), 27 f(—w)], slika 3.6.

1 Fljw)
5(1) 1
0 t 0 w
F(1) FIE()
A 4
0 t 0 w

Slika 3.6: Osobina Furijeove transformacije - dualnost.

3.3.9 Korelacija aperiodi¢nih signala

Kao i u slucaju Furijeovih redova, korelacija aperiodi¢nih signala je integralna mera sli¢nosti
dva aperiodi¢na signala koja pokazuje stepen poklapanja ovih signala kada je jedan od njih
zakaSnjen za proizvoljni pomeraj 7, tj.

Ry (1) = / x(t) y(t + 7)dt. (3.21)

Spektar korelacije aperiodi¢nih signala izvodi se razvojem vremenski pomerenog signala y(t)
u formuli za korelaciju aperiodi¢nih signala (3.21), tj.

Ryy(7) = /_00 z(t)y(t +7)dt = /00 z(t) (% /_OO Y (jw)e? ) dw) dt =

—/ X(jw)e]‘”(/ z(t)e?t dt) dw = —/ Y(jw)e" X(—jw) dw = (3.22)
2 J_ o e 21 J_ o
Y (ju) X" (jo) ™" dov

2r J o
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obzirom da u slu¢aju kada je x(t) realan signal vazi X(—jw) = X*(jw).
Dakle, Furijeov transformacioni par ¢ine

Ryy(1) = % /Oo X (jw) Y (jw) €7 dw
T e (3.23)
X () V() = [ Ry (1)

—00

3.3.10 Autokorelacija aperiodi¢nih signala

Autokorelacija aperiodi¢nih signala predstavlja slucaj korelacije aperiodi¢nih signala koja
pokazuje stepen poklapanja signala sa samim sobom. Definise se kao

R..(T) = / x(t) z(t + 7)dt. (3.24)
Na osnovu (3.23) sledi da je
1
R..(T) = By / X*(jw) X (jw) &7 dw = —/ X(jw)|?e? dw (3.25)
T

pa je Furijeov transformacioni par za slu¢aj autokorelacije aperiodi¢nog signala x(t)

1 © .
R (1) = —/ |X(jw)|2ej‘” dw

2 J oo (3.26)
|X(jw)|2:/ Rm(T)e_jde.

Dakle, Furijeov transformacioni par ¢ine autokorelacija aperiodi¢nog signala x(t), R..(7), i
spektralna gustina energije tog signala | X (jw)|> = S(jw), $to proizilazi iz jednacine (3.8).

3.3.11 Rejlijeva teorema o energiji

Rejlijeva teorema o energiji (Rayleigh’s energy theorem) predstavlja ekvivalent Parsevalove
teoreme koja vazi za periodi¢ne signale, pa je alternativni naziv Rejlijeve teoreme i Parsevalova
teorema za aperiodi¢ne signale.

Sustinski, Rejlijeva teorema o energiji kaze da se energija signala moze odrediti i iz njegovog
spektra, integraljenjem spektralne gustine energije po svim ucestanostima.

Izvodenje Rejlijeve teoreme o energiji polazi od autokorelacije aperiodi¢nih signala (3.26),
za slucaj 7 = 0, ¢ime se dobija energija signala R,,(0) u vremenu, a zatim i frekvensijskom
domenu, tj.

o 1
Ru) = [0 = o [ GoPdo= o [~ sGuide= [ suna e
Primer 1. Odrediti energiju signala na otporniku sa slike 3.7.

Snaga signala na otporniku R je
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N

u(t) § R

— 0—

Slika 3.7: Rejlijeva teorema o energiji - primer.

p(t) = u(t)i(t) = (3.28)

Energija signala u vremenskom domenu dobija se kao

w = /Zp(t) dt = %/Z u?(t) dt (3.29)

a na osnovu Rejlijeve teoreme energija signala se moze odrediti i iz njegovog spektra na nacin

11
- = |JW|2dW——/ UGHI df (3.30)

3.3.12 Konvolucija aperiodi¢nih signala
Konvolucija aperiodi¢nih signala definiSe se na slican nac¢in kao i kod periodi¢nih signala, sa
razlikom $to su sada signali z(t) 1 y(t) aperiodi¢ni
Pay(T) = / z(t)y(r —t)dt = x(t) x y(t). (3.31)

—00

gde je x operator kojim se ¢esto oznacava operacija konvolucije.
Na osnovu (3.6) spektar konvolucije aperiodi¢nih signala se dobija kao

/_OO Pay(T)e T dr = /_oo (/OO 2(#) y(r — ) db) eI dr —

o0 oo —00

/ x(t) / y(r —t) e T dr dt = / x(t) / y(r —t)e T De i q(r — ) dt = (3.32)
/ l’(t)e‘j“’t(/ y(r =) e 00 d(r — 1)) dt = X(jw) Y (jw).
Dakle, Furijeov transformacioni par ¢ine
Py (T =5 / X(jw) Y (jw) dw

(3.33)
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Zaklju¢ujemo da konvolucija dva aperiodi¢na signala u vremenskom domenu ima spektar
koji je jednak proizvodu pojedina¢nih spektara ovih signala u frekvencijskom domenu. Zahva-
ljujué¢i ovome, odziv LTT sistema se, umesto Cesto slozenog resavanja konvolucionog integrala
(1.3) u vremenskom domenu, moze jednostavno resiti u frekvencijskom domenu proizvodom Fu-
rijeove transformacije ulaznog signala i funkcije prenosa, izraz (1.4), a zatim odrediti i trazeni
odziv u vremenu, primenom inverzne Furijeove transformacije, (3.6).

3.4 Primeri

Primer 1. Odrediti amplitudski i fazni spektar usamljenog pravougaonog impulsa prikaza-
nog na slici 3.8 i definisanog na sledeéi nac¢in

0, —oco<t<—3
f)=qU, —5<t<] (3.34)
0, t>3.
1
U
-1/2 0 /2 l

Slika 3.8: Aperiodi¢ni signal - usamljeni pravougaoni impuls.

Resenje. Da bi se odredio apmlitudski i fazni spektar signala f(t), polazi se od formule za

Furijeovu transformaciju, izraz (3.6)

oo . 2 . U [/w3
F(jw) = / ft)e 7 dt = / Ue ¥ dt = —— e’ dr =
— oo _T W Jiuz
: e (3.35)
2( W3 e TIT) = asinwz = UTSlnfi
Jw w 2 wz
gde je x privremena promenljiva prilikom uvodenja smene x = —jwt.
Amplitudski spektar signala f(t) je:
sinwz
|E(jw)| = Ur|—2 (3.36)

—
Wy

a fazni spektar signala f(t) je:
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0, 2y
2
O(w) = (3.37)
+m, SIZf% < 0.

2

Amplitudski i fazni spektar prikazani su na slici 3.9.

|E(jo)|
Ut
-6/t -4r/t 2/t 0 2n/T dn/r 6m/t @
O(w)
Tl
-61/T -4n/t 20/t 0 2/t 4/t 61/t @
N -7[ 1

Slika 3.9: Amplitudski i fazni spektar usamljenog pravougaonog impulsa.

Na osnovu izraza (3.36), nule amplitudskog spektra su na sinwj = 0, tj. w = 2’“7”, dok
se maksimalna vrednost amplitudskog spektra dobija za w = 0, i iznosi Ur. Takode, moze se

izvesti i nekoliko zakljucaka:

1. Spektar aperiodi¢nog signala je beskonac¢no Sirok i kontinualan je, tj. sadrzi komponente
na svim ucestanostima.

2. Amplitudski spektar je parna funkcija ucestanosti, a fazni spektar neparna funkcija
ucestanosti.

3. Kada se trajanje impulsa povecava 7 7, nule spektra se pomeraju ka nizim ucestanostima,
tj. spektar se skuplja. U grani¢nom slucaju, kada 7 — oo, spektar se svodi na Dirakov impuls.

4. Kada se trajanje impulsa smanjuje 7 \, nule spektra se pomeraju ka visim ucestanostima,
tj. spektar se Siri. U grani¢nom slucaju, kada 7 — 0, spektar postaje ravan.

5. U slucaju kada 7 — 0, U — oo, Ut = 1, pravougaoni impuls u vremenu postaje Dirakov
impuls, a spektar ima konstantnu jedini¢nu vrednost.
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Primer 2. Odrediti spektar signala sa slike 3.10 definisanog na sledeci naécin:

(0, —co<t<3

ft)=<{U, 3<t<5 (3.38)

Slika 3.10: Vremenski pomeren pravougaoni impuls.

Resenje. Furijeova transformacija usamljenog pravougaonog impulsa, slika 3.8, izra¢unata
u primeru 1, iznosi:

sinwZ

2| (3.39)

F(ju) =Ur ™
2

U konkretnom slucaju, U = 1, 7 = 2, pa spektar postaje

2
F(jw) = —sinw. (3.40)
w
Koristeéi osobinu Furijeove transformacije pomeranje u vremenskom domenu, izraz (3.10)
za pomeraj At = 4, dobija se konacan oblik spektra za signal definisan kao (3.38)

2
F(jw) = e ™ Zsinw. (3.41)
w

Primer 3. Odrediti inverznu Furijeovu transformaciju od

sin bw

F(jw) =20 e e, (3.42)

dw

ResSenje. Na osnovu Furijeovog para iz primera 1, (3.34) i (3.36), moZemo zakljuciti da se
radi o pravougaonom impulsu ¢ije je trajanje 7 = 5, tj. 7 = 10, a amplituda U = 2, obzirom
da je Ut = 20. Takode, na osnovu osobine Furijeove transformacije pomeranje u vremenskom
domenu, zaklju¢ujemo da je ovaj pravougaoni impuls pomeren za —jwAt = —3jw, tj. At = 3.
Kona¢no, izraz (3.42) predstavlja Furijeovu transformaciju signala sa slike 3.11.

Primer 4. Odrediti spektar signala sa slike 3.12 definisanog na sledeé¢i na¢in

0, t<0
f(t) = (3.43)

e t>0,a>0.
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J

2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8§ t

Slika 3.11: Vremenski pomeren pravougaoni impuls datog spektra F'(jw).

1

0 t

Slika 3.12: Vremenski oblik signala f(t) = e™*.

Resenje. Furijeova transformacija signala f(¢) izvodi se kao:

1

F(jw) = twﬁ:/ atwﬁ:/ ~atit gt = : 3.44
Fije) = [ e [ e G
Amplitudski spektar tada je
()] = (3.45)

W) = — .

ARV
i prikazan je na slici 3.13.

|E(jo)]
l/a
0 2}

Slika 3.13: Amplitudski spektar signala f(t) = e .

Primer 5. Odrediti spektar Hevisajdove (Heaviside) funkcije fy(t).

Resenje. Hevisajdova funkcija se moze posmatrati kao signal f(t) = e~ iz primera 4, za
slucaj kada je
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fu(t) = lim f(2). (3.46)

a—0

Spektar Hevisajdove funkcije se tada dobija iz spektra (3.44) kao

. . . 1
EFy(jw) = lim F(jw) = w (3.47)

koji vazi za w # 0.

Ostaje pitanje kakav je spektar Hevisajdove funkcije za slucaj kada je w = 07 Da bi se
dobio odgovor na ovo pitanje iskoristic¢e se osobina linearnosti (preciznije, aditivnosti) Furijeove
transformacije, kao i ¢injenica da se Hevisajdova funkcija moze prikazati kao zbir parne funkcije
f»(t) 1 neparne funkcije f,(t), definisanih na nacin prikazan na slici 3.14.

Ju(®)

1
0 t
Jo(t) Jn(®)
_I_
1/2 1/2
0 f 0 t

-1/2

Slika 3.14: Hevisajdova funkcija fg(t), aditivnost u vremenskom domenu.

Za spektar Hevisajdove funkcije F'f;(jw) na osnovu aditivnosti vazi

Fy(jw) = E,(jw) + E,(jw) (3.48)

gde su F,(jw) i F,(jw) spektri signala f,(t) i f,(t), respektivno.

Kako je f,(t) neparna funkcija, to je vrednost njenog spektra za w = 0 jednaka nuli, tj.
F,(jw) = 0. Spektar parne funkcije f,(t) koja ima konstantnu vrednost f,(t) = 3, na osnovu
dualnosti ima vrednost I, (jw) = %27r5 (w), pa se kona¢no dobija trazeni spektar Hevisajdove

funkcije

Fu(jw) = (3.49)
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|Enjo)]

0 o}

Slika 3.15: Spektar Hevisajdove funkcije.

spektar Hevisajdove funkcije prikazan je na slici 3.15.

Primer 6. Odrediti inverznu Furijeovu transformaciju od

2

e Tt (3.50)

E(jw)

Resenje. Furijeova transformacija (3.50) ukazuje na dva zakljucka: prvi da svojim oblikom
ukazuje na spektar signala iz primera 4, izraz (3.44), a drugi da usled faktora (w — 1) postoji
pomeraj u frekvencijskom domenu. Napisimo je u obliku

2 1

- 14+2j(w—1) B T+iw-1) (3:51)

EF(jw)

na osnovu ¢ega mozemo zakljuciti da se radi o signalu koji u vremenskom domenu ima oblik
f(t) = e ™, gde je a = % Dodatno, na osnovu osobine Furijeove transformacije pomeraja u
frekvencijskom domenu, izraz (3.14), mozemo ustanoviti i frekvencijski pomeraj od wy = 1.
Najzad, trazena inverzna Furijeova transformacija ima oblik

F(t) = e 2t e, (3.52)

Primer 7. Imajudéi u vidu da signal f(t) i £(jw)

e 2 t>0
flt) =M = (3.53)
et t<0
. 4
F(jw) = 1102 (3.54)

¢ine Furijeov transformacioni par, odrediti Furijeovu transformaciju signala [9]:

a) fi(t) = o
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b) fa(t) = # cos 2t.

Resenje a). Na osnovu osobine linearnosti, preciznije homogenosti, mozemo zakljuciti da

je ﬁ Furijeova transformacija signala }16_2‘“. Koriste¢i osobinu dualnosti mozemo zakljuciti

da je Furijeova transformacija signala f;(¢)

1
F(jw) = ZWZG_QI_wl = ge_z‘w‘. (3.55)

Spektar F;(jw) kao i metodologija dolaska do resenja prikazana je na slici 3.16.

1) |EGw)|
1 1
\\ 777777777777777777777777777777777 g /\
0 t L 0 w
0 Eyo)
2
1/4 A §
0 t 0 o}

Slika 3.16: Spektar signala fi(¢).

Resenje b). Na osnovu linearnosti, dualnosti i pomeranja u frekvencijskom domenu, wy = 2,
mozemo zakljuciti da je Furijeova transformacija signala fo(?)

. T —2w— —2|w
Fy(jw) = Z(e w2l 4 o= 2wt2ly, (3.56)

Spektar F'y(jw) prikazan je na slici 3.17.

|E5(jo)]

2 0 2 ™

Slika 3.17: Spektar signala fo(t).
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Glava 4

Diskretna Furijeova transformacija

4.1 Uvod

Kao sto se moglo videti iz prethodnih poglavlja, za uvid u frekvencijski sadrzaj, odnosno
spektar, periodi¢nih signala koriste se Furijeovi redovi, dok se za uvid u frekvencijski sadrzaj
aperiodi¢nih deterministickih signala koristi Furijeova transformacija. Logi¢no pitanje koje se
namece je da li postoji mogucénost uvida u spektar signala koji nisu ni periodi¢ni, ni aperiodi¢ni
a ni deterministicki, dakle, ne mogu se opisati nekom matematickom funkcijom? Ocigledno,
ovakav postupak ne bi mogao da se sprovede analiticki ve¢ numericki. Jedini na¢in bi bio da se
takav signal najpre vremenski ograni¢i, a zatim vremenski diskretizuje, odnosno, da se izvrsi
odabiranje takvog signala, ¢ime bi se na ograni¢enom vremenskom intervalu dobio konacan
broj vremenskih odbiraka tog signala. Najzad, potrebno bi bilo na¢i neku transformaciju koja bi
nam omogucila da od raspolozivih vremenskih odbiraka signala dobijemo njegov spektar. Takva
transformacija se zove diskretna Furijeova transformacija, DFT (Discrete Fourier Transform)

[10].

4.2 Furijeov transformacioni par

Na slici 4.1 prikazan je primer signala f(¢) za koji zelimo da odredimo spektar. Prikazan je
njegov oblik kontinualan u vremenu f(¢) kao i njegov vremenski diskretizovan oblik f(nT}). Sig-
nal je najpre vremenski ogranic¢en na interval trajanja Tg, u okviru kojeg je izvrseno odabiranje
signala i dobijeno N vremenskih odbiraka. Period odabiranja iznosi 75 i dobija se kao

Ty
T, = -2, 4.1
- (41)

Sada je potrebno pronadi vezu izmedu dobijenih vremenskih odbiraka i frekvencijskih kom-
ponenata, tj. spektra. Kao sto smo rekli, za to se primenjuje diskretna Furijeova transformacija.
Iako se zove transformacija, DF'T ustvari predstavlja aproksimaciju Furijeovih redova, pa se pri-
likom izvodenja i polazi od Furijeovih koeficijenata, C,, izraz (2.83),

1

To )
— [ f(t)e It gt (4.2)
TO 0

1 Ty

2 .
Cr==— tye Mot dt =
Uk To/—QTo f(t)e

Medutim, kako mi nemamo f(t) jer signal nije deterministicki, ve¢ imamo vrednosti signala
f(t) samo u trenucima odabiranja, izraz (4.2) postaje
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N,
0 T, t
f(nTy)
123
[ ) . N-J-
0 ? T, t

Slika 4.1: Signal u kontinualnom i vremenski diskretizovanom obliku.

N-1 N-1 Ay
) ~ 1 Z f(nT,)e dkwonTs T — 1 Z f(nTS)e_jk%rn% 1o = = f(nTs)e_j%ﬂnk (4.3)
o To p— To =0 N N n=0

Sto predstavlja diskretnu Furijeovu transformaciju. Dakle, DFT se definiSe i ¢esée oznacava kao

2

Pk = L3 pmyetin (4.4)
N

n=0

Inverzna diskretna Furijeova transformacija (Inverse Discrete Fourier Transform), odno-
sno ponovno vra¢anje u vremenski domen, preciznije, transformacija pomocu koje na osnovu
poznatih frekvencijskih odbiraka racunaju vremenski odbirci ima oblik

f(n) =) F(k)e'~m (4.5)

Kako je ustaljena praksa da faktor % stoji u formuli za f(n), izraz (4.5), Furijeov transfor-
macioni par, diskretna Furijeova transformacija i inverzna diskretna Furijeova transformacija,
dobija finalni oblik

F(k) =Y f(n)e 75

f(n) = F(k)e ¥k
k=0

gde je k redni broj harmonika (frekvencijski domen), n redni broj odbirka (vremenski domen),
a N ukupan kroj odbiraka (vremenski domen).
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Cesto se u opisu i prikazu DFT uvodi oznaka W = e QWW, pa se Furijeov transformacioni
par (4.6) moze pisati i u obliku

N-1

F(k) =)  fmyw™

n=0

. (4.7)

_ —nk

fn) = S0 FR)W
k=0
Dakle, DFT tretira signal f(t) kao periodican signal (4.2), perioda Ty, tj.

fO),...,f(N=1)=f(N),....fCN—-1)=.... (4.8)
odnosno, f(n + N) = f(n). To znadi da u spektru imamo osnovnu ucestanost % = 13:’; i

komponente na u€estanostima harmonika k 25—
S

Iy il i

Slika 4.2: DF'T implicitna periodi¢nost.

Logi¢no pitanje koje se namece je do kojeg k ima smisla i¢i tj. koliko harmonika ima smisla
racunati? Da bi se dobio odgovor na ovo pitanje posmatrajmo slucaj sa k; harmonika i slucaj

. o .. . _ 527 .
sa ky = ki + N harmonika, kada tezinske funkcije postaju e/~ "™ i
.92 .2 .2 -2 -2 -2 -2
e*]%nkQ — e*]wﬂn(k1+N) — e*]ﬁﬁnkl e*]ﬁnN — efjﬁﬁnkl 67]% = eiJWﬁnkl (49)

Sto je isto kao i za sluc¢aj k; harmonika. To zapravo znaci da je i spektar dobijen preko DFT
periodican, sa periodom N, koji je jednak ukupnom broju vremenskih odbiraka, tj.
F(0),...

JF(N—1)=F(N),...,F2N —1) = ... (4.10)

odnosno, F(k+ N) = F(k).
Jos jedna osobina DFT je da je spektar, osim Sto je periodican, i simetrican oko % Na
osnovu IDFT, doprinos F'(k) i F(N — k) je:

(F(k) e/ Fm* 1+ (F(N — k) e/ F"(N=H)). (4.11)

fo) =+

A kako je
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N-1 ) N-1 ,

F(N—k) =Y f(n)e?¥r0=k = N7 f(p)esNrk (4.12)

n=0 n=0
dobija se da je
F(N — k) = F*(k). (4.13)
Zamenom u (4.11) dobija se
1 on o
Fln) = 5 (F(k) 7% () e 750%) =

(4.14)

2

(R(F(k)) cos %nk ~ S(F(R)) sin 2onk) = < | F(R) cos(%”nk +argF(k))

2 2
N N
tj. semplovana sinusoida na 13_;]{ [Hz], amplitude 2|F(k)|. Za slutaj k = 0, F(0) = Y f(n)
(zbir svih odbiraka), a doprinos F'(0) u f(n) je fo(n) = ~F(0), tj. srednja vrednost f(n) = DC
komponenta.

Napomenimo i to da se DFT moze prikazati i u matri¢nom obliku [6]

L
N

F(0) Woo wot o woeED f(0)
F(1) wto wrtto o W=D f()
. - : . (415)
F(N — 1) W00 DL eenoen | ey -
odnosno
F(0) 11 .1 £(0)
N—-1
F(:l) _ 1 W W f(:l) | (416
F(N — 1) LowN W FIN = 1)

Broj N se cesto zove i duzina DFT, pa se u tom slucaju radi o DF'T u N tacaka. Naglasimo i to da
je red sloZenosti matri¢nog mnozenja u DFT O(N?), to je bio povod da se Sezdesetih godina
proslog veka razvije efikasniji algoritam za brzo racunanje DFT, poznat kao brza Furijeova
transformacija, FFT (Fast Fourier Transform) [11], ¢ime je red sloZenosti algoritma smanjen
na O(F log, N).

4.3 Primeri

Za kontinualni signal f(t¢) izracunati diskretnu Furijeovu transformaciju. Ucestanost odabi-
ranja datog signala je f; = 4Hz [12].

f(t) =5+ 2cos(2mt — 90°) + 3 cos 4nt. (4.17)

Kako je u primeru ucestanost odabiranja f; = 4Hz, period odabiranja iznosi T, = %s, pa se

odbirci uzimaju u trenucima ¢t = nTy = 7, tj. t = 0, }l, %, %,
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f(n)=5+2 cos(gn —90°) + 3 cos . (4.18)

Ocigledno je da je N = 4, a vremenski odbirci signala f(t) na osnovu (4.18) su:

f(0)=38
f(1) =4
f(2) =38
1(3) = 0.
DFT, tj. frekvencijske komponente, signala f(n) se racunaju primenom izraza (4.6)
N-1 3 3
_j2my, —3Zn “\ T2
F(k) =) fn)e? ™ =3 f(n)e 3™ =3 f(n)(=j)". (4.19)
n=0 n=0 n=0

F(0) 1 1 1 1 £(0) 20
FO | _ |1 =5 -1 S | _ | -4
FO) =11 =1 1 S|l | T o2 | (4.20)
Fe) | L1 -1 =] e 4
Graficki prikaz DFT signala f(¢) dat je na slici 4.3.
|F(k)|
20e
15+
10+
Tt
0 1 2 3  f[HZ]
Slika 4.3: Primer: DFT duzine 4.
Interpretacija datog primera moze se izvrsiti u skladu sa (4.14):
1. F(0) = 20 implicira DC komponentu ¢ija je vrednost +F(0) = 2 = 5, §to i jeste, izraz
(4.18);
. F(1) = —j4 = F*(3) implicira komponentu na osnovnoj ucestanosti, amplitude %|F(1)| =

2
2.4 =2, faze date argumentom F(1) = —90°, tj.
2 2 2 2
N|F(k)| COS(WWTZ]{Z +argF(k)) = Z|F(1)| COS(ZWTL +argF(1)) =2 cos(gn —90°) (4.21)

Sto i jeste, izraz (4.18);

3. F(2) = 12 implicira komponentu na centralnoj ucestanosti (k = 3 = 2), tj.
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1 com 1 o ,
NF(k) IR = ZF(Q) T2 = 36I™ = 3 cos T (4.22)

Sto 1 jeste, izraz (4.18).



Prilog A
Furijeovi redovi nekih signala

Koeficijenti razvoja nekih signala u Furijeov red u kompleksnom obliku (dvostrani spektar)
dati su u tabeli A.1 [13].
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Tabela A.1: Koeficijenti Furijeovog reda u kompleksnom obliku.
Signal Coy| Ck, E#0 Komentar
J®
U
0 —j% (. =0, k parno
t
-To -U =T)2 Ty
S0
U
U U
| ¢ i
T, 7 27, !
S0
U
% —% ¢, =0, k parno
-7, T, 21, 1t
N
U
2U 22U
T (4k2-1)7
21, I, T, 21, 31, 4T, 7
I (). =0, k neparno
U .
AWA % AWAWRENE S I e
T (k2—1)m .U -
T T 7, 27, 7 c = Jz 1 C)=-J
N
U
o I 1 O PR e
- h} 72 () 72 7'71 ZVT!) 4 T To ko
So®)
LTI 11 ] Aok
T, T, 2T, 3Ty i To To




Prilog B
Furijeove transformacije nekih signala

Furijeove transformacije nekih poznatijih signala date su u tabeli B.1 [14].

Tabela B.1: Furijeove transformacije nekih signala.

£t F(i) = [, f(t)e 5 dt
d(t) Dirakova funkcija 1
1 27 o(w)
H(t)=1 za t>0
H(t) =0 za t<0 o T (W)

Hevisajdova funkcija

e "H({t)=e" za t>0 1

e H(t)=0 za t<0 (020
Ll Ziz (a>0)
R ge—a\w\
H(t+a)—H(t—a)=1 za |t|<a 2sinaw
H(t4+a)—H({t—a)=0 za [t|>a i
elat 270(w — a)
iﬂae*% e (a>0)
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