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Rezime

U okviru ove doktorske disertacije razmatrane su raslojene familije funkcija, njthove osnovne oso-
bine, kao 1 primena na neke poznate rezultate iz Teorije analitickih nejednakosti, dobijeni su neki
novi rezultati u Teoriji analitiCkih nejednakosti, a potom je razmatrana i primena dobijenih rezultata
u nekim oblastima elektrotehnike.

Pod raslojenom familijom funkcija ¢, (x) je podrazumevana familija funkcija definisana za svako p €
D, D CRzax € (a, b)ikoja je monotona po parametru p € D.

U Teoriji analiti¢kih nejednakosti postoje razni primeri analitickih nejednakosti baziranih za konkretne
vrednosti parametra i definisanih na datom, poznatom intervalu.

Disertacija se bazira na analizi poboljSanja i generalizaciji poznatih nejednakosti, primenom osobina
metrike i pseudometrike, definisani su nekinovitermini vezani za p ojam u daljenosti, odstupanja
funkcije od apscise, kao i moguce primene dobijenih rezultata na problemima koji se mogu opisati
tim nejednakostima.

Osnovna klasa nejednakosti koja je razmatrana u disertaciji su miksovane trigonometrijske poli-
nomske (MTP) nejednakosti. U disertaciji se navode joS neke klase nejednakosti za koje su, pri-
menom metrike i pseudometrike na osnovu definisanog odstupanja, dobijeni poboljSani rezultati.

Disertaciju prate i odgovarajuci algoritmi napisani Maple kodom.

Kljucne reci : Raslojene Familije Funkcija, Analiticke Nejednakosti, Miksovane Trigonometrijske
Polinomske Nejednakosti, Metrika, Q- Funkcija, Funkcija Greske

Naucna oblast : Elektrotehnika i RaCunarstvo

UZa naucna oblast : Primenjena Matematika



Abstract

Within this doctoral dissertation, stratified families of functions, their basic properties, as well as their
application to some known results from the Theory of Analytical Inequalities were discussed, some
new results were obtained in the Theory of Analytical Inequalities, and then the application of the
obtained results in some areas of electrical engineering was considered.

Stratified family of functions ¢, (x) means the family of functions defined for every p € D, D C R and
for x € (a, b) which is monotone in the parameter p € D.

In the Theory of Analytical Inequalities there are various examples of analytical inequalities based on
specific parameter values and defined on a given, known interval.

The dissertation is based on the analysis of the improvement and generalization of known inequali-
ties, by applying the properties of metric and pseudometric, some new terms are defined related to the
concept of distance, deviation of the function from the abscissa, as well as the possible application of
the obtained results to problems that can be described by those inequalities.

The basic class of inequalities discussed in the dissertation are mixed trigonometric polynomial
(MTP) inequalities. The dissertation mentions some other classes of inequalities for which improved
results were obtained by applying metric and pseudometric with defined deviation.

The dissertation is accompanied by corresponding algorithms written in Maple code.

Keywords : Stratified Family of Functions, Analytical Inequalities, Mixed Trigonometric Polyno-
mial Inequalities, Metrics, Q - Function, Error Function

Scientific field : Electrotechnics and Computer Science

Area of research : Applied Mathematics
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Uvod

"If people do not believe that mathematics is simple,
it is only because they do not realize how complicated life is."

John von Neumann (1903 - 1957)

Ova doktorska disertacija je nastala kao rezultat dugogodiSnjeg rada autorke u oblasti primenjene
matematike, posebno rada sa trigonometrijskim funkcijama i aproksimacijama razli¢itih poznatih
nejednakosti.

Osnovni predmet izucavanja u disertaciji su raslojene familije funkcija i njihova primena na neke
poznate rezultate iz Teorije analitickih nejednakosti. Cilj istraZivanja je bio dobijanje nekih novih
rezultata u Teoriji analitickih nejednakosti, kao i moguca primena u nekim oblastima elektrotehnike.

Interesovanje za temu disertacije se javilo mnogo pre konkretizovanja iste, pa je tokom studiranja,
kao direktan rezultat istraZivanja, publikovano i viSe nauc¢no - istraZivackih radova objavljenih u
eminentnim medunarodnim ¢asopisima, od kojih su Cetiri sa SCI liste. Neka dostignuéa iz pomenutih
publikacija su predstavljena u ovoj disertaciji.

Disertacija se sastoji od sedam poglavlja koja se neformalno mogu podeliti na 3 celine.

Prva celina je uvodno teorijska i odnosi se na prva tri poglavlja. Pre izucavanja raslojenih familija
funkcija, razmatrani su poznati pojmovi iz matematike, vezani za predmet disertacije i kojima se
autorka bavila tokom istrazivanja. Neki rezultati tih istraZivanja su dati u ovoj celini.

Prvo poglavlje, koje predstavlja uvodno poglavlje, se odnosi na definisanje pojma odlucivosti u ma-
tematici, pojma problema u elementarnoj analizi, pogotovo neodluc¢ivog tipa. Takode su date neke
istorijske Cinjenice vezano za nejednakosti, koje imaju Siroku primenu u matematici i ¢iji dokazi su
reSenja mnogih problema. 1z tog razloga, mnogi matematicari su se bavili proucavanjem nejednakosti,
Sto je izmedu ostalog i predmet izuCavanja u ovoj disertaciji, gde je razmatrana posebna klasa neje-
dnakosti iz Teorije analitickih nejednakosti 1 njihova primena u elektrotehnici.

U drugom poglavlju su proucavani miksovani trigonometrijski polinomski sistemi (MTPS), dat je
primer njihove primene u robotici, odnosno, opisivanje moguce trajektorije koju pravi PUMA - 560
robotska ruka.




Uvob

Takode, proucavane su miksovane trigonometrijske polinomske (MTP) funkcije koje predstavljaju
poseban sluc¢aj MTPS. Ukratko je prikazan jedan metod dokazivanja MTP funkcija na osnovu [?],
a pomenuta je i algoritamska procedura za dokazivanje MTP nejednakosti unutar intervala (0, %) iz
disertacije [3], kao bitno dostignuce iz ove oblasti.

Kako se autorka disertacije bavila ovom tematikom u toku istraZzivanja, u drugom poglavlju su nave-
deni i neki postignuti rezultati, odnosno, data su poboljSanja poznatih nejednakosti, primenom MTP
funkcija, pri ¢emu su u sekciji 2.3.1 [4] razmatrane neke nove aproksimacije izraza zasnovanih na
trigonometrijskim funkcijama i data su poboljSanja za rezultate koje je postigao C. Mortici za neje
dnakosti Wilker - Cusa - Huygens tipa, a u sekciji 2.3.2 [5] su data neka poboljSanja Jordan - Steckin
1 Becker - Stark nejednakosti.

U tre¢em poglavlju proucavani su dupli Tajlor-ovi razvoji (DTR), koji su veoma bitni za dokazivanje
nekih trigonometrijskih nejednakosti. Takode su navedena i neka poboljSanja poznatih nejednakosti,
koje je autorka disertacije postigla u toku istrazivanja, pri ¢emu su u sekciji 3.2.1 [5] data poboljSanja
Jordan - Steckin i1 Becker - Stark nejednakosti primenom DTR, a u sekciji 3.2.2 [6] su date nove
procene preciznosti Huygens-ove aproksimacije primenom DTR.

Cetvrto poglavlje predstavlja drugu celinu, odnosno, matemati¢ku osnovu vezano za predmet diserta-
cije. Definisana je klasa raslojenih funkcija "nike" oblika, pri ¢emu je pojam raslojenosti koji je
prethodno razmatran u [7] proSiren na Siru klasu metric¢kih prostora.

Posebno se razmatra pojam minimaks aproksimanta u odnosu na metrike D1, D 1 D« kod raslojenih
familija funkcija. Uveden je i pojam ¢ - odstupanja (g = 1,2, 00) za koje odstupanje aproksimacije
funkcije pod odredenim uslovima dostize minimum. Pored toga je uvedeno i pseudo odstupanje, kao
jedan pristup procene kvaliteta minimaks aproksimanta.

Pomocu oo - odstupanja su dobijeni bazi¢ni rezultati vezano za Cusa - Huygens 1 Sdndor nejednakosti

iz [7].

U disertaciji je posebno naveden uslov kada postoji 2 - odstupanje, koriSéenjem integracije po
parametru.

Navedeni su i uslovi merenja odstupanja pomocu povrsine (1 - odstupanje), a pored toga je uvedeno i
merenje pomocu pseudo odstupanja, pri cemu su dobijeni rezultati i za takav pristup.

Trecu celinu disertacije ¢ine peto i Sesto poglavlje, u kojima su, na osnovu matematickih osnova
izloZenih u Cetvrtom poglavlju, date primene g - odstupanja kroz 11 Aplikacija.

Peto poglavlje se odnosi na primenu g - odstupanja na razne raslojene familije funkcija kroz niz
aplikacija (sekcije 5.1 - 5.6). U petom poglavlju je odreden kvalitet nejednakosti (Steckin, Cusa -
Huygens, Sandor, D’Aurizio, Becker - Stark), primenom ¢ - odstupanja za g = 1, 2, o0, kao i primenom
pseudo odstupanja.

U ovim sekcijama razmatrane su familije "nike" oblika, klase funkcija razmatranih u [7] a kojima se
autorka bavila u toku svog istraZzivanja. Od posebnog interesa je Becker - Stark nejednakost razmatrana
u Aplikaciji 9 koja nije "nike" oblika, osim na konkretnom segmentu, ¢ime se oblast istraZivanja ove
disertacije proSirila i na neke nove klase nejednakosti.

Sesto poglavlje se odnosi na razli¢ite primene raslojenih familija funkcija u eletrotehnici. Posebno se
razmatra Q - funkcija, koja ima Siroku primenu u razli¢itim oblastima nauke i inZenjerstva.




Uvob

Q - funkcija je direktno povezana sa funkcijom greske erf(-) i njenom komplementarnom funkcijom
erfc(-), Sto je od velikog znacaja u problemima koji se javljaju u oblasti telekomunikacija.

Za funkciju greske su formirane odgovarajuce familije funkcija na osnovu aproksimacija koje su
postigli C. Ren, A. R. MacKenzie [8] i J. - T. Chu [9]. Kvalitet dobijenih aproksimacija je razmatran
kao 1 u petom poglavlju, odredivanjem 1, 2, oo 1 pseudo odstupanja.

Posebno je bitno istaci da su u Sestom poglavlju prvi put razmatrane raslojene familije funkcija koje u
potpunosti nisu "nike" oblika.

U sedmom poglavlju su razmatrani postignuti rezultati u disertaciji, na osnovu ¢ega je donet zakljuc¢ak
o istom 1 predloZeni su bududi pravci istraZivanja.

Ovu disertaciju prate i dva priloga. Prilog A daje kratak uvid u opSta matematicka pravila primenjena
u disertaciji, dok Prilog B daje implementacije u programskom paketu Maple, koje su primenjene za
simbolicka i numericka racunanja, za dobijanje rezultata u aplikacijama koje su razmatrane u petom 1
Sestom poglavlju.

Kad god je Maple na osnovu implementacije za integraciju dozvoljavao, rezultati su prikazivani u
simbolickom, a potom i numeri¢kom obliku.

U sluc¢ajevima gde Maple, u realnom vremenu, nije davao simbolicke rezultate, formirani su odgovara-
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Odlucivost

!

"It isn’t that they can’t see the solution. It is that they can’t see the problem.’
Gilbert K. Chesterton (1874 - 1936)

1.1 (Ne)odlucivi problemi

Do tridesetih godina XX veka, predstavljeno je nekoliko algoritamski nereSivih problema, odnosno
problema za koje ne da nije poznato reSenje, nego se zna da ih je nemoguce resiti.

Da bi se dovela u pitanje algoritamska resivost nekog problema, potrebno je definisati sam problem.

Problem odlucivanja odreduje se postojanjem algoritma koji na osnovu ulaznih podataka za zadati
problem daje odgovor u obliku DA ili NE. Ako problem moZe da se resi bilo kakvim algoritmom onda
Jje on odluciv, u suprotnom, problem je neodluciv.

Jo$ 1928. godine su D. Hilbert ' i W. Ackermann ? problem odlu¢ivanja baziran na postojanju
algoritma za reSavanje nazvali ""Entscheidungsproblem 3"'.

U matematici i racunarstvu se primenjuju algoritmi, koji se izvrSavaju kroz procedure odlucivanja.
Napominjemo da su problemi odlu¢ivanja Cesta tema istraZivanja, a delom je to tema i u ovoj disertaciji.

Jedan od problema odlu¢ivanja je Godel-ova 4 teorema o nepotpunosti koja tvrdi da ne postoji potpun
i konzistentan logicki sistem koji tacno opisuje prirodne brojeve, kao i da konzistentan logicki sistem
koji opisuje prirodne brojeve ne moZe da potvrdi sopstvenu konzistentnost.

Logicki sistem se smatra konzistentnim ako ne sadrzi kontradikcije, odnosno, za svako tvrdenje ¢ ne
mogu u isto vreme i ¢ 1 njoj protivrecna —¢ biti dokazive. Logicki sistem je potpun ako je dovoljan
da se na njemu izgradi odgovarajuca teorija u potpunosti.

U ovom delu ¢emo dati istorijski prikaz razvoja ove tematike.

'David Hilbert : (1862 - 1943) nemacki matematiar.

2Wilhelm Friedrich Ackermann : (1896 - 1962) nemacki matematicar i logicar.
3Nemacki naziv za "problem odlucivanja"

4Kurt Friedrich Godel : (1906 - 1978) nemacki matematicar, filozof, logicar.




1: ODLUCIVOST

K. Godel je 1931. godine pokazao da postoje iskazi o prirodnim brojevima, odnosno pozitivhim
celim brojevima, koji su tacni, ali koji se nikada ne mogu dokazati u okviru aritmetike. Potom su,
K. Godel i J. Herbrand >, 1933. godine, definisali klasu opstih rekurzivnih funkcija, §to je, izmedu
ostalog, imalo znadajan uticaj na razvoj teorijskog i prakti¢nog racunarstva. A. Church ¢ je 1936.
godine predstavio metod za definisanje funkcija koji je nazvao A-ra¢un, dok je iste godine, A. Turing ’
predstavio teorijski model ra¢una. A. Church i A. Turing, nezavisno jedan od drugog, pokazali su da
postoje neki problemi u matematici koji se ne mogu resiti, u smislu da ne postoji algoritam za njihovo
reSavanje. Na osnovu radova K. Godel-a, A. Church-a, A.Turing-a, kao i mnogih drugih matematicara
u to vreme, zapoceta je teorija izracunljivosti (teorija algoritama) i pokazano je da su mnogi problemi
u matematici algoritamski neresivi, odnosno, neodlucivi.

Algoritam, kao pojava, potice joS od davnina. Drevni matematicari Vavilona su oko 2500 godina
p.n.e. primenjivali algoritam deljenja, dok su drevni gréki matemati¢ari oko 240 godina p.n.e.
koristili algoritam za pronalaZenje prostih brojeva na odredenom intervalu. Medutim, algoritam je
naziv dobio tek mnogo kasnije, po imenu poznatog persijskog matematic¢ara al-Khwurizmi-ja 8. On
je prvi posmatrao algebru kao zasebnu disciplinu, te je po njegovom delu “Al-Jabr” dobila ime.
U danasnje vreme, algoritam se najviSe vezuje sa oblast racunarstva, gde predstavlja proceduru za
reSavanje problema.

Teorija izraCunljivosti nastala je proucavanjem izracunljivih funkcija i Turing-ove maSine i bazirana
je u osnovi na slede¢em pitanju : Ako imamo funkciju definisanu nad skupom prirodnih brojeva, Sta
znaci da je ta funkcija izracunljiva? Za funkciju se kaZe da je izraCunljiva, ako postoji algoritam takav,
da za sve ulazne podatke iz domena funkcije, daje odgovarajuce izlazne podatke. Samim tim, teorija
izracunljivosti se bavi pronalaZzenjem odgovora i reSenja na ovo i sli¢na pitanja, Sto je dovelo do teorije
koja se i danas aktivno istraZuje: teorije sloZenosti algoritma. Napominjemo da se teorija sloZenosti
algoritma sa jedne strane razmatra kao grana matematike, a sa druge strane kao grana racunarske
tehnike.

Teorija izraCunljivosti, kao oblast koja je nastala pocetkom XX veka, dala je osnovu za nastanak
teorijskog racunarstva nakon ¢ega je usledio i razvoj savremenih digitalnih racunara.

5Jacques Herbrand : (1908 - 1931) francuski matematicar.

6 Alonzo Church : (1903 - 1995) americki matematicar, programer, logicar, filozof.

7 Alan Mathison Turing : (1912 - 1954) engleski matematiCar, programer, logicar, filozof.
8Muhammad ibn Musu al-Khwurizmi: (oko 780 - oko 850) persijski matematicar, astronom, geograf.




1.2 NEODLUCIVI PROBLEMI U ELEMENTARNOJ ANALIZI

1.2 Neodludivi problemi u elementarnoj analizi

B. Poonen’ je jo§ jedan istraZiva¢ koji se bavio problemima odlu¢ivanja u matematici. U [10] je
predstavio neSto drugacije primere problema odlucivanja koji se javljaju u razli¢itim granama mate-
matike. Kao prvo, razjasnio je moguce tumacenje pojma neodlucivosti u matematici, potom se, kada
je u pitanju oblast logike i problem odlucivanja, osvrnuo na Godel-ovu teoremu o nepotpunosti, na
osnovu koje su A. Church 1 A. Turing dokazali da su mnogi problemi neodlucivi 1 razvili pojam algo-
ritma odlucivanja. B. Poonen je u svom radu analizirao i problem zaustavljanja (The Halting Problem)
koji postavlja pitanje da li je moguce napisati algoritam za otklanjanje greSaka koji za ulazne podatke
uzima n podataka, gde je n prirodan broj i odlucuje da li €e se zaustaviti i iz njega iza¢i sa odgovorom
ili ¢e uci u beskonacnu petlju bez konacnog odgovora.

Problemi odlucivanja znaka funkcije kao i postojanja korena funkcije na odredenom intervalu, predmet
su, izmedu ostalog, i ove disertacije.

B. Poonen je u [10] razmatrao neke primere odlucivih i neodlucivih problema u elementarnoj analizi.
Navodimo neke od tih neodlucivih problema za funkciju f : [a,b] — R :

Py : Dali za datu funkciju f postoji koren xg € [a, b] takav da vazi f(x9) =0 ?
P; : Dali za datu funkciju f vazi da je f(x) > 0 za sve vrednosti x € [a, b] ?

Ako je funkcija f polinom sa racionalnim koeficijentima P, = P,(x) definisan na segmentu [a, b]
pri éemu su a i b takode racionalni brojevi, tada, na osnovu Sturm'%-ove teoreme, postoji algoritam
kojim je moguce odrediti broj realnih korena na intervalu [a, b], $to ovaj problem ¢ini odlucivim.

Medutim, postavlja se pitanje : da li je moguce reSiti navedene probleme za svaku, odnosno, bilo koju
klasu funkcija?

Istorija ovog problema potie od rezultata koje su postigli u svojim radovima D. Richardson ! [11],
P.S. Wang % [12], M. Laczkovich '3 [13], kada su predstavljene neke klase funkcija f, koje nisu
polinomskog oblika i gde za probleme P; (postojanje korena) i P, (pozitivnost funkcije) nije moguce
naci reSenje, Sto ove probleme ¢ini neodlucivim. Naime, D. Richardson je u [ 1] pokazao da je
problem P; za klasu funkcija koja sadrZi polinome i sinusnu funkciju neodluciv problem. Ovim
problemom se bavio P. S. Wang, koji se takode bavio ispitivanjem neodlucivih problema, baziranih
na funkcijama sa realnom promenljivom i problemom odlucivanja da li takve funkcije imaju realnu
nulu. U [12] je dokazao da je za taCno definisanu klasu funkcija takav problem neodluciv. Svoje
dokaze je bazirao na rezultatima koje je D. Richardson postigao u [11]. Preciziracemo samo jedan
deo rezultata:

Neka je S skup matematickih izraza za koje vazi da postoji skup pravila po kojima se odlucuje da li
neki odredeni izraz pripada skupu S. Izraz je formiran od konac¢nog skupa simbola koje ¢ine brojevi
i promenljive. Tako definisani izrazi iz S predstavljeni su kao funkcije nad nekim domenom D.

Bjorn Mikhail Poonen (1968 - ) : ameri¢ki matematicar.

lOJacques Charles Sturm (1803 - 1859) : francuski matematicar.
"Daniel Richardson : engleski matematicar i programer.

2Paul S. Wang : (1944 - ) kinesko - ameri¢ki matematicar i programer.
13Mikl6s Laczkovich : (1948 - ) madarski matematiGar.




1: ODLUCIVOST

Za neki ceo broj n, moZemo da definiSemo S, kao klasu izraza koju Cine :
(a) racionalni brojevi i realan broj 7
(b) promenljive xy, x2, ..., X,
(c) operacije : sabiranje, mnoZenje i kompozicija
(d) sinusna funkcija

D. Richardson izraze iz S, poistovecuje sa funkcijama nad realnim brojevima i pokazuje da se za
proizvoljno veliko n, moZe smatrati daje S, = S .

Naime, B. F. Caviness je rezultate D. Richardson-a definisao kroz sledecu teoremu :

Teorema 1.1 Neka postoji funkcija f takva da vazi f(x1) € Sy, tada je pretpostavka : “postoji realan
broj r takav da vazi f(r) < 0 ” rekurzivno neodluciva.

Takode vazi sledece tvrdenje :

Teorema 1.2 Neka postoji funkcija f takva da vazi f(x1) € Sy, tada je pretpostavka : “postoji realan
broj r takav da vazi f(r) =0 ” rekurzivno neodluciva.

Ovim tvrdenjima, Wang je, na osnovu radova Richardson-a i Caviness-a doSao do rezultata koji
dokazuju postojanje klase izraza S, kao neodluciv problem, odnosno dokazao je da su za neku funkciju
f € S tvrdenja koja se odnose na znak funkcije i postojanje realnog korena funkcije rekurzivno
neodludiva.

Navodimo poboljSanje prethodnih rezultata koje je dao M. Laczkovich u [13]. Naime, M. Laczkovich
je razmatrao proizvoljne polinome sa celobrojnim koeficijentima, kroz upotrebu funkcija : x, sinx™ i
sin(x - sinx™), za (m = 1, 2...), u odnosu na operaciju sabiranja i tako formirao klasu Sj.

Upotrebom ove klase eliminisao je r iz skupa izraza (koje je razmatrao D. Richardson), redukovao je
broj kompozicija i za takvu klasu je dokazao sledecu teoremu :

Teorema 1.3 Za f € Sy naredna tvrdenja su rekurzivno neodluciva :
(a) postojanje realnog broja x, takvog da je f(x) > 0
(b) postojanje realnog broja x, takvog da je f(x) =0

Redukovanjem kompozicija, zamenom sin 7rx; sa sin x;, M. Laczkovich je dao malo drugaciju varijantu
Richardson-ove teoreme, odnosno, za bilo koje i, ako postoji funkcija f : R — R" takva da je

f(x) = (x sinx, xsinx>, ..., x sinxzn_l)

onda vazi sledeca teorema :

Teorema 1.4 Neka je F skup funkcija R — R™ kreirana od celih brojeva, x i operacija sabiranja,
mnoZenja i kompozicije sa sinx. Tada je nemoguce odluciti za datu f € ¥, da li je f na celom
intervalu nenegativna. Takode je nemoguce odrediti da li je funkcija f na celom intervalu pozitivna ili
ima koren.




1.3 NEJEDNAKOSTI

1.3 Nejednakosti

Matematicari Cesto koriste nejednakosti, kako bi uz pomo¢ njih ogranicili veli¢ine za koje egzaktne
formule ne daju konkretne rezultate i ne mogu se lako izraCunati.

Nejednakosti se veoma Cesto koriste u svetu oko nas, iako moZzda to ne znamo (ili ne razumemo), ali
shvatanje kako tumaciti, a samim tim i reSiti neku nejednakost od velike je vaznosti u svakodnevnom
Zivotu. Tako na primer imamo: ogranicenje brzine na putu, maksimalno ograni¢enje placanja na
bankovnim raCunima, broj tekstualnih poruka koje mogu da se Salju svakog meseca sa mobilnog
telefona, sve su to situacije iz svakodnevnog Zivota koje je moguce predstaviti nejednakostima. Na
ovakav nacin, mnogi problemi iz svakodnevnog Zivota se mogu modelirati nejednakostima, tako Sto
se najpre identifikuju veli¢ine koje se porede, izabere odgovarajuci znak nejednakosti, a kao reSenje
dobijamo niz mogucénosti.

Slobodnije receno, nejednakosti mogu da predstavljaju odnos izmedu dva broja ili algebarska izraza,
koji moZe da bude veci od, vedi ili jednak, manji od, manji ili jednak i kao takav moZe se koristiti i u
drugim nau¢nim oblastima kao $to su raCunarstvo, ekonomija, statistika, fizika i mnogo toga drugog.

Matematicari su se tokom istorije Cesto sretali sa problemima modeliranim nejednakostima, kao i
samim nejednakostima koje je bilo tesko tumaciti, odnosno, odrediti njihova reSenja.

Drevni matemati¢ari su poznavali sam pojam nejednakosti, njima su se bavili i tako definisali: neje-
dnakost aritmeticko - geometrijske sredine, nejednakost trougla, izoperimetrijsku nejednakost. Jedan
od najpoznatijih matemati¢ara, Euklid ', je koristio pojmove kojima je uporedivao magnitude, dok
su stari Grei, medu kojima je i Arhimed '3, koristili nejednakosti da izradunaju zapreminu piramide,
a koristili su nejednakosti i za mnoge druge primene.

Iako su nejednakosti postojale kao pojam u razli¢itim granama matematike i svojim postojanjem
pomogle matematickim otkri¢ima, nemaju dugu istoriju kao posebna disciplina koja se proucava.
Jednu od prvih knjiga "Nejednakosti" napisali su G. Hardy ', J. Littlewood!”, G. Pélya '8 [14] 1934.
godine. Potom sledi knjiga, na ovu temu, koju su napisali E. Beckenbach !° i R. Bellman 2° 1961.
godine [15]. Treée bitno delo "Analiticke nejednakosti" napisao je D. Mitrinovié¢ 2! 1970. godine
[16]. Ove knjige od nejednakosti kao pojma, formiraju oblast matematike koja daje nove ideje, tehnike
1 primene za nova istraZivanja.

Navodimo neke istorijske ¢injenice o nejednakostima.

Iako su se nejednakosti koristile od vremena starih Grka, pa sve do modernog doba, primenjivale su
se bez definisanog simbola nejednakosti veoma dugo.

4Euklid (oko 300. p.n.e.) : starogréki matematicar, geometar, logicar.

15 Arhimed (oko 287. p.n.e. - 212. p.n.e.) : starogréki matemati¢ar, astronom, fizicar.
16Godfrey Harold Hardy (1877 - 1947) : engleski matematicar.

17John Edensor Littlewood (1885 - 1977) : engleski matematicar.

8George Pélya (1887 - 1985) : madarski matematicar.

19Edwin Ford Beckenbach (1906 - 1982) : ameri¢ki matematiGar.

20Richard Ernest Bellman (1920 - 1984) : ameri¢ki matematicar, programer.
2IDragoslav S. Mitrinovié¢ (1908 - 1995) : srpski matematicar.
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Znaci za veée od (>) 1 manje od (<) uvedeni su 1631. godine u delu britanskog matematicara
T. Harriot-a 2> "Artis Analyticae Praxis", objavljenog 10 godina nakon njegove smrti. Simbole je
zapravo izmislio urednik knjige. Harriot je u pocetku koristio trouglaste simbole koje je urednik
promenio da lice na moderne simbole. Naime, Harriot je bio inspirisan simbolom na ruci Indijanca
kada je dobio ideju za simbole nejednakosti, odnosno, razlozZio je domorodacki simbol na dva dobro
poznata simbola > i <. Harriot je takode koristio paralelne linije (vertikalne "||", ne kao danasnje
horizontalne "=") kako bi oznacio pojam "jednakosti". Kako se navodi u "VNR Concise Encyclopedia
of Mathematics", znak jednakosti je izumeo R. Recorde >* matematicar na dvoru engleskog kralja
Edvarda VI, koji je izmedu ostalog predstavio algebru svojim sunarodnicima. Prvi put je koristio znak
jednakosti u knjizi "The Whetstone of Witte", 1557. godine, kako bi izbegao ponavljanje reci "jednako
je". Simbole za manje ili jednako (<) i vece ili jednako (>) sa jednom linijom znaka jednakosti ispod
njih prvi je upotrebio francuski matemati¢ar P. Bouguer 2* 1734. godine. Pored toga §to su u
18. veku konacno definisani simboli za nejednakosti, uvelo se jos nesSto novo - pocelo je pojedinim
nejednakostima da se dodeljuju i imena, Sto je dalo jo§ vecu vaznost nejednakostima. Nejednakosti se
viSe nisu zvale po onome ¢ime su se bavile, ve¢ su se nejednakostima dodeljivala imena matematicara
koji su ih ili otkrili ili dokazali po prvi put (npr. "Nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky").

Kao Sto je ve¢ pomenuto, od 1934. godine bogata literatura posveéena je otkrivanju novih vrsta
nejednakosti i njihovim primenama. VaZnost nejednakosti je prihvacena od samog pocetka njihovog
nastanka pa do danas i Siroko je prihvacena kao jedna od glavnih pokretaca napretka analize. Razli¢ite
nejednakosti su uopstavali mnogi matematicari, pa je to sada aktivno i interesantno polje istraZivanja.
Poslednjih godina teorija matemati¢kih nejednakosti je zaokupila paznju velikog broja istraZivaca i
uticala na razli¢ite grane matematike. Mnogi istrazivacki ¢asopisi objavljuju ¢lanke koji se odnose na
ovu vaznu oblast matematike. Elementarne nejednakosti imaju Siroku primenu u mnogom oblastima
matematike, kao i drugih nauka. Njihovi dokazi su reSenja mnogih problema. Mnogi matematicari se
bave nejednakostima, traZe u do sad poznatoj literaturi, one koje Zele da primene, da poboljSaju opseg
reSenja, da za nejednakosti koje nemaju dokaze, te dokaze i pronadu, Sto je za mnoge 1 veliki izazov.
Tako su mnoge elementarne nejednakosti evoluirale, ¢ime je proSirena i njihova primena, a samim tim
1 dat joS veci znacaj ovom polju istraZivanja.

U ovoj disertaciji razmatrana je posebna klasa nejednakosti iz Teorije analitickih nejednakosti, dobijeni
su novi rezultati, a razmatrana je i njihova primena u elektrotehnici.

22Thomas Harriot (oko 1560 - 1621) : engleski astronom, matematicar, etnograf, prevodilac.
BRobert Recorde (oko 1512 - 1558) : velski fizicar, matematicar.
24Pierre Bouguer (1698 - 1758) : francuski matematicar, geodeta, astronom.




Miksovane trigonometrijske polinomske (MTP) funkcije

"The moving power of mathematical invention
is not reasoning but imagination."

Augustus de Morgan (1806 - 1871)

2.1 Definicija MTP funkcija i osnovne osobine

2.1.1 Miksovani trigonometrijski polinomski sistemi (MTPS)

B. Dong, B. YuiY. Yuu [|7] surazmatrali miksovane trigonometrijske polinomske sisteme (MTPS),
gde su ih definisali kao :

F(3,0) = (fi(3,0), .. fram(»,0)" =0 2.1)
zay=(y1,...,yn) 160 = (61, ...,0,), pri tom
fi(y,0) = Z biay” sin* 6 cos” 6 + ¢; (2.2)
aesS;

zal<i<n+m,a=(B,uv),S;C N™2m\ (0}, c} = const. 1 pri ¢emu je:

_ BB
y'B = Y I
R oy
sin® = sing ... sing, (2.3)
v o _ Vi v
COS” = COS; ...COSy"

U navedenom radu [17] su prikazane i metode za reSavanje MTPS, dok su u [17] 1 [18] dati primeri
prakti¢ne primene za reSavanje problema u obradi signala kod sonara i radara kao 1 modeliranje d,
ipp i PUMA sistema preko MTPS. Naime, ovi sistemi se primenjuju u mnogim nau¢nim oblastima i
inZenjerstvu, medu kojima su i neurofiziologija [ 1 9], kinematika [20], PUMA robot [21], [22].

Ovde navodimo kratak istorijat i primene PUMA robota, jer se u matematickom opisu takvih robota
javljaju MTPS [1], [21], [22], [23], [24], .
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2: MIKSOVANE TRIGONOMETRIJSKE POLINOMSKE (MTP) FUNKCIJE

Naziv PUMA je nastao kao skracenica od "Programmable Universal Manipulation Arm". PUMA [25]
je industrijska robotska ruka koju je razvio V. Scheinman i koja se prvobitno proizvodila u robotskoj
kompaniji Unimation. Kompanije Westinghouse, Stdubli i Nokia Robotics su takode proizvodile
PUMA robote tokom 1980-ih godina, pri cemu je PUMA-560 najcesce koris¢en model. PUMA robot
se proizvodio u tri kategorije: 200, 500 i 700 serije. Serija 200 je manja desktop jedinica, model koji
je bio koriSéen za prvu robotsku stereotaktiCku biopsiju mozga 1985. godine. Serija 500 je veli¢ine
do skoro 2 metra. Ovaj model je popularnog dizajna i najprepoznatljivija je konfiguracija. Serija 700
je najveca u grupi 1 bila je namenjena za montaznu traku, farbanje i zavarivanje. Bez obzira na di-
menzije i funkciju PUMA robota, za njih je karakteristi¢no to da se sastoje od dve glavne, medusobno
povezane, komponente: mehanicke ruke i kontrolnog sistema (kontrolera). Za modeliranje poloZaja
robotske ruke u sistemu (definisanje trajektorije pokreta), koriste se MTPS.

Robotska ruka, odnosno robotski manipulator, ima zna¢ajnu ulogu u mnogim industrijskim aplikaci-
jama, kao i automatici, gde jedan sloZen robotski sistem moZe da izvede mnogobrojne radnje umesto
C¢oveka. Robotska ruka aktivira niz pokreta, kako bi reSila zadatak, unutar svog unapred definisa-
nog radnog prostora, a $to zavisi od fizickih karkteristika same ruke, odnosno, broja njenih spojeva
(zglobova).

Robot PUMA - 560 je matematicki najbolje opisan robot, pa se samim tim najc¢eSce Kkoristi u istraZi-
vacke i obrazovne svrhe. U [1], [23], [24] je razmatran dizajn robotske ruke, optimalna trajektorija
PUMA - 560 robota, kinematika, kao i algoritmi za njihovo izracunavanje. U [1] je, izmedu ostalog,
razmatran robot PUMA - 560 sa 6 DOF (degree of freedom, stepena slobode, odnosno mogucih
pokreta zglobova), pri ¢emu je dat nacin reSavanja zadataka baziran na kinematici i planiranju tra-
jektorije robotske ruke. ReSenje je dato u vidu optimizacionog algoritma, koji se bavi analizom
kinematike i trajektorije robota.

Na sledecoj slici [ 1] je dat izgled PUMA robotske ruke :

5 nadlaktica
(S

Slika 1: PUMA - 560 robotska ruka
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2.1.1 MIKSOVANI TRIGONOMETRIJSKI POLINOMSKI SISTEMI (MTPS)

Odredivanje poloZaja robotske ruke se vrSi na osnovu koordinantnih sistema koji se postavljaju u
zglobove i na segmente robota na razli¢ite nacine. PoloZaj svakog koordinatnog sistema u odnosu na
segment je uvek poznat.

Nacin postavljanja koordinatnih sistema na segmente robota naziva se Denavit-Hartenbergova ili DH
notacija (konvencija), kojom se opisuje ukupna transformacija sistema preko svega Cetiri parametra 6,

a,dia.

Karakteristi¢no za PUMA robota je to, da se sve tri ose zglobova hvataljke seku u jednoj tacki, pri
¢emu se takav zglob hvataljke naziva Ojlerov zglob. Ukratko, koordinatni sistemi PUMA robota,

postavljeni u skladu sa DH notacijom, su prikazani slede¢om tabelom :

Tabela 2.1: DH notacija za PUMA 560 robot sa 6DOF [1]

segment d a a | inicijalna vrednost | kona¢na vrednost
1 0 0 -90 -185 185
2 0.7 0.5 0 -155 35
3 0.948 | 0.948 | 90 -130 154
4 0 0.68 | -90 -350 350
5 0 0 90 -130 130
6 0 0.853 | 0 -350 350

Za moguce pokrete robotske ruke na osnovu slobode kretanja date prethodnom DH tablicom, dobija
se transformaciona matrica [1] :

gde je C =cos 1§ = sin.

Za svaki zglob se moze odrediti pojedinacna matrica transformacije koris¢enjem jednacine za A;.
Ovaj izraz sadrzi tri fiksna elementa, kao Sto je jedna promenljiva (teta), jedna matrica tipa 1 x 3 1
jedna 3 x 3 rotaciona matrica. PoloZaj hvataljke je oznacen matricom tipa 1 x 3 dok je orijentacija

A; =

C0n+1 _S9n+lcan+l S9n+1SC¥n+l
SOn1 COp1Capyr —COpp1Sayy
0 Sa’n+1 Can+1
0 0 0

kraja hvataljke predstavljena rotacionom matricom 3 x 3.

Ap+1 C9n+l
15011

dn+1
1

Karakteristi¢ne matrice za svaki zglob PUMA robotske ruke se mogu odrediti kao :

co, 0
e 0
0 0

Co,

Ay = Sg“

0

-C6,

CY]C@]

-S04
COy

0
0

a1561
0

Ay

Co, —-S6, O
SO, CO, O
0 0 1
0 0 O
Cos 0 S6s
S6s 0 —-C8s
1 0
0 O

Coz 0 S6;
So; 0 -Co
As = 03 | 3
0 0
Cls —S6s O
SO COs O
0 0 1
0 0 O
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2: MIKSOVANE TRIGONOMETRIJSKE POLINOMSKE (MTP) FUNKCIJE

Na osnovu ovih karakteristi¢nih matrica, kompletna transformacija se moZe predstaviti sa :
T =A1A2A3A4A5A¢
odnosno

Ny Ox A4y PpPx
Te = Ny Oy dy Py
n; o0z d4z; Pz
0 0 0 1
pri ¢emu je

ny = C1[C3(C4Cs5Cs — S486) — §2385C6] + S1(854C5C6 + C4Se)
ny = S§1[C3(C4Cs5Cq — S486) — 52355Cs] — C1(S4C5C6 + C4S6)
n, = 823(C4Cs5Cs — S456) — C2355Cs

0x = C1[=C3(C4Cs5Ce + S4C¢) + 823558¢6] + S1(=545556 + C4Cs)
0y = S81[-C23(CsC5Cs + S4C¢) + 5235586] — C1(=S54C5S86 + C4Cs)
0; = —823(C4Cs5Cs + 54C¢) + C2355S6

ay = Ci1[C3C4Ss5+ 523Cs] — C18485

ay = S81[C23C4sS5+ 523C5] — C154S5

a; = 8§723C4S5 — 8523Cs

px = Ci(Caz+ay) + S1ds

Py = Sl(C2a2+a1)—C1d3

p: = S

Prethodna analiza je navedena iz razloga da se pokaze da potencijalna putanja kretanja PUMA robotske
ruke moze da se predstavi uz pomo¢é MTPS.
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2.1.2 MTP FUNKCUE I NEJEDNAKOSTI

2.1.2 MTP funkcije i nejednakosti

U slucaju kada je
y=x i 0=x

leva strana MTPS se transformiSe u miksovanu trigonometrijsku polinomsku (MTP) funkciju,
odnosno:

n
fi(x) = Z biaxP sin* x cos” x 2.4)
i=1

gde su b;, € R\{0}, (B, u,v) ENS in eN. Uvodenjem : a; = bjy 1 (B, 1, v) = (pirqi,Ti) € NS’ (za
i = 1..nin €N) dobijamo oblik MTP funkcije :

f(x) = Z a; xPi sin% x cos’'x (2.5)
i=1

koji je prvi put naveden i primenjen u [26] i od tada je opSte prihvaden. U [26] je dat i1 postupak
dokazivanja MTP nejednakosti tipa f(x) > 0, zax € (0,%).

MTP funkcije su razmatrane i u [27] gde je postavljen problem odredivanja uslova, odnosno vrednost
funkcije u rubnim tackama intervala :

fO=0 i f(3)=0
gde su koeficijenti MTP funkcije racionalni ne-nula brojevi a; € R\{0}, a (p;, q;,ri) € NS trojke
brojeva iz Ny, za segment [0, %] . Problem se moZe reSiti numericki, ali je u radu [27] data i procedura
odlucivanja kojom se polazna MTP funkcija anulira u rubnim tackama.

U [2] dat je metod dokazivanja, dok je u disertaciji [3] u vidu algoritma predstavljena procedura
za dokazivanje MTP nejednakosti unutar intervala (0, %) Odredivanje vrednosti funkcije u rubnim
tatkama, kao i unutar intervala (0, %) daje moguénost potpunog automatskog dokazivanja MTP

nejednakosti na celom segmentu [0, 5|

MTP funkcije i nejednakosti su predmet prouc¢avanja u matematici i racunarstvu [2], [16], [17], [28],
[29], dok su postupci automatskog dokazivanja MTP funkcija i nejednakosti razmatrani u [26],[30],
[31], [32], kao i u disertaciji [3].

Jedan nacin dokazivanja MTP nejednakosti f(x) > 0 je odredivanje polinoma P(x) tako da vazi
f(x) > P(x)>0,zax € [0, g] , a takav postupak je dat u narednom poglavlju.
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2: MIKSOVANE TRIGONOMETRIJSKE POLINOMSKE (MTP) FUNKCIJE

2.2 Jedan postupak dokazivanja MTP nejednakosti

Kao sto je pomenuto u prethodnoj sekciji, u [26] je razmatran metod dokazivanja MTP nejednakosti,
odnosno, klase nejednakosti oblika :

f(x) = Z a; xPi sin?'x cos"x > 0 (2.6)
i=1

gde su ; € R\{0}, (pi,gi,ri)) EN2, n eNix e [0, %] U Teoriji analitickih nejednakosti se Cesto
primenjuju funkcije ovog oblika. Autorka disertacije je u toku istraZivanja analizirala mnoge radove
23 koji se bave ovim nejednakostima pri ¢emu su neke od njih i koriiéene u ovoj disertaciji.

Metode dokazivanja bazirane su na poredenju sinusne i kosinusne funkcije sa Maclaurin-ovim poli-
nomima, medutim, te iste metode ne daju rezultate za aproksimaciju sinusne i kosinusne funkcije viSih
stepena. U [26] je definisan metod za dokazivanje nejednakosti tipa MTP, transformacijom funkcije
f(x) u ekvivalentan oblik, gde se javljaju sinusne i kosinusne funkcije visestrukih uglova.

Navodimo sledece definicije i teoreme iz [26]:

Definicija 2.1 Neka je f(x) proizvoljna funkcija koja se moZe aproksimirati Tajlor-ovim polinomom
Ty (x) stepena k, u okolini neke tacke a. Za daton > 0 se na intervalu x € (a—n, a+n) mogu odrediti:

(a) navisna aproksimacija funkcije f(x) u oznaci T{’a (x) = Ty (x) ako vaZi Tr (x) = f(x)

(b) nanizna aproksimacija funkcije f(x) u oznaci Z{’a (x) = Ty (x) ako vazi Ty (x) < f(x)

t21+1

1
Teorema 2.1 (a) Za polinom T,(t) = Z L

Y gdejen=4k + 1, k € Ny vaZi

(Vt e [0.V(n+3)(n+ 4)]) To(t) = Topa(r) > sint

(Vt e [-Vn+3)(n+ 4)],0) T (1)<T,,(t) <sint

Za t = 0 nejednakosti se pretvaraju u jednakosti.

Zat = ++/(n +3)(n + 4) vaZe jednakosti T,(t) = Tya(t) i T (6 =T, ().

nl

i+1

1)t
(b) Za polinom T, (t) = Z ()—)' gde jen =4k + 3, k € Ny vaZi

(w € [0,\/(n+3)(n+ 4)]) T.(1)<T,,,(1) <sint
(Vt e [-n+3)(n+d)], o) To(t) > Tosa(t) = sint

Za t = 0 nejednakosti se pretvaraju u jednakosti.
Zat = £+/(n+3)(n+4)vale jednakostiT, (t) =T, ,(t) i T(t) = Tpia(1).

#Neki od radova : [33], [34], [35], [36] - [39], [40], [41], [42] - [45], [46], [47], [48], [49], [50] - [52], [53] - [55], [56],
[571, [58], [591, [60] - [62], [63], [64] - [71]
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2.2 JEDAN POSTUPAK DOKAZIVANJA MTP NEJEDNAKOSTI

n

2 l 2i
(c) Za polinom T,(t) = Z (D

(20!

gde je n = 4k, k € Ny vaZi

(Vt e [ +3)(n+4),(n+3)(n+ 4)]) To(t) = Traa(t) = cost

Za t = 0 nejednakost se pretvara u jednakost.

Zat = £+/(n +3)(n + 4) vazi jednakost T, (t) = T p44(t).

2 (Z1)i%
(d) Za polinom T, (t) = Z ) gdejen =4k +2, k € Ny vazi

(v; e [-Nn+3)(n+4),(n+3)(n+ 4)]) T (1) <T,,,(t) < cost

Za t = 0 nejednakost se pretvara u jednakost.
Zat = £+/(n+3)(n+4) vai jednakost T, (t) =T, ,(t).

U [4] dat je poredak koji vaZi za sinusnu funkciju :

@ < M0 <10 < Zii;"o(r) <..<sint <.

—sin,0 —sin,0

T13()<T9 () ()<T1 (1)

IA

2.7)

zat € [0,V20] = [0,4.472...]. Ovaj poredak je primenjen i u [5] za dokazivanje Jordan-Steckin i

Becker-Stark nejednakosti. U [4] je takode dat poredak koji vaZi za kosinusnu funkciju :

() < T < 500 < T59°(1) < ... < cost < ..

—cos,0 —cos,0 —cos,0

Ty ()<T8 (t)<T4 () <Ty (1)

IA

zat € [0,V12] = [0,3.464 .. ].

(2.8)

Metod dokazivanja MTP nejednakosti zasniva se na ideji da se uprosti izraz sin?’ x cos”i x, koriste¢i

viSestruke uglove.

Vazi teorema:
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2: MIKSOVANE TRIGONOMETRIJSKE POLINOMSKE (MTP) FUNKCIJE

Teorema 2.2 Zar;,q; €N vaZi:

(a) ri, q; oba neparna :

B9~
I\)

72 (=1) Frkerj=3 (") (1) sin ((ry + gi — 2k)x)

=
sin?i x cos™ x = Z Z /
2r,~+q;—1

(b) r; paran, q; neparan :

\

s

Tigdi 1
2t2 73

(~1) %3 2(DT) sin ((r + i — 2k)x)
sin?i x cos™ x =

k
L2 =
2}’[+qi—1

J=0

M

(c) r; neparan, q; paran :

7’ +Fog ko (o1) Tk (7)) cos ((ri + g — 2k)x)
sin?’ x cos”i x Z
2}’,‘+£][—1
k=0  j=0
(d) ri, q; oba parna :
UL (- 1) F k] (”) (kq_fj) cos ((r; + g; — 2k)x)
qi Vi —
sin?’ x cos”' x = Z Z ori+gi=1
j=0
N O ) cos (it g~ 2009
P 2ritqi

Na osnovu Teoreme 2.2 moZe se definisati opsti ekvivalentan oblik MTP funkcije:

Yy di

n 2
f@) =Y x| Y urigl™ (qi+ri~2k)x)
k=0

i=0
gde je 0 koeficijent uz trigonometrijsku funkciju, na osnovu Teoreme 2.2,
sin: (g;,r; -obaneparna)V (g; -paran, r; -neparan)

Cair
trig,” ' =
8k cos: (g; -neparan, r; -paran)V (g;,r; -oba parna).

(2.9)

Na osnovu prethodno navedenog dolazimo do sledecih nejednakosti vezanih za sinusnu, odnosno

kosinusnu funkciju, samim tim 1 za ¢ri gki’r"-

gl (_l)i[2i+l . 2 (_l)i[2i+l
W < smt < W

i=0 i=0

ZoAl (_l)itzi 28 (_l)il2i+1

Z 20! < cost < 2irDT

i=0 i=0

zar,s € N.

(2.10)
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2.2 JEDAN POSTUPAK DOKAZIVANJA MTP NEJEDNAKOSTI

Primenom ovih ograni¢enja dolazimo 1 do konacnog oblika MTP funkcije :

n A+%-1
f(x) = Z Z aikapitrigZi’ri ((gi+ri —2k)x). (2.11)
i=0 k=0

Kao $to je u prethodnoj sekciji navedeno, metoda dokazivanja MTP nejednakosti kod kojih je f(x) > 0
se zasniva na odredivanju polinoma P(x) tako da vazi f(x) > P(x) > Ozax € [0, 7], a sve u zavisnosti
od znaka proizvoda ;6.

Tacnije, za bilo koju MTP funkciju f(x), za neko proizvoljno & > 0 mozZe se formirati polinom P(x)
tako da vazi :
P(x) < f(x) < P(x)+e¢

zax € [0, 5].

Na osnovu Definicije 2.1, kao i Teoreme 2.1, a vezano za transformaciju i aproksimaciju MTP funkcije
f(x), kreiran je metod za odredivanje polinoma P(x) [26], koristeéi Tajlor-ove aproksimacije. Ako
taj polinom ispunjava uslove da je P(x) > 0 onda vaziida je f(x) > 0, a sve na intervalu x € [0, 7].

U [38] dato je sledece tvrdenje :
Teorema 2.3 Za 0 < x < % vazi
x 2 X 2
(—) +—— <2+ —x>tanx.
sin x tan x 45
Konstanta % Jje najbolja moguca.

U [26] je dat dokaz nejednakosti navedene u Teoremi 2.3, putem definisanog metoda, za MTP
nejednakosti.

Takode je, uz pomo¢ algortima, dat dokaz za otvoreni problem [61]:
Teorema 2.4 Neka je O < x < 7. Tada vaZi

(27*/3)x3 + (87*/15 — 1672 /3)x° 5
< xsec”x —tanx
(n? — 4x2)2

(27*/3)x3 + (256 /72 — 872 /3)x°
<
(n? — 4x2)2

4 2\ . 2 — .
gde su (8%5 - mT”) i (% - 8%) najbolje moguce konstante.

U [30] predstavljen je metod za dokazivanje MTP nejednakosti oblika (2.6) tako §to su MTP ne-
jednakosti redukovane na odgovarajuce polinomske nejednakosti. Prikazana je i primena algoritma
na primerima. Takode, algoritam je primenjen i za analizu racionalne Padé aproksimacije funkcije
cos? x, kao i pobolj$anje klasa nejednakosti koje je definisao Z.H.Yang.

Kao osnova za istrazivanje a samim tim i kreiranje algoritma uzet je rad Mortici-ja koji je prosirio
opseg Wilker - Cusa - Huygens nejednakosti, primenjujuéi metod koji je nazvao prirodni pristup [50].

Metod se zasniva na poredenju i zameni sin x i cos x sa odgovaraju¢im Tajlor-ovim polinomima oblika
(2.10), za svako celobrojno r, s € Nyix € [0, %]
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2: MIKSOVANE TRIGONOMETRIJSKE POLINOMSKE (MTP) FUNKCIJE

Na ovaj nacin se komplikovani trigonometrijski izrazi mogu redukovati na prostije polinomske ili
racionalne izraze.

Nekoliko istraZzivaca je u svojim radovima vrSilo isptivanja i transformaciju komplikovanih MTP

funkcija i nejednakosti uz pomo¢ ovog prirodnog pristupa. Analizirani su samo trigonometrijski

izrazi koji se odnose na neparne stepene cos x, pa prirodna metoda nije primenljiva na funkciju cos” x
T

na celom segmentu x € [O, 5].

U [30] je kreiran algoritam baziran na prirodnom pristupu, sa ciljem da se on proSiri i formalizuje za

Siru klasu trigonometrijskih nejednakosti i da ukljuci i one sa parnim stepenom cos x, bez ogranicenja.

Kao primer primene ovog algoritma, baziranog na prirodnom pristupu, u [30] su dati sledec¢i dokazi :

(a) Dokaz racionalne Padé aproksimacije funkcije cos? x.

G. Bercu [72] je primenjivao Padé aproksimacije kako bi dokazao odredene nejednakosti sa
trigonometrijskim funkcijama. Neka je (f(x))[,/,; Padé aproksimant [m/n] funkcije f(x)
[72],

Tada ako predstavimo kosinusnu funkciju cos? x preko Padé aproksimacija :

( ) ) —59x% + 962 x* — 3675 x> + 4095
COS™ X =
[6/4] 17 x* + 420 x% + 4095
i
( 5 ) 163 x* — 780 x2 + 945
COS™ X = .
[4/41  13x* +165x2 + 945

onda vazi sledeca teorema :
, . . v T
Teorema 2.5 Sledece nejednakosti su tacne za svako x € (O, 5) :

2 2

(cos x) < cos’x < (cos x) (2.12)
[6/4] [4/4]
(b) Poboljsanje klase funkcija Z.H. Yang-a.
Z.H. Yang [65] je dokazao sledeée nejednakosti, za svako x € (0, x) :
)X _ sinx 3X _ 2+cosx

- <—X< =< —. 2.13
cos > P cos 3 3 ( )
Pre njega su Klén, Visuri i Vuorinen [58] dokazali nejednakost na intervalu (0, 25—7) =

(0,2.322..).

Primenom algoritma prirodnog pristupa dobijeno je poboljSanje za ovu klasu nejednakosti:

3 p . Ly
) sledece nejednakosti vaZe:

Teorema 2.6 Za svako x € (0,n)ia € (1, 3

cos“ = < (2.14)

) X sinx\“  sinx
< .
2

X X

Algoritam sa metodom prirodnog pristupa moZe se uspe$no primeniti za dokazivanje Siroke kate-
gorije klasi¢nih MTP nejednakosti. Primenjen je za dokazivanje nekih otvorenih problema MTP
nejednakosti, a moZe se koristiti 1 za dokazivanje nekih novih klasa nejednakosti.
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2.3 NEk1 DOPRINOSI MTP NEJEDNAKOSTIMA

2.3 Neki doprinosi MTP nejednakostima

2.3.1 Nove aproksimacije nekih izraza koji ukljucuju trigonometrijske funkcije

Rad ""New approximations of some expressions involving trigonometric functions' [4], autora M.
Nenezié, B. Malesevi¢, C. Mortici je objavljen sa ciljem da se primeni metod reSavanja trigonome-
trijskih nejednakosti, kasnije definisan u [26], za aproksimaciju nekih trigonometrijskih funkcija.

Rad je takode imao za cilj poboljSanje rezultata koje je dobio C. Mortici u [51] u vezi sa Wilker - Cusa
- Huygens nejednakostima. Ovo se pokazalo kao odlian primer primene metoda Cija je aplikacija
moguca i uspesna na Siru klasu problema.

Naime, Wilker je u [73] razmatrao nejednakost :

. 2
sin x tan x
2<|—] +——
X X

na intervalu (0, %) pri Cemu je postavio problem odredivanja najvece konstante ¢ > 0 tako da vazi:

3 sinx\®  tanx
2+cx’tanx < | ——

X X

za x € (0, 2) Wilker-ova nejednakost je bila interesantna mnogim autorima, te je, na osnovu svog

istrazivanja, X. Sumner [74] dokazao sledec¢u dvostruku nejednakost

16
2+ —4x tanx <
T

. 2
Sinx +_tanx < 2+§x tan x
45

X X

zax € (0,%).
C. Mortici je dao u [51] sledece dve teoreme :

Teorema 2.7 Za svako x € (0, 1) vaZi :

. 2
sin x tan x

2+ (% —a(x))x tan x < (T) + —~ <2+ (% — b(x))x tan x

_ 2 16 .4
gde je a(x) = 945x b(x) = 945x @t -
Teorema 2.8 Za svako x € (% - %, %) na levoj strani i za svako x € (% - %, %) na desnoj strani vazi

sledeca nejednakost :

16 sinx\>  tanx 16
2+ (= +c(x) | tanx < [—| + —= <2+ |—= +d(x)| X tanx
4 X X 4

0 4

edeje c(x) = (12~ 18) (5 x), d(x) = (19 - 16) (5 —x) + (%2~ 18) (5 - x).

Metod dokazivanja nejednakosti u [4] je predstavljen i u [26] i zasnovan je na upotrebi odgovarajucih
aproksimacija nekih miksovanih trigonometrijskih polinoma sa kona¢nim Tajlor-ovim razvojem i
predstavlja nastavak Mortici-jeve analize iz [50]. Metod iz [26] je primenjen 1 u [35], [49], [75] za
srodne nejednakosti.
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2: MIKSOVANE TRIGONOMETRIJSKE POLINOMSKE (MTP) FUNKCIJE

Na osnovu originalnog racunskog metoda, izvrSena je modifikacija funkcija a(x), b(x), c(x), d(x)
koje je Mortici predstavio kao rezultat svoje analize, pri ¢emu su dobijeni precizniji rezultati na
intervalu (0, %) Na osnovu toga u [4] dokazane su dve nove teoreme :

Teorema 2.9 Za svako x € (0, %) vazi :
8 inx\? t 8
2+ — —a(x) | tanx < smx +ﬂ<2+ — —b(x)| X tanx
45 X X 45

2

6 4
480 —40320871' +3628800 _ 17.15041...

gde je a(x) = 9%362, bi(x) = 9%)5 m

__a 4 PoX ; —
A5 X Pri Cemu je a =
Teorema 2.10 Za svako x € (0, E) vaZi sledeca nejednakost :

16 sin x 2 tan x 16
2+ =+cx) | tanx < || + —= <2+ |— +d(x)| X’ tanx
4 X X a4

gdeje c(x) = (10— 18) (5 —x), d(x) = (1L - 19) (5 - x) + (22 - 19) (5 -).

/8 7T5 7'l'3

Navedene teoreme nastale su za konkretne MTP nejednakosti.

2.3.2 Neka poboljsanja Jordan - Steckin i Becker - Stark nejednakosti

Rad ""Some improvements of the Jordan-Steckin and Becker-Stark inequalities' [5], autora M.
Nenezié¢ i L. Zhu, je nastao kao poboljSanje Jordan-Steckin i Becker-Stark nejednakosti koje su
razmatrane od strane autora L. Debnath, C. Mortici 1 L. Zhu u [76], odnosno nejednakosti:

2
ML 2 xe (o, f] (2.15)
X b4 2
1 njenih poboljSanja
2 1 i 2 -2
—+—(ﬂ2—4x2)£wﬁ—+ﬂ (7r2—4x2), xe(o,f], (2.16)
Tl X T 3 2
! 2 1 i 2 2
—+—(7r4—16x4) LMr 2 T (714—16x4), xe (o,f]. 2.17)
T 2n X T e 2
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2.3.2 NEKA POBOLJSANJA JORDAN - STECKIN I BECKER - STARK NEJEDNAKOSTI

U [5] su data sledeca poboljSanja poznatih nejednakosti :

(a) Teorema 1 iz [76] : Za svako x € (0, ) vazi:

3+i(ﬂ — 4x2) + (1_3)_(é_i)x2<

P & bis 3

- sinx - (2.18)
X
2 1 3 1 4 1
= . —4 P I 2, ~ 4

<7T+7T3 (ﬂ x) ( 7T) (6 7r3)x +120x

U [5] dato je poboljSanje nejednakosti (2.18).

Kako vazi (2.7), sinc x funkcija se moze aproksimirati sa :

15700) < Tg™0() < T30 () < T3°%() < ... < sinex <.
—sinc,0 smc 0 —sinc,0 —sinc,0 (2 19)
<Tpp (x)< (x) <Ty " (x) <Ty ~ (x),

zax € (0, %) c (0, \/E) = (0,4.47213...), na osnovu Cinjenice da je Tajlor-orov razvoj sinc x
funkcije dat sa:

: sinx . xk
sincx = kz_: -1) (2k+1)' (2.20)

zax # 0.

Na osnovu aproksimacija (2.19), dobijena je sledeca teorema :

Teorema 2.11 Za svako x € (0,5) vazi :

T ;0 X) = 2 2 4 2
;mC() _+_3(ﬂ- _4x)+(1__)_(8__)x <

n s
< Tsch T < 2 1 2 4 2 2.21
< Ty, 2(x) <sincx < 4k (x) —"‘F Al (221
3 1 4 ) 1 —sinc,0 —sinc,0
+(1_;)_(8_F)x +mx —T4 (x)<T0 (X),

za k 15 k2 € N.
Napomena. Ocigledno je da je Teorema 2.11 poseban sluc¢aj Teoreme 1 iz [76].

(b) Teorema 2 iz [76] : Za svako x € (0, %) vaZi :

2 1 5\ 1

Sy (2t - 16 -2 ) -2y

V.3 * 275 (ﬂ o ) ( 27T) 6x <

L sinx (2.22)
X

2 -2 5\ 1 8 1

= -1 1—- — _ 22 4

<pt T (moied) ( 277) 6" (ns 120)
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2: MIKSOVANE TRIGONOMETRIJSKE POLINOMSKE (MTP) FUNKCIJE

U [5] dato je poboljSanje nejednakosti (2.22).

Definisani su polinomi :

Q4(X):%+$(7(4—16)€4)+(1——)——x - _T 4]

2 -2 5 1 8 1
Ry(x) = - + ﬂﬂs (7‘(4 - 16x4) + (1 - —) - —x2+( )x4

16 40 1), x5 2
=|—-—— R —_— X - — - —
x5 120 6 2r
na osnovu kojih je dobijena sledeca teorema:
Teorema 2.12 Za svako x € (0, E) vazi :
04 (x) <TE0(x) < T50%0 () <sinex < Ty (1) < Ty (x) < Ra(x) (2.23)
za kl, k2 € N.
Napomena. Teorema 2.12 je poseban slucaj Teoreme 2 iz [76].
(c) Teorema 4 iz [76] : Za svako x € (0, 1) vaZi :
4 8 4 X 4
1-—|x——=x*<tanx - —- 1-— 2.24
( ﬂz)x 7T3x < tanx = 7T—2x<( ﬂzx) ( )
U [5] je dato poboljSanje nejednakosti (2.24).
Za funkciju
4 x
f(x) =tanx — P —
na osnovu Tajlor-ovog razvoja tan x funkcije iz [77]:
o0 22k (22k _ 1) )
tanx = » ————— 2 |By| %! (2.25)
; (2k)!
gde su B; Bernoulli-jevi brojevi 2° i uz upotrebu binomnog razvoja - (12 ") nad intervalom
(0, %), dobijen je stepeni razvoj: "
f(x)=tanx — R
nom-2x
_ i 2% (2% - 1) |B2i|x2i_1 4 X
= : - ——
e (2l)' T 1—(%X)
i 2% (22 1) Byl i 2 (2.26)
= X7 - X
. . 1
— (20)! = nlt
= >, (D anxd,

26Bernoulli-jevi brojevi su odredeni rekurzivnom formulom, gde je: By = 1, B, = n‘—+11 pIya (Z:})Bn_k zan € Ni

javljaju se u zapisu raznih stepenih razvoja poput (2.25)
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2.3.2 NEKA POBOLJSANJA JORDAN - STECKIN I BECKER - STARK NEJEDNAKOSTI

(d)

sa koeficijentima:

2k+1
ﬂk+1 k=2t
a =
k 22k+1 (22k+1 _ 1) |Bk+1| 3 2k+1  k=20—1
k+1)! kst

za{ € N. Tada vazi:

ar >0, limag=0 i (ax)l

k—o00

zak € N.

Na osnovu Lajbnic-ove teoreme za alternativne redove dobijena je sledeca teorema:

Teorema 2.13 Za svako x€(0,1) i €N, vaZi :

TL0(x) < f(x) < To (x).

(2.27)

(2.28)

Napomena. Nejednakost (2.28) za £ = 1 predstavlja konkretnu nejednakost Teoreme 4 iz [76].

Teorema 5 iz [76] : Za svako x € (0.373,%) u levoj okolini i za svako x € (0.301, ) u desnoj

okolini, vaZe sledeée nejednakosti:

8+ a(x) - tan x - 8+ b(x)
n? —4x? x n? —4x?

=25 (45

b(x) =a(x)+ (32 8 ) (E —x)3.

gde je

3 3x)\2
U [5] je dato poboljSanje nejednakosti (2.29), koje navodimo u daljem razmatranju.

Posmatrana je funkcija :
tan x

px) = (x4 ==,

zax € (0,%).

Zamenom x sa 5 — ¢ u funkciji ¢(x) je dobijeno :

T 8 _

zate (0, %) PoboljSanja nejednakosti iz Teoreme 5 u [76] su data sledeCom teoremom:

(2.29)
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2: MIKSOVANE TRIGONOMETRIJSKE POLINOMSKE (MTP) FUNKCIJE

Teorema 2.14 Za svako x € (0, %), vazi :

1 (3 =5+ 25+ (12550 + (5 -G

+(64_16_8)(n_x)4<
a4 3x2 45/\2

< p(x) <

P =80 2o (5T (-2 5
<T52x—8+ﬂ2x+n232x+ﬂ33n2x
+(%_£_§)(z_x)“+(%_2_1)(z_x)5

at 372 45/\2 > 3x3 45x/\2 )

Jedan dokaz ovog tvrdena je zasnovan na ekvivalentnim miksovanim trigonometrijskim poli-
nomskim nejednakostima :

fx)= (7T2 - 4x2) sinx — fo’OG—x) cosx >0

g(x)= (7r2 — 4x2) sinx — x Tsw’o(g—x) cosx < 0,
zax€(0,%).
Napomena. Ocigledno je da je Teorema 2.14 poseban slucaj Teoreme 5 iz [76].

Dalje je posmatran niz (ay)xen definisan sa :

2%\ Byl

a1=1, a2;=0, azj41 =" e

za jeN. Na osnovu [77] sledi razvoj :

w(t):gt(ﬂ—t)%cott
)
:%t(ﬂ' - t)(Z(g)l)(Za/2]+1t2]_l)
i=0 7=0
zat € (0,5).

Neka je rp(m) ostatak deljenja prirodnog broja m sa 2. Tada je u [5] postavljena naredna
hipoteza :

1. Za funkciju ¢ (1) nar€ (0, %), vazi jednakost :

0 [m/2] H2i+2+r(m) _
8 Xn+1-ry(m) 2 2 A 1-2i-ry(m) |
l//(t) - ZO( srr2(m) + gr2i+ra(m) f (2.30)
m= i=1
2. Zafunkciju ¢ () nare(0,%) i £ € N, vaZe nejednakosti :
TY0(1) <y (1) < Togar (1) (IE(O, g) A é’eN) . 2.31)
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Dupli Tajlor-ovi razvoji (DTR)

"No human investigation can be called real science
if it can not be demonstrated mathematically."

Leonardo da Vinci (1452 - 1519)

3.1 Definicija DTR i osnovne osobine

U sledecem delu dajemo prikaz osnovnih osobina i definicija vezano za duple Tajlor-ove razvoje. U
[78] su razmatrane aproksimacije pomocu duplih Tajlor-ovih razvoja, pa imamo da vazi sledece:

Definicija 3.1 Neka je T,{ “(x) Tajlor-ov polinom funkcije f(x), stepena n € No, u desnoj okolini
tacke a. Ako za realnu funkciju f : (a,b) — R postoje konacni limesi f®(a,) = limy 4, £ (),
zak €0,1,...,nonda je

ax ¥ (ay)
T (x) :;)wa_a)k (3.1)
prva Tajlor-ova aproksimacija funkcije f u desnoj okolini tacke a, za n € Ny, pri Cemu je
Ry () = f(0) = T (%) (3.2)

ostatak prve Tajlor-ove aproksimacije u desnoj okolini tacke a.

Na sli¢an nacin moze da se definiSe 1 sledece :

Definicija 3.2 Neka je T,{ b= (x) Tajlor-ov polinom funkcije f(x), stepenan € Ny, u levoj okolini tacke
b. Ako za realnu funkciju f : (a,b) — R postoje konacni limesi f%(b_) = limy_,p, f®(x), za
k €0,1,...,n onda je

prva Tajlor-ova aproksimacija funkcije f u lev0] okolini tacke b, za n € Ny, tada je
b b
R (0) = f(0) =T () (34)

ostatak prve Tajlor-ove aproksimacije u levoj okolini tacke b.
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3: DUPLI TAJLOR-OVI RAZVOII (DTR)

Definicija 3.3 Za polinom oblika

T/ % () + =R (b)) (x—a)" : n>1
n—1 (b—a)yn"'n - . =

f(b-) :n=0

kaZemo da je druga Tajlor-ova aproksimacija funkcije f u desnoj okolini tacke a, za n € Ny, dok je
polinom :

TS (x) = { (3.5)

f’b— 1 f7b— n
. Tn— (.X') + ﬁR ((l )()C - b) o n>1
Tg,b_,m. (x) — { 1 ( b) n +
f(as) t n=0

druga Tajlor-ova aproksimacija funkcije f u levoj okolini tacke b, za n € Nj.

(3.6)

Takode, iz [78] imamo da vaZi sledece tvrdenje :

Teorema 3.1 Pretpostavimo da je funkcija f(x) realna funkcija na intervalu (a,b) i neka je n
pozitivan ceo broj takav da takav da postoji f® (a,) i f*¥(b_), zak €0,1,....n.

(i) Pretpostavimo da je (—=1)"™ £ (x) rastuca na intervalu (a, b). Tada, za svako x € (a, b) vazi
sledeca nejednakost : , ,
TH () < f(0) < T () (3.7)

Dalje, ako je (=1)" ) (x) opadajuca na intervalu (a, b) tada za svako x € (a, b) vaZi obrnuta
nejednakost.

(ii) Pretpostavimo da je f™ (x) rastuca na intervalu (a, b), tada za svako x € (a, b) vazi :
Ty () > f(x) > T/ (x) (3.8)

Dalje, ako je f"(x) opadajuca na intervalu (a,b) tada za svako x € (a,b) vazi obrnuta
nejednakost.

Teorema 3.1 se Cesto naziva Teorema o duplim Tajlor-ovima aproksimacijama. U nekim radovima
se pojavljuje i pod nazivom Teorema WD, koji je dobila po autorima S. Wu i L. Debnath koji su je
dokazali u [79].

Neke interesantne primene Teoreme 3.1 se mogu naci u [80], [81], [82], [83].
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3.2 NEKI DOPRINOSI TEORIIT ANALITICKIH NEJEDNAKOSTI PRIMENOM DTR

3.2 Neki doprinosi Teoriji analitickih nejednakosti primenom DTR

3.2.1 Poboljsanje Jordan-Steckin i Becker-Stark nejednakosti primenom DTR

U "Some improvements of the Jordan-Steckin and Becker-Stark inequalities' [5], autora M.
Nenezié i L. Zhu dat je primer primene duplih Tajlor-ovih razvoja za dokazivanje nekih trigonometri-
jskih nejednakosti. Rad je nastao kao poboljSanje Jordan-Steckin 1 Becker-Stark nejednakosti koje su
razmatrane u [76], gde su dokazane sledece teoreme :

(a) Teorema 3 iz [76] : Za svako x € (0, ) vazi:

2 1 yn 4 X 2 1yn
Z_Z(Z_ t __. Z_Z|Z_ 3.9
b4 2(2 x)< anx b8 7r—2x<7r 3( x) (3.9

U [5] dato je poboljSanje nejednakosti (3.9).

U monografiji [16], D. S. Mitrinovi¢ je razmatrao Steckin-ovu nejednakost:

) S 4 X
anx > — - ,
T om—2x
zax € (0,%). Neka je :
4x
=t - 3.10
f(x) =tanx e (3.10)
zax € (0,%), tada vazi :
s
li = —,
x—>17£I/12—f(X) 2

U [76], nejednakosti iz Teoreme 3 su predloZzene kao adekvatne aproksimacije funkcije f(x) u
levoj okolini tacke x = 5. Zamenom x sa 5 — ¢ u funkciji f(x), uvodimo funkciju:

1 2
g(t):f(g—t):cott—;+;,

zat € (0,5%). Naosnovu [77], zax € (0, 5):

cot,0 10 222 [ Bk | oo
tr<T, (1) =—— Yy 2Kl
cott <T, (1) =7 sz (24)!

zat € (0, %], n € Nigde su B; (i € N) Bernoulli-jevi brojevi. Dalje:

1 2
g) <T ) - =+ 2 G.11)
t n
i u skladu sa Teoremom 3.1
o> 0 =r0 Bf(eQ) - (B o

28



3: DUPLI TAJLOR-0OVI RAZVOII (DTR)

zat € (O, %] in € N. Naosnovu (3.11) and (3.12), imamo :

. I 2
g(t) > T2 (1) — —+ = (3.13)
tr
zat € (0,%]. Neka je:
—cot,0 1 2

Fi(t) =T, (f)—;+;
: 1 2
Fﬁ(l) — Ir(lzot,o,ﬂ'/Z(t) -+ =
t
Vracanjem smene ¢ = 7 — x u (3.11) i (3.13), dobijena je sledeca teorema:
Teorema 3.2 Za x € (O, %) in €N, imamo :

]F,f(g —x) < flx) < Ff(% —x) (3.14)

Posledica 1 Na osnovu ovoga zakljuceno je da imamo poboljsanja za nejednakost iz Teoreme
3 u [70] data Teoremom 3.14 kao i za konkretne vrednosti prirodnog broja n :

l. Zan=1izax € (0, %) vazi:

<5 s - 25 enm <213
= F(3-x) =R

2. Zan=3izax € (O, %), vazi:

oo <81(5) <53 3o 2-4 5 -0)- (2] 2-5)5

(b) Teorema 6 iz [76] : Za svaki realan broj x € (0, 1.371), vazi sledeca nejednakost :

1 4 2
S . 3 I N L .3 B
anx " ( 3")x (3 15”)x (3.15)

x % —4x?

U [5] dato je poboljSanje nejednakosti (3.15). Neka je

tan x

flx) = (712 - 4x2) —

zax € (0,%).
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3.2.1 POBOLJISANJE JORDAN-STECKIN I BECKER-STARK NEJEDNAKOSTI PRIMENOM DTR

Na osnovu tangensnog razvoja u stepeni red (2.25) moZe se pokazati da vazi :
Flx) =) G2 (3.16)
k=1

gde se koeficijenti Cy iskazuju preko Bernoulli-jevih brojeva u obliku :

c T2 ) [ Bo | 4-22072(2272 - 1) | By
k= (2k)! (2k —2)!

(3.17)

x€(0,c)i0<c< %,zakonkretanbroj Cr <01k eN.

Na osnovu Teoreme 3.1 dobijena je sledeca teorema:

Teorema 3.3 Za svako x € (0, ¢), gde je 0 <c <%, vaZi sledeca nejednakost:

m1—1
Z Cy 22| | 2mi2
k=1

my
— =/0
<f) <) o =T, ()
k=1

mi -1 1 2m 1—2
TSO0(x) =) ™2 + (—) (f(c) -
k=1

zami,my € N.

Teorema 3.3 je posledica Teoreme 6 iz [76] za slucaj kada je m, = 3.

U [84] su takode razmatrane aproksimacije pomocu duplih Tajlor-ovih razvoja kao 1 njihova primena
za dobijanje nekih op$tijih rezultata za trigonometrijske nejednakosti koje je dokazao J. Sdndor u [85].
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3: DUPLI TAJLOR-OVI RAZVOII (DTR)

3.2.2 Neke nove procene preciznosti Huygens-ove aproksimacije primenom DTR

Rad pod nazivom “Some new estimates of precision of Cusa-Huygens and Huygens approxima-
tions”, autora B. MaleSevi¢, M. Nenezi¢, L. Zhu, B. Banjac i M. Petrovi¢ [6], objavljen je sa ciljem
da se poboljSaju gornje granice i dobiju precizniji rezultati za Cusa - Huygens-ovu 1 Huygens-ovu
aproksimaciju. Dobijene granice su oblika polinoma i racionalnih funkcija.

U radu su za dobijanje odredenih rezultata primenjivani DTR i razmatrana je slede¢a Huygens-ova
funkcija :

2 1
p(x) = 5sinx+§tanx (3.18)

na intervalu (0, §) za niz koeficijenata

o 2(=DF N 22422242 _ 1) | By o
32k +1)! 3(2k +2)!

ik (3.19)

za k € Ny. Tada vaZi teorema :

Teorema 3.4 Vazi ¢(x) = ; arx?*1 na intervalu x € (0, %), pri cemu je ay definisano sa (3.19) i

neka je ¢ € (0,%). Za Huygens-ovu funkciju tada vaZi :

0+

T(;”;OJr(x) <o <TP™(x) < T

(x) < ..
2 1
..<=sinx+ —tanx < ... (3.20)
3 3
0+,c—- 0+,c- 0+,c—
ST ) < TR () < L < T (1)

zax € (0,c).
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Raslojene familije funkcija

"It is true that a mathematician who is not also something of a poet
will never be a perfect mathematician.”

Karl Weierstrass (1815 - 1897)

4.1 Definicija raslojenosti i osnovne osobine

Familije raslojenih funkcija, monotonih u odnosu na jedan parametar, tema su mnogih istraZivanja.
Jedan od bitnijih radova na ovu temu je i [7], u kojem su date osnovne definicije raslojenih funkcija,
koje ovde koristimo, njihove osobine i veze tih funkcija sa odredenim rezultatima iz Teorije analitickih
nejednakosti. Na osnovu [7] navodimo :

Definicija 4.1 Neka je ¢, (x) familija funkcija, za x € (a, b) i p € R. Za familiju ¢, (x) kaZemo da je
raslojena po parametru ako postoji D C R(D # @) tako da je monotona po parametru p € D.

Precizirajmo, familija funkcija ¢, (x) je rastuce raslojena ako
(Yp1,p2€D) p1 < p2 © ¢, (x) < @p, (%), 4.1)
odnosno opadajuce raslojena ako
(Yp1,p2€D) p1 < p2 & ¢p,(x) > @p, (%), (4.2)
za svako x € (a, b). Neka je I C D maksimalni interval u D, takav da za p €I i za svako x € (a, b) vazi
@p(x) >0,
i neka je J C D maksimalni interval u D, takav da za p € J i za svako x € (a, b) vaZi
¢p(x) <0.
Ako je skup D = R*, pretpostavimo da za neprazne podskupove I i J vazi

IvuJ cD.
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4: RASLOJENE FAMILIJE FUNKCIJA

Tada ima smisla ispitivati pozitivnost, odnosno, negativnost funkcije ¢, (x), za x € (a, b) pri izboru
parametra p e D\(1 U J).

Veliki broj analitickih nejednakosti se moZe interpretirati kao nejednakosti oblika
0p(x) <0 ili op(x) >0
za konkretan izbor familije i za parametre p € D i za sve vrednosti x na intervalu (a, b).

Osnovni cilj istraZivanja u ovoj disertaciji je odredivanje nekih novih uslova za familiju ¢, (x) pod
kojima postoji parametar p, takav da za tu vrednost parametra postoji najmanje moguce odstupanje
familije u odnosu na metrike i pseudo metriku koji su razmatrani u Poglavlju 4.

Navodimo tvrdenje iz [86] koje Ce biti kori§¢eno u ovoj disertaciji:
Teorema 4.1 (Nike teorema) Neka je f : (0,c) — R m puta diferencijabilna funkcija (za neko
m>2, me N) koja zadovoljava sledece uslove :

(a) f(’”) (x)>0zaxe(0,c);

(b) postoji desna okolina nule u kojoj vaze sledece nejednakosti :

f<0, f <0, ...,f"D<o;

(¢c) postoji leva okolina tacke c u kojoj vaZe sledece nejednakosti :

>0, f>0,...,fm D >0

Tada funkcija f ima tacno jednu nulu xo € (0,c¢) i f(x) <0 za x € (0,x0) i f(x) >0 za x € (xg, ¢).
Funkcija f ima tacno jedan lokalni minimum na intervalu (0, ¢), odnosno, postoji tacno jedna tacka
t€(0,x0) € (0, c) takva da je f(t)<O0 najmanja vrednost funkcije f na intervalu (0, x¢), odnosno, na
intervalu (0, c).

U slucajevima kada nije moguce primeniti Nike teoremu u prethodno navedenoj formi, moguce je
primeniti sledecu teoremu, koja daje dovoljne uslove da funkcija na intervalu ima tacno jednu nulu i
ta¢no jedan minimum [7].

Teorema 4.2 (Nike teorema, Il forma) Neka je f : (0,c) — R m puta diferencijabilna funkcija
(za neko m>2, meN ) koja ispunjava sledece uslove:

@) £ ima tacno jednu nulu x,, na (0, ¢) tako da je '™ >0 na (0,x,,) i f'™ < 0na (xp,c);
(b) postoji desna okolina nule u kojoj su sledece nejednakosti tacne

f<0,f <0,.. ™ <o,

(c) postoji leva okolina tacke c u kojoj su sledece nejednakosti tacne

f>0,>0,.. 7" >0.

Tada funkcija f ima tacno jednu nulu xo € (0,¢) i f(x) <0 za x € (0,x9) i f(x)>0 za x € (xp, c).
Funkcija f ima tacno jedan lokalni minimum na intervalu (0, ¢), odnosno, postoji tacno jedna tacka
to € (0,x0) € (0, c) takva da je f(to) <0 najmanja vrednost funkcije f na intervalu (0, xg), odnosno,
(0, ¢).
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4.1 DEFINICIJA RASLOJENOSTI I OSNOVNE OSOBINE

Ove teoreme su razmatrane u [7] gde su dobile naziv Nike teorema, zbog karakteristi¢nog izgleda
funkcije, oblika udice ("Nike" znaka 27). Za familije funkcije koje ispunjavaju uslove Teoreme 4.1 i
Teoreme 4.2 kaZzemo da su "nike" oblika. Familija ¢, (x) zax € (a,b) i p € R je "nike" oblika ako je
svaka funkcija te familije tog oblika.

Nadalje, u disertaciji razmatramo familije ¢,(x) za x € [a,b] i p € [c,d] C R* (videti aplikacije u
poglavlju 5), takode ée biti razmatrani i slucajevi kada x € (a,b) i p € (¢,d) C R™.

Medu familijama ¢,(x) "nike" oblika, pri izboru x € (a,b) i p € (c,d) C R" izdvajamo klasu
raslojenih familija za koju vaze dodatni uslovi:

(@*) pc(x) <01 @q(x)>0 za svako x € (a, b) i u rubnim tackama ¢.(a+) = ¢.(b—-) = g4(a+) =01
¢a(b—)ER"

(b*) funkcije ¢, (x) su neprekidne po p € (¢, d) za svako x € (a,b) i ¢,(b_) je takode neprekidna
po pe(c,d)

(c*) zasvako p € (c, d), postoji desna okolina tacke a u kojoj vaZi ¢, (x) <0.

Takve familije smatracemo standardnim familijama "nike" oblika, a kada one to nisu, to ¢e biti posebno
istaknuto.

27"Nike" znak, kao logo, je dizajniran prema krilima gréke boginje pobede Nike.

34



4: RASLOJENE FAMILIJE FUNKCIJA

4.2 Metricki prostori. q - odstupanje funkcije

Metricki prostor je skup na kojem je definisan pojam udaljenosti (razdaljina - metrika) izmedu
elemenata skupa koji se obi¢no nazivaju tackama. Udaljenost izmedu tacaka odnosno elemenata
skupa se meri funkcijom koja se zove metrika ili funkcija udaljenosti.

Metricki prostori se najceS¢e primenjuju radi uopsStavanja pojmova konvergencije i neprekidnosti, u
viSedimenzionalnom prostoru R” i ostalim apstraktnim prostorima koji to dopustaju.

Definicija 4.2 [87] Metricki prostor je ureden par (X, d) gde je X skup elemenata, a d metrika nad

X, odnosno funkcija :
d: XXX —>R (4.3)

za koju vaze sledeca svojstva odnosno aksiome :
(a) d(x,y) =0 & x =y (koincidencija)
(b) d(x,y) = 0 (nenegativnost)
(¢) d(x,y) =d(y,x) (simetrija)
(d) d(x,z) <d(x,y)+d(y, z) (nejednakost trougla)
U zavisnosti od toga koji uslovi vaZze metrika moze biti [87] :
(a*) premetrika ako vaze uslovi (a), (b)
(b*) pseudometrika ako vaZe uslovi (b), (¢), (d) i modifikovan uslov (a), da se zahteva samo d(x, x) =0
(c*) semimetrika ako vaZe uslovi (a), (b), (c)
(d*) kvaZimetrika ako vaze uslovi (a), (b), (d)

Za ovu disertaciju ¢e, pored metrickih prostora, posebno biti od interesa i pseudometric¢ki prostori
[88], [89]. Pseudo metricke prostore je uveo D. Kupera?® 30-ih godina XX veka.

Zbog svojih karakteristika, metricki prostori se ¢esto koriste u mnogim granama matematike a posebno
za proucavanje i reSavanje problema u matematickoj analizi i geometriji.

R.M. Fréchet ? je 1906. godine uveo pojam metrickog prostora u svojoj disertaciji “Sur quelques
points du calcul fonctionnel 3°” [90], kao pojam koji proisti¢e iz funkcionalne analize.

Postoji viSe nacina da se uvede metrika u nekom viSedimenzionalnom prostoru R".

Navodimo standardne q - metrike [90], [O1] :

1) Skup R" je metricki prostor sa metrikom definisanom sa
d=d(x,y) = llx—-yllg, (4.4)

za g > 1, koja je odredena normom

n 1/q
Ixlly = (Z |xl-|Q) :
i=1

28Puro Kupera (1907 - 1993) srpski matematicar.
29René Maurice Fréchet (1878 - 1973) francuski matematicar.
30"0 nekim tatkama funkcionalne analize"

35



4.2 METRICKI PROSTORI. Q - ODSTUPANJE FUNKCIJE

Ovu metriku u funkciji od parametra ¢ ¢emo oznacavati sa d, metrika iza nju ¢emo razmatrati
sledece posebne slucajeve :

n
(a) Za g = 1 : rastojanje je d; = Y, |x; — yi.
i=1

Ova metrika se ¢esto naziva taxicab ili Manhattan metrika.

i=1

" 1/2
(b) Za g =2 : rastojanje je d = (Z |x; — yilz) .
Ova metrika se naziva Euklidovo rastojanje.

n 1/q
(c) Za g — oo : rastojanje je do, = lim (Z |x; — yl-|q) = max |x; — y;|.
q—> \ij=1 1<i<n

Ova metrika se naziva CebiSevljevo rastojanje.

2) Neka je C|a, b] skup svih neprekidnih funkcija f : [a, b] — R, tada se moZe uvesti metrika u
slede¢em obliku :

1/q

b
D,(f.8)= I —gll, = / £ () = g ()] dx 4.5)

zax € [a,b]iqg > 1, priemu je || - || norma funkcije odredena sa
b 1/q
171, =| [ e ax
a
Ovu metriku u funkciji parametra g ¢emo oznacavati sa D, metrika i za nas e biti posebno
znacajni slucajevi :

(a) Za g = 1: rastojanje izmedu funkcija je

b
Dy =Dy(f.g) = / F() — ()] d.

Ova metrika se esto naziva integralna metrika.

(b) Za g =2 : rastojanje izmedu funkcija je

b
Dy =Dy(f.g) = / £ () - g(0) d.

Ova metrika se Cesto naziva srednje kvadratna metrika.
(c) Za g — oo : rastojanje izmedu funkcija je
1/q

b
Doy = Do) = fim | [ 1700 - gl dr| = max | - g0
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4: RASLOJENE FAMILIJE FUNKCIJA

Dodatno, primer pseudo metrike koji se razmatra u ovoj disertaciji je

b
D=iﬂﬁ@=¢/cﬂw—gu»w

za f,g € Cla,b]. Napomenimo osobitost pseudo metrike da D(f,g) = 0 ne mora dovesti do
zakljuckadaje f =g za f,g € Cla,b].

U ovoj disertaciji je posebno bitan i pojam odstupanja u odnosu na x - osu. Za f € C[a, b] uvedimo :

6q(f) = Dq(f’ 0) (4.6)

i nazovimo q - odstupanje funkcije f od x-ose, u smislu D, metrike, (za g = 1,2,00). Ako je
g(x) =0tadaje 64(f) = Dy(f,8).

U ovoj disertaciji su razmatrani posebni slucajevi g - odstupanja :

b
(@) zag=1:61(f) =Di(f.0) = [ |f(x)|dx,

b
(b) zag=2:6,(f) = D2(f,0) = \/f £ (x)|* dx,

(€) zag=00: d(f) =De(f,0)= max, |f ()]

Takode, u ovoj disertaciji razmatramo i pojam pseudo odstupanja é = D (£, 0) u sekciji 4.4.
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4.3 1 - ODSTUPANJE : INTEGRALNA METRIKA

4.3 1 - odstupanje : Integralna metrika
Nekajex € [a,b]ip € [c,d] C R*. Za familiju funkcija
¢p(x):[a,b] — R

neprekidnu po p € [c, d] neprekidna je i funkcija :

b
87 = 51(¢p) = / |pp (x)| dx 4.7

po parametru p € [c,d].

1 - odstupanje familije neprekidnih funkcija ¢, (x) uvodimo kao apsolutni minimum funkcije
517 = 61(¢p)

koji se dostiZe, saglasno Vajerstras - ovoj >! teoremi [92], u nekoj tacki p = p; € [c, d].

Samu tacku p = p; u tom slucaju zovemo 1 - vrednost parametra, te na osnovu prethodnog :

5P = 61(epy)

predstavlja 1 - odstupanje familije funkcija. Za 1 - vrednost parametra funkciju

‘ppl ()C )
nazva¢emo 1-minimaks aproksimant familije ¢, (x).

Za standardnu familiju funkcija ¢, (x) "nike" oblika, po Nike teoremama, svaka funkcija iz te familije

(p)
0

ima jedinstven koren x,’ € (a, b) kao i jedinstven minimum u tacki 1) e (O, x(()p )). Samim tim 1 -

odstupanje odreduje se kao minimum funkcije :

(p)

b X0 b
Fi(p) = / oy ()] dx = / ()i + / op(x)dx 438)
a a x(()p)

U ovoj disertaciji, a posebno u prezentovanim aplikacijama, u Poglavljima 5 i 6, bi¢e od interesa
konkretne standardne familije funkcija "nike" oblika pri izboru x € [a,b] i p € [c,d] C R™.

Pretpostavimo da se ograni¢avamo na familije ¢, (x) koje su neprekidno diferencijabilne po parametru
p € [c,d], tada vaZi sledeéa teorema o stacionarnoj tacki :

Teorema 4.3 Za familiju funkcija ¢,(x) "nike" oblika, gde je x € [a,b] = [0,b] i p € [c,d] i
funkciju Fi(p) (4.8) stacionarna tacka p ispunjava :

(p)

xO b
9 P ,
—/ %sop(x)dﬁf %wp(X)dxﬂsop(xé"))-(xé”))p 4.9)
0 xé”)

31K arl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 - 1897) nemacki matematicar.
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4: RASLOJENE FAMILIJE FUNKCIJA

Dokaz. Iz Lajbnic - ovog pravila (Prilog A), za x € [a, b] = [0, b] sledi:

(p)
X0

, d d d b
Fi(p)= —F(p)=|-= | —ep(X)dx|+| = | ¢p(x)dx
1 dp 1 dpof p dpx({) P
0
W g b
= | ~er(”) - @, = [ 5oepdx | = | @™ () + [ -ep(x)de| =0
0o 9P %) p
(p)
Yoo b ,
- f %gop(x)dx+ f a—gop(x)dx:ZQDP(x(()p))-(x(()p))p
0

(p)
o
| ]

U Teoriji analitickih funkcija moguce je izdvojiti brojne primere standardnih familija funkcija "nike"
oblika (npr. [57])
¢p(x) = f(x) - pg(x), (4.10)

po parametru p € D C R.

JednacCina dobijena u (4.9) je komplikovana za resavanje po parametru p ¢ak i u specijalnim slucaju
familije funkcija poput (4.10). Stoga se minimum funkcije F;(p) odreduje numericki.

Kada je funkcija ¢, (x) parabola (po x) onda je minimum funkcije Fi (p) moguce odrediti i simbolicki,
Sto je prezentovano u Aplikaciji 1.

4.4 Pseudo odstupanje

Za neprekidnu funkciju f € C[a, b] uvedimo ¢ - pseudo odstupanje

b
5(f) = /f(X)dX-

Za ovako odredeno pseudo odstupanje vaze sledeca svojstva :
(@) 8(f) = 0 akko je suma oznacenih povrsina neprekidne funkcije f nad [a, b] jednaka nuli,
(b) §(af) = ||5(f) zaskalara € Ri f € Cla, b],
(c) 8(f+8) <6(f)+6(g)zaf.g € Cla,b].
Neka je x € [a,b] i p € [c,d] c R*. Za familiju funkcija
¢p(x): [a,b] — R
neprekidnu po p € [c, d] neprekidna je i funkcija :

b
50 = 5(pp) = /gop(x)dx (4.11)

a

po parametru p € [c,d].
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4.4 PSEUDO ODSTUPANJE

Neka je familija funkcija ¢,(x) "nike" oblika. Uvodimo p = p; kao pseudo vrednost parametra
ukoliko je :
0(pp,(x)) =0 (4.12)

Pretpostavimo da za vrednost parametra p = ¢ dobijamo pozitivhu a za vrednost parametra p = d
negativnu funkciju familije ¢, (x). Tada svaka funkcija familije ¢, (x) za vrednosti p € (c,d) ima
jedan koren (slucaj kada su funkcije familije rastuce raslojene). Zbog neprekidnosti postoji vrednost
p = p) takva da vazi jednacCina (4.12).

Za pseudo vrednost parametra funkciju
©p, ()C)

nazvacemo pseudo minimaks aproksimant familije ¢, (x).

Navodimo specijalno odredivanje parametra p = p; za familiju ¢, (x) = f(x) — pg(x):

b b
5(p(x)) = 0 = / (F(x) — pg())de| = 0 = / (F(x) — pg(x))dx = 0

b
/ f(x)dx

:p :pl = b
fg(x)dx
a

b
( ukoliko je / g(x)dx # 0 ) i ovim je odredena eksplicitna pseudo vrednost parametra, koja se moZe

a
simbolicki odrediti kad to navedene integracije dopustaju.

Vazi tvrdenje: Za familiju funkcija ¢, (x) "nike" oblika neka je p = p; pseudo vrednost parametra
(0(¢p,)(x) = 0). Tada, neka je 8 = xg ! jedinstven koren funkcije ¢p,. Tada postoji

B
P:Z/goﬁ,(x)dx < +00

a

Vazi tvrdenje koje daje vezu izmedu 1 - odstupanja i pseudo odstupanja:

Teorema 4.4 Funkcija
b
51(pp(x)) = / | ()] dx (4.13)
a

Je neprekidna po parametru p € [c,d] C R*. VaZi

0 < 61(¢p,) < P, (4.14)
ukoliko je ¢,(x) standardna familija "nike" oblika. Minimum 61(pp,) se dostie za p = p1 € [c,d].
Dokaz. Posledica neprekidnosti integrala po parametru i prema VajerStras - ovoj teoremi. ®

Napomena. Ukoliko je analiticki izraz ¢, (x) sloZen, tada vrSimo numericko odredivanje 1 - odstupanja

5% = 61(0p).
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4: RASLOJENE FAMILIJE FUNKCIJA

4.5 2 - odstupanje : Srednje kvadratna metrika
Nekajex € [a,b]ip € [c,d] C R*. Za familiju funkcija

¢p(x) : [a,b] — R
neprekidnu po p € [c, d] neprekidna je i funkcija :

b

55" = 62(pp) = / ¢p (x)dx (4.15)

a

po parametru p € [c,d]. Primetimo da (52” ) ima minimum u tacki p ako i samo ako (6§p ))2 ima

minimum u istoj tacki p.

Dalje razmatramo
b

F(p) = (6)2 = (62(9p))* = / % (x)dx

a
u cilju odredivanja minimuma. Dodatno, ukoliko je ¢, (x) neprekidno diferencijabilna po parametru
p € [c,d] moguce je F(p) diferencirati ispod znaka integrala po Lajbnic - ovom pravilu (Prilog A),
za konstantne granice integrala a i b.

Uvodimo 2 - odstupanje familije neprekidnih funkcija ¢, (x) kao apsolutni minimum funkcije

5 = 62(¢p)

koji postoji i dostiZe se saglasno Vajerstras - ovoj teoremi, u nekoj tacki p = p; € [c, d]. Samu tacku
p = pz nazivamo 2 - vrednost parametra.

Koristimo dalje dodatnu pretpostavku da se ograni¢avamo na familije funkcija ¢, (x) koje su dva puta
neprekidno diferencijabilne po parametru p € [c,d]. Tada za ¢,(x) uvodimo Psi funkciju ¥, (x) i
IPsi funkciju b, (x) 32 na sledeéi nacin :

0 . d?
¥, (x) = %(cpf,(X)) i Ay = a—pzapf,(x)) (4.16)
Vazi : , ,
Fn =30 = 5o [ |- [ 2 (ew)a
b a a b 4.17)
= /Zgop(x) (6 <pp(x)) dx—/‘I’p(x)dx
! b
62
F/(p) = 5 (F(p) = [ wpax 4.18)

a

3In, Im : slovo Yn (M4 ) koje potie od rane éirilice. Izgleda kao invertovano slovo Psi ( ¥ ), okrenuto naopako, pa
ga i ¢itamo kao IPsi (Invertovano Psi)
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4.5 2 - ODSTUPANJE : SREDNJE KVADRATNA METRIKA

U ovoj disertaciji, u aplikacijama, ¢e se javljati samo slucajevi kad postoji samo jedna vrednost p = p»
takva da je :
F'(p2) =0 1 F"(p2) >0 (4.19)

tada p, smatramo za 2 - vrednost parametra. Pojam 2 - vrednost parametra moZe i dodatno da se
prosiri (kada se minimum funkcije odreduje preko izvoda funkcije viSeg reda od 2). Za jedinstvenu

vrednost parametra p, vrednost:
6(1’2)
2

= 62 (Qopz)

nazivamo 2 - odstupanje i tada za 2 - vrednost parametra funkciju
(/7 P2 (X )

nazivamo 2-minimaks aproksimant familije ¢, (x).

Razmotrimo specijalnu familiju funkcija

ep(x) = f(x) — pg(x), (4.20)

b
takvu da /gz(x)dx > 0, tada je
a

b b
F(p) = [@(x)dx = [(f(x) - pg(x))?dx

b
[ (F2(x) = 2p f(x)g(x) + p2g*(x))dx

b b b
( [ gZ(x)dx) P+ ( / —2f(x>g(x)dx) p+ ( / fz(x)dX)

= Ap>’+Bp+C

za A = /g (x)dx > 0, B = f -2f(x)g(x)dx , C = ffz(x)dx Ako su f i g linearno nezavisne
f#Aa- g za A € R, tada za dlsknmlnantu vazi:

2 b b

b
A=B*-4AC <0 = /f(x)g(x)dx </f2(x)dx/g2(x)dx

a

(Holder-ova integralna nejednakost [93]). Samim tim

F(p)=Ap*>+Bp+C >0

-B
jerjeA>0iA=B>-4AC <0. Tadaje p = py = BV upravo 2 - vrednost parametra za koju je

4AC — B?
657 = \F(p2) = JAp> + Bp+ C = \"aa

vrednost 2 - odstupanja u kojoj F(p) dostiZze minimum a time i (62(p))>.

U aplikacijama A1, A2, A6, A7i A9 familije funkcija ¢, (x) jesu oblika (4.20), a u ostalim aplikacijama
nisu tog obika. Za sve aplikacije A1 — A11 odgovarajuce F(p) funkcije imaju vizuelno, na osnovu
grafika, ta¢no jedan minimum i 2 - vrednost parametra p = p,, odredene uz pomo¢ Maple.
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4: RASLOJENE FAMILIJE FUNKCIJA

4.6 oo - odstupanje : Minimaks metrika
Nekajex € [a,b]ip € [c,d] C R*. Za familiju funkcija
¢p(x) : [a,b] — R

neprekidnu po p € [c, d] neprekidna je i funkcija :
68 = 60o(pp) = max |, (x)] 4.21)
pelc.d]

po parametru p € [c,d].

co- odstupanje familije neprekidnih funkcija ¢, (x) uvodimo kao apsolutni minimum funkcije

5&3 ) = 600(9017)
koji se dostiZe, saglasno Vajerstras - ovoj teoremi, u nekoj tacki p = p € [c,d].
Samu tacku p = po, nazivamo oo - vrednost parametra, te na osnovu prethodnog 1 uvodimo :

5&500) = 500(901700)

kao oco- odstupanje.

Kao $to je napomenuto sekciji 4.3, u ovoj disertaciji posebno e biti od interesa familije ¢, (x) "nike"
oblika, za koje vaZi sledece tvrdenje [7] :

Teorema 4.5 Neka je ¢,(x) familija funkcija neprekidnih po x € (a,b) za svako p € R* i rastuce
raslojene za p € R* i neka je c,d€ R* (¢ < d). Ako vaZi:

(@*) @(x) <01 ¢@y(x)>0 za svako x € (a, b) i u rubnim tackama ¢.(a+) = p.(b—-) = @4(a+) =01
@a(b—)ER?

(b*) funkcije ¢, (x) su neprekidne po p € (c,d) za svako a € (a,b) i ¢,(b—) su takode neprekidne
pop € (c,d)

(c*) za svako p € (c,d), postoji desna okolina tacke a u kojoj vazi ¢,(x) <0
(d*) za svako p € (c, d) funkcija ¢, (x) ima tacno jednu ekstremnu vrednost na (a, b) i to minimum

tada postoji jedinstveno reSenje za p € R* sledece jednacine :
jon ()| = 00
pri Cemu za dy = ‘90,,0 (t(PO))’ = @po(b-) vaii :

do = inf sup |¢,(x)
p€R+x€(a,b)| P |

Kada su u pitanju opadajuce raslojene familije funkcija, za njih vazi analogna teorema.

Napomenimo, da sa prethodnim tvrdenjem imamo da je

0o = Inf sup |cpp(x)|

PERT ye(a,b)
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4.7 ZNAK RASLOJENE FAMILIJE FUNKCIJA

ako je familija ¢, (x) definisana za x € (a,b) i p € R*. Ukoliko familija ¢,(x) dopusta razmatranje
nad segmentima za x € [a,b]ip € [c,d] C R*, tada

0o = Min max X
pele.d] xela.b] [er )]

Za oo - vrednost parametra funkciju
Pre (x)

nazvacemo oco- minimax aproksimant familije.

U Poglavljima 5 i 6, odredujemo za raslojene familije funkcija odgovarajuce g - minimaks aproksi-
mante, za ¢ = 1,2,00, kao i pseudo odstupanje, u simbolickom obliku ako je moguce, inae u
numeri¢kom obliku.

4.7 Znak raslojene familije funkcija
Po pitanju znaka funkcija iz familije ¢, (x) "nike" oblika vaZi [7] :

Teorema 4.6 Za funkcije ¢, (x) koje ispunjavaju uslove Teoreme (4.5) vaZe sledeca tvrdenja :

(a) Ako je pe(0,c] tada
xe(a,b) = @p(x) < ¢u(x) <0.

(b) Ako je p€(c,d) i funkcija ¢,(x) ima tacno jednu nulu x(()p ) tada

xe(a,xép)) = ¢p(x) <0,

xE(x(()p),b) = ¢,(x) >0.

(c) Ako pe€|d, ) tada
x€(a,b) = ¢,(x) > @q(x) > 0.

Kada su u pitanju opadajuce raslojene familije funkcija, za njih vaZi analogna teorema.
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Primena q - odstupanja na raslojene familije funkcija
u Teoriji analitickih nejednakosti

"As for everything else, so for a mathematical theory:
beauty can be perceived but not explained.”

Arthur Cayley (1821 - 1895)

Peto poglavlje se odnosi na primenu ¢ - odstupanja na razne familije raslojenih funkcija kroz niz apli-
kacija podeljenih na sekcije (5.1 - 5.6). U ovom poglavlju je odreden i kvalitet nejednakosti (Steckin,
Cusa - Huygens, Sandor, D’Aurizio, Becker - Stark), primenom ¢ - odstupanja za g = 1,2, oo, kao i
primenom pseudo odstupanja.

U narednim sekcijama su razmatrane familije "nike" oblika, klase funkcija iz [7], a kojima se autorka
disertacije bavila u toku svog istraZivanja. Data su 1 nova poboljSanja Steckin-ove nejednakosti
dobijena primenom ¢ - odstupanja. Ovom nejednakoScu se autorka bavila u toku svog istraZivanja
kada su postignuti rezultati primenom duplih Tajlor-ovih razvoja. Od posebnog interesa je Becker -
Stark nejednakost razmatrana u Aplikaciji 9 koja nije "nike" oblika, osim na konkretnom segmentu.

Za dobijanje rezultata (simboli¢ka i numericka racunanja) u aplikacijama koje su razmatrane, kako u
ovom tako i u narednom poglavlju, primenjene su implementacije u programskom paketu Maple.

5.1 Osnovni primer q - odstupanja

APLIKACIJA 1

Uvodni primer aplikacije koji se razmatra u ovoj disertaciji se odnosi na familiju funkcija ¢,(x) koje
predstavijaju parabole :

1
@p(x) =x> - S P7x (5.1)

axe [O, %] i za vrednost parametra p € [0, 1] C R™.

Kako je :
0 1
%”;x) = —Smx <0 (5.2)

to je familija funkcija opadajuée raslojena u odnosu na parametar p € [0, 1] C R*.

Na sledecoj slici je dat grafik familije funkcija 5.1 :

45



5: PRIMENA Q - ODSTUPANJA NA RASLOJENE FAMILIJE FUNKCIJA
U TEORIJI ANALITICKIH NEJEDNAKOSTI

Slika 2: Familija funkcija ¢, (x) = x> — % prx

Uvedimo rubne konstante za vrednosti parametra p:
A=0 i B=1

Na segmenu [A, B] traZimo onu vrednost parametra p za koje dobijamo najbolju mogucu aproksi-
maciju funkcije (5.1), u odnosu na metrike i pseudo metriku koji su razmatrani u Poglavlju 4.

Primetimo da, za p € [A, B] funkcije ¢,(x) ispunjavaju uslove Teoreme 4.1 (Nike teorema):

(a) Zam =2
dzgop
dx?

(b) Bazirano na Tajlor-ovom razvoju funkcija ¢, (x) u okolini nule:

@, (x) = (x)=2>0 xe[0,5]

1
op(x) = X2 - Epnx

postoji desna okolina Uy tacke 0 tako da

' de
QOP(X), ()Dp(x) = d_.: < 0 (xeﬂo).

(¢) Bazirano na Tajlor-ovom razvoju funkcija ¢, (x) u okolini 5:
2 2 2
e [ N

postoji leva okolina Uz tacke 5 tako da
2

: de
‘)Dp(x)’()pp(x):d_; >0 (XG(L{%)
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5.1 OSNOVNI PRIMER Q - ODSTUPANJA

MoZemo da zakljucimo da funkcije familije ¢,(x), za p € [A, B] imaju tacno jedan ekstremum, u

oznaci t'P) i to minimum na [O, %] i tacno jednu nulu, u oznaci x(()p ) na [O, %]

Ovaj zakljucak obezbeduje da je moguce odrediti oo - odstupanje, s obzirom da su ispunjeni i uslovi
Teoreme 4.5.

Napominjemo da familija funkcija ¢,(x) takode ispunjava i uslove Teoreme 4.6, §to je posledica
ispunjenosti uslova Teoreme 4.5 i Nike teoreme 4.1 odnosno vaZi sledece:

(i) Ako p € (0, A] onda je

2

1 1
xe(O,g) - x° > EAnx > Epﬂx

(ii) Ako p € (A, B), onda ¢, (x) ima tacno jednu nulu x(()p) na [O, %] Takode vaZi

1
xE(O,x(()p)) — x’ < Epﬂx

1
xE(x(()p),g) = x> Epnx

(iii) Ako p € [B, ) onda

2<lB7rx<l X
P =P

Takode, na osnovu "nike" oblika familije funkcija ¢,(x) moguce je odrediti 1, 2 i pseudo odstupanje.

X€ 0,z = X
(0:3)

Za familiju funkcija (5.1) odredujemo q - odstupanje za q = 1,2,+0c0 kao i pseudo odstupanje u
sledecem delu koji navodimo :

(1) 1 - odstupanje

Odredujemo parametar p = py € [A, B] = [0, 1] takav da se dostize minimum:

7
(p1) . » 1
0 = - = d.
S AT b
0
7
. / 1 4
= min x [x — =pr||dx
pe[A,B] 2p
0
x” | z |
= pél[lfing] /x(x—ipﬂ) dx+/ x(x—ipﬂ) dx
0 x(()l’)
px x
2 2
min / ! d. +/ ! d.
= i —x|x - =pr|dx x|x—<zpr|dx
pelA,B] 2p 2p
0 px
2

= min ﬂ—3 3—7T—3 +7r_3
T i (24P T 167 T 24
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5: PRIMENA Q - ODSTUPANJA NA RASLOJENE FAMILIJE FUNKCIJA
U TEORIJI ANALITICKIH NEJEDNAKOSTI

1 1
Primetimo da x* - Sprx =X (x - Epﬂ) 0 dovodi do korena x = x(”) p27r.
Oznacimo : s . .
n © oL
F = TR M .
P =3P’ = 6P * 3 (5-3)

za p € [0, 1]. Funkcija F\(p) ima stacionarnu tacku p = p koju odredujemo iz uslova :

713 3

F -—=0
(p) = p T
Napominjemo, da za funkciju F\(p) stacionarnu tacku moZemo da odredimo i saglasno Teoremi
4.3 :
0

Fi(p) = —/ a—sop(X)dH/ —sop(X)dx
0 op

A

Vrednost parametra p za koju Fi(p) dostize minimum iznosi :

2
p=p= g =0.7071067811 ...

Pri tome vaZi : 5

. n
F, (p1) =—p1>0.

4
Za parametar p = pi koren funkcije ¢, (x) iznosi
2
0 = ;F 1.1107207345 . ..

i dostiZe se minimum u tacki t'P) e (O x(p ')) Ovim je za prethodnu vrednost parametra p = p

odreden 1-minimaks aproksimant :

1 , V2
¢p, (x) = x? ~ ZPImX = X7 - —mmx

Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimalno odstupanje :
7

(p1) .
1) = d
! Pg[l/ng] / |<pp (X)| *

0

koje iznosi

6(171) _ 7T_3 _ \/EHB
L 724 48

=0.3783970075 ...
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5.1 OSNOVNI PRIMER Q - ODSTUPANTJA

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

V2

Za vrednost p = p1 = — = 0.7071067811 ... I - minimaks aproksimant ¢, (x) ima koren

2

() _ TV2
g =

ispod i iznad x - ose minimalan (pri cemu su te dve povrsine razlicite, Py # P;).

Oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na segmentu [O, x(()p ‘)] :

(p1)
X0

2 3
Pins = / —@p, (x)dx = —\{_97; = —0.2283827968. ..

0

odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [x(()p ) , %]

3 512 3
0p, (X)dx = 2—4 - :/9_; = 0.1500142106 . . .

\MI:

Pint2 =

(p1)
Xo

Tada je suma povrsina

3 \and
ps r
Pi+ Py =|Pips1| + Pin2 = 74 18

=0.3783970074 . ..

najmanja povrsina koju odreduje ma koji clan familije ¢, (x) u odnosu na x-osu.

P#P, .
2

0 mdm)w = m 0

NI
B

Slika 3: Funkcija ¢, (x) = x? - %pﬂx zap=p

= 1.1107207345 ... Ovaj izbor parametra p = pi odreduje da je zbir povrsina
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5: PRIMENA Q - ODSTUPANJA NA RASLOJENE FAMILIJE FUNKCIJA
U TEORIJI ANALITICKIH NEJEDNAKOSTI

(2) pseudo odstupanje

Neka je 6 - pseudo odstupanje. Vrednost parametra p odredujemo iz uslova :

T

2

6(¢p,(x)) =0 = / @5 (x)dx =0
0
odnosno :

=
S
=

1
(xz—zpﬂx)dx:O=>p:ﬁ1:

o\wlu
\NI: o\wla

e’ O

[P =p1= % = (0.6666666666 . . .

Za tako odredenu vrednost parametra p = py se dobija koren funkcije ¢, (x)

xf’ = 5 = LO4TI9TS511 ...

i dostize minimum u tacki t/P) € (0, x(()p 1)). Ovim je za vrednost parametra p = p| odreden
pseudo minimaks aproksimant:

L
05, () =3 = Spima
zaxe€ [O, %]

Za ovakav izbor parametra p = p familije funkcija ¢, (x) se postize :
s —
Uporedujuci prethodno dobijene rezultate vidimo da je numericki odredena vrednost parametra

p = p1 bliska pseudo resenju koje se dobija za p = p1, pri uslovu :

T

2

/ ¢p(x)dx =0

0
odnosno, za parametre p i p1, dobijamo sledece :
2 2
p1= g =0.7071067811 ... za xV = % = 1.1107207345 . ..
_ 2 ) _ T
pr=3= 0.6666666666... za x/V = 3= 1.0471975511 . ..
pri Cemu je :
2
©Op, (X) = x2 - ﬂ.Tx
n
05 (x) = x2—§x
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5.1 OSNOVNI PRIMER Q - ODSTUPANJA

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

2
Za vrednost p = p| = 3= 0.6666666666 . . . pseudo minimaks aproksimant ¢z, (x) ima koren

x(()p - g = 1.0471975511 ... Ovaj izbor parametra p = p1 odreduje da su povrsine ispod i

iznad x - ose jednake, Py = P;.
Oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na segmentu [O, x(()p ')] :

(P1)
Xo

3
Pip1 = / —pp, (X)dx = ——— = ~0.1913967696 . . .
162
0

odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [x(() 1), %]

3

05 (x)dx = — =0.1913967696. ...

Pin =
2 162

\Nla

(p1)
Xo

Tada je suma
Pint1 + Pinr2 = 0

=P
Py

51

Slika 4: Funkcija ¢, (x) = x? - %pﬂx zap =p
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5: PRIMENA Q - ODSTUPANJA NA RASLOJENE FAMILIJE FUNKCIJA
U TEORIJI ANALITICKIH NEJEDNAKOSTI

(3) 2 - odstupanje

Primetimo da je familija funkcija ¢, (x) oblika (4.20), pa postoji

PE[A,B]

%
6% = min /|<pp(x)|2dx
0

Odredujemo parametar p = p> € [A,B] = [0,1] iz uslova da se po srednje kvadratnom
odstupanju dostize minimum:

% 2 E
(p2) _ . 2 1 _
19) = - = dx = - = d
e S oo e [ (g
0 0
5 5 5
T Vi m
= min —ps— — = min F
pEfI\B 96p 64p 160 pe[A,B] (P)
pri Cemu je :
5 5 5
T T b1
F(p)=—p" - =p+ (5.4)

96 64" " 160
zap € [A,B].

Na osnovu sekcije 4.5 vazi da funkcija

%
= | [ ool
0

ima minimum u tacki p = p, ako i samo ako u toj tacki ima minimum funkcija:

F(p)= (2= [ ¢3(x)dx.

O\mm

Pokazacemo da postoji parametar p = p, tako da vaZe uslovi :

15
15

F'(p2) = / ¥,,(x)dx =0 i F"(p2) = / h, (x)dx > 0
0 0
Odredujemo prvo stacionarnu tacku iz uslova :

m m

Fp)=35r =5 =0

cime dobijamo,

3
[p =py= 1 =0.75]
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5.1 OSNOVNI PRIMER Q - ODSTUPANJA

i tada je :
5
F'(p2) = Z—S = 6.375410103 > 0

Za prethodno odredenu vrednost parametra p = p» se dobija tacno jedan koren funkcije ¢, (x)

3
xy? = 5 = 1178007245 ...

i dostiZe tacno jedan minimum u tacki t'P) (O, x(()p 2)).

Ovim je za vrednost parametra p = p, odreden 2-minimaks aproksimant :

1 3
2 2
©p,(x) =x ~ SP2amxX = X7 = oax

Za ovakav izbor parametra familije ¢, (x) se dostize minimum:

€[A,B]

7
. 2
65”2) = pmm / |g0p(x)| dx
0

koji iznosi :
57 = 0.3457440373 . ..

Geometrijsko tumacenje ¢,,(x)

3
Za vrednost p = py = 1- 0.75, 2 - minimaks aproksimant ¢,,(x) ima osobinu da je njegovo

odstupanje od x - ose najmanje moguce u odnosu na D, - metriku.

Slika 5: Funkcija ¢, (x) = x? - %pﬂx zap=pp
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(4) oo - odstupanje

Odredujemo parametar p = p € [A, B] = [0, 1] iz uslova da se dostize minimaks odstupanje:

|

Familija funkcija ¢, (x) se razmatra za vrednosti p € [A, B] i tada prema Teoremi 4.5 postoji
tacno jedan ekstremum funkcije u oznaci t'P) i to minimum na [0, %] za svaku funkciju ¢, (x).

6£f,’°°) = min ( max xz—ipnx

pelaB] \xe[0.2]

1
Na osnovu cinjenice da parabola ¢,(x) = x? - 3 prx ima koordinate temena (po x)
2.2
(p) (p) ) _(Z2 TP
7, t = )
( et ( 47716

vrednost parametra p = p € [A, B] za koji se dostize minimaks odstupanje se dobija kao
Jjedinstveno reSenje jednacine
(1) = T_
Yp ®p 2

2
M:Z(E_E):”_l_
& 14 4( p)

e p?+4p-4=0
[p = pe=2V2-2 :0.8284271247...]

Za vrednost p = po, se dobija oo - minimaks aproksimant funkcije :

1 1
‘Ppm(x) = XZ - zpooﬂx = x2 - 5 (2\5 - 2) X

Za ovakay izbor parametra familije funkcija ¢, (x) se dostiZe minimum

(Peo) :
0 = min max X
pelA.B] (xe[o,g] [en )|)

koji iznosi
2

(poo) _ T
s = =
4

(2\/5 - 2) 22 = 0.4233391011 . ..

I
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5.1 OSNOVNI PRIMER Q - ODSTUPANJA

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = pe = 2V2 — 2 = 0.8284271247 . .. o - minimaks aproksimant ©p.. (x) ima
osobinu da je njegovo odstupanje od x - ose najmanje moguce u odnosu na D, - metriku.

P=Dx

Slika 6: Funkcija ¢, (x) = x2 - %pnx ZapP = Poo
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U TEORIJI ANALITICKIH NEJEDNAKOSTI

Zakljucak
(a) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p| = g = 0.7071067811
aproksimacija u smislu D - metrike na segmentu [0, 5| je data sa :

) 1
xX° x| Zp1x
1 2171

(b) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p = % = 0.6666666666 . ..

aproksimacija u smislu D1 - pseudo metrike na segmentu [O, 5 | je data sa :

2

X" x{ Zp17X

... najbolja

najbolja

(¢) Za familiju funkcija ¢, (x) i vrednost parametra p = p> = % = 0.75 najbolja aproksimacija u

smislu u smislu D, - metrike na segmentu [0, %] je data sa :

2
Ry FP27x
2p

(d) Za familiju funkcija ¢, (x) i vrednost parametra p = po, = 2V2-2 = 0.8284271247 . . . najbolja

aproksimacija u smislu u smislu D, - metrike na segmentu [O, %] je data sa :

2 1
X" Roo =PoolTX

2

pP=n

=
Il

=1

B
T

Slika 7: Funkcija ¢, (x) = x> — Ipnx za p = p1, p1, P2, Peo
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5.2 PRIMENA Q - ODSTUPANJA NA STECKIN-OVU NEJEDNAKOST

5.2 Primena q - odstupanja na Steckin-ovu nejednakost

APLIKACIJA 2

U sekciji 3.2 su predstavljena poboljsanja Steckin-ove nejednakosti koje je autorka disertacije postigla
primenom duplih Tajlor-ovih razvoja u [5], a na osnovu nejednakosti koja je razmatrana u [76].

U ovoj Aplikaciji je data detaljna analiza Steckin-ove nejednakosti, kao i njena poboljsanja, na osnovu
D - metrike, odnosno q - odstupanja. Ponovicemo neka tvrdenja i rezultate prikazane u sekciji 3.2
koji su bitni za ovu Aplikaciju, a potom c¢emo predstaviti nove rezultate dobijene primenom metrike i
pseudo metrike.

Teorema 5.1 (Teorema 3 u [76]) Za svako x € (0, %) vaZi :

3_1(f-x)<tanx_f. X <3_1(f-x) (5.5)

n 2\2 7 o n—=2x w 3\2
O
D.S. Mitrinovi¢ je u [ 16] razmatrao Steckin-ovu nejednakost :
tanx > — - —— (5.6)
nom—-2x
za 0 < x < 5 ina osnovu koje je formirana funkcija :
4
f(x) = tanx — = - —2 (5.7)
nom—=2x
za koju vazi
lim f(x) = ~. (5.8)
x—5- 2
Uvodenjem smene za x sa 5 —t u funkciji f(x), dobijamo funkciju :
n 1 2
t)=f|=—t)=cott — -+ =,
g =f (2 ) €0 t r
zat € (0, %) odnosno nejednakost (5.5) transformisemo u :
2 1 2 1
———t<gt)y<——=t 59
— <8 <— -3 (5.9)
zat € (0, %) U vezi ove nejednakosti definisemo familiju funkcija u funkciji od x:
2 2 2(5-)
¢p(x) == —g(x) — px=——cotx + —=—— — px (5.10)
T n X

1 4
32 g2

za familiju funkcija (5.10) moZemo da smatramo da je dodefinisana i za vrednost x € [O, %]

zax € (O, g] i za vrednost parametra p € [ ] C R*. Napomenimo da postoji ¢,(07) = 0. Stoga
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2(5-1)

Slika 8: Familija funkcija ¢, (x) = % —Cotx + —4—= — px
Kako je :
0¢,(x
9o _ g (5.11)
dp

to je familija funkcija opadajuce raslojena u odnosu na parametar p € [%, %] C R*%.

Uvedimo rubne konstante za vrednosti parametra p :

1 4
A= 3= 0.3333333333... i B = — =0.4052847344 . ..
Vs

Vrednosti ovih konstanti su dobijeni u [5], kao jedan od poboljsanih rezultata za Teoremu 3 iz [70],
primenom DTR-a.

Na segmentu [ A, B] traZimo onu vrednost parametra p za koje dobijamo najbolju mogucu aproksi-
maciju funkcije (5.10), u odnosu na metrike i pseudo metriku koji su razmatrani u Poglaviju 4.

Primetimo da, za p € [ A, B] funkcije ¢, (x) ispunjavaju uslove Teoreme 4.1 (Nike teorema):

(a) Zam =3
1" d3§0
¢, (¥) = —=-(x)
dx xe[0.%]
2 (—2x*cos? x + 3 cos*x — x* — 6cos? x +3) 0 2
= — >
x4 sin x
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Pri tome, postoji
" 2
¢p (x) = 75 =0.1333333333 > 0
(b) Bazirano na Tajlor-ovom razvoju funkcija ¢, (x) u okolini nule:

1 1 3 2 5 1 7 9
QDP(X):(—p-Fg)X-FEX +%X +mx +0(X)

postoji desna okolina Uy tacke 0 tako da

2

, dep d*p
SDP(X)’ ‘Pp(x) = d_xp’ ‘Pp(x) = d_xzp < 0 (XE(I/{()).

(¢) Bazirano na Tajlor-ovom razvoju funkcija ¢, (x) u okolini %

=2 owr- )2 S (- B 3 o (-3

postoji leva okolina ﬂg tacke % tako da

cony_dep A
¢p(x), ¢, (x) = d—;,‘ﬁp(x) = dx; >0 (XG(Ug).

MozZemo da zakljucimo da funkcije familije ¢,(x), za p € [A, B] imaju tacno jedan ekstremum, u

oznaci t'P) i to minimum na [O, %] i tacno jednu nulu, u oznaci x(()p ) na [O, 721]

Ovaj zakljucak obezbeduje da je moguce odrediti oo - odstupanje, s obzirom da su ispunjeni i uslovi
Teoreme 4.5.

Napominjemo da familija funkcija ¢,(x) takode ispunjava i uslove Teoreme 4.6, §to je posledica
ispunjenosti uslova Teoreme 4.5 i Nike teoreme 4.1 odnosno vaZi sledece:

23 5 25
xE(O,g)2>00tx<—+——AxS—+——px

/s X /s X

(i) Ako p € (0, A] onda je

(ii) Ako p € (A, B), onda ¢, (x) ima tacno jednu nulu x(()p) na (0, %) Takode vaZi

Vg
2(3 )
xE(O,x(()p)) = cotx < —+ ——— — px
n X
i Vg
2(3 -4
( (p) ﬂ) 2 2
X€|lxy 5| = cotx > —+—"—— —px
2 T X
(iii) Ako p € [ B, ) onda
Z(E—x) ) Z(E—x)
P d 2 2
xe(O,—) = cotx >—+———— —-Bx>—+—"—— —px
2 Vg X b4 X

Takode, na osnovu "nike" oblika familije funkcija ¢,(x) je moguce odrediti 1, 2 i pseudo odstupanje.
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Za familiju funkcija (5.10) odredujemo q - odstupanje za q = 1,2,+c0 kao i pseudo odstupanje u
sledecem delu koji navodimo :

(1) 1 - odstupanje

Odredujemo parametar p = p| € [A, B] = [%, %] iz uslova da se dostiZe minimum :
2 2(5 )
55’”) = min / ~ —cotx + — px|dx
PE[A.B] Uy X
0
(p) z
2 2(3 - 2P 2(3 -
= min / — —cotx + —pxdx+/ — —cotx + — px|dx
PE[A,B] n X bs X
0 P
0
x(()h) , z(z_x) % 2(z_x)
= min /— — —cotx + 2 - px dx+/ — —cotx + 2 - px
pE[A.B] n X e X
0 M)
0
- in (F
i (Fi1(p))
(5.12)
Neka je :
%P z
[z 25 / 2(5-4)
Fl(p):/— — —cotx + —=—~ — px dx+/ — —cotx + — px |dx
g X Vg X
0 x(()p)
tada je :
x(()P)
_ : P >
Fi(p) = —(—ln(smx)+lnx—§x )
0 (5.13)
2

+ (— In(sinx) +Inx — sz)

X

(p)

0

iskazano preko x(()p ),

17 (5.12) se moZe primetiti da integral

2
Fi(p) = ;—cotx+

o \Nh
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nije moguce elementarno izracunati u obliku nekog gotovog analitickog izraza iz sledeceg

razloga : Familija ¢,(x), po Nike teoremi 4.1, ima za svako p tacno jedan koren x(()p ) 4.

n (»)
2(5”‘0 )

(p) =0
(p) -
7TX0

2
©p (xép)) :;—cot(x(()p))+ 2% .

Prethodna jednacina je transcedentna i samo za numericke vrednosti p € [A, B] moguce je
odrediti x(()p ) numericki. Ova cinjenica nam govori da postupak deljenja segmenta [0, %] na dva

dela po znaku ¢,(x) nije moguca bez numerickih proracuna.

Simbolicko odredivanje izraza (5.13) za Fi(p) gde je p € [A, B] je saglasno Teoremi 4.3 kom-
plikovano za racunanje, stoga se minimum funkcije F|(p), odreduje numericki uz pomo¢ Maple
(Prilog B/B.1).

Vrednost parametra p za koju F(p) dostiZe minimum iznosi :

[P = p; = 0.3645833335 .. ]

Za parametar p = pi koren funkcije ¢, (x) iznosi

xPV = 1113222751 . ..

i dostize se minimum u tacki t'P) e (O, x(()p ')). Ovim je za prethodnu vrednost parametra p = p
odreden 1-minimaks aproksimant :
g
2(= - x)

2
¢p, (x) = = —cotx + 2 J - pix
bl X

Za ovakay izbor parametra p = p| familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimalno odstupanje :

PE[A,B]

z
55”1): min /l(,op(x)|a’x
0

koje numericki iznosi
s =0.0219266145 . ..

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost parametra p = py = 0.3645833335 ... I - minimaks aproksimant ¢, (x) ima koren
x(()p D = 1.113222751 . .. Ovaj izbor parametra p = p odreduje da je zbir povrsina ispod i iznad
X - ose minimalan (pri cemu su te dve povrsine razlicite, Py # P3).

Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na segmentu [0, x(()p ‘)] je:

(p1)
%o

Pin1 = / —@p, (x)dx = —0.0100907037 . . .
0
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odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [x(()p '), %] je

P = | @p (x)dx =0.0118867499 . ..

\Nln

(p1)
Xo

Tada je suma povrsina

Pi + Py = |Pips1| + Pinra = 0.0219774536.. ..

najmanja povrsina koju odreduje ma koji clan familije ¢, (x) u odnosu na x-osu.

Slika 9: Funkcija ¢, (x) = % —cotx + @ —pxzap = pj

(2) pseudo odstupanje

Neka je § - pseudo odstupanje. Vrednost parametra p\ odredujemo iz uslova :

5(pp (1) =0 = / @5 (x)dx =0
0

odnosno :

z T

2 2= —x) 2
2

/ ——Cotx+2——px dx =0= —Q—ln2+lnﬂ:0
T X 8

0
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8(Inm —1n2)

2

:[P =pP1= = 0.3660391537. ..

Za tako odredenu vrednost parametra p = py se dobija koren funkcije ¢, (x)

xPV = 1.135703054 . ..

i dostiZe minimum u tacki t'/P) € (0, x(()p ‘)). Ovim je za vrednost parametra p = p| odreden
pseudo minimaks aproksimant:

2
05 (x) = - —cotx+ —=——= — pix

zax € [O, %]
Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se postiZe :
5&151) =0

Uporedujuci prethodno dobijene rezultate vidimo da je numericki odredena vrednost parametra
p = p1 bliska pseudo resenju koje se dobija za p = p1, pri uslovu :

¢0p(x)dx =0

=) \NI:

odnosno, za parametre p i p1, dobijamo sledece :

p1 =0.3645833335... za XV =1.113222751...

p1=0.3660391537... za x/V =1.135703054. ..

pri Cemu je :

T
2 2 (5 -x)
©p (x) = = —cotx+—=—" —(0.3645833335.. ) x
T X
T
2 (5 -x)

2
05 (x) = ——cotx+—=———(0.3660391537...)x
n X

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost parametra p = p| = w = 0.3660391537 . .. pseudo minimaks aproksimant

¢, (x) ima koren x(()ﬁl) = 1.135703054 . .. Ovaj izbor parametra p = p| odreduje da su povrsine
ispod i iznad x - ose jednake, P; = P;.
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Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na segmentu [0, x(()p ) ] :

(P1)
X0

Pin1 = / —gj, (x)dx = —0.0110112116.. ..
0

odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [x(() '), %]

Pin2 = @5, (x)dx =0.0110112116. ..

\NI:

(P1)
Xo

Tada je suma
Pint1 + Pin2 =0

Slika 10: Funkcija ¢, (x) = % —cotx + @ —pxzap =pj
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(3) 2 - odstupanje

Primetimo da je familija funkcija ¢, (x) oblika (4.20), pa postoji

552 = min

=
Mm
S
=
O\Mlu
S
=
—
=
-
S

Odredujemo parametar p = p, € [A,B] = [ &
odstupanju dostize minimum :

x 2
e 2(5-)
6;’)2) = min /——cotx+——px dx
pE[A,B]\
0

(5.14)

z 2
rl2 2(3 )
= min / — —cotx+ ——=— —px| dx
PElA.B]
\ %

Na osnovu sekcije 4.5 vazi da funkcija

3
= | [ et
0

ima minimum u tacki p = p, ako i samo ako u toj tacki ima minimum funkcija:

F(p)= (2= [ ¢3(x)dx.

o\wl:

Pokazacemo da postoji parametar p = p» tako da vaze uslovi :

N
N

F'(p2) = / ¥,,(x)dx =0 i F"(p2) = / thy, (x)dx > 0

0 0

odredujemo stacionarnu tacku iz uslova :

F'(p)= | ¥px)dx=0

O\Nln

z 2 ——x) 5
2
= /2 ——cotx+2——px (—x)dx:/(2xcotx—2+2px2)dx
n nx
0 0
3

pr

12(In2 -1
(:)——n+nln2:0=>[p:p2:—L

5 =0.3730882904 . ..
s

12
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pri cemu je :
3
F'(py) = % = 2.583856391... > 0

Za prethodno odredenu vrednost parametra p = p» se dobija tacno jedan koren funkcije ¢,,(x)

PP = 1.235661499 . ..

i dostize tacno jedan minimum u tacki tP) € (0, x(()p 2)). Ovim je za vrednost parametra p = p»
odreden 2-minimaks aproksimant :

2
©p,(x) = = —cotx + —=—— — pox
n X

Za ovakav izbor parametra familije ¢, (x) se dostize minimum:

pE[A,B]

7
. 2
6§p2): min /|<pp(x)| dx
0

koji numericki iznosi
5% = 0.0000095916.. ..

Geometrijsko tumacenje ¢,,(x)

Za vrednost p = py = —% = 0.3730882904 ... 2 - minimaks aproksimant ¢,,(x) ima
osobinu da je njegovo odstupanje od x - ose najmanje moguce u odnosu na D, - metriku.

2(5-x)

Slika 11: Funkcija ¢, (x) = % —Cotx + =+ —= —pxzap = p;
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(4) oo - odstupanje

Odredujemo parametar p = p € [A, B] = [%, %] izuslova da se dostiZe minimaks odstupanje:
2(5 -
58,"”) = min | max [— -—cotx+ ————— — px
pelABl | xe[0,5] [T X

Familija funkcija ¢, (x) se razmatra za vrednosti p € [A, B] i tada prema Teoremi 4.5, postoji
tacno jedan ekstremum funkcije u oznaci t'P) i to minimum na [(), %] za svaku funkciju ¢, (x).

Vrednost parametra p za koji se dostize minimaks odstupanje po parametru p € [A, B] se dobija
kao jedinstveno resenje jednacine

len(e7)| = ¢ (5-)

Resenje ove transcedentne jednacine se dobija numericki uz pomo¢ Maple (Prilog B/B.4), za
p €A, B], pri cemu se dobijaju sledece numericke vrednosti:

P = 0.3860729509 . . ] i Xeo = 0.8389974985 . ..

Za vrednost p = pe se dobija oo - minimaks aproksimant :

¢p.(X) == —cotx + —=—— — po X
T X

Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimaks odstupanje
6£f,’°°) = min | max |<pp(x)|
pelA.B] \xe[0,%]

koje numericki iznosi
=) =0.0301777991 . ..
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Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = pe = 0.3860729509 ... minimaks aproksimant ¢, (x) ima osobinu da je
njegovo odstupanje 5((,5“) = 0.0301777991 ... od x - ose najmanje moguce u odnosu na D -

metriku.

2(”—x)

Slika 12: Funkcija ¢, (x) = % —cotx + Z—x —pXz7ap = Pe

Zakljuéak 1.

(@) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p1 = 0.3645833335
macija u smislu D - metrike na segmentu [O, %] je data sa :

(b) Za familiju funkcija ¢, (x) i vrednost parametra p = p; = 0.3660391537
macija u smislu D1 - pseudo metrike na segmentu [0, %] je data sa :

N0

cotx i

(¢) Za familiju funkcija ¢, (x) i vrednost parametra p = p, = 0.3730882904
macija u smislu D, - metrike na segmentu [O, 721] je data sa :

2(5 %)
cotx %) —+ ———— — pox
T

X

... najbolja aproksi-

... najbolja aproksi-

... najbolja aproksi-
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(d) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p = 0.3860729509 . .. najbolja aproksi-
macija u smislu D o, - metrike na segmentu [O, %] je data sa :

2 2(5-%)
Cotx ~o — + — PooX
be X
2(3-x)

Slika 13: Funkcija ¢, (x) = % —cotx + =1 —= —pxzap = p1, p, P2, P

Zakljuéak 2.

Na osnovu rezultata izloZenih u ovoj Aplikaciji dolazimo do zakljucka da isti rezultati vaZe i za
raslojenu familiju funkcija koja moZe da se definise za funkciju (5.7), ukoliko vratimo primenjenu
smenu za x sa 5 — t. Detaljna analiza takve familije funkcija bice predmet daljeg istraZivanja.
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5.3 Primena q - odstupanja na Cusa - Huygens nejednakost

U Teoriji analitickih nejednakosti, javljaju se brojni primeri koji dovode do raslojenih familija funkcija
Sto Ce biti primenjeno u slede¢em nizu aplikacija.

APLIKACIJA 3

U [94] analizirana je nejednakost koju je definisao N. de Cusa >3 i data je njena aproksimacija na
osnovu familije nejednakosti i odredivanja najpovoljnijeg parametra. Potom je u [7] nastaviljen rad
na proucavanju Cusa nejednakosti. U ovoj disertaciji je data detaljna analiza naredne teoreme, kao
i njena poboljSanja, na osnovu D, - metrike, odnosno q - odstupanja.

Teorema 5.2 (Cusa) Za 0 < x < 5 vaZi

3
RLLLEDY (5.15)
2+ cosx

O

U vezi ove nejednakosti definisemo familiju funkcija :

+1)sinx
op(x) =x— u (5.16)
p +cosx

zax € [O, %] i za vrednost parametra p € [%, 2] C R*.

(p+1) sinx
p+CoS X

Slika 14: Familija funkcija ¢, (x) = x —

33Nicolaus de Cusa (1401 - 1464) nemacki kardinal, filozof, sudija, matematiCar, astronom.
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Kako je :
dpp(x)  sinx(cosx —1)
dp  (p+cosx)?

>0 (5.17)

to je familija funkcija rastuce raslojena u odnosu na parametar p € [%, 2] C R*%.
Uvedimo rubne konstante za vrednosti parametra p [7] :

2

T —

A=

2:1.751938393... i B=2

Na segmentu [A, B] traZimo onu vrednost parametra p za koje dobijamo najbolju mogucu aproksi-
maciju funkcije (5.16), u odnosu na metrike i pseudo metriku koji su razmatrani u Poglavlju 4.

Primetimo da , za p € [ A, B] funkcije ¢, (x) ispunjavaju uslove Teoreme 4.1 (Nike teorema):

(a) Zam =4

d4<pp
dx* )

¢ (x) =
(p+1)sinx( , ) P
i _ﬁ p*=11cosx p>+ (11 cos> x—20) p>+ XE[O’E]
p+COS X

+ (- cos® x+20cosx)p—8 cosx2+24) >0

(b) Bazirano na Tajlor-ovom razvoju funkcija ¢, (x) u okolini nule:

p,t 1 1p=2
6 3 12 12 1

op(x) =— 6 3,3_ 0 30 P x5+0(x7)
p+1 p+1

postoji desna okolina Uy tacke 0 tako da

’ d‘,Dp ” dzspp " ’ p
(Pp(x),(,Dp(X) = E,(,DP(X) = W’ p (x) = 713 <0 (XEWo).
(¢) Bazirano na Tajlor-ovom razvoju funkcija ¢, (x) u okolini g
p 1 WP +1
T p+1 p+1 ( 7r) 2 2 p? ( 7r)2
=———+|1- -=- - =
=375 ( pz)x2 P FT2
lp+l 1p+p*-2p-2
6 2 3 3 4
— (r-3) +ell-3)
p 2 2
postoji leva okolina Uz tacke 5 tako da
’ d(pl’ ” dZQDP " d3()0P
(Pp(x)’ QOP()C) = E’ QOP(X) = dx2 ,‘,Dp (X) = d.XS >0 (XE(LI%)
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MoZemo da zakljucimo da funkcije familije ¢,(x), za p € [A, B] imaju tacno jedan ekstremum, u

oznaci t'P) i to minimum na [O, %] i tacno jednu nulu, u oznaci x(()p ) na [O, %]

Ovaj zakljucak obezbeduje da je moguce odrediti oo - odstupanje, s obzirom da su ispunjeni i uslovi
Teoreme 4.5.

Napominjemo da familija funkcija ¢,(x) takode ispunjava i uslove Teoreme 4.6, §to je posledica
ispunjenosti uslova Teoreme 4.5 i Nike teoreme 4.1 odnosno vaZi sledece:

(i) Ako p € (0, A] onda je

xE(O,—) oy < (A+1)sinx < (p+1)sinx
A +cosx p +cosx

(ii) Ako p € (A, B), onda ¢, (x) ima tacno jednu nulu x(p) [O, 2] Takode vaZi

(p+1)sinx

xe(O,x(()p)) = x <
p +cosx

T + 1) sin
xe(x(()p),_) > (p+1)sinx
p +cosx

2
(iii) Ako p € [ B, ) onda

XE(O, f) x> (B+1)sinx > (p+1)sinx
2 B +cosx p +cosx
Takode, na osnovu "nike" oblika familije funkcija ¢,(x) je moguce odrediti 1, 2 i pseudo odstupanje.

Za familiju funkcija (5.16) odredujemo q - odstupanje za q = 1,2,+c0 kao i pseudo odstupanje u
sledecem delu koji navodimo :

(1) 1 - odstupanje

Odredujemo parametar p = py € [A, B] = [%, 2] iz uslova da se dostize minimum :

s

2
+1)si
55171) -  min / m dx
P€E[A,B]]

x—
p +cosx
0
1 : 1) si
+ 1) sin + 1) sin
= min /' (p )lxdx+/'x—w)dx
pelA,B] p+cosx p +Cosx (5.18)
x(()p) :
o 1 : 1) si
+
_ min /_(x_w)m/(x_w)dx
pe[A,B] p +cosx p +cosx
0 »)

= rl[[l;nB (F1(p))
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Neka je :
P E
0 2
1) si 1) si
Fl(m:/_(x_w)m/(x_w)dx
p +CosXx p +cosx
0 x(()p)
tada je :
P
xz 0
Fi(p) = —(?+1n(p+cosx)p+ln(p+c0sx))
9
x2 2
+(?+ln(p+cosx)p+ln(p+cosx))
5(P) (5.19)
x(p)z
= =2 02 —2ln(p+cos(x(()p)))p—21n(p+cos(x(()p)))

2
+(p+1)In(p+ 1)+%+ (p+1)In(p)
iskazano preko x(()p ),

17 (5.18) se moZe primetiti da integral

e

Fi(p) :/

0

D si
x_(p+ ) sin x i

p +cosx

nije moguce elementarno izracunati u obliku nekog gotovog analitickog izraza iz sledeceg

razloga : Familija ¢,(x), po Nike teoremi 4.1, ima za svako p tacno jedan koren x(()p ) 1.

(p+1)sin (xép))

p +cos (x(()p))

o (x(()p)) _ x(()p)

Prethodna jednacina je transcedentna i samo za numericke vrednosti p € [A, B] moguce je
odrediti x(()p ) numericki. Ova cinjenica nam govori da postupak deljenja segmenta [0, %] na dva

dela po znaku ¢,(x) nije moguca bez numerickih proracuna.

Simbolicko odredivanje izraza (5.19) za Fi(p) gde je p € [A, B] je saglasno Teoremi 4.3 kom-
plikovano za racunanje, stoga se minimum funkcije F|(p), odreduje numericki uz pomo¢ Maple
(Prilog B/B.1).

Vrednost parametra p za koju F(p) dostiZe minimum iznosi :

p =p; =1.8219383938...
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Za parametar p = pi koren funkcije ¢, (x) iznosi

x{PV = 1.3317629508 ...
i dostize se minimum u tacki t'P) e (O, x(()p ‘)). Ovim je za prethodnu vrednost parametra p = p
odreden 1-minimaks aproksimant :

(p1+1)sinx

xX)=x-—
ep1 (%) p1+cosx

Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimalno odstupanje :

5(’”) min / | (x)] dx

PE[A,B]

koje numericki iznosi
sV =0.0052321132. ..

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost parametra p = p1 = 1.8219383938..., I - minimaks aproksimant ¢, (x) ima

koren x(()pl) = 1.3317629508 . ... Ovaj izbor parametra p = pi odreduje da je zbir povrsina
ispod i iznad x - ose minimalan (pri cemu su te dve povrsine razlicite, Py # P3).

Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na segmentu [O, x(()p ‘)] :

(r1)
0

Pint = / —@p, (xX)dx = —0.0030973091 . ..
0

X

odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [x(()p ‘), %]

Pz = [ @p (x)dx =0.002134804 . ..

\mlu

(1)1)
0

Tada je suma povrsina
P+ Py = |Pin11| + Pipn = 0.0052321132...

najmanja povrsina koju odreduje ma koji clan familije ¢, (x) u odnosu na x-osu.
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Slika 15: Funkcija ¢, (x) = x — prlsinx o p = py

p+cosx

(2) pseudo odstupanje

Neka je 6 - pseudo odstupanje. Vrednost parametra p odredujemo iz uslova :

5(pp, (%) =0 = / @5, (X)dx =0
0

odnosno :

; 1 2

/( (p1 + >Smx)dx:o=>p1n<p)+”—+1n<p>—pln(p+1)—1n<p+1)=0
p1+Cosx 8

0

Kako je dobijena jednacina komplikovana za simbolicko resavanje po parametru p = pi, tu
vrednost odredujemo numericki uz pomoc¢ Maple (Prilog B/B.2) :

[P =p; = 1.8306188749...

Za tako odredenu vrednost parametra p = p1 se dobija koren funkcije ¢, (x)
x{"V = 1.2990119608 . .

i dostize minimum u tacki t'P) (0, xéﬁ 1)),
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Ovim je za vrednost parametra p = p| odreden pseudo minimaks aproksimant:

(Pp1+1)sinx

5. (X)) =X
¢ (x) 1 +cosx

zax € [O, %]
Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se postiZe :
6%151) - 0

Uporedujuci prethodno dobijene rezultate vidimo da je numericki odredena vrednost parametra
p = p1 bliska pseudo resenju koje se dobija za p = p1, pri uslovu :

¢0p(x)dx =0

o\wla

odnosno, za parametre p i p1, dobijamo sledece :

p1 =1.8219383938... za x(()p‘) = 1.3317629508.. ..

1 =1.8306188749... za x{"" =1.2990119608...

pri Cemu je :
() = x_ (28219383938, )sinx
Prit = T (18219383938 . ) + cos x

(2.8306188749 .. .) sinx
x p—
(1.8306188749...) + cosx

©p (X)

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = p| = % = 1.8306188749 . .. pseudo minimaks aproksimant ¢z, (x) ima koren

x(()ﬁ D = 1.2990119608 . . . Ovaj izbor parametra p = p odreduje da su povrsine ispod i iznad x
- ose jednake, Py = P;.

Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na intervalu [0, x(()ﬁ 1)] :
x(()ﬁ])
Pin1 = / —pp (x)dx = —0.0026423172 . ..

0

odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na intervalu [x(() ]), %]

Pin2 = @5, (x)dx =0.0026423172 . ..

\Nlu

(P1)
Xo

APLIKACIJA 3 76



5.3 PRIMENA Q - ODSTUPANJA NA Cusa - HUYGENS NEJEDNAKOST

Tada je suma
Pint1 + Pin2 =0

(p+1) sinx

Slika 16: Funkcija ¢, (x) = x — “ 200 za p = p)

(3) 2 - odstupanje

Odredujemo parametar p = p; € [A,B] = [%, 2] iz uslova da se po srednje kvadratnom
odstupanju dostiZe minimum :

e s

. 2 2 . 2
+1 +1
692 = min / _pHDsine® 0 i /X_M dx
pe[A,B] A ]

pe[A.B p +Cosx
Na osnovu sekcije 4.5 vazi da funkcija

%
= | [ et
0

ima minimum u tacki p = p, ako i samo ako u toj tacki ima minimum funkcija:

X

p +COsX
(5.20)

F(p)= (2= [ ¢2(x)dx.

O\mm
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Pokazacemo da postoji parametar p = p, tako da vaZe uslovi :

F'(p2) = / ¥,,(x)dx =0 i F"(p2) = / h, (x)dx > 0
0 0

odredujemo stacionarnu tacku iz uslova :

F(p)= [ ¥,,(x)dx=0

o\wln

7

/2(x_(p+1)sinx)(_ sinx +(p+1)sinx g
p +Cosx p+cosx  (p+cosx)?

0

%X — xp cOS X + sinx cos x)

dx

A .

/ 2sinx (p sinx cosx — cos
(p +cosx)?

0

I

2
2sinx (psinx +xcosx +xp — sinx)
_ dx =0

(p + cosx)3
0

Kako je dobijena jednacina komplikovana za simbolicko resavanje po parametru p = pj, tu
vrednost odredujemo numericki uz pomo¢ Maple (Prilog B/B.3) :

[p = p> = 1.8033728009 . . ]

pri cemu je :
F (p2) =0.03906794994 ... > 0

Za prethodno odredenu vrednost parametra p = p» se dobija tacno jedan koren funkcije ¢, (x)

x{P? = 13992056044 . .

i dostiZe tacno jedan minimum u tacki t'P) (0, x(()p 2)). Ovim pokazujemo i da postoji parametar
p = p2 za koji se dobija 2-minimaks aproksimant :

(p2+1)sinx

X)=x—
¥ (x) P2 +COSX

Za ovakay izbor parametra familije ¢, (x) se dostiZe minimum:

Pe[A,B]

7
. 2
65’72): min /|gop(x)| dx
0

koji numericki iznosi
5% = 0.0058445353 . ..

Napomenimo da familija funkcija ¢,(x) nije oblika (4.20) i pri tome F(p) ima (vizuelno)
Jjedinstven minimum p = p, odreden uz pomoc¢ Maple.
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Geometrijsko tumacenje ¢,,(x)

Za vrednost p = pp = 1.8033728009 ... 2 - minimaks aproksimant ¢,,(x) ima osobinu da je
njegovo odstupanje od x - ose najmanje moguce u odnosu na D, - metriku.

Slika 17: Funkcija ¢, (x) = x — (p+]) sinx zap=p;

p+cosx

(4) oo - odstupanje

Odredujemo parametar p = ps € [A,B] = [%, 2] iz uslova da se dostize minimaks odstu-
panje:

Familija funkcija ¢, (x) se razmatra za vrednosti p € [A, B] i tada prema Teoremi 4.5, postoji
tacno jedan ekstremum funkcije u oznaci t'P) i to minimum na [0, %], za svaku funkciju ¢, (x).

(p+1)sinx
x_—

é}(g“’) = min (max

pelA.B] \xe[0,%] p +COs X

Vrednost parametra p za koji se dostize minimaks odstupanje po parametru p € [A, B] se dobija
kao jedinstveno resenje jednacine

e = ¢ (5-)

Resenje ove transcedentne jednacine se dobija numericki uz pomo¢ Maple (Prilog B/B.4), za
p€|A, B], pri cemu se dobijaju sledece numericke vrednosti:

Poo = 1.7811463564...] i Xeo = 1.1687134133 ...
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Za vrednost p = pe se dobija oo - minimaks aproksimant :

(poo + 1) sinx

xX)=x—
#pe (%) Poo +COS X

Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimaks odstupanje

(Peo) :
0’ = min | max
pelA.B] (xe[o,g] Z (x)|)

koje numericki iznosi
6= = 0.00936015036 . . .

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = pe = 1.7811463564 ... minimaks aproksimant ¢, _(x) ima osobinu da je

njegovo odstupanje (525“’) = 0.0093601503 ... od x - ose najmanje moguce u odnosu na D -
metriku.

Slika 18: Funkcija ¢, (x) = x — % Zap = pPoo
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Zakljucak

(a) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p1 = 1.8219383938 ..

macija u smislu D - metrike na segmentu [O, %] je data sa :

(p+1)sinx

p +cosx

(b) Za familiju funkcija ¢, (x) i vrednost parametra p = p; = 1.8306188749 . ..

macija u smislu D1 - pseudo metrike na segmentu [0, %] Jje data sa :

(p+1)sinx
X R} ————
p +Cosx

(¢) Za familiju funkcija ¢, (x) i vrednost parametra p = p> = 1.8033728009. ..

macija u smislu D, - metrike na segmentu [O, %] je data sa :

(p+1)sinx

p +cosx

(d) Za familiju funkcija ¢, (x) i vrednost parametra p = po, = 1.7811463564 . ..

macija u smislu D, - metrike na segmentu [O, %] je data sa :

(p+1)sinx
p +cosx

Slika 19: Funkeija ¢, (x) = x = L2 74 p = py 5 p), e

najbolja aproksi-

najbolja aproksi-

najbolja aproksi-

najbolja aproksi-
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5.4 Primena q - odstupanja na nejednakosti J. Sindor-a

Kroz naredna dva primera, odnosno, dve teoreme navedene u njima, dat je prikaz odredivanja najbolje
aproksimacije familije funkcija na osnovu g - odstupanja, ¢ime su poboljSani rezultati koje je postigao
J. Sandor za odredene trigonometrijske nejednakosti [59]. Pomenute nejednakosti su razmatrane
takode u [7].

APLIKACIJA 4

Teorema 5.3 (J. Sandor u [59]) Za 0 < |x| < 7 vaZi

In (7/2)
1 2 i 1 2
(5 cosx+§) < g < (§ (:osx+§)ln (3/2) (5.21)
O
U vezi ove nejednakosti definisemo familiju funkcija :
1 2\ si
0, (x) = (§ cosx+§) - % (5.22)

za x € (0, %] i za vrednost parametra p € [l, Eg;g))] C R*. Napomenimo da postoji ¢,(07) = 0.

Stoga za familiju funkcija (5.22) moZemo da smatramo da je dodefinisana i za vrednost x € [O, %]

X

)4 .
Slika 20: Familija funkcija ¢, (x) = (% cosx + %) — Sinx
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Kako je :

d 1 2\ (1 2
QD(;;;X) = (§ cosx + 5) In (5 cosx + 5) <0 (5.23)

to je familija funkcija opadajuce raslojena u odnosu na parametar p € [1, Egﬁ;] C R*%.

Uvedimo rubne konstante za vrednosti parametra p [59] :
In (z)
2
3
Inl=
(3

Na segmentu [A, B] traZimo onu vrednost parametra p za koje dobijamo najbolju mogucu aproksi-
maciju funkcije (5.22), u odnosu na metrike i pseudo metriku koji su razmatrani u Poglavlju 4.

A=1 i B = =1.11373999. ..

Primetimo da, za p € [A, B] funkcije ¢,(x) ispunjavaju uslove Teoreme 4.1 (Nike teorema):

(a) Zam =3
_ 4x _ 2X) ¢in
”’(x)—d3 » _1(6 2 cos 5 cosS 2)sm2 o xe[o z]
‘pp B dx3 _8 COS4)—C "2
2

(b) Bazirano na Tajlor-ovom razvoju funkcija ¢, (x) u okolini nule:

1 1 1 1
op(x) = (—gp + 6) X%+ (—ﬁp2 + m)xd' +0(x%),

postoji desna okolina Uy tacke O tako da

2

’ d(p[’ ” d ‘1017
QDP(X), QDP(X) = H’ QDP(X) = dx2 < O (XE(L{()).

(c) Bazirano na Tajlor-ovom razvoju funkcija ¢, (x) u okolini 5:

(pp(x)Z(l—p—ﬂz)+(—p7T+\/§) (x—z)+

4 2
V2 T2 5V2 w3 T4
+(7‘P (30 5 (=3) +0((X‘5) )
postoji leva okolina (ng tacke 7 tako da
’ _ d(ﬁp ” _ 2‘7017 0 U
¢p(x), ¢, (x) = d—x,‘ﬁp(x) T2 (xeUz).

MoZemo da zakljucimo da funkcije familije ¢,(x), za p € [A, B] imaju tacno jedan ekstremum, u

oznaci t'P) i to minimum na [O, %] i tacno jednu nulu, u oznaci x(()p ) na [O, %]

Ovaj zakljucak obezbeduje da je moguce odrediti oo - odstupanje, s obzirom da su ispunjeni i uslovi
Teoreme 4.5.
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Napominjemo da familija funkcija ¢,(x) takode ispunjava i uslove Teoreme 4.6, §to je posledica
ispunjenosti uslova Teoreme 4.5 i Nike teoreme 4.1 odnosno vazi sledece:

(i) Ako p € (0, A] onda je

G(On) sinx_ (1 +2A< 1 +21’
= = —— — COSs -] <|=cos -
o 2 X 3 %3 3 %A T3

(ii) Ako p € (A, B), onda ¢, (x) ima tacno jednu nulu x(()p) na [O, %] Takode vaZi

. 1 p
X € (O,x(()p)) — L (gcosx+§)

(p T sin x 1 2\?
XE(XO ,5) — —— < |=COSXx + —

(iii) Ako p € [B, ) onda

7 sinx (1 2\ (1 2\?
X € (0,—) — —— >|=cosx+=] >(|=cosx+—
2 by
Takode, na osnovu "nike" oblika familije funkcija ¢,(x) je moguce odrediti 1, 2 i pseudo odstupanje.

Za familiju funkcija (5.22) odredujemo q - odstupanje za q = 1,2,+c0 kao i pseudo odstupanje u
sledecem delu koji navodimo :

1 - odstupanje

Odredujemo parametar p = p1 € [A, B] = [1, Eg;g] iz uslova da se dostize minimum :

3
1 2\” i
65”1) = min / Zcosx+ 2| =2 g
pe[A,B] 3 3 X
0
P T
0 2
. 1 2\’ sinx 1 2\’ sinx
= min —cosx+—=| ——|dx+ —cosx+—| ——|dx
pe[A,B] 3 3 X 3 3 X
0 x(()p)
x(p) s
0 2
. / 1 +2p sinxd+/ 1 ()+2p sinxd
= min —|[=cosx+=] ———|dx —cos(x)+=] ——|dx
pe[A,B] 3 3 X 3 3 X
0 (P
0
= i F
i (F1(p))
(5.24)
Neka je :
x(()p) s
1 2\” i 1 2\? i
Fi(p) = —|{zcosx+ 3] — Y dx + scosx+=| — Y dx (5.25)
3 3 X 3 3 X
0 X(()p)
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17 (5.24) se moZe primetiti da integral

e

Fi(p) = / (3eoscn+ 2] -2

0

dx

nije moguce elementarno izracunati u obliku nekog gotovog analitickog izraza iz sledeceg razloga :

Familija ¢, (x), po Nike teoremi 4.1, ima za svako p tacno jedan koren x(()p ) 1.

(D)
1 2\7  sin(xy")
©p (x(()p)) = (§ cos(x(()p)) + 5) - x(—po) =
0

Prethodna jednacina je transcedentna i samo za numericke vrednosti p € A, B] moguce je odrediti

x(()p ) numericki. Ova cinjenica nam govori da postupak deljenja segmenta [O, %] na dva dela po znaku
¢, (x) nije moguca bez numerickih proracuna.

Simbolicko odredivanje izraza (5.25) za F(p) gde je p € [A, B] je saglasno Teoremi 4.3 kompliko-
vano za racunanje, stoga se minimum funkcije Fi(p), odreduje numericki uz pomo¢ Maple (Prilog
B/B.1).

Vrednost parametra p za koju F(p) dostiZe minimum iznosi :

[P = p1 = 1.0600000095 . ..

Za parametar p = pi koren funkcije ¢, (x) iznosi

x{PV = 12211687494 ...

i dostiZe se minimum u tacki t'P) e (O, x(()p 1)). Ovim je za prethodnu vrednost parametra p = p

odreden 1-minimaks aproksimant :

1 2\"" sinx
¢p, (x) = Foosx+z| -

3 X

Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimalno odstupanje :

(SIE}

6ip1): min /|¢p(x)|dx

PE[A,B]
0

koje numericki iznosi
5 = 0.0044059739 . ..
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Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

(r1) _
0

Za vrednost p = p; = 1.0600000095... I - minimaks aproksimant ¢, (x) ima koren x
1.2211687494 ... Ovaj izbor parametra p = pi odreduje da je zbir povrsina ispod i iznad x -
ose minimalan (pri Cemu su te dve povrsine razlicite, Py # P3).

Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na segmentu [O, x(()p 1) ] :

(p1)
X0

Pipn = / —@p, (x)dx = —0.0023419204 . ..
0

odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [x(()p '), %]

Pinpr =

\NI:

¢p, (x)dx = 0.0020640535 . ..

(p1)
Xo

Tada je suma povrsina
P+ Py = |Piys1| + Pinra = 0.0044059739.. ..

najmanja povrsina koju odreduje ma koji clan familije ¢, (x) u odnosu na x-osu.

si

p
Slika 21: Funkcija ¢, (x) = (% cos X + %) - ¥ zap = p
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(2) pseudo odstupanje

Neka je 6 - pseudo odstupanje. Vrednost parametra p odredujemo iz uslova :

5(pp (1) =0 = / @5 (x)dx =0
0

odnosno :

s

7 7
1 2\7 i 1 2\? i
—cos(x)+=]| — smx dx=0 —cos(x)+ =] dx= %dx
3 3 X 3 3 X

0 0

0

Kako je dobijena jednacina komplikovana za simbolicko resavanje po parametru p = p1, tu vrednost
odredujemo numericki uz pomoc¢ Maple (Prilog B/B.2) :

p = p1 =1.0583292305 ...

Za tako odredenu vrednost parametra p = p1 se dobija koren funkcije ¢, (x)

x{PV = 12068463294 ...

i dostize minimum u tacki t'P) e (0, x(()p 1)). Ovim je za vrednost parametra p = p| odreden pseudo
minimaks aproksimant :

3 3

2\ sinx
X

1
¢p,(x) = (— COSX + —
zax e [O,%].

Za ovakay izbor parametra familije funkcija ¢, (x) se postiZe :
Siﬁl) =0

Uporedujuci prethodno dobijene rezultate vidimo da je numericki odredena vrednost parametra p = pi
bliska pseudo resenju koje se dobija za p = p, pri uslovu:

¢p(x)dx =0

o\wla

odnosno, za parametre pi i p1, dobijamo sledece :

p1 = 1.0600000095... za x\’" =1.2211687494 ...

i =1.0583292305... za x\"" =1.2068463294...

87 APLIKACIJA 4



5: PRIMENA Q - ODSTUPANJA NA RASLOJENE FAMILIJE FUNKCIJA
U TEORIJI ANALITICKIH NEJEDNAKOSTI

pri cemu je :

1 2 1.0600000095... sin x

‘PPI(X) = (g COSX+§) — T

1 o) 1.0583292305... sinx

5 = |=cosx+ = - =
Pp (x) ( 3 X 3 ) P

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = p1 = 1.0583292305 ... pseudo minimaks aproksimant ¢z (x) ima koren x(()ﬁ D =

1.2068463294 . .. Ovaj izbor parametra p = p| odreduje da su povrsine ispod i iznad x - ose jednake,
P = P>

Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na segmentu [O, x(()p ‘)] :

(P1)
%o

Pt = / —@, (x)dx = =0.0021997094 . . .
0

odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [x(() '), g]

P = | @p (x)dx = 0.0021997095 . ..

\Nln

(p1)
Xo

Tada je suma
Pins1 + Pin2 = 0

P
Slika 22: Funkcija ¢, (x) = (% cosx + %) - za p = p

X
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3) 2 - odstupanje

Odredujemo parametar p = p, € [A,B] = [1 In(7/2)

(3 /2)] iz uslova da se po srednje kvadratnom

odstupanju dostiZe minimum :

s z

2
1 ) p . 2 1 ) p . 2
5§p2): min Zcosx+ 2| =Y k= min Scosx+ o) =)y
pelA,B] 3 3 X pelA,B] 3 3 X

0 0

Na osnovu sekcije 4.5 vazi da funkcija

5
5517) = / |‘Pp(x)|2 dx
0

ima minimum u tacki p = p, ako i samo ako u toj tacki ima minimum funkcija:

F(p)= (2= [ ¢2(x)dx

o\mla

Pokazacemo da postoji parametar p = p, tako da vaZe uslovi :

F'(py) = / ¥,,(x)dx =0 i F"(py) = / thy, (x)dx > 0
0 0

odredujemo stacionarnu tacku iz uslova :

F(p)= [ ¥,,(x)dx=0

o\wla

%
1 2\?  si 1 2\? 1 2
<:>/2((§cosx+§) —g) (gcosx+§) ln(gcosx+§)dx:0
0

Kako je dobijena jednacina komplikovana za simbolicko resavanje po parametru p = ps, tu vrednost
odredujemo numericki uz pomoc¢ Maple (Prilog B/B.3) :

[P = pp = 1.069987542 . . ]

pri cemu je :

F’(p>) =0.0573586155... > 0

Za prethodno odredenu vrednost parametra p = p; se dobija tacno jedan koren funkcije ¢p,(x)

x{P? = 13010855953 ...
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i dostize tacno jedan minimum u tacki t'P) e (O, x(()p 2)). Ovim je za vrednost parametra p = p, odreden

2-minimaks aproksimant:
2 sin x

1 P2
QDPZ(X) = (g COos X + 5) - T

Za ovakay izbor parametra familije ¢, (x) se dostiZe minimum:

PE[A,B]

z
. 2
55”2): min /|g0p(x)| dx
0

koji numericki iznosi

57 = 0.0000128292.. ..

Napomenimo da familija funkcija ¢,(x) nije oblika (4.20) i pri tome F(p) ima (vizuelno) jedinstven
minimum p = pj, odreden uz pomo¢ Maple.

Geometrijsko tumacenje ¢,,(x)

Za vrednost p = pp = 1.069987542 ... 2 - minimaks aproksimant ¢,,(x) ima osobinu da je njegovo
odstupanje od x - ose najmanje moguce u odnosu na D, - metriku.

P .
Slika 23: Funkcija ¢, (x) = (% cosx + %) - Ezap=p
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(4) oo - odstupanje

Odredujemo parametar p = p» € [A, B] = [1, Egﬁ;] iz uslova da se dostize minimaks odstupanje:

(1 2)p sinx)
§cosx+— -—

3 X
Familija funkcija ¢, (x) se razmatra za vrednosti p € [A, B] i tada prema Teoremi 4.5, postoji tacno
jedan ekstremum funkcije u oznaci t'P) i to minimum na |0, 51, za svaku funkciju ¢, (x).

6§f°°) = min (maX
PE[A,B] \x€[0,7F]

Vrednost parametra p za koji se dostize minimaks odstupanje po parametru p € [A, B] se dobija kao
jedinstveno reSenje jednacine
(1)) = T_
©p ®p 5

Resenje ove transcedentne jednacine se dobija numericki pomocu Maple (Prilog B/B.4), za p € [A, B],
pri cemu se dobijaju sledece numericke vrednosti:

P = 1.0871695347 .. ] i Xeo = 0.9885675404 . ..

Za vrednost p = pe se dobija co - minimaks aproksimant:

) 1 N 2\~ sinx
=|=rcos - —

X

Za ovakay izbor parametra familije funkcija ¢, (x) se dostiZe minimaks odstupanje

(Pe) :
0o ) = min max X
pelA.B] (xe[o,g] o )|)

koje numericki iznosi
5~ = 0.0068956325 . ..
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Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = pe, = 1.0871695347 ... minimaks aproksimant ¢,_(x) ima osobinu da je njegovo

odstupanje 6£f =) = 0.0068956325 . .. od x - ose najmanje moguce u odnosu na D, - metriku.

p .
Slika 24: Funkcija ¢, (x) = (% cosx + %) -2 zap=pe
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Zakljucak

(a) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p1 = 1.0600000095 . . . najbolja aproksi-
macija u smislu D - metrike na segmentu [O, %] je data sa :

_zl

X

—COSX + —

sin x 1 2\7!
3 3

(b) Za familiju funkcija ¢, (x) i vrednost parametra p = p; = 1.0583292305 . .. najbolja aproksi-
macija u smislu D1 - pseudo metrike na segmentu [0, %] Jje data sa :

sinx 1 L2 Pi
— X7 | = COSX —
3 3

(¢) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p, = 1.069987542 ... najbolja aproksi-
macija u smislu D, - metrike na segmentu [O, %] je data sa :

sinx 1 +2 P2
— X — COS X —
x  2\3 3

(d) Za familiju funkcija ¢, (x) i vrednost parametra p = po, = 1.0871695347 . .. najbolja aproksi-
macija u smislu D, - metrike na segmentu [0, 721] je data sa :

sin x 1 oS x 4 2\P
X 3 3

p .
Slika 25: Funkcija ¢, (x) = (% cosx + %) - M 7a p = p1, P, P2, Poo

X
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APLIKACIJA 5

Teorema 5.4 (J. Sandor u [59]) Za 0 < |x| < 5 vaZi

In (7/2)

2
cosx+ 1\ M2 sin x cosx+1)\3
_— < <

2 2

X

U vezi ove nejednakosti definisemo familiju funkcija :

) sinx [cosx+1\?
x) = -
¢p X 2

zax € (0, %] i za vrednost parametra p € [lnl(:éz),%

Stoga za familiju funkcija (5.28) moZemo da smatramo da je dodefinisana i za vrednost x € [()

Slika 26: Familija funkcija ¢, (x) = S2£ — (—C"S;‘“ )p

Kako je :

2 2

ap i)

P p
()Op(x):_(COSX 1) ln(cozsx ;)>0

to je familija funkcija rastuce raslojena u odnosu na parametar p € [lnl(ﬂz) , %] C R*.

(5.27)

(5.28)

] C R*. Napomenimo da postoji ¢,(07) = 0.

3]

(5.29)
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Uvedimo rubne konstante za vrednosti parametra p [59]:

Ao In(7/2)
In

=0.6514961294 . .. i B = % = 0.66666666660 . . .

Na segmentu [A, B] traZimo onu vrednost parametra p za koje dobijamo najbolju mogucu aproksi-
maciju funkcije (5.28), u odnosu na metrike i pseudo metriku koji su razmatrani u Poglavlju 4.

Primetimo da za p € [ A, B] funkcije ¢, (x) ispunjavaju uslove Teoreme 4.1 (Nike teorema):

(a) Zam =3
1\
P —px*sinx (%) (p*cosx — p?+3p —1)
" _ p —
oy = dx3 2x*(cosx + 1)
2(cosx + 1) + (x3 cosx — 3x? sinx — 6x cos x + 6 sin x) 0
- >
2x4(cosx + 1)
vef0.5)
(b) Bazirano na Tajlor-ovom razvoju funkcija ¢,(x) u okolini nule:
L opyo (P PP, 1),
= [——+= |+ |- +—
#rx) ( 6 4)x (96 327120/
I PP P\ g
- - O
" ( 5040 T 1440 384 T 3sa) " O™
postoji desna okolina Uy tacke 0 tako da
’ d‘lDP 7 dz"ap
ep(X), ¢, (x) = ==, ¢ (1) = —— <0 (xeUo).
(¢) Bazirano na Tajlor-ovom razvoju funkcija ¢, (x) u okolini g
_2_ om 4 —pln2 T
gop(x)—;—e pin +(—p+pe pin (x—§)+
1 4
2 (__ . _)
N 2 71'2 B e—pan p_2 B p (x E)Z
n 2 2 2
2 (n* - 8) p p_p 3 s
[P o (2422 -5 o 5]
( P ( 6 2 6 ) T2 T2
postoji leva okolina ‘ng tacke 3 tako da
’ d‘pP 7 dz"ap
ep(6), ¢, (x) = ==, ¢ (1) = —— > 0 (xeUsz).
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MoZemo da zakljucimo da funkcije familije ¢,(x), za p € [A, B] imaju tacno jedan ekstremum, u

oznaci t'P) i to minimum na [O, %] i tacno jednu nulu, u oznaci x(()p ) na [O, %]

Ovaj zakljucak obezbeduje da je moguce odrediti oo - odstupanje, s obzirom da su ispunjeni i uslovi
Teoreme 4.5.

Napominjemo da familija funkcija ¢,(x) takode ispunjava i uslove Teoreme 4.6, §to je posledica
ispunjenosti uslova Teoreme 4.5 i Nike teoreme 4.1 odnosno vaZi sledece:

(i) Ako p € (0, A] onda je

€ (0 n) sin x - cosx + 1 A < cosx + 1\
X , =) = <[ ———
2 X 2 2

(ii) Ako p € (A, B), onda ¢, (x) ima tacno jednu nulu P na 0, %|. Takode vazi
p 0 2

X € ((),x(()p)) = 5

sin x cosx + 1\
<
X

e( () 71) sinx . cosx +1\?
xext =) =
0’2 X 2

(iii) Ako p € [B, ) onda

n sin x cosx +1\% cosx+ 1\
cefod) o S, J (coset
2 X 2 2

Takode, na osnovu "nike" oblika familije funkcija ¢,(x) je moguce odrediti 1, 2 i pseudo odstupanje.

Za familiju funkcija (5.27) odredujemo q - odstupanje za q = 1,2,+c0 kao i pseudo odstupanje u
sledec¢em delu koji navodimo :

(1) 1 - odstupanje

Odredujemo parametar p = py € [A, B] = [m l(géz) , %] iz uslova da se dostize minimum :

(SIE]

5&;71) ~ min / sinx (cosx + 1)” i
pe[A,B] X 2
0
x(p) s
0o 2.
, sinx [cosx+1\? sinx [cosx+1\?
= m}an — > dx + — > dx
\ X X
PeLABI S - (5.30)

o

x(()P ) s

) sinx (cosx +1 P T (sinx [cosx+ 1\
= min - dx + - dx
pe[A,B] X \ 2 X 2
0

(p)
0

X

= 1 F
) ér[‘ile] (F1(p))

APLIKACIJA 5 96



5.4 PRIMENA Q - ODSTUPANJA NA NEJEDNAKOSTI J. SANDOR-A

Neka je :
5" 5
sin x cosx +1\? sin x cosx +1\?
o [ (=
0 x(()p)

17 (5.30) se moZe primetiti da integral

i

Fl(P)Z/

0

dx

sinx (cosx+1)\
2

nije moguce elementarno izracunati u obliku nekog gotovog analitickog izraza iz sledeceg

razloga : Familija ¢,(x), po Nike teoremi 4.1, ima za svako p tacno jedan koren x(p ) 4.

. P
0 (x(p)) _sin (x(()p)) _[cos (xép)) +1 o,
0 x(()p) 2

Prethodna jednacina je transcedentna i samo za numericke vrednosti p € [A, B] moguce je
odrediti x(()p ) numericki. Ova cinjenica nam govori da postupak deljenja segmenta [0, %] na dva

dela po znaku ¢,(x) nije moguca bez numerickih proracuna.

Simbolicko odredivanje izraza (5.31) za F1(p) gde je p € [A, B] je saglasno Teoremi 4.3 kom-
plikovano za racunanje, stoga se minimum funkcije F\(p), odreduje numericki uz pomo¢ Maple
(Prilog B/B.1).

Vrednost parametra p za koju F(p) dostiZe minimum iznosi :

[P = p1; =0.6579961294 . ..

Za parametar p = p\ koren funkcije ¢, (x) iznosi

x{PV = 1.2133841296 ...

i dostize minimum u tacki t'P) e (0, x(()p 1) ) Ovim je za prethodnu vrednost parametra p = pi

odreden 1-minimaks aproksimant :

) sinx [cosx+ 1\
x) = -
¥ X 2

Za ovakay izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimalno odstupanje :

(1) _
0, d
g[lj\nB] / |()0p (X)| !

koje numericki iznosi

s = 0.0009238570. ..
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Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = p1 = 0.6579961294 ... I - minimaks aproksimant ¢, (x) ima koren x(()p D =

1.2133841296 . .. Ovaj izbor parametra p = pi odreduje da je zbir povrsina ispod i iznad x -
ose minimalan (pri cemu su te dve povrsine razlicite, Py # P»).

Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na segmentu [0, x(()p 1) ] :

(p1)
X0

Pt = / —@p, (xX)dx = —0.0004886236 . ..
0

odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [x(()p '), %]

P =

\NI:

¢p, (x)dx =0.0004352334 . ..

(p1)
Xo

Tada je suma povrsina

P+ Py = |Pint1| + Pint2 = 0.000923857 . ..

najmanja povrsina koju odreduje ma koji clan familije ¢, (x) u odnosu na x-osu.

, p
Slika 27: Funkcija ¢, (x) = *2* — (%) zap=p

X
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(2) pseudo odstupanje

Neka je 6 - pseudo odstupanje. Vrednost parametra p odredujemo iz uslova :

5(pp,(x)) =0 = / @5, (x)dx =0
0

odnosno :

e

2
/(smx (cosx+1) )dx—O / cosx+1 /smxdx
X 2
0

Kako je dobijena jednacina komplikovana za simbolicko resavanje po parametru p = pi, tu
vrednost odredujemo numericki uz pomo¢ Maple (Prilog B/B.2) :

[P = p1 = 0.6581965695 . . ]

Za tako odredenu vrednost parametra p = py se dobija koren funkcije ¢, (x)

x{PV = 1.2000787434 ...

i dostize minimum u tacki t'P) e (0, x(()ﬁ 1)). Ovim je za vrednost parametra p = p| odreden
pseudo minimaks aproksimant:

) sin x cosx +1\”!
s (x) = —
¢p X 2

zax e [O, %]
Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se postiZe :
5§ﬁ1) =0

Uporedujuci prethodno dobijene rezultate vidimo da je numericki odredena vrednost parametra
p = p1 bliska pseudo resenju koje se dobija za p = p1, pri uslovu :

¢p(x)dx =0

o\wln

odnosno, za parametre p i pi, dobijamo sledece :

=0.6579961294 ... za x{"" =1.2133841296...

(PD) — 12000787434 . . .

o1 = 0.6581965695... za x,
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pri cemu je :
cosx + 1
2

sin x

QDPI(X) = - (

X

)0.6579961294...

sin x cosx+1
©Lp (X) -

0.6581965695...
2 )

X

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = p1 = 0.6581965695 ... pseudo minimaks aproksimant ¢;, (x) ima koren

x(()ﬁ ) = 1.2000787434 . . . Ovaj izbor parametra p = py odreduje da su povrsine ispod i iznad
X - ose jednake, Py = P;. Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na

segmentu [O, x(()ﬁ 1)] :

x(ﬁ])
0

Piw1 = / g, (x)dx = —0.0004623527 ...
0

odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [x(() '), %]

P = | @p (x)dx = 0.0004623527 . ..

\Nln

(p1)
%o

Tada je suma
Pint1 + Pinr2 = 0

sinx __ (cosx+1

p
Slika 28: Familije funkcija ¢, (x) = *} 3 ) zap = p
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(3) 2 - odstupanje

Odredujemo parametar p = p € [A, B] = [m 1(: éz), %] iz uslova da se po srednje kvadratnom

odstupanju dostiZe minimum :

: 2 : 2
5 = min sinx  (cosx +1}” Jr= min sinx  (cosx+1)” i
pe[A,B] X 2 pelA,B] X 2
0 0

(5.32)
Na osnovu sekcije 4.5 vazi da funkcija

%
= | [ ool
0

ima minimum u tacki p = p, ako i samo ako u toj tacki ima minimum funkcija:

F(p)= ()2 = [ ¢2(x)dx

o\wla

Pokazacemo da postoji parametar p = p» tako da vaze uslovi :

I I

F'(py) = / ¥,,(x)dx =0 i F"(p2) = / th, (x)dx > 0
0 0

odredujemo stacionarnu tacku iz uslova :

F(p2)= [ ¥p(x)dx=0

o \mm

VS

2
5 sin x B cosx +1\7\ [cosx + 1 pln cosx + 1 dr = 0
X 2 2 2
0
Kako je dobijena jednacina komplikovana za simbolicko resavanje po parametru p = p, tu
vrednost odredujemo numericki uz pomoc¢ Maple (Prilog B/B.3) :

[P = p2 = 0.6565973279 .. ]

pri Cemu je :

F'(p>) =0.1509616653 ... > 0

Za tako odredenu vrednost parametra p = p, se dobija tacno jedan koren funkcije ¢,,(x)

x{P? = 1.3015274155 ...
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i dostiZe minimum u tacki t'P) € (0, x(()p 2) ) Ovim je za vrednost parametra p = p» odreden

2-minimaks aproksimant :

) sinx [cosx+ 1\
X) = -
e X 2

Za ovakav izbor parametra familije ¢, (x) se dostiZe minimum:

pe[A,B]

z
. 2
(5&”2): min /|¢p(x)| dx
0

koji numericki iznosi
57 = 0.0000014481 . ..

Napomenimo da familija funkcija ¢,(x) nije oblika (4.20) i pri tome F(p) ima (vizuelno)
Jedinstven minimum p = p», odreden uz pomoc¢ Maple.

Geometrijsko tumacenje ¢,,(x)

Za vrednost p = py = 0.6565973279 ... 2 - minimaks aproksimant ¢,,(x) ima osobinu da je
njegovo odstupanje od x - ose najmanje moguce u odnosu na D, - metriku.

X

: P
Slika 29: Funkcija ¢, (x) = 3= — (%) zap=p;
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(4) oo - odstupanje

[ln(ﬂ/Z) 2

VR g] iz uslova da se dostiZe minimaks

|

Familija funkcija ¢, (x) se razmatra za vrednosti p € [A, B] i tada prema Teoremi 4.5, postoji

tacno jedan ekstremum funkcije u oznaci t'P) i to minimum na |0, 51, za svaku funkciju ¢, (x).

Odredujemo parametar p = p. € [A,B] =

odstupanje :

sinx [cosx+1)\’
2

55,5"") = min (max

pelA.B] \x€[0,7]| X

Vrednost parametra p za koji se dostize minimaks odstupanje po parametru p € [A, B] se dobija
kao jedinstveno resenje jednacine

)‘Pp(t(p))‘ =¥p (g_)

Resenje ove transcedentne jednacine se dobija numericki pomocu Maple (Prilog B/B.4), za
p €A, B], pri cemu se dobijaju slede¢e numericke vrednosti:

Do = 0.6546277227 .. ] i Xeo = 0.9767654757 . ..

Za vrednost p = po se dobija oo - minimaks aproksimant :

Ppe (x) =

sinx [cosx+ 1\’
2

Za ovakay izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimaks odstupanje

(Poo) .
0o ) = min max X
pe[A,B] (xe[o,g] [en )|)

koje numericki iznosi
s\P=) = 0.0013803832.. . .
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Geometrijsko tumacenje ¢, (x).

Za vrednost p = po = 0.6546277227 ... minimaks aproksimant ¢,_(x) ima osobinu da je
njegovo odstupanje 5((,5“) = 0.0013803832... od x - ose najmanje moguce u odnosu na D -
metriku.

. p
Slika 30: Funkcija ¢, (x) = *2= — (%) Zap = Peo
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Zakljucak

(@) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p; = 0.6579961294 . ..

aproksimacija u smislu D - metrike na segmentu [0, %] je data sa :

sin x cosx + 1\”!
~]
2

X

(b) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p; = 0.6581965695 . ..

aproksimacija u smislu D1 - pseudo metrike na segmentu [O, %] je data sa :

sin x cosx + 1\”!

X

(¢) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p, = 0.6565973279...

aproksimacija u smislu D, - metrike na segmentu [0, g] je data sa :

2

sin x cosx + 1\?
X
X

(d) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p. = 0.6546277227 ...

aproksimacija u smislu D, - metrike na segmentu [0, %] je data sa :

sin x cosx + 1\/*
zOO

X 2

, p
Slika 31: Funkcija ¢, (x) = 2= — (%) zap = pi, P, P2, Peo

najbolja

najbolja

najbolja

najbolja
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5.5 Primena q - odstupanja na D’ Aurizio trigonometrijske nejednakosti

U radu "Some minimax approximants of D’Aurizio trigonometric inequalities' [95], autora B.
Malesevic, B. Mihailovic, M. Nenezic Jovic, L. Milinkovic, razmatrane su D’Aurizio trigonometrijske
nejednakosti 1 poboljSani rezultati koje je postigao J. Sandor prou¢avanjem istih, primenom raslojenih
familija funkcija.

APLIKACIJA 6

Teorema 5.5 (J. Sandor) Za 0 < |x| < 5 vaZi

4 3
- =% < 220 <=2 (5.33)
n cos = 8
O
U vezi ove nejednakosti definisemo familiju funkcija :
COS X
ep(x) =1-—5 - px’ (5.34)
CoS =
2
ax € [O, %] i za vrednost parametra p € [%, %] C R*.
Slika 32: Familija funkcija ¢, (x) = 1 — =% — px?
2
Kako je :
Jdp,(x
der@) _ 2 g (5.35)
ap

to je familija funkcija opadajuce raslojena u odnosu na parametar p € [%, %] C R*.

APLIKACIJA 6 106



5.5 PRIMENA Q - ODSTUPANJA NA D’AURIZIO TRIGONOMETRIJSKE NEJEDNAKOSTI

Uvedimo rubne konstante za vrednosti parametra p [85] :

3 4
A=-=0.375 i B=— =0.40528...
8 w2

Na segmentu [A, B] traZimo onu vrednost parametra p za koje dobijamo najbolju mogucu aproksi-
maciju funkcije (5.34), u odnosu na metrike i pseudo metriku koji su razmatrani u Poglavlju 4.

Primetimo da, za p € [A, B] funkcije ¢,(x) ispunjavaju uslove Teoreme 4.1 (Nike teorema):

(a) Zam =3
_ 4X _ 02 ) sin X
o d3 p_1(6 2 coSs 5 CcoS 2)smz 0 oz
y)=—= =2 e > xe(0.3]
2

(b) Bazirano na Tajlor - ovom razvoju funkcija ¢, (x) u okolini nule:

0p(x) = (% —p) + ﬁx +0(x6)

postoji desna okolina Uy tacke 0 tako da

2

dp,
#p(X), ¢y (x) = —Z, g (x) = <0 (x € Up)

(¢) Bazirano na Tajlor - ovom razvoju funkcija ¢, (x) u okolini %

2

‘Pp(x):(l—l%)+(—pﬂ+\/§) (x_%)+

SRR S R ()]

postoji leva okolina Uz tacke 5 tako da
2

2

Y
dxzp >0 (XE(LI%)

, dep
SDP(X)’ ‘Pp(x) = d_xp’ "pp('x) =

MoZemo da zakljucimo da funkcije familije ¢,(x), za p € [A, B] imaju tacno jedan ekstremum, u

oznaci t'P) i to minimum na [O, %] i tacno jednu nulu, u oznaci x(()p ) na [O, %]

Ovaj zakljucak obezbeduje da je moguce odrediti oo - odstupanje, s obzirom da su ispunjeni i uslovi
Teoreme 4.5.

Napominjemo da familija funkcija ¢,(x) takode ispunjava i uslove Teoreme 4.6, §to je posledica
ispunjenosti uslova Teoreme 4.5 i Nike teoreme 4.1 odnosno vazi sledece:

(i) Ako p € (0, A] onda je

Ye (O,E) COSX

> <1—Ax <1-px*.

COS =
2
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(it) Ako p € (A, B), onda ¢ (x) ima tacno jednu nulu x,

(P) g [O, 2] Takode vaZi

cos
xE(O,xép)): x>1—px
COS =
i n cosx
xe(x(()p),z): <l—px
cosz

(iii) Ako p € [ B, o) onda

b COS X
xel0,=-)] =

> >1-Bx*>1-px*.

cos =
2

Takode, na osnovu "nike" oblika familije funkcija ¢,(x) moguce je odrediti 1, 2 i pseudo odstupanje.

Za familiju funkcija (5.34) odredujemo q - odstupanje za q = 1,2,+c0 kao i pseudo odstupanje u
sledecem delu koji navodimo :

(1) 1 - odstupanje

Odredujemo parametar p = p| € [A, B] = [%, %] iz uslova da se dostize minimum :

) COS X
65”‘) = min / = — px?|dx
pG[A,B] COS_
0
(p) z
2
COS X cosx
= rr[lj;nB] / —px dx+/ 1 - —px dx
€[A, Z Z
p 0 COS x(()p) COS ) (536)
7
_ cos cos
= min / x—px2 dx+/ 1- ;C—px2 dx
PE[A,B] cos 5 cos =
0 x(p) 2
0
= min (F
min_ (Fi(p))
Neka je :
xé[’) s
cos cos
Fl(p):/—l— il px2 dx+/ 1- ;C—px2 dx
cos = cos =
0 2 (P 2
0
tada je :
(p)
X X X px3\ ("
) = -] 2o 5 um ) -
1(p) (x sin | > n|sec |z an | 5 3

et (5] 2o ) (5) - 5]
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odnosno :

x(p) x(p) x(p)

2 3
Fi(p) = —2x(()p) + 8sin (OT) —4In (sec (OT) + tan (OT)) +3p (x(()p))

3
Vg pr
T oVa+21 (1 2)——
+5 = 2V2+2In (1+42) - =

iskazano preko x(()p ),
17 (5.36) se moZe primetiti da integral

z
2

COS X
Fl(p):/ 1- x—px2 dx

COS —
0 2

nije moguce elementarno izracunati u obliku nekog gotovog analitickog izraza iz sledeceg

razloga : Familija ¢,(x), po Nike teoremi 4.1, ima za svako p tacno jedan koren x(()p ) 1.

(p)
COS X 2
0
op x") =1- o (x¢) =o.
COSOT

Prethodna jednacina je transcedentna i samo za numericke vrednosti p € [A, B] moguce je
odrediti x(()p ) numericki. Ova cinjenica nam govori da postupak deljenja segmenta [0, %] na dva

dela po znaku ¢,(x) nije moguca bez numerickih proracuna.

Simbolicko odredivanje izraza (5.37) za Fi(p) gde je p € [A, B] je saglasno Teoremi 4.3 kom-
plikovano za racunanje, stoga se minimum funkcije F|(p), odreduje numericki uz pomo¢ Maple
(Prilog B/B.1).

Vrednost parametra p za koju F(p) dostiZe minimum iznosi :

[p = p1 =0.3910625 .. ]

Za parametar p = p\ koren funkcije ¢, (x) iznosi

P = 1.247298365 . ..
i dostize se minimum u tacki t'P) e (0, x(()p D )

Ovim je za prethodnu vrednost parametra p = p1 odreden 1-minimaks aproksimant :

COSX
(>Dp1(x):1_ _x_plx2
COSE

Za ovakay izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimalno odstupanje :

s
2

65’71): min /|<pp(x)|dx

PE[A,B]
0
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koje numericki iznosi

sV =0.0091523211 . ..

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = py; = 0.3910625... I - minimaks aproksimant ¢, (x) ima koren xép D =

1.247298365 . .. Ovaj izbor parametra p = p odreduje da je zbir povrsina ispod i iznad x - ose
minimalan (pri cemu su te dve povrsine razlicite, Py # P»).

Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na segmentu [0, x(()p ) ] je:

(p1)
X0

Pipn = / —@p, (x)dx = —0.0046303074 . ..
0

odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [x(()p '), %] je

\NI:

Pin2 = ¢p, (x)dx = 0.0045220137 . ..

(p1)
Xo

Tada je suma povrsina
P+ Py = |Pips1| + Pinso = 0.0091523211 . ...

najmanja povrsina koju odreduje ma koji clan familije ¢, (x) u odnosu na x-osu.

Slika 33: Funkcija ¢, (x) =1 — ££ — px?za p = p,

X
Ccos 2
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(2) pseudo odstupanje

Neka je 6 - pseudo odstupanje. Vrednost parametra p odredujemo iz uslova :

5(pp (1) =0 = / @5, (x)dx =0
0

odnosno :

COS X
—px*|dx=0

Ccos =
COS X

0/° 1__cosx dx
0 2

x2dx

o\wlu
—_
|

O\Nlﬁ

24(% —2\/5—1n2+21n2+«/§)

—lp=p = — = 0.3909569315 . ..

Za tako odredenu vrednost parametra p = py se dobija koren funkcije ¢, (x)

PV =1.2447654559 . ..

i dostiZe minimum u tacki t'P) e (0, x(()p 1)). Ovim je za vrednost parametra p = p| odreden
pseudo minimaks aproksimant:

zax e [0, %]
Za ovakay izbor parametra familije funkcija ¢, (x) se postiZe :
5%}51) =0

Uporedujuci prethodno dobijene rezultate vidimo da je numericki odredena vrednost parametra
p = p1 bliska pseudo resenju koje se dobija za p = p1, pri uslovu :

¢0p(x)dx =0

o \NI:

odnosno, za parametre p1 i p1, dobijamo sledece :

p1=03910625...  za x/V =1.247298365...

1 =0.3909569315... za x\"V =1.2447654559. ..
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pri cemu je :
COS X

¢p(x) = 1-—5-(0.3910625...) x*
COS —
2
05 (x) = 1 -2 —(0.3909569315...) x>
COSE

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = p1 = 0.3909569315. .. pseudo minimaks aproksimant ¢;, (x) ima koren

x(()ﬁ V) = 1.2447654559 . . . Ovaj izbor parametra p = p odreduje da su povrsine ispod i iznad x
- ose jednake, Py = P;.

Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na segmentu [O, x(()p 1)] :

(P1)
Xo

Pips1 = / —pp, (x)dx = —0.0045762524 . ...
0

odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [x(() D, %]

\Nla

Pinsr = ¢p, (x)dx = 0.0045762532 . ..
x(()ﬁ])
Tada je suma
Pinit + Pin2 =0
Slika 34: Funkcija ¢, (x) = 1 — 22°% — px’zap=p
2
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(3) 2 - odstupanje

Primetimo da je familija funkcija ¢, (x) oblika (4.20), pa postoji

652 = min

a1
M
>
&
o\wlu
S
<
—~
=
=
&

Odredujemo parametar p = p, € [A,B] = [%, 2] iz uslova da se po srednje kvadratnom

odstupanju dostiZe minimum :

x x 5
651’2) — min / 1— COS;C — px2| dx = min / 1- COS;C —-px%| dx (5.38)
pelA.B] cos 3 €[A.B] cos 5
0

Na osnovu sekcije 4.5 vaZi da funkcija

%
= | [ et
0

ima minimum u tacki p = p, ako i samo ako u toj tacki ima minimum funkcija:

F(p)= (2= [ ¢2(x)dx

o\wln

Pokazacemo da postoji parametar p = p, tako da vaZe uslovi :

I I

F'(p2) = / ¥,,(x)dx =0 i F"(p2) = / th, (x)dx > 0
0 0

odredujemo stacionarnu tacku iz uslova :

F(p2)= [ ¥p(x)dx=0

o \mm

X X

b) 7
Ccos cos
— /2 1- i - px? (—xz)dx:/ —2x? + 2x2 a +2p x*|dx
0 cos 5 cos 5

0

s
2
CcosXx
/ x2 = x2 dx

— p=py= <:>[p = pr = 0.3945557939 . . .
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pri cemu je :
5
F'(p2) = g—o = 3.825246062 > 0

Za prethodno odredenu vrednost parametra p = p» se dobija tacno jedan koren funkcije ¢, (x)

P = 1.344410974 . ..

i dostize tacno jedan minimum u tacki t'/P) e (O, x(()p 2)). Ovim je za vrednost parametra p = p»
odreden 2-minimaks aproksimant :

COSx
()Opz(x)zl_ X _PZXZ
COSE

Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimalno odstupanje :

pelA,B]

z
. 2
6;”2): min /|¢p(x)| dx
0

koje numericki iznosi
) = 0.0098777072.. ..

Geometrijsko tumacenje ¢,,(x)

Za vrednost p = py = 0.3945557939 ... 2 - minimaks aproksimant ¢,,(x) ima osobinu da je
njegovo odstupanje od x - ose najmanje moguce u odnosu na D, - metriku.

Slika 35: Funkcija ¢,(x) =1 - 5% — px2 za p = py

X
Ccos >
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(4) oo - odstupanje

Odredujemo parametar p = po € 3, 2| iz uslova da se dostize minimaks odstupanje :
j p pP=pr 3 72 panj

) COoS X
5&’,’”) = min | max |l — = —px2
pG[A,B] XE[O,%] CcOS E

Familija funkcija ¢, (x) se razmatra za vrednosti p € [A, B] i tada prema Teoremi 4.5, postoji
tacno jedan ekstremum funkcije u oznaci t'P) i to minimum na [0, %] za svaku funkciju ¢, (x).

Vrednost parametra p za koji se dostiZe minimaks odstupanje po parametru p € [A, B] se dobija
kao jedinstveno resenje jednacine

[0 (c2)| = ¢ (5-)

Resenje ove transcedentne jednacine se ostvaruje numericki uz pomoc¢ Maple (Prilog B/B.4), za
p €A, B], pri cemu se dobijaju sledece numericke vrednosti:

[poo =0.399161163 .. ] i Xeo = 1.069252853 . ..

Za vrednost p = p se dobija oo - minimaks aproksimant :

COS X ’
X ~PoX
CoS —

2

SDPOO(X) =1-

Za ovakay izbor parametra familije funkcija ¢, (x) se dostiZe minimum :

(Peo) :
O00s”’ = min max X
pelA,B] (xe[o,g] [en )|)

koji numericki iznosi
6P~ = 0.0151093069 . . .
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Geometrijsko tumacenje ¢, (x).

Za vrednost p = pe = 0.399161163 ... minimaks aproksimant ¢,_(x) ima osobinu da je
njegovo odstupanje 5((,5“) = 0.0151093069. .. od x - ose najmanje moguce u odnosu na D -
metriku.

Slika 36: Funkcija ¢, (x) =1 - £% — px? 7a p = peo

X
Ccos 5
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Zakljucak

(a) Za familiju funkcija ¢ ,(x) i vrednost parametra p = p1 = 0.3910625 . . . najbolja aproksimacija

u smislu D - metrike na segmentu [O, %] je data sa :

COS X )
l———=~1pix
COS —
2

(b) Za familiju funkcija ¢, (x) i vrednost parametra p = p; = 0.3909569315
macija u smislu D1 - pseudo metrike na segmentu [0, %] je data sa :

(¢) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p = 0.3945557939
macija u smislu D, - metrike na segmentu [0, %] je data sa :

COS X 2
X 2 P2 X
COS —

2

1 -

(d) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = po, = 0.399161163
macija u smislu D, - metrike na segmentu [O, %] je data sa :

COS X )
T Foo Poo X

CoS =
2

1 -

Slika 37: Funkcija ¢, (x) = 1 = 3% — px? za p = py, j, pa,

X
Cos )

... najbolja aproksi-

... najbolja aproksi-

... najbolja aproksi-

Poo
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APLIKACIJA 7

Teorema 5.6 (J. Sandor) Za 0 < |x| < 7 vaZi

1, sini <2_4(2—\/§)x2

2-—-x"< (5.39)
sin = n
2
O
U vezi ove nejednakosti definisemo familiju funkcija :
0p(x) = =2+ 2 4 p 2 (5.40)
sin 5

. 2-2—
zax € (0, %] i za vrednost parametra p € [ = ’zlt

NS

C R*. Napomenimo da postoji ¢,(0%) = 0.

Stoga za familiju funkcija (5.40) moZemo da smatramo da je dodefinisana i za vrednost x € [(), %]

Slika 38: Familija funkcija ¢, (x) = =2 + 3% 4 p x?

s 5
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Kako je :
0, (x
9¢r) _ 2o g (5.41)
dp
. e . ~ . 2—\/5_41_1 1 +
to je familija funkcija rastuce raslojena u odnosu na parametar p € -, ;| CR"
Uvedimo rubne konstante za vrednosti parametra p [85] :
1
2 - \/_ - Z 1
A= =0.2374103008. .. i B=-=025
n? 4

Na segmentu [A, B] trazimo onu vrednost parametra p za koje dobijamo najbolju mogucu aproksi-
maciju funkcije (5.40), u odnosu na metrike i pseudo metriku koji su razmatrani u Poglaviju 4.

Primetimo da, za p € [A, B] funkcije ¢, (x) ispunjavaju uslove Teoreme 4.1 (Nike teorema):

(a) Zam =4

. d*p 1 X
o (x) = =2 (

e :gcos §)>O xe[O,%]

(b) Bazirano na Tajlor-ovom razvoju funkcija ¢, (x) u okolini nule:

1 2 1 4 6
gop(x)z(—z+p)x +@x +0(x°)

postoji desna okolina Uy tacke O tako da

dﬂ QDH(X) — dz(pP ‘,0/”()() — d3(pp
dx’ 7P dx2’""P dx3

(c) Bazirano na Tajlor-ovom razvoju funkcija ¢, (x) u okolini 5:

gop(x):(—2+\/§+pTﬂ2)+(pn_ﬁ) (x_f)+

o3 3 o (e 5))

postoji leva okolina U= tacke 5 tako da
2

op(x), ¢ (x) = <0 (xeUy).

d(pl’ ” dz(pp "
ax SOP(X) = (x) =

MoZemo da zakljucimo da funkcije familije ¢,(x), za p € [A, B] imaju tacno jedan ekstremum, u

Yp
= dxz’(pp x) = 3 >0 (xE(u%).

@p(x), ¢, (x) =

oznaci t‘P) i to minimum na [0, £ i tacno jednu nulu, u oznaci x(p ) na |0, Z|.
2 J 0 2

Ovaj zakljucak obezbeduje da je moguce odrediti oo - odstupanje, s obzirom da su ispunjeni i uslovi
Teoreme 4.5.

Napominjemo da familija funkcija ¢,(x) takode ispunjava i uslove Teoreme 4.6, §to je posledica
ispunjenosti uslova Teoreme 4.5 i Nike teoreme 4.1 odnosno vazi sledece:

(i) Ako p € (0, A] onda je

<2-Ax*<2-px’.

b/ sin x
sin X
2
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(ii) Ako p € (A, B), onda ¢, (x) ima tacno jednu nulu x(()p) na [O, 2] Takode vaZi

X € (O,x(()p))

ves

(p) ”)
0 ’2

(iii) Ako p € [B, o) onda

T
eO,—)=>
x(z

smx

+ <2- px
sin =
2
sin x

= > 2- px
sin =
2

sinx

= > 2- Bx?>2- px

SlIl -

2

Takode, na osnovu "nike" oblika familije funkcija ¢, (x) moguce je odrediti 1, 2 i pseudo odstupanje.

Za familiju funkcija (5.40) odredujemo q - odstupanje za q = 1,2,+c0 kao i pseudo odstupanje u

sledec¢em delu koji navodimo :

(1) 1 - odstupanje

. 2-V2-1 . v
Odredujemo parametar p = p| € [A, B] = [ :T/; L, %] iz uslova da se dostize minimum:
. sin x
55”1) = min / — +px?|dx
pG[A,B] Sln —
0
<71 z
0 2
i sin x sin x
= min / -2+ +px dx+/ -2+ +px dx
pe[A,B] sin = sin 2
0 2 Lo 2
0
(m) z
2
) sin x sin x
= min /— -2+ +px2 a’x+/ -2+ +px dx
p€[A.B] sm = sin =
0 L 2
0
= min (F
min_ (Fi(p)
Neka je :
x(()[’) T
sin x sin x
Fl(p):/— -2+ x+px2 dx+/ -2+ x+px2 dx
sin = sin =
0 2 (p) 2

X0

(5.42)
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tada je :
X x3 0 X x3 z
Fi(p) = - —2x+4sin(—)+p— + —2x+4sin(—)+p—
2 3 2 3 )
0 )3 X0 (5.43)
p p 3
_ 4 _gain (X0 PXo pr
= 4)(,'0 —88111(7)— 3 —7T+2\/§+§
iskazano preko x(()p ),
17 (5.42) se moZe primetiti da integral
%
Fi(p) :/ -2+ Smjﬁ + px?|dx
sin =
0 2

nije moguce elementarno izracunati u obliku nekog gotovog analitickog izraza iz sledeceg

razloga : Familija ¢,(x), po Nike teoremi 4.1, ima za svako p tacno jedan koren x(()p ) 4.

o (P)
sin x 2
Yp (x(()p)) =-2+ —x(op) +p (x(()p)) =0
in -2
sin —

Prethodna jednacina je transcedentna i samo za numericke vrednosti p € [A, B] moguce je
odrediti x(()p ) numericki. Ova cinjenica nam govori da postupak deljenja segmenta [0, %] na dva

dela po znaku ¢,(x) nije moguca bez numerickih proracuna.

Simbolicko odredivanje izraza (5.43) za Fi(p) gde je p € [A, B] je saglasno Teoremi 4.3 kom-
plikovano za racunanje, stoga se minimum funkcije F|(p), odreduje numericki uz pomo¢ Maple
(Prilog B/B.1).

Vrednost parametra p za koju F(p) dostiZe minimum iznosi :

[p = p1 = 0.242410301 . . ]

Za parametar p = pi koren funkcije ¢, (x) iznosi

PV = 1.214594305 . ..

i dostize se minimum u tacki t'P) e (O, x(()p ')). Ovim je za prethodnu vrednost parametra p = p
odreden 1-minimaks aproksimant :

sin x
op (X)) =2+ — +p1x2
Slnz

Za ovakay izbor parametra familije funkcija ¢, (x) se dostiZe minimalno odstupanje :

pe[A,B]

z
65”‘) = min /l(pp(x)|dx
0
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koje numericki iznosi

sV = 0.0036185221 . ..

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = p1 = 0.242410301 ... I - minimaks aproksimant ¢, (x) ima koren x(()p -

1.214594305 . .. Ovaj izbor parametra p = p odreduje da je zbir povrsina ispod i iznad x - ose
minimalan (pri cemu su te dve povrsine razlicite, Py # P»).

Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na segmentu [O, x(()p ) ] je:

(p1)
X0

Pint = / —@p, (xX)dx = —0.0018036742 . ..
0

odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [x(()p '), %] je

Pinp = ¢p, (x)dx =0.0018148479 . ..

\NI:

(p1)
Xo

Tada je suma povrsina
Pi+ Py = |Piys1| + Pinsz = 0.0036185221 . ...

najmanja povrsina koju odreduje ma koji clan familije ¢, (x) u odnosu na x-osu.

Slika 39: Funkcija ¢, (x) = =2 + 30X 4 px2 7a p = p;

X
sin 5
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(2) pseudo odstupanje

Neka je 6 - pseudo odstupanje. Vrednost parametra p odredujemo iz uslova :

5(pp (1) =0 = / @5 (x)dx =0
0

odnosno :

S1E]

_ 24(n - 2V2)

p=pi —— = 0.2424016521 .. ]
T

Za tako odredenu vrednost parametra p = py se dobija koren funkcije ¢, (x)

xPV = 1.215294778 . ..

i dostize minimum u tacki t'P) € (0, x(()ﬁ 1)). Ovim je za vrednost parametra p = p| odreden
pseudo minimaks aproksimant:

sinx  _ 5

ep (X)) =2+ —F+pP1x
sin 3

zax € [0, %]
Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se postiZe :
5§ﬁ1) =0

Uporedujuci prethodno dobijene rezultate vidimo da je numericki odredena vrednost parametra
p = p1 bliska pseudo resenju koje se dobija za p = p1, pri uslovu :

¢p(x)dx =0

=) \NI:

odnosno, za parametre p1 i p1, dobijamo sledece :

p1=0.242410301... za xPV =1.214594305...

P =0.2424016521 ... za x/V =1.215294778. ..

pri cemu je : .
0p (X) = —2+ 0 +(0.242410301 .. ) x2
sin =
2
05 (X) = 2+ + (02424016521 .. ) x2
sin —
2
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Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = py = 0.2424016521 ... pseudo minimaks aproksimant ¢;, (x) ima koren

x(()ﬁ ) = 1.215294778 . ... Ovaj izbor parametra p = p1 odreduje da su povrsine ispod i iznad
X - ose jednake, Py = P,. Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na

segmentu [O x(p 1)] ;

(P])
0

Pip1 = / —pp (x)dx = —0.0018088444 . ..
0

odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [x(() 1), %]

Pippr =

\NI:

@5, (x)dx = 0.0018088444 . . .

(P1)
Xo

Tada je suma
Pint + Pin2 = 0

Slika 40: Funkcija ¢, (x) = -2+ snx | px?zap = p

sin 3

3) 2 - odstupanje
Primetimo da je familija funkcija ¢, (x) oblika (4.20), pa postoji

e :pén}an /|<pp(x)| dx
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VAl
Odredujemo parametar p = p, € [A,B] = [2 :g 4,}1

iz uslova da se po srednje kvadratnom

odstupanju dostiZe minimum :

3 2 7 2
sin sin
6;172) = min / -2+ ))CC + p_xz dx = min / -2+ ;C + pxz dx (544)
pe[A,B] sin 3 €[A,B] sin 5
0 0

Na osnovu sekcije 4.5 vazi da funkcija

%
= | [ ool
0

ima minimum u tacki p = p, ako i samo ako u toj tacki ima minimum funkcija:

F(p)= (62 = [ ¢2(x)dx

o\wla

Pokazacemo da postoji parametar p = p, tako da vaZe uslovi :

E E

F'(py) = / ¥,,(x)dx =0 i F"(py) = / hy, (x)dx > 0
0 0

odredujemo stacionarnu tacku iz uslova :

F (p2) = / ¥, (x)dx = 0
0

30 (% - V2r? - 8v2r +32V2)

= 0.2409751757 . ..
5

—|p=p2=
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pri cemu je :
5
F'(p2) = g—o = 3.825246062 > 0

Za prethodno odredenu vrednost parametra p = p» se dobija tacno jedan koren funkcije ¢, (x)

P = 1.32602012. ..

i dostize tacno jedan minimum u tacki t'%P) e (O, x(()p 2)). Ovim je za vrednost parametra p = p»
odreden 2-minimaks aproksimant :

sinx ’

()Dpz(x) =-2+

Za ovakay izbor parametra familije ¢, (x) se dostiZe :

€[A,B]

%
. 2
(5;’32) = min /|<pp(x)| dx
0

koji numericki iznosi
5% = 0.0036869947 . ..

Geometrijsko tumacenje ¢,,(x)

80( & —V2r?-8V2r+32+2)
Za vrednost p = py = s = 0.2409751757 ... 2 - minimaks aproksimant

/8
¢p,(x) ima osobinu da je njegovo odstupanje od x - ose najmanje moguce u odnosu na D -
metriku.

Slika 41: Funkcija ¢, (x) = =2+ 324 4 px2 za p = p,

in X
s >
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(4) oo - odstupanje

V-1
Odredujemo parametar p = po € [A,B] = [2 :/3 ) 41_1] iz uslova da se dostize minimaks
odstupanje :
sin
5‘(,5,’"") = min | max |-2+ ;C +px’
pe[A.B] | x€[0.7] Sini

Familija funkcija ¢, (x) se razmatra za vrednosti p € [A, B] i tada prema Teoremi 4.5, postoji
tacno jedan ekstremum funkcije u oznaci t'P) i to minimum na [0, %] za svaku funkciju ¢, (x).

Vrednost parametra p za koji se dostize minimaks odstupanje po parametru p € [A, B] se dobija
kao jedinstveno resenje jednacine

lene?)| = ¢ (5-)

Resenje ove transcedentne jednacine se ostvaruje numericki uz pomoc¢ Maple (Prilog B/B.4), za
p €A, B], pri cemu se dobijaju slede¢e numericke vrednosti:

[poo =0.239551919.. ] i Xeo = 1.007887451 ...

Za vrednost p = p se dobija oo - minimaks aproksimant :

sin x
Ppo(X) = =2+ — + Poo X2
sin 5

Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimaks odstupanje

(P) :
0 = min | max X
pelA.B] (xe[O,%] e )|)

koje numericki iznosi

s\P=) = 0.0052842307 . . .
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Geometrijsko tumacenje ¢, (x).

Za vrednost p = po = 0.239551919 ... minimaks aproksimant ¢,_(x) ima osobinu da je
njegovo odstupanje 55,5 ~) = 0.0052842307 . .. od x - ose najmanje moguce u odnosu na D, -
metriku.

Slika 42: Funkcija ¢, (x) = =2+ 32 4 px2 7a p = po,

n X
sin 5
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Zakljucak

(a) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p1 = 0.2424103008 . .

u smislu D - metrike na segmentu [O, %] je data sa :

sin x 2
—x ~1P1X
sin =

2

2 —

(b) Za familiju funkcija ¢, (x) i vrednost parametra p = 0.2424092414 . .

u smislu D - pseudo metrike na segmentu [0, %] je data sa :

sin x 2

2 — i p1Xx

s'nx
1 —
2

(¢) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p> = 0.2409751757 ..

u smislu u smislu D, - metrike na segmentu [O, %] je data sa :

sin x 2
2-—= = pax
sin =
2

(d) Zafamiliju funkcija ¢, (x) i vrednost parametra p., = 0.2395519170. .

u smislu u smislu D o, - metrike na segmentu [O, %] je data sa :

sin x 2
2- —% e PooX
sin =
2

najbolja aproksimacija

. najbolja aproksimacija

. najbolja aproksimacija

. najbolja aproksimacija

Slika 43: Funkcija ¢, (x) = =2+ SINX 4 px?za p = pi, pi, P2, Peo

X
sin 5
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5.6 Primena q - odstupanja na neke nejednakosti Becker - Stark tipa

APLIKACIJA 8

Teorema 5.7 (Zhuu [96]) Za 0 < x < § vaZi

5, 4(8 - n%)x? , (= 12)x?
A= fnx T3 545)
< < )
n? —4x? x n? —4x?

O

U vezi ove nejednakosti definisemo familiju funkcija :

cosx(n® — px?) sinx

x) = — 5.46
Qop( ) 71_2 _ 4x2 X ( )

2
zax € (0, %) i za vrednost parametra p € |4 — %2, 4(7;—2_8) C R*. Napomenimo da postoji ¢,(0,) =0
iep(5.)= %M. Stoga za familiju funkcija (5.46) moZemo da smatramo da je dodefinisana

i za vrednost x € [O, %]

cosx(m*=px®) _ sinx
n2—4x? x

Slika 44: Familija funkcija ¢, (x) =
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Kako je :
dpp(x) x2cosx
dp w2 -—4x2

to je familija funkcija opadajuce raslojena u odnosu na parametar p € [A, B] C R*.

<0 (5.47)

Uvedimo rubne konstante za vrednosti parametra p [90] :

n? 3 4(7% - 8)

A=4- 3= 0.7101318663 ... i B =0.7577221234 . ..

2
Na segmentu [ A, B] traZimo onu vrednost parametra p za koje dobijamo najbolju mogucu aproksi-
maciju funkcije (5.46), u odnosu na metrike i pseudo metriku koji su razmatrani u Poglaviju 4.

Primetimo da za p € [A, B] funkcije ¢,(x) ispunjavaju uslove Teoreme 4.1 (Nike teorema):

(a) Zam =4
. d4¢p x
Py () =—= >0 xe|0.5]

(b) Bazirano na Tajlor-ovom razvoju funkcija ¢, (x) u okolini nule:

2 2 2(n*+2p-8

1 _p_%+4 1 §+%_ ( 21? )
— 2 T 4 6
(,OP(X)— 6+T X"+ —120+ 71'2 X +O(X)

postoji desna okolina Uy tacke 0 tako da

2 3

d(pl’ ” d QDP " d ()OP
E’ QOP(X) = dx2 ")Dp (X) = d_x3 < 0 (.XE(I/[()).

@p(x), ¢, (x) =

(c) Bazirano na Tajlor-ovom razvoju funkcija ¢, (x) u okolini 5:

postoji leva okolina Uz tacke 5 tako da
2

2 3

’ dQD ” d ¥ " d 14
QOP(X)’ QOP(X) = d_;’ QOP(X) = dx2p"’017 ()C) = dx3p >0 (XE(LI%)

MoZemo da zakljucimo da funkcije familije ¢,(x), za p € [A, B] imaju tacno jedan ekstremum, u

oznaci t'P) i to minimum na [O, %] i tacno jednu nulu, u oznaci x(()p ) na [O, %]

Ovaj zakljucak obezbeduje da je moguce odrediti co - odstupanje, s obzirom da su ispunjeni i uslovi
Teoreme 4.5.
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Napominjemo da familija funkcija ¢,(x) takode ispunjava i uslove Teoreme 4.6, §to je posledica
ispunjenosti uslova Teoreme 4.5 i Nike teoreme 4.1 odnosno vazi sledece:

(i) Ako p € (0, A] onda je

. 2 2 2 2
sinx cosx(m®— Ax cosx(m — px
r) _ cosx( ) _ cosx(n® = px?)

XE€ (O, - <
2 x 2 — 4x2 n? — 4x?

12 OPG R , onaa @p(x lmatacnOJe nu nutu x na , 5 |- 1akoade vazi
ii) Ak A, B), onda ¢, (x) i no jednu nulu x_ 0,Z]. Takode vazi

- 2 2
sin cos -
xe(O,xé”)) _, sinx _ x(m* = px©)
X w2 —4x2

: 2 2
(») 71') sinx  cosx(m® — px~)
xelx, = = >
( 0 2 X 7T2_4X2

(iii) Ako p € [B, ) onda

. 2 2 2 2
b4 sinx cosx(m“— Bx cosx(m” — px
) o ( ) o ( px-)

el0, = >
. ( 2 X 2 — 4x2 2 — 4x2

Takode, na osnovu "nike" oblika familije funkcija ¢,(x) moguce je odrediti 1, 2 i pseudo odstupanje,

pa samim tim za familiju funkcija (5.46) odredujemo q - odstupanje za q = 1,2,+c0 kao i pseudo
odstupanje u sledecem delu koji navodimo :

(1) 1 - odstupanje

Odredujemo parametar p = p| € [A, B] = [4 - %2, 4(”7:2_ 8)] iz uslova da se dostiZe minimum:

p 2 2 .
cos - sin
65’”) = min / xgﬂ px) _ sinx dx
pelA.B] 2 — 4x2 x
0
x” 5
) cosx(nm? — px?) sinx cosx(n? — px?) sinx
= min 3 — dx + — dx
pe[A.B] 2 — 4x2 X n? — 4x2 x
0 P
0
x” z
2 2 . 2 2 .
cos - sin cos - sin
_ min /_ xgﬂ px)_lxdx+/ x(m px)_lxdx
pE[A,B] w2 —4x2 X 2 —4x2 X
%P
0
= min (F
min_ (Fi(p))
(5.48)
Neka je :
o 2 2 : 2 2
cosx(m“ — px©) sinx cosx(m — px©) sinx
F = - - dx + - dx
1(p) / ( n? —4x? x ) / ( n? —4x? x
0 (p)

Xo

132



5: PRIMENA Q - ODSTUPANJA NA RASLOJENE FAMILIJE FUNKCIJA
U TEORIJI ANALITICKIH NEJEDNAKOSTI

tada je :
Fi(p) = 1-20 % ) P pr 7 (549)

iskazano preko x(()p ),

17 (5.48) se moZe primetiti da integral

x

Fl(P):/

0

cosx(n? — px?) sinx
- dx

2 — 4x2 X

nije moguce elementarno izracunati u obliku nekog gotovog analitickog izraza iz sledeceg

razloga : Familija ¢,(x), po Nike teoremi 4.1, ima za svako p tacno jedan koren x(()p ) 1.

2

. (x(")) _ cos ()7 = p(xP)) sin () L

0 2 :
72— 4 xg”

Prethodna jednacina je transcedentna i samo za numericke vrednosti p € [A, B] moguce je
odrediti x(()p ) numericki. Ova cinjenica nam govori da postupak deljenja segmenta [O, %] na dva

dela po znaku ¢, (x) nije moguca bez numerickih proracuna.

Simbolicko odredivanje izraza (5.49) za Fi(p) gde je p € [A, B] je saglasno Teoremi 4.3 kom-
plikovano za racunanje, stoga se minimum funkcije F)(p), odreduje numericki uz pomo¢ Maple
(Prilog B/B.1).

Vrednost parametra p za koju Fi(p) dostiZe minimum iznosi :

[p =p; =0.7381318663.. ..

Za parametar p = p\ koren funkcije ¢, (x) iznosi

PV = 1.2302299331 ...

i dostize minimum u tacki t'P) € (0, x(()p 1)). Ovim je za vrednost parametra p = p odreden
1-minimaks aproksimant :

cosx(m? — pix?) sinx

o () = n? — 4x? x

Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimalno odstupanje :

E
2

65”‘) = min /l(pp(x)|dx

PE[A,B]
0

koje numericki iznosi
sV =0.0012334518 . ..
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Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = p1 = 0.7381318663 . .. I - minimaks aproksimant ¢, (x) ima koren x(()pl) =

1.2302299331 ... Ovaj izbor parametra p = pi odreduje da je zbir povrsina ispod i iznad x -
ose minimalan (pri cemu su te dve povrsine razlicite, Py # P»).

Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na segmentu [0, x(()p 1) ] je:

(p1)
X0

Pt = / —@p, (xX)dx = —0.0006796813 . ..
0

odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [x(()p '), %] je

P =

\NI:

¢p, (x)dx = 0.0005537705 ...

(p1)
Xo

Tada je suma povrsina

Pi+ Py = |Pjps1| + Pinsa = 0.0012334518.. ..

najmanja povrsina koju odreduje ma koji clan familije ¢, (x) u odnosu na x-osu.

Cosx(ﬂz—l’xz) __ sinx

Slika 45: Funkcija ¢, (x) = =55 — — ** zap = pj
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(2) pseudo odstupanje

Neka je 6 - pseudo odstupanje. Vrednost parametra p odredujemo iz uslova :

5(pp (1) =0 = / @5, (x)dx =0
0

odnosno :

[N

2_ .2 .
cosx(m* — px~) _ sinx dr =0
n? — 4x? x

0
Kako je dobijena jednacina komplikovana za simbolicko resavanje po parametru p = pi, tu
vrednost odredujemo numericki uz pomo¢ Maple (Prilog B/B.2) :

[p = ) = 0.7370237594 .. ]

Za tako odredenu vrednost parametra p = p se dobija koren funkcije ¢z, (x)

x{"V = 1.2070880892 ...

i dostize minimum u tacki t'P) € (0, xg 1)). Ovim je za vrednost parametra p = p| odreden

pseudo minimaks aproksimant:

cosx (72 — (p1x?) _ sinx

s (x) =
# () n2 —4x2 x
zax € [O, %]

Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se postiZe :
5(1151) =0

Uporedujuci prethodno dobijene rezultate vidimo da je numericki odredena vrednost parametra
p = p1 bliska pseudo resenju koje se dobija za p = p1, pri uslovu :

¢p(x)dx =0

o\wla

odnosno, za parametre p1 i p1, dobijamo sledece :

p1 =0.7381318663 ... za x(()pl) = 1.2302299331 ...

p1 =0.737023759% ... za x\"" =1.2070880892...

pri Cemu je :

cos x(n* — (0.7381318663 .. .)x*)  sinx

o) = n2 — 4x2 x
_cosx(n? = (0.7370237594 .. )x%)  sinx
o) = n? — 4x? o x
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Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = py = 0.7370237594 ... pseudo minimaks aproksimant ¢;, (x) ima koren

x(()ﬁ Y = 1.2070880892.. . . Ovaj izbor parametra p = p| odreduje da su povrsine ispod i iznad x
- ose jednake, P = P;.

Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na intervalu [O, x(()p ‘)] :

(P1)
0

Pips = / - (x)dx = —=0.0006174471 . ..
0

X

odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na intervalu [x(() 1), %]

\Nm

Pin2 = ¢p, (x)dx = 0.0006174471 . ..

(p1)
Xo

Tada je suma
Pinit + Pinp =0

Slika 46: Funkcija ¢, (x) = COXIp) _sing 5y p = 5

n2—4x2 x

APLIKACIJA 8 136



5.6 PRIMENA Q - ODSTUPANJA NA NEKE NEJEDNAKOSTI BECKER - STARK TIPA

(3) 2 - odstupanje

2 4(n2-8)
4 — %

Odredujemo parametar p = p; € [A, B] = [ — ] iz uslova da se po srednje kvadrat-

nom odstupanju dostiZe minimum :

5&1)2) _ i cosx(n* — px?)  sinx de _ o cosx(n* — px*) _sinx 2 0
PE[A,B] 2 — 4x2 X pE[A,B] 2 — 4x2 X
0 0
(5.50)

Na osnovu sekcije 4.5 vazi da funkcija

%
= | [ el
0

ima minimum u tacki p = p, ako i samo ako u toj tacki ima minimum funkcija:

F(p)= (60 = | ¢2(x)dx

o \‘Nln

Pokazacemo da postoji parametar p = p; tako da vaZe uslovi :

2N
2N

F'(p2) = / ¥,,(x)dx =0 i F"(p2) = / th, (x)dx > 0

0 0

odreduje mo stacionarnu tacku iz uslova :

1B}

%
, cosx(n? — px?) sinx x2 cosx
F(pz):/lppz(x)dx:() — /2( 2 _Ax2 - P _7'[2—4x2 dx =0
0 0

Kako je dobijena jednacina komplikovana za simbolicko reSavanje po parametru p = pj, tu
vrednost odredujemo numericki uz pomo¢ Maple (Prilog B/B.3) :

[P = po = 0.7422062605 . . ]

pri Cemu je :
F (p2) =0.0280361224...>0
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Za prethodno odredenu vrednost parametra p = p; se dobija tacno jedan koren funkcije ¢, (x)

x$P? = 1.3109288423 ...

i dostize tacno jedan minimum u tacki t'P) e (0, x(()p 2)). Ovim je za vrednost parametra p = p»
odreden 2-minimaks aproksimant :

cosx(m? — ppx?)  sinx

QDPZ (‘x) = ]T2 _ 4x2 X

Za ovakay izbor parametra familije ¢, (x) se dostiZe minimum:

pe[A,B]

%
. 2
6;”2): min /|¢,0p(x)| dx
0

koji numericki iznosi

57 = 0.0012738056.. ..

Napomenimo da familija funkcija ¢,(x) nije oblika (4.20) i pri tome F(p) ima (vizuelno)
Jjedinstven minimum p = po, odreden uz pomoc¢ Maple.

Geometrijsko tumacenje ¢,,(x)

Za vrednost p = py = 0.7422062605 . .. 2 - minimaks aproksimant ¢,,(x) ima osobinu da je
njegovo odstupanje od x - ose najmanje moguce u odnosu na D, - metriku.

Slika 47: Funkcija ¢, (x) = cosx(m—px?) _ SY 74 p = po

m2—4x2
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(4) oo - odstupanje

2
Odredujemo parametar p = p, € [A, B] = [4 - %2, 4("”2_8)] iz uslova da se dostiZe minimaks

|

Familija funkcija ¢, (x) se razmatra za vrednosti p € [A, B] i tada prema Teoremi 4.5, postoji
tacno jedan ekstremum funkcije u oznaci t'P) i to minimum na [O, %] za svaku funkciju ¢, (x).

odstupanje :
cosx(n? — px?) sinx

n? —4x? x

6((35“’) = min (max
pelA,B] \x€[0,7]

Vrednost parametra p za koji se dostize minimaks odstupanje po parametru p € [A, B] se dobija
kao jedinstveno resenje jednacine

len ™) = ¢ (5-)

Resenje ove transcedentne jednacine se dobija numericki pomocu Maple koda (Prilog B/B.4),
za p €A, B], pri cemu se dobijaju sledece numericke vrednosti:

P = 0.7482674303 .. ] i Xeo =0.9901344543 . ..

Za vrednost p = pe se dobija co - minimaks aproksimant :

cos x (712 = Poox?) _ sin x

#pe(0) = n? — 4x2 X

Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimaks odstupanje

(Peo) .
0 = min | max X
pelA,B] (xe[O,%] [en )|)

koja numericki iznosi

§P=) = 0.001844503 . . .
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Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = po = 0.7482674303 ... minimaks aproksimant ¢, (x) ima osobinu da je
njegovo odstupanje (555 =) = 0.001844503 ... od x - ose najmanje moguce u odnosu na D, -
metrike.

cos x(72—px?) _ sinx

Slika 48: Funkcija ¢, (x) = — 55— - * 24 p = P
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Zakljucak

(a) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p1 = 0.7381318663 ..

macija u smislu D - metrike na segmentu [0, %] je data sa :

sin x cosx(m? — pi1x?)

~

~1
x n? — 4x?

(b) Za familiju funkcija ¢, (x) i vrednost parametra p = p; = 0.7370237594 ..

macija u smislu D1 - pseudo metrike na segmentu [0, %] je data sa :

sin x cosx(n? — p1x?)
~1

x n? — 4x?

(¢) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p> = 0.7422062605 . .

macija u smislu D, - metrike na segmentu [O, %] je data sa :

sin x cos x (7% — pax?)
o)
x n? — 4x?

(d) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p, = 0.7482674303 . .

macija u smislu D, - metrike na segmentu [O, %] je data sa :

sinx cos X (712 = poox?)

~ oo
x n? —4x?

. najbolja aproksi-

. najbolja aproksi-

. najbolja aproksi-

. najbolja aproksi-

Slika 49: Funkcija ¢, (x) = cosx(n’—px?) _ sinx Zap =pi1,P1,P2, P

m2—4x2 X
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Teorema 5.8 (Bagul, Chesneauu [97]) Za 0 < x < J vaZi

128 x% (5% = 12x?)  tanx 272 x? (57% - 12x?)
1+ —; 5— < <4ll+ 3 (5.51)
(22 - 4x2) X 15 (72 - 4x2)
O
U vezi ove nejednakosti definisemo familiju funkcija :
2 (5,2 2 )
x“ (Src —12x
op(x) = cos’x |1+ P > ) — sm2x (5.52)
(7% — 4x?) X
za x € (0,%) i za vrednost parametra p € [%, %] C R*. Napomenimo da postoji ¢,(0,) = 0 i

4_
ep(5-) = 31—2’7"”—2128. Stoga za familiju funkcija (5.46) moZemo da smatramo da je dodefinisana i za

vrednost x € [O, %]

px2(5ﬂ2—12x2)) _ Sinzx

(7r2—4x2)2

Slika 50: Familija funkcija ¢, (x) = cos? x (1 + 5
X
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Kako je :
dpp(x) x? cos® x (572 — 12x2)

ap (712 - 4)62)2

>0 (5.53)

. e .. P . 2
to je familija funkcija rastuce raslojena u odnosu na parametar p € [%8, ZILS] C R*%.

Sa Slike 50. wuocavamo da posmatrana familija funkcija nije vizuelno u do sada ispitivanoj klasi
funkcija koje ispunjavaju uslove Nike teoreme (4.1) na segmentu [0, 3]. Medutim, ova familija
funkcija je "nike" oblika samo na segmentu x € [0, c|, pri cemu je ¢ = 1.463840983 . .. koji se dobija

racunom u Maple.

Uvedimo rubne konstante za vrednosti parametra p [97] :

12 2n?
A=28_13140457285... 0 B=ZT - 13159472534......
4 15
Na segmentu [ A, B] trazimo onu vrednost parametra p za koje dobijamo najbolju mogucu aproksi-
maciju funkcije (5.52), u odnosu na metrike i pseudo metriku koji su razmatrani u Poglaviju 4.

Primetimo da za p € [A, B] i na intervalu x € (0, ¢) funkcije ¢,(x) ispunjavaju uslove Teoreme 4.1
(Nike teorema):

(a) Zam =3
3

" d (;Dp
@, (x) = 3 >0 xe(0,¢)

(b) Bazirano na Tajlor-ovom razvoju funkcija ¢, (x) u okolini nule:

2 13 2 13 144p 2
SOp(x)=(5—p——)x2+(—3+ﬁ—5—p)x4+(—3135+ p_28, 5p)x6+0(x8)

2 3 45 a4+ n? n0 n*  3n2
postoji desna okolina Uy tacke O tako da

/ d()DP 7 dz‘pp
QDP(X)’ ‘PP(X) = E’ (,DP(X) = dx2 < O (xE(L(()).

(¢) Bazirano na Tajlor-ovom razvoju funkcija ¢, (x) u okolini c:

@p(x) = —0.44995 +0.3424p + (0.31898 — 0.24239p) (x — ¢)
+ (0.922691 — 0.703356p) (x — ¢)* + (0.034122 — 0.02866p) (x — ¢)> + O((x — ¢)*)

postoji leva okolina U, tacke c tako da

2

’ d(lplJ ” d Pp
ep(x). @ (X) = —~m () = —— >0 (xeU).

MoZemo da zakljucimo da funkcije familije ¢,(x), za p € [A, B] imaju tacno jedan ekstremum, u
oznaci t'P) i to minimum na (0, ¢) i tacno jednu nulu, u oznaci x(()p) na (0, ¢).

Ovaj zakljucak obezbeduje da je moguce odrediti oo - odstupanje, s obzirom da su ispunjeni i uslovi
Teoreme 4.5.
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Napominjemo da familija funkcija ¢,(x) na intervalu x € (0, c) takode ispunjava i uslove Teoreme
4.6, sto je posledica ispunjenosti uslova Teoreme 4.5 i Nike teoreme 4.1 odnosno vaZi sledece:

(i) Ako p € (0, A] onda je

: 2 A 2 5 2 _ 12 2 2 5 2 12 2
szx > cos?x[1+ * ( a 2x ) > cos® x 1+px ( " 2x )
X (7% — 4x?) (7% — 4x?)

x€(0,c) =

(ii) Ako p € (A, B), onda ¢, (x) ima tacno jednu nulu P na (0, ¢). Takode vaZi
p

0
.2 2 2 2
sin x< (Smc — 12x
xe(O,x(()p)) — 2x > cos? x 1+p ( > )
X (7% — 4x?)
]
.2 2 2 2
sin x< (Smc — 12x
xe(x(()p),c) = 2x<coszx 1+p ( 3 )
X

(7% — 4x?)
(iii) Ako p € [B, o) onda

L) B 2 5 2_12 2 2 5 2_12 2
sm2x ceosts|1s B (57 2x ) ceodx|1a (57 2x )
X (72 — 4x2) (72 — 4x2)

Za familiju funkcija (5.52) odredujemo q - odstupanje za q = 1,2,+c0 kao i pseudo odstupanje u

xe(0,c) =

slede¢em delu koji navodimo :
(1) 1 - odstupanje

128 272
T

Odredujemo parametar p = p| € [A, B] = [ , 1—] iz uslova da se dostize minimum :

s

2 2 (5,2 2 )
x< (5m° — 12x
6?”) = min / cosxZ |1+ P > ) — sm2x dx
pelA.B] A (72 - 4x2) X
% 2 2 2
x> (5m° — 12x in x2
= min / cosx? |1+ P ( 5 ) - szx dx
pe[A,B] A (ﬂz _ 4x2) X
z 2 2 2 .2
x“ (Sm° — 12x
+ cos x2 (1+p ( 5 ))_31an )| dx
® (2 — 4x?) X (5.54)
’ x(()[’)
= min /_ cos x? 1+px2 (77— 126 ) _ sinx® dx
pe[A,B] ; (72 — 4x2)? x2
Z 2 2 2 .9
x< (57 — 12x
+ / (cosx2 (1 + P ( 5 )) - s1n2x dx
X

)
o (72 — 4x2)

= 1 F
) ;I[I/IXI,IB] (F1(p))
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Neka je :
(p)
B px? (572 —12x%))  sinx?
Fi(p) = min / —|cosx? |1+ 5 - ———|dx
pelanl| J (n2 — 4x2) x

(5.55)

% 2 2 2 . 2
x< (57 — 12x
+ / cos x?2 1+p ( 5 ) _sm2x dx
(7% — 4x?) X
x(()p)

17 (5.54) se moZe primetiti da integral

/e

FI(P):/

0

nije moguce elementarno izracunati u obliku nekog gotovog analitickog izraza iz sledeceg

razloga : Familija ¢,(x), po Nike teoremi 4.1, ima za svako p tacno jedan koren x(()p ) 4.

dx

x2

2 (5,2 2 )
Sne—12
coszx(1+px (ﬂ x))_smx

(7r2 - 4)62)2

2 2
PO (572 = 1266 ) | sin? ()
(P\2\° T
(772—4(x0p) ) (x5 )

Prethodna jednacina je transcedentna i samo za numericke vrednosti p € [A, B] moguce je
(p)
0

0.

®p (x(()p)) = cos’ (x(()p)) 1+

odrediti x,,’ numericki. Ova c¢injenica nam govori da postupak deljenja segmenta [0, %] na dva
dela po znaku ¢,(x) nije moguca bez numerickih proracuna.

Simbolicko odredivanje izraza (5.55) za Fi(p) gde je p € [A, B] je saglasno Teoremi 4.3 kom-
plikovano za racunanje, stoga se minimum funkcije F|(p), odreduje numericki uz pomo¢ Maple
(Prilog B/B.1).

Vrednost parametra p za koju F(p) dostiZe minimum iznosi :

[p = p1 = 1.314794094 . , ]

Za parametar p = p koren funkcije ¢, (x) iznosi

xPV = 1.103396154.. ..

(p1)
0

i dostiZe se minimum u tacki t'P) e (O,x ) Ovim je za prethodnu vrednost parametra p = p

odreden 1-minimaks aproksimant :

p1x? (572 = 12x%)\  sin’x
(7% - 4)(2)2 2

Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimalno odstupanje :

¢0p, (x) = cos’ x (1 +
X

(STE}

65”1) = min /|¢pp(x)|dx

PE[A,B]
0

koje numericki iznosi
5 = 0.0001520038 . ..

145 APLIKACIJA 9



5: PRIMENA Q - ODSTUPANJA NA RASLOJENE FAMILIJE FUNKCIJA
U TEORIJI ANALITICKIH NEJEDNAKOSTI

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

(p1) _
0

Za vrednost p = p1 = 1.314794094 . .. I - minimaks aproksimant ¢, (x) ima koren x
1.103396154 . .. Ovaj izbor parametra p = p odreduje da je zbir povrsina ispod i iznad x - ose
minimalan (pri cemu su te dve povrsine razlicite, Py # P»).

Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na segmentu [0, x(()p 1) ] je:

(p1)
X0

Pt = / —gp, (xX)dx = —0.0000819707 . ..
0

odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [x(()p '), %] je

P =

\NI:

¢p, (x)dx =0.0000704102.. ..

(p1)
Xo

Tada je suma povrsina

P+ Py = |Pinl1| + PimZ = 0.0001523809. ..

najmanja povrsina koju odreduje ma koji clan familije ¢, (x) u odnosu na x-osu.

px2(57r2—12x2)
(n2—4x2)2

Slika 51: Funkcija ¢, (x) = cos® x (1 + ) — Siﬁx zap = p
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(2) pseudo odstupanje

Neka je 6 - pseudo odstupanje. Vrednost parametra p odredujemo iz uslova :

5(pp (1) =0 = / @5 (x)dx =0
0

odnosno :

(n2 - 4x2)2 x?

s
2
) sin? x
cos“ X + — dx
X

0
s
2

/ x? cos? x (572 — 12x2)
A (n2 - 4x2)?

Kako je integracija komplikovana za simbolicko odredivanje, vrednost parametra p = pi
odredujemo numericki uz pomoc¢ Maple (Prilog B/B.2) :

3

x2 (572 — 12x2 in2
/(coszx(1+p ( ) _ s X dx =0
0

:}p:plz dx

[p = p1 = 1.314829464 . . .

Za tako odredenu vrednost parametra p = py se dobija koren funkcije ¢, (x)

x{PV = 1.085319437 ...

i dostiZe minimum u tacki t'?) € (0, x(()ﬁ l)). Ovim je za vrednost parametra p = py odreden
pseudo minimaks aproksimant:

p1x? (577 —12x%)|  sin’x
-

@5 (x) =cos®x |1+
: ( (w2 —42)?

zax e [0, %]
Ovaj uslov odreduje izbor parametra gde su povrsine ispod i iznad x - ose jednake, Py = P;.

Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na segmentu [O, x(()p 1)] je:

(p1)
0

Pint1 = / —p5, (x)dx = —0.0000762986 . . .
0

X,

)

odnosno oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [x(() Y ] je

[SIE]

\Nln

P = | @p (x)dx =0.0000763034 . ..

(p1)
Xo
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Tada je suma
Pint1 + Pin2 =0

Za ovakay izbor parametra familije funkcija ¢, (x) se postiZe :

giﬁl) =0
Uporedujuci prethodno dobijene rezultate vidimo da je numericki odredena vrednost parametra
p = p1 bliska pseudo resenju koje se dobija za p = p1, pri uslovu :

¢p(x)dx =0

o \NI:

odnosno, za parametre p i pi, dobijamo sledece :

p1 = 1.314794094... za x{"" =1.103396154. ..

pi=1.314829464 ... za x7" =1.085319437...
pri cemu je :

¢p, (x) = cos? x

( (1.314794094 . . 2(5712—12x2)) sin? x
+ —

2
(w2 - 4x2)
or (1) = cos’x 1+(1314829464 Jx? (57 = 12x2) _sinzx
P1 ( 4X2)2

x2

(3) 2 - odstupanje

Primetimo da je familija funkcija ¢, (x) oblika (4.20), pa postoji

pe[A,B]

65> = min /|g0p(x)| dx

Odredujemo parametar p = p; € [A,B] = [%, 21—”52] iz uslova da se po srednje kvadratnom

odstupanju dostiZe minimum :

(p2)
522

7
min /
PE[A,B] \

(5.56)

min
pelA,B] \

Na osnovu sekcije 4.5 vazi da funkcija

2
252_122 -2
(coszx(1+px(( " * ))_sm x) dx

n? - 4)62)2 x?

o\'\’m

6;’9) = |<,0p ()c)|2 dx

o \wla
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ima minimum u tacki p = p, ako i samo ako u toj tacki ima minimum funkcija:

F(p)= ()2 = [ ¢2(x)dx

o\wla

Pokazacemo da postoji parametar p = p, tako da vaZe uslovi :

F'(p2) = / ¥,,(x)dx =0 i F"(p2) = / h, (x)dx > 0
0 0

odredujemo stacionarnu tacku iz uslova :

F(p)= [ ¥,,(x)dx=0

o\mln

z 2 2 2 ) 2 2 2 2
Src—12 cos S —12
— /2(coszx(l+px(7r x))_smx)(x x(ﬂ x))dx

0 (n% - 4)62)2 x? (n2 - 4)62)2

/7 [sin® x (7% — 4x%) — x2 cos? x(n? — 4x2)?] [x? cos? x(57% — 12x?)] p
X
0

x2(n2 — 4x2)4

:}p:pzz

N

dx

/ x% cos* x (572 — 12x%)?
x2(n? — 4x2)*
0
Kako je integracija komplikovana za simbolicko odredivanje, vrednost parametra p = p»
odredujemo numericki uz pomo¢ Maple (Prilog B/B.3) :

[p = p> = 1.314696172 .. ]

pri Cemu je :
F (p2) =0.1915617807... >0

Za prethodno odredenu vrednost parametra p = p; se dobija tacno jedan koren funkcije ¢, (x)
x{P? = 1.15278823 . ..

(p2)
xo2

i dostiZe tacno jedan minimum u tacki tP) e (O, ) Ovim je za vrednost parametra p = p;

odreden 2-minimaks aproksimant :

pax? (5n% - 12x2)) sin® x
x

(7r2 - 4)(2)2 2

Za ovakav izbor parametra p = p» familije ¢, (x) se dostiZe minimum.:

©p,(x) = cos’ x (1 +

PE[A,B]

%
. 2
6;’)2): min /|<pp(x)| dx
0
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koji iznosi
57 = 0.0003596796 . ..

Geometrijsko tumacenje ¢,,(x)

Za vrednost p = py = 1.314696172 ... 2 - minimaks aproksimant ¢,,(x) ima osobinu da je
njegovo odstupanje od x - ose najmanje moguce u odnosu na D, - metriku.

2 2_ 2 .
Slika 52: Funkcija ¢, (x) = cos® x (1 NS Gl )) _SICX 0 p = py

(7r2—4x2)2 x?

(4) oo - odstupanje

. 2] . N
Odredujemo parametar p = pe € [A,B] = [%8, %] iz uslova da se dostize minimaks

|

Familija funkcija ¢, (x) se razmatra za vrednosti p € [A, B] i tada prema Teoremi 4.5, postoji
tacno jedan ekstremum funkcije u oznaci t'P) i to minimum na [O, %], za svaku funkciju ¢, (x).

odstupanje :

PE[A,B] \x€[0,5]

6&5“’) = min (max
X

2 (5,2 2 .2
Sne—12
coszx(1+px (57 x))_sm i

(712 - 4)c2)2 2

Vrednost parametra p za koji se dostize minimaks odstupanje po parametru p € [A, B] se dobija
kao jedinstveno resenje jednacine

len(e?)| = ¢ (5-)
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Resenje ove transcedentne jednacine se ostvaruje numericki uz pomoc¢ Maple (Prilog B/B.4), za
p €A, B], pri cemu se dobijaju sledece numericke vrednosti:

P = 1.314613528 .. ] i Xoo = 0.7633037244 . ..

Za vrednost p = pe se dobija co - minimaks aproksimant :

poox? (572 — 12x2)) sin x?

¢ (x) =cosx? |1+
” ( (w2 =422

%2

Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimaks odstupanje

(Peo) :
0o’ = min | max
pelA.B] (xe[o,g] [er (x)|)

koja numericki iznosi
s\P=) = 0.0001751631 . ..

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = po, = 1.314613528 ... minimaks aproksimant ¢,_(x) ima osobinu da je

njegovo odstupanje 5£f°°) = 0.0001751631... od x - ose najmanje moguce u odnosu na D -
metrike.

)C2 7T2— .X2 <
Slika 53: Funkcija ¢, (x) = cos x (1 + 2 (5r2-12 )) _ sin’x Zap = Peo

(712—4x2)2 x
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5: PRIMENA Q - ODSTUPANJA NA RASLOJENE FAMILIJE FUNKCIJA
U TEORIJI ANALITICKIH NEJEDNAKOSTI

Zakljucak

(a) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p; = 1.314794094 . .. najbolja aproksi-
macija u smislu D1 - metrike na segmentu x € [O, %] je data sa :

sin® x 5 p1x? (57 = 12x2)
2

~pcosx” 1+
(m2 —4x2)2

(b) Za familiju funkcija ¢, (x) i vrednost parametra p = p; = 1.3148294641 . .. najbolja aproksi-
macija u smislu D1 - pseudo metrike na segmentu x € [0, %] Je data sa :

Sinz_x 2 pixz (57T2 — 12)C2))
X

~: cosx” 1+
2 (n2 - 4x2)2

(¢) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p = 1.3146961726 . .. najbolja aproksi-
macija u smislu ¢, (x) u smislu D> - metrike na segmentu x € [O, %] je data sa :

~p cosx” 1+

sin® x 5 pax? (5n? = 12x?)
X (n% - 4)62)2

(d) Za familiju funkcija ¢, (x) i vrednost parametra p = p., = 1.3146130876 . .. najbolja aproksi-
macija u smislu ¢, (x) u smislu D, - na segmentu x € [O, %] je data sa :

sin” x ’ poox” (5% - 12x2))

= 1
2 oo COSX + (ﬂz - 4x2)2

2 2_ 2 .
Slika 54: Funkcija ¢, (x) = cos? x (1 + 2 (5m-12x )) _ sin’x zap=pi,p,P2 P

(7r2—4xz)2 x?

APLIKACIJA 9 152



Primene u elektrotehnici

"The greatest challenge to any thinker is
stating the problem in a way that will allow a solution."

Bertrand Russel (1872 - 1970)

6.1 Q - funkcija i funkcija greske erf(-) / erfc(-)

Normalna Gauss - ova raspodela pripada familiji kontinualnih raspodela i kao takva je jedna od
najvaznijih u statistici i Teoriji greSaka koju je razvio Gauss. Napomenimo da su O.M. Eidous i
R. Abu-Shareefa u [98] naveli znacaj primene Gauss - ove funkcije. Navodimo: "Mnoge pojave su
normalno ili pribliZzno normalno rasporedene, pa i greSke u merenju ¢esto imaju normalnu raspodelu.
Normalna raspodela se moZe smatrati dobrom aproksimacijom za mnoge druge raspodele. Zbog svojih
osobina, veoma je zna¢ajna u razmatranju mnogih problema u statistici, dok u verovatnodi, vecina
teorijskih dokaza zahteva upotrebu normalne raspodele. Pored navedenog, znacajno je napomenuti da
se normalna raspodela primenjuje i u mnogim drugim nau¢nim oblastima, pa se njen integral moZe
nadi u reSenjima problema vezano za protok toplote, biologiju, finansije, optiku, kvantu mehaniku, pa
¢ak 1 u socijlnim naukama".

Proizvoljna promenljiva X ima normalnu raspodelu sa matematickim ocekivanjem p i standardnom
devijacijom o ako ima funkciju gustine verovatnoce (tj. gustinu) 3*

f(x) = —\}z_e-@‘-ﬂ)z/%z 6.1)
(o T

7a —00 < X < 00, —00 < j1 < 00, 0 > 0.

Raspodela proizvoljne promenljive Z = (X — u) /o je standardna normalna za y = 010 = 1, pri ¢emu
vazi:
Z

®(z) = \/% / e 12y (6.2)

—00

gde je @(z) funkcija raspodele slucajne promenljive Z.

34y literaturi se Eesto ozna¢ava kao : pdf = probability density function.
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6.1 Q - FUNKCIJA I FUNKCIJA GRESKE ERF(+) / ERFC(+)

Q - funkcija se dobija kao komplement standardne normalne raspodele, odnosno :

O(x)=1-0(-x) =1-(x), (6.3)
zax € R.

Q - funkcija ima znacajnu primenu u brojnim oblastima nauke i inZenjerstva. Direktno je povezana
sa funkcijom greske erf(-) 1 njenom komplementarnom funkcijom erfc(-), Sto je od velikog znacaja,
posebno u problemima koji se javljaju u oblasti telekomunikacija gde se Sum Cesto karakteriSe Gauss
- ovom raspodelom [99].

Postoji nekoliko numeric¢kih metoda i izraza sa beskona¢nim redovima kojima se moZe izraunati Q -
funkcija. Ova Cinjenica i dovodi do potrebe za pronalaZenjem Sto bolje aproksimacije za Q - funkciju,
kao i konacnih intervala za kvalitetnu aproksimaciju.

G.T.F. de Abreu se u [100], [101] bavio analizom Q - funkcije i pronalaZzenjem njene primene i
aproksimacije, odnosno odredivanjem novih familija funkcija koje aproksimiraju Q - funkciju na
intervalu sa naniZnim i naviSnim granicama. De Abreu je naveo sledece nejednakosti za Gauss-ovu Q
- funkcije :

o) » 3f1(x) ( _0y2 )+4+(7r—2)f2(x)—2f1(x) [exp(_x2)+(—2x2)] 6

“dn+aph) P\2" Ak 16+4(x-2) /H(x) 2 F2(x)
i
fix) “27% | 4x+ Hrx)r - 6£i(x) —2x”
CW = - hm P (fﬁ(w) T Sreh) T (2 +fi (x>) o

gde su

filx) £ \/(x2 +3)—vV(x2-1)2+8 (6.6)
fo(x) = \/\/(xz — 1248 - (x2—1) = /4 fE(x) (6.7)

Za dobijanje ove redukovane aproksimacije primenjena je Shafer - MaleSevi¢ nejednakost :

T

3x < arcsinx < =2
— arcsinx
N - -2 —

T—2

(6.8)

zax € [0, 1], kao primer primene MTP nejednakosti. Prethodna nejednakost je direktno povezana sa
Cusa - Huygens familijom funkcija.

U [102] je navedeno :

pri cemu je

erfc(x) = i/ e dt (6.9)




6: PRIMENE U ELEKTROTEHNICI

Za ovako definisanu Q - funkciju vazi :
lim Q(x) =0, lim Q(x)=1
X—00 X—>—00

0(0)=1/2, O(-x) =1-0(x).

Takode vazi [72] :
erfc(x) = 1 — erf(x)

gde je erf (x) : funkcija greske, a erfc (x) : komplementarna funkcija greske, pa je samim tim :

X

erf(x) = % / e dt (6.10)

0

Na osnovu svega navedenog dobijamo vezu Q funkcije 1 funkcije greske :

erf

Slika 55: Veza Q funkcije i funkcije greske

O(x) = % [1 —erf(i)] 6.11)

S

zax > 0.
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6.2 PRIMENA Q - ODSTUPANJA U APROKSIMACIJI FUNKCIJE GRESKE

6.2 Primena q - odstupanja u aproksimaciji funkcije greSke

O.M. Eidous i R. Abu-Shareefa su u pomenutom radu [98] naveli i ukratko analizirali 45 razliitih
aproksimacionih formula dostupnih u poznatoj literaturi, za funkciju raspodele ®(z). Proucavajuci
pomenute aproksimacije O.M. Eidous 1 R. Abu-Shareefa su utvrdili da je od najveceg interesa segment
[0, 3], kojim su odredili veli¢inu greSke pri toj restrikciji, pa su tako posmatrane aproksimacije za
®(z), definisane na tom segmentu.

A. Shah se takode bavio procenom aproksimacija funkcije normalne raspodele. Na osnovu istraZivanja,
u [103] je doSao do zakljucka da je aproksimacija takve funkcije najbolja na segmentu [0, 2.6] izrazloga
Sto je procenjena maksimalna greSka aproksimacije na tom segmentu 0.052(5.2%), pri ¢emu je to
odredeno kao dovoljno dobra aproksimacija za rezultate u primenama na konkretnim primerima.

U [104] je dat uporedni prikaz grafika funkcije greske i komplementarne funkcije greske :

1-
0.8+
0.6+
0.4+

0.2+

L%
[

0,84
0,64
0.44

0.2

Slika 56: Funkcije erf(x) i erfc(x)

Takode se navodi da za x — oo, funkcija greske erf(x) ima vrednost priblizno 1, pa je za dovoljno
veliko x prakti¢nije primenjivati komplementarnu funkciju greske erfc(x).

Na osnovu gore navedenih zaklju¢aka i procene da je od najveceg interesa posmatrati funkciju greske
i njoj srodne funkcije pribliZzno na segmentu [0, 3], a Sto moZe i da se primeti na datom grafiku, u
ovoj disertaciji je razmatrana aproksimacija funkcije greske, kroz dve Aplikacije, na segmentu [0, 3],
primenom metrike i pseudo metrike.
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6.2 PRIMENA Q - ODSTUPANJA U APROKSIMACIJI FUNKCIJE GRESKE

APLIKACIJA 10

Jedna od aproksimacija razmatrana u [95] je :
2

<
e 2

3
2 2
2\/ﬂ%+\/ﬂ%+9

koju su definisali C. Ren i A.R. MacKenzie u [8] a na osnovu rezultata koje su dobili za aproksimaciju
komplementarne funkcije greske :

(6.12)

1
O(z) ~ |2 -
(2) 5

exzerfc(x) ~ a (6.13)
(a — DVrax2 + Vrx? + a2

U radu [98] se navodi i znacajna primena funkcije greske, kao i njoj srodnih funkcija, u matem-
atici i fizici. Takode u radu [95] je data aproksimaciona forma funkcije greske i komplementarne
funkcije greske sa maksimalnim relativnim greskama do 0.8%, za realnu promenljivu x € [0, o) i
tacno odredene vrednosti parametra a. Dobijena aproskimacija, koja daje analiticka resenja, ima
primenu u reSavanju mnogobrojnih problema u atmosferskim naukama (izracunavanje fizike cirus
oblaka unutar opsteg modela cirkulacije, kumulativne funkcije normalne raspodele, period ponavl-
Jjanja atmosferskih pojava radi procene rizika), sto je i predmet izucavanja u [5].

Zbog Siroke primene Q - funkcije, samim tim i sa njom povezane funkcije greske, u elektrotehnici,
posebno u oblasti telekomunikacija,razmatramo (6.13) i na osnovu nje formiramo familiju funkcija :

2 P
p,(x) = ererfc(x) -
! (p — DVax2 + \mx2 + p?
, D (6.14)
= ¢ (1 -erf(x)) -
(p — DVax2 + \nx2 + p?
za x € [0, 3] i za vrednost parametra p € [2.7519383938 ...,3.1388116904...] c R* [98].
Kako je :
VixZ — Jmx? + p? r’
X — \nx? + p? + ——
g [rx2 + 12
) _ P (6.15)

ap ((p — 1)Vrx2 + \Jnx2 + p2)?
to je familija funkcija rastuce raslojena u odnosu na parametar:

p € [2.7519383938 ...,3.1388116904 ...] c R*
. Uvedimo rubne konstante za vrednosti parametra p :

A =2.7519383938... i B =3.1388116904 . ..

Na segmentu [A, B] traZimo onu vrednost parametra p za koje dobijamo najbolju mogucu aproksi-
maciju funkcije (6.14), u odnosu na metrike i pseudo metriku koji su razmatrani u Poglaviju 4.

Sa Slike 57. uocavamo da posmatrana familija funkcija vizuelno nije u do sada ispitivanoj klasi
funkcija koje ispunjavaju uslove Nike teoreme (4.1).
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6: PRIMENE U ELEKTROTEHNICI

. . egee .. _ 2 p
Slika 57: Familija funkcija ¢, (x) = * (1 —erf(x)) - PRt merves

p
(p — DVrx2 + Jnx2 + p2

,zap =3

Slika 58: Funkcija ¢, (x) = ¢* (1 — erf(x)) —
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6.2 PRIMENA Q - ODSTUPANJA U APROKSIMACIJI FUNKCIJE GRESKE

Na Slici 58. je dat grafik pojedinacne funkcije iz familije ¢,(x), za konkretnu vrednost parametra
p=3.

Sa grafika moZemo da uocimo da postoji tacno jedan ekstremum funkcije na segmentu [0, 1] i to t

(p)
1 )

pri cemu je taj ekstremum maksimum. Takode, postoji tacno jedan ekstremum funkcije na segmentu
1,3]ito t(p ), ri Cemu je taj ekstremum minimum.
S p je taj

Za familiju funkcija (6.14) odredujemo q- odstupanje za q = 1,2,00 kao i pseudo odstupanje u
sledecem delu koji navodimo :

(1) 1 - odstupanje

Odredujemo parametar p = p; € [A, B] = [2.7519383938...,3.1388116904 . . .] iz uslova da
se dostiZe minimum :

3

(p1) : x2 p .
1) = min e’ (1 —-erf(x)) — dx|= min (F
= min / (1= i) = s d | = it (i)
0
(6.16)
Neka je :
3
Fi(p) / 2 (1 - erf(x)) b d 6.17)
1(p) = e —erf(x)) — X )
(p — DVrx2 + /nx2 + p2

0
Iz (6.16) se moZe primetiti da integral

3

Fl(P)Z/

0

p
(p — DVrx2 + Jnx2 + p2

exz(l —erf(x)) — dx

nije moguce elementarno resiti u obliku nekog gotovog analitickog izraza iz sledeceg razloga:
Posmatrajuci grafik funkcije, uocavamo da familija ¢,(x), ima za svako p tacno jedan koren

x(()p) na segmentu x € [0, 3] .

(r)? 14
@p (x(()p)) =e (1- erf(x(()p))) - =0

(n)? \/ (2, 2
(p— Dnxy” ++lmx,  +p

Prethodna jednacina je transcedentna i samo za numericke vrednosti p € [A, B] moguce je
odrediti x(()p ) numericki. Ova cinjenica nam govori da postupak deljenja segmenta [0, 3] na dva

dela po znaku ¢,(x) nije moguca bez numerickih proracuna.

Simbolicko odredivanje izraza (6.17) za Fi(p) gde je p € [A, B] je saglasno Teoremi 4.3
komplikovano za racunanje, stoga se minimum funkcije F\(p), odreduje numericki uz pomoc¢
Maple (Prilog B/B.1).

Vrednost parametra p za koju Fi(p) dostize minimum iznosi :

p=p1=2.92779245 . ..
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6: PRIMENE U ELEKTROTEHNICI

Za parametar p = pi koren funkcije ¢, (x) iznosi

xPV = 0.8128788837 ...

i dostiZe se maksimum u tacki tl(l’) € [0, x(()p ‘)], odnosno minimum u tacki tz(f’) € [x(()p 1), 3].
Ovim je za prethodnu vrednost parametra p = p1 odreden 1-minimaks aproksimant :

Pl

(p1 — ) Vax? + \Jnx? + p?

Za ovakay izbor parametra familije funkcija ¢, (x) se dostiZe minimalno odstupanje :

0p, (x) = € (1 = erf(x)) -

3

(55‘”1): min /|g0p(x)|dx

PE[A,B]
0

koje numericki iznosi
s =0.0027513258 . ..

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = py = 2.92779245 ... 1 - minimaks aproksimant ¢, (x) ima koren x
0.8128788837 . ... Ovqaj izbor parametra p = p odreduje da je zbir povrsina iznad i ispod x -
ose minimalan (pri Cemu su te dve povrsine razlicite, Py # P»).

(p1) _
0

Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [0, x(()p 1)] je:

(p1)
%o

Pips = / ¢p, (x)dx = 0.0013833183 ...
0

odnosno oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na segmentu [x(()p 1), 3] je

3
Pinz = / —@p, (x)dx = —0.0013680074 . ..

(p1)
%o

Tada je suma povrsina
P+ Py = Pips1 + |Pina| = 0.0027513257 . ...

najmanja povrsina koju odreduje ma koji clan familije ¢, (x) u odnosu na x-osu.
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6.2 PRIMENA Q - ODSTUPANJA U APROKSIMACIJI FUNKCIJE GRESKE

lika 59: Funkcij = e (1 —erf(x)) - P -
Slika 59: Funkcija ¢, (x) = e* (1 — erf(x)) (p_l)WJrWzap D1

(2) pseudo odstupanje

Neka je 6 - pseudo odstupanje. Vrednost parametra p odredujemo iz uslova :

3
5(pp (1) =0 = / @5, (x)dx =0
0

odnosno :

3
x2 1 _ _ p d — 0
-{ (e (1= erftx)) (p — D)Vrx2 + \nx2 + p? *

Kako je dobijena jednacina komplikovana za simbolicko resavanje po parametru p = pi, tu
vrednost odredujemo numericki uz pomo¢ Maple (Prilog B/B.2) :

[P = p1 =2.927387318 .. ]

Za tako odredenu vrednost parametra p = py, numericki se dobija koren funkcije ¢, (x)

x{PV = 0.8102901222...
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6: PRIMENE U ELEKTROTEHNICI

i dostize maksimum u tacki t,\P) € [O, x(()p 1)], odnosno minimum u tacki t,P) € [x(()p '), 3]. Ovim
Jje za vrednost parametra p = py odreden pseudo minimaks aproksimant :

@p (x) = ex2(1 —erf(x)) — 12

. [ =2
(P1 — D)Vax? + \[nx? + p;

Za ovakay izbor parametra familije funkcija ¢, (x) se postiZe :

zax € [0, 3].

55151) =0

Uporedujuci prethodno dobijene rezultate vidimo da je numericki odredena vrednost parametra
p = p1 bliska pseudo resenju koje se dobija za p = p1, pri uslovu :

3

/ ¢0p(x)dx =0

0

odnosno, za parametre p i pi, dobijamo sledece :

p1=292779245... za x{"" =0.8128788837...

p1=2927387324... za xV =0.8102901222...

pri Cemu je :

e 2.92779245 . ..
ep(x) = e (1 —erflx)) -
(1.92779245 .. )Vax? + y/ax? + (2.92779245 . . )2
2.927387324 . ..
0 (x) = e (1= erf(x)) -

(1.927387324 .. )Vrx? + \Jnx2 + (2.927387324 . . )2

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = p1 = 2.927387324 . . . pseudo minimaks aproksimant ¢, (x) ima koren xéﬁ D =

0.8102901222 ... Ovaj izbor parametra p = p odreduje da su povrsine iznad i ispod x - ose
jednake, P; = P;.

Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu |0, x(()ﬁ 1)] :
xéﬁl)
Pins1 = / @5, (x)dx =0.0013756742 . ..
0
odnosno oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na segmentu [x(()ﬁ 1), 3]
3
Pinpr = / —pp, (x)dx = =0.0013756744 . ..

(p1)
Xo

Tada je suma
Pinit + Pinp =0
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6.2 PRIMENA Q - ODSTUPANJA U APROKSIMACIJI FUNKCIJE GRESKE

lika 60: Funkcij = e (1 —erf(x)) - P =5
Slika 60: Funkcija ¢,(x) = e* (1 —erf(x)) (p_l)WJrWzap D1

(3) 2 - odstupanje

Odredujemo parametar p = py € [A, B] = [2.7519383938 . ..,3.1388116904 . . .] iz uslova da
se po srednje kvadratnom odstupanju dostize minimum :

3 2

(p2) . 2 14

) = min / e¥ (1 —erf(x)) - dx
2 PE[A.B] \ o (p — DVax2 + Jnx2 + p2
(6.18)
3 2
= min / e¥ (1 — erf(x)) — P dx
p€lA.B] \ 0 (p — DVrx2 + mx2 + p2

Na osnovu sekcije 4.5 vaZi da funkcija

3
= | [ oot
0
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ima minimum u tacki p = p, ako i samo ako u toj tacki ima minimum funkcija:

3

F(p) = (8)? = / 0% (x)dx
0

Pokazacemo da postoji parametar p = p, tako da vaZe uslovi :
3 3

F'(p2) = / ¥,,(x)dx =0 i F"(p2) = / h, (x)dx > 0
0 0

odredujemo stacionarnu tacku iz uslova :
3

F’(pz):/lp,,z(x)dxzo
0

2
Vrx? — Jnx2 + p2 + P

3 ¥
@ﬁ(exz(l—erf(x))— P ) e+ P dx =0
; (p — DVrx

2+\/7rxz+p2 ((p- 1)\/7rxz+\/7rxz+pz)2

Kako je dobijena jednacina komplikovana za simbolicko resavanje po parametru p = p,, tu
vrednost odredujemo numericki uz pomo¢ Maple (Prilog B/B.3) :

D = py = 2.897486446 .. ]

pri Cemu je :
F, (p2) =0.0014401704 ... >0

te se za izracunatu vrednost parametra p = p> dobija tacno jedan koren funkcije ¢p,(x)

x{P? = 0.6328224184 ...

i dostize maksimum u tacki t;?) € [0, x(()p 1)], odnosno minimum u tacki t,\P) € [x(()p ) ,3]. Ovim
se dobija i 2-minimaks aproksimant :

Pp, (x) = €x2(1 —erf(x)) — P2

(p2 — DV7ax? + \[nx? + p3

Za ovakay izbor parametra familije ¢, (x) se dostiZe minimum:

pelA,B]

3
. 2
6;”2): min /|¢p(x)| dx
0

koji iznosi

57 = 0.001852430344 . ..
Napomenimo da familija funkcija ¢, (x) nije oblika (4.20) i pri tome F (p) ima (vizuelno) jedin-
stven minimum p = pa, odreden uz pomoc¢ Maple.
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6.2 PRIMENA Q - ODSTUPANJA U APROKSIMACIJI FUNKCIJE GRESKE

Geometrijsko tumacenje ¢,,(x)

Za vrednost p = p> = 2.897486446 ... 2 - minimaks aproksimant ¢,,(x) ima osobinu da je
njegovo odstupanje od x - ose najmanje moguce u odnosu na D, - metriku.

. A .. _ x2 p _
Slika 61: Funkcija ¢, (x) = e* (1 —erf(x)) — Ve zap=p;

(4) oo - odstupanje

Odredujemo parametar p = p € [A, B] = [2.7519383938...,3.1388116904 .. .] iz uslova
da se dostiZe minimaks odstupanje :

Familija funkcija ¢,(x) se razmatra za vrednosti parametra p € [A, B]. Kako sa grafika

mozZemo da uocimo, postoji tacno jedan ekstremum funkcije na segmentu [0, 1] u oznaci tip ),

pri cemu je taj ekstremum maksimum, odnosno, postoji tacno jedan ekstremum funkcije na
segmentu [1,3] u oznaci tép ), pri cemu je taj ekstremum minimum. Tada se dostiZe minimaks

odstupanje po parametru p € [A, B] kao jedinstveno resenje jednacine

Sop(tip)) = )90[7 (tép))’

Resenje ove transcedentne jednacine se ostvaruje numericki uz pomo¢ Maple (Prilog B/B.5) pri
cemu dobijamo numericke vrednosti

P

x2 1 _ _
¢ (meft) (p = DVrx2 + \nx2 + p?

6((,5"“): min (max
pelA,B] \x€[0,3]

Do = 2.868003144 . .. i Xeo,1 = 0.15894000646 . .. i X2 = 1.147704587 . ..
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Za vrednost p = po se dobija oo - minimaks aproksimant :

P
(poo — 1)\/7UC2 + \/ﬂxz + Poo?

2
Ppo.(x) =" (1 —erf(x)) -
Za ovakay izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimaks odstupanje

(Peo) :
00" = min | max X
pelA.B] (x€[0,3] o )|)

koje iznosi
5\P=) = 0.0016496493 . . .

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = po = 2.868003144 ... minimaks aproksimant ¢,_(x) ima osobinu da je

njegovo odstupanje 5&? =) = 0.0016496493 . .. od x - ose najmanje moguce u odnosu na D -
metrike.

2
lika 62: Funkcij = e (1 —erf(x)) - = = Poo
Slika 62: Funkcija ¢, (x) = e* (1 —erf(x)) Ve zap=p
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Zakljucak

(a) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = py = 2.92779245 ..

macija u smislu D - metrike na segmentu x € [0, 3] je data sa :

e (1= erf(x)) ~ 21

[ 2
(p1 — D)Vrax? + \[nx? + p;

(b) Za familiju funkcija ¢, (x) i vrednost parametra p = p1 = 2.927387324 ..

macija u smislu D1 - pseudo metrike na segmentu x € [0, 3] je data sa :

X2 le
| - e
e (1 —erf(x)) =5 (p1 — DVrx2? + \nx2 + p;2

(¢) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p, = 2.897486446 ..

macija u smislu D, - metrike na segmentu x € [0, 3] je data sa :

¢ (1 - erf(x)) ~ P2

(p2 — D) Vax? + ([nx? + p%

(d) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = po = 2.868003144 ..

macija u smislu D, - metrike na segmentu x € [0, 3] je data sa :

x2 P
1- Roo
e (1~ erflx)) (Poo — DVax2 + mx? + p2,

Slika 63: Funkcija ¢, (x) = ¢* (1 — erf(x)) —

. najbolja aproksi-

. najbolja aproksi-

. najbolja aproksi-

. najbolja aproksi-

p _ ~
(p—l)W+\/m2—47;2 Zap - pl’pl’p29poo
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APLIKACIJA 11

Jos jedna aproksimacija funkcije raspodele koja je od velikog interesa, a pominju je O.M. Eidous i R.

Abu-Shareefa u [95] je :
d(z) 051+ N1 —-e = (6.19)

Ova aproksimacija je dobijena na osnovu rezultata vezano za funkciju greske do kojih je dosao G.
Polya u [105] a koji se smatra zacetnikom ideje aproksimiranja funkcije greske i njoj povezanih
funkcija. G. Polya tvrdi da vaZi sledece :

erf(x) < V1 — e=4/m (6.20)

za svako x > 0.

Primenom ovih rezultata, J.-T. Chu je dokazao u [9] vaZi :

V1 —e=a < erf(x) < V1 — e=b¥’ (6.21)

zasvakox >0izaa € (0,1]ib € [4/n, ).

Ova nejednakost je polazna osnova mnogim istraZivacima kojima je cilj da dobiju Sto bolju aproksi-
maciju funkcije greske. Na osnovu nejednakosti (6.21) formiramo familiju funkcija :

op(x) = erfx) —VI - e’ (6.22)

za x € [0, 3] i za vrednost parametra p € [1, %] C R*.

Kako je :
dpp(x) 1 x2e ¥

——— <0 6.23
PR Wers (6.23)

c R*.

4
to je familija funkcija opadajuce raslojena u odnosu na parametar p € [1, —
m

Uvedimo rubne konstante za vrednosti parametra p :
, 4

A=1 i B =—=1.273239544 . ..
bis

Na segmentu [A, B] traZimo onu vrednost parametra p za koje dobijamo najbolju mogucu aproksi-
maciju funkcije (6.22), u odnosu na metrike i pseudo metriku koji su razmatrani u Poglavlju 4.

Sa Slike 64. uocavamo da posmatrana familija funkcija vizuelno nije u do sada ispitivanoj klasi
funkcija koje ispunjavaju uslove Nike teoreme (4.1).
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Slika 64: Familija funkcija ¢, (x) = erf(x) — V1 - ep¥’

Slika 65: Funkcija ¢, (x) = erf(x) — V1 - e~P¥ (6.26),zap = 1.22
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Na Slici 65. je dat grafik pojedinacne funkcije iz familije ¢,(x), za konkretnu vrednost parametra
p =1.22

Sa grafika moZemo vizuelno da uocimo da postoji tacno jedan ekstremum funkcije na segmentu [0, 1] i

to tgp ), pri cemu je taj ekstremum maksimum. Takode, vizuelno postoji tacno jedan ekstremum funkcije
(p)

na segmentu [1,3] i to 15", pri cemu je taj ekstremum minimum.

Za familiju funkcija (6.22) odredujemo q - odstupanje za q = 1,2, 00 kao i pseudo odstupanje u
sledecem delu koji navodimo :

(1) 1 - odstupanje

Odredujemo parametar p = p| € [A, B] = [1, 747] iz uslova da se dostiZe minimum :

dx|= min (F 24
x ,,?EX‘B]( 1(p)) (6.24)

3
65’7') = min / ‘erf(x) — V1 —ep¥
PE[A.B]
0

Neka je :

dx (6.25)

3
Fi(p) = / erfe) V1 - ep¥
0

17 (6.24) se moZe primetiti da integral

dx

3
Fi(p) = / erfe) = V1 - ep?
0

nije moguce elementarno izracunati u obliku nekog gotovog analitickog izraza iz sledeceg
razloga: Posmatrajuci grafik funkcije, uocavamo da familija ¢, (x), ima za svako p tacno jedan

(()p) na segmentu x € [0, 3] #.

2
op (7] = erflag”) = N1 = e <0,

Prethodna jednacina je transcedentna i samo za numericke vrednosti p € [A, B] moguce je
odrediti x(()p ) numericki. Ova cinjenica nam govori da postupak deljenja segmenta [0, 3] na dva
dela po znaku ¢,(x) nije moguca bez numerickih proracuna.

koren x

Simbolicko odredivanje izraza (6.25) za Fi(p) gde je p € [A, B] je saglasno Teoremi 4.3
komplikovano za racunanje, stoga se minimum funkcije F|(p), odreduje numericki uz pomo¢
Maple (Prilog B/B.1).

Vrednost parametra p za koju F(p) dostiZe minimum iznosi :

p =p1 =1.2486357688...
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Za parametar p = pi koren funkcije ¢, (x) iznosi

PV = 0.8275395121 ...

i dostize se maksimum u tacki t;'P) € [0, x(()p 1)], odnosno minimum u tacki t,'P) € [x(()p 1), 3]. Ovim

Jje za vrednost parametra p = py odreden 1-minimaks aproksimant :

¢p, (x) = erf(x) — N

Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimalno odstupanje :

3

65’71): min /|<pp(x)|dx

PE[A,B]
0

koje numericki iznosi

5V = 0.0046936238 . ..

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = p1 = 1.2486357688 ... I - minimaks aproksimant ¢, (x) ima koren x
0.8275395121 ... Ovaqj izbor parametra p = p| odreduje da je zbir povrsina iznad i ispod x -
ose minimalan (pri cemu su te dve povrsine razlicite, Py # P3).

(P1) _
0

Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na segmentu [0, x(()p 1)] je:

(p1)
0

Pin1 = / ©p, (x)dx = 0.0014994307 . ..
0

X

odnosno oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na segmentu [xép 1), 3] je

3
Pin> = / —@p, (x)dx = —0.0031941931 . . .

x(()l’])
Tada je suma povrsina
P+ Py = Piysy + |Ping2| = 0.0046936238 . ..

najmanja povrsina koju odreduje ma koji clan familije ¢, (x) u odnosu na x-osu.
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Slika 66: Funkcija ¢, (x) = erf(x) — V1 — eP*" za p = p,

(2) pseudo odstupanje

Neka je & - pseudo odstupanje. Vrednost parametra py odredujemo iz uslova :

3
5(pp (1) =0 = / @5, (x)dx =0
0

odnosno :
3

/ (erf(x) - V1 - e‘ﬁlxz) dx=0
0

Kako je dobijena jednacina komplikovana za simbolicko resavanje po parametru p = pi, tu
vrednost odredujemo numericki uz pomo¢ Maple (Prilog B/B.2) :

[P = p1 =1.2411451995 .. ]

Za tako odredenu vrednost parametra p = p1, numericki se dobija koren funkcije ¢, (x)

x{PV = 0.9554346838 ...

APLIKACIJA 11 172



6.2 PRIMENA Q - ODSTUPANJA U APROKSIMACIJI FUNKCIJE GRESKE

i dostize maksimum u tacki t;(P) € [0, x(()p 1)], odnosno minimum u tacki t,P) € [x(()p D ,3]. Ovim
Jje za vrednost parametra p = py odreden pseudo minimaks aproksimant :

05, (x) = erf(x) = V1 — e 1

za x € [0, 3]. Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se postiZe :
S%ﬁl) =0

Uporedujuci prethodno dobijene rezultate vidimo da je numericki odredena vrednost parametra
p = p1 bliska pseudo resenju koje se dobija za p = p1, pri uslovu :

3

/ ¢p(x)dx =0

0

odnosno, za parametre p1 i p1, dobijamo sledece :

p1 = 1.2486357688 ... za x(()pl) = 0.8275395121 ...

pr=1.2411451995 ... za x\7" =0.9554346838...

pri cemu je :

0p(x) = erf(x) - V1 — ¢—(1.2486357688...)x2

05 (x) = erf(x) - V1 — ¢—(1.2411451995..)x2

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = p1 = 1.2411451995 ... pseudo minimaks aproksimant ¢;, (x) ima koren
x(()p D = 0.9554346838 . . . Ovaj izbor parametra p = p odreduje da su povrsine iznad i ispod x
- ose jednake, P = P;.

Numerickim metodama oznacena vrednost povrsine iznad x-ose na intervalu [0, x(()ﬁ 1)] :

(P1)
%o

Pipn = / ¢p, (x)dx =0.0024368838 . ..
0

odnosno oznacena vrednost povrsine ispod x-ose na intervalu [x(()p 1), 3]

3
Pinz = / —p5, (x)dx = —0.0024368846 . ..

(P1)
Xo

Tada je suma
Pint1 + Pin2 =0
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Slika 67: Funkcija ¢,(x) = erf(x) — V1 — e 7’ za p = p)

(3) 2 - odstupanje

Odredujemo parametar p = p; € [A,B] = [1, %] iz uslova da se po srednje kvadratnom
odstupanju dostiZe minimum :

3

’ dx = min / (erf(x) -V1- e‘Px2)2 dx

pE[A,B]

2 pElA,B]

3
6% = min / ‘erf(x) — V1 = ep¥
0

0
(6.26)

Na osnovu sekcije 4.5 vaZi da funkcija

3
5;!’2) — /|<,0p(X)|2 dx
0

ima minimum u tacki p = p, ako i samo ako u toj tacki ima minimum funkcija:

3

F(p) = (6")? = / % (x)dx

0

APLIKACIJA 11 174



6.2 PRIMENA Q - ODSTUPANJA U APROKSIMACIJI FUNKCIJE GRESKE

odnosno za parametar p = p, vaZe uslovi :

3 3
F'(p2) = / ¥,,(x)dx =0 i F"(p2) = / thy, (x)dx > 0
0 0

odredujemo stacionarnu tacku iz uslova :

3

F'(p) = / W), (x)dx = 0

0

)
Zepx

3
Vo) |1 X _
= /0-2(erfc(x)— l—eP )( 2\/1_67_1’”2)5&—0

Kako je dobijena jednacina komplikovana za simbolicko resavanje po parametru p = p», tu
vrednost odredujemo numericki uz pomo¢ Maple (Prilog B/B.3) :

[P = p2 = 1.2475055038.. . .

pri cemu je :

F'(p>) = 0.0646751816... > 0

te se za vrednost parametra p = p; dobija koren funkcije ¢, (x)
x{P? = 0.8476828174 ...

i dostize maksimum u tacki t;(P) € [0, x(()p l)], odnosno minimum u tacki t,(P) € [x(()p ‘), 3]. Ovim
se dobija i 2-minimaks aproksimant :

@ps(x) = erfx) = V1 = ep2

Za ovakay izbor parametra familije ¢, (x) se dostiZe minimum:

PE[A,B]

3
. 2
6§p2): min /|cpp(x)| dx
0

koji iznosi
5% = 1.4839549013. ..

Napomenimo da familija funkcija ¢, (x) nije oblika (4.20) i pri tome F (p) ima (vizuelno) jedin-
stven minimum p = pa, odreden uz pomoc¢ Maple.
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Geometrijsko tumacenje ¢,,(x)

Za vrednost p = py = 1.2475055038 . .. 2 - minimaks aproksimant ¢,,(x) ima osobinu da je
njegovo odstupanje od x - ose najmanje moguce u odnosu na D, - metriku.

Slika 68: Funkcija ¢, (x) = erf(x) — V1 — e P zap = py

(4) oo - odstupanje

Odredujemo parametar p = p, € [A, B] = [1, f—r] iz uslova da se dostiZe minimaks odstupanje:
6£f°°) = min ( max ‘erf(x) — V1 —er¥? )

pelA,B] \x€[0,3]
Familija funkcija ¢,(x) se razmatra za vrednosti parametra p € [A, B]. Kako sa grafika

mozemo da uocimo, postoji tacno jedan ekstremum funkcije na segmentu [0, 1] u oznaci tgp ),

pri Cemu je taj ekstremum maksimum, odnosno, postoji tacno jedan ekstremum funkcije na
segmentu [1,3] u oznaci tép ), pri Cemu je taj ekstremum minimum. Tada se dostiZe minimaks

odstupanje po parametru p € [A, B] kao jedinstveno reSenje jednacine

Sop(tip)) = )‘:"p (tép))‘

Resenje ove transcedentne jednacine se ostvaruje numericki uz pomoc¢ Maple (Prilog B/B.5) pri
cemu dobijamo numericke vrednosti

P = 1.2461010105. .. i Xeo,1 = 0.4252233558. .. i X2 = 1.3916269216. ..
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Za vrednost p = po se dobija oo - minimaks aproksimant :

e () = erf(x) = V1= eper

Za ovakav izbor parametra familije funkcija ¢,(x) se dostiZe minimaks odstupanje

(Peo) :
00’ = min | max
pelA,B] (xE[O,S] [er (x)|)

koje iznosi
6\P=) = 0.00324924 . . .

Geometrijsko tumacenje ¢, (x)

Za vrednost p = po = 1.2461010105 ... minimaks aproksimant ¢, _(x) ima osobinu da je

njegovo odstupanje 6£f =) = 0.00324924 . .. od x - ose najmanje moguce u odnosu na D -
metrike.

Slika 69: Funkcija ¢, (x) = erf(x) — V1 — e=P¥ za p = po,
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Zakljucak

(a) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p1 = 1.2486357688 . . . najbolja aproksi-
macija u smislu D - metrike na segmentu x € [0, 3] je data sa :

erf(x) =1 V1 — e=P1¥°

(b) Za familiju funkcija ¢, (x) i vrednost parametra p = p; = 1.2411451995 ... najbolja aproksi-
macija u smislu D - metrike na segmentu x € [0, 3] je data sa :

erf(x) =~y V1 - e—Pix’

(¢) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p = 1.2475055038 ... najbolja aproksi-
macija u smislu D, - metrike na segmentu x € [0, 3] je data sa :

erf(x) ~p V1 — e=P2¥’

(d) Za familiju funkcija ¢,(x) i vrednost parametra p = p., = 1.2461010105 . . . najbolja aproksi-
macija u smislu D «, - metrike na segmentu x € [0, 3] je data sa :

erf(x) ~eo V1 — e7Px’

Slika 70: Funkcija ¢, (x) = erf(x) — V1 - eP¥ za p = p1, p1, P2, Poo
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Zakljucak i dalji pravci istrazivanja

"If the facts don’t fit the theory
change the facts."”

Albert Einstein (1879 - 1955)

U ovoj disertaciji glavni predmet izucavanja su raslojene familije funkcija u Teoriji analiti¢kih ne-
jednakosti. Ostvareni su pocetni, zadati ciljevi, odnosno, dobijanje nekih novih rezultata u Teoriji
analitickih nejednakosti, kao i1 njihova primena u nekim oblastima elektrotehnike.

Pre razmatranja raslojenih familija, u drugom i tre¢em poglavlju, razmatrani su pojmovi koji su bliski
ovoj tematici 1 kojima se autorka disertacije bavila u toku svog istraZivanja.

U drugom poglavlju proucavane su Miksovane trigonometrijske polinomske (MTP) funkcije i odgo-
varajuce nejednakosti koje iz njih proisticu. U tre¢em poglavlju proucavani su Dupli Tajlor-ovi razvoji
(DTR) i odgovarajucée nejednakosti vezano za njih.

U drugom poglavlju su navedena i neka poboljSanja poznatih nejednakosti, primenom MTP funkcija,
pri ¢emu su u 2.3.1 [4] razmatrane neke nove aproksimacije izraza zasnovanih na trigonometrijskim
funkcijama i data poboljsanja rezultata koje je postigao C. Mortici za nejednakosti Wilker - Cusa -
Huygens tipa. U 2.3.2 [5] su data neka poboljSanja Jordan - Steckin i Becker - Stark nejednakosti.

U tre¢em poglavlju su takode navedena neka poboljSanja poznatih nejednakosti, pri ¢emu su u 3.2.1
[5] data poboljSanja Jordan - Steckin i Becker - Stark nejednakosti primenom DTR, a u 3.2.2 [6] su
date nove procene preciznosti Huygens-ove aproksimacije primenom DTR.

Cetvrto poglavlje predstavlja matemati¢ku osnovu vezano za predmet disertacije. Pojam raslojenosti
koji je prethodno razmatran u [7] se proSiruje na Siru klasu metrickih prostora i posebno se razmatra
pojam minimaks aproksimanta u odnosu na metrike D, D; i D, pri ¢emu je definisan pojam g
- odstupanja za ¢ = 1,2, 00. Pored toga, uvedeno je pseudo odstupanje, kao jedan pristup procene
kvaliteta minimaks aproksimanta.

Pomocu oo - odstupanja su dobijeni bazi¢ni rezultati vezano za Cusa - Huygens 1 Sandor nejednakosti

iz [7].

U disertaciji je posebno naveden uslov kada postoji 2 - odstupanje, koris¢enjem integracije po
parametru.
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Navedeni su 1 uslovi merenja odstupanja pomocu povrsine (1 - odstupanje), a pored toga je uvedeno i
merenje pomocu pseudo odstupanja, pri ¢emu su dobijeni rezultati i za takav pristup.

Na osnovu matematickih osnova izloZenih u cetvrtom poglavlju formirano je peto poglavlje koje se
odnosi na primenu ¢ - odstupanja na razne raslojene familije funkcija kroz niz aplikacija (sekcije 5.1
-5.6).

U petom poglavlju je odreden kvalitet nejednakosti (Steckin, Cusa - Huygens, Sandor, D’Aurizio,
Becker - Stark), primenom ¢ - odstupanja, za g = 1, 2, co, kao i pseudo odstupanja. U ovim sekcijama
razmatrane su familije oblika "nike" [7]. Od posebnog interesa je Becker - Stark nejednakost razma-
trana u Aplikaciji 9. koja nije oblika "nike", osim na konkretnom intervalu, ¢ime se oblast istraZivanja
ove disertacije proSirila i na neke nove klase nejednakosti, Sto ce biti i predmet daljeg istraZivanja.

Svi dobijeni rezultati u ovoj disertaciji, za 1, 2 i pseudo odstupanje, nisu razmatrani u do sada nama
poznatoj literaturi.

Rezultati za oo - odstupanje za Cusa - Huygens i Sandor nejednakosti (iz sekcija 5.3 1 5.4) su razmatrani

ul[7].

Rezultati za oo - odstupanje koji se odnose na nejednakosti tipa D’Aurizio i Becker - Stark (iz sekcija
5.515.6) nisu do sada razmatrani u nama poznatoj literaturi.

Sesto poglavlje se odnosi na razli¢ite primene raslojenih familija funkcija u eletrotehnici. Posebno se
razmatra Gauss - ova funkcija greske (sekcije 6.1 i 6.2) za koju su formirane odgovarajuée familije
funkcija na osnovu aproksimacija koje su postigli C. Ren, A. R. MacKenzie [8] iJ. - T. Chu [9].

Kvalitet dobijenih aproksimacija je razmatran, kao i u petom poglavlju, odredivanjem 1, 2, oo i pseudo
odstupanja. Dobijeni rezultati nisu do sada razmatrani u nama poznatoj literaturi.

Posebno je bitno istaci da su u Sestom poglavlju prvi put razmatrane raslojene familije funkcija koje
nisu oblika "nike", te ¢e opSta teorija 1 primena vezano za ove funkcije biti predmet buduceg istrazi-
vanja.

Za Aplikacije koje su razmatrane u petom i Sestom poglavlju, za simbolicka i numericka racunanja,
koriséen je programski paket Maple.

Kad god je Maple dozvoljavao, rezultati su prikazivani u simboli¢ckom a potom i numeri¢kom obliku.

U sluc¢ajevima gde Maple, u realnom vremenu, nije davao simbolicke rezultate, formirane su odgovara-
juce numericke implementacije, takode, u programskom paketu Maple, te su u tom slucaju dobijeni
rezultati samo numericki odredeni.

Na kraju, napomenimo da, iz nama poznate literature, je jasno da postoji veliki broj analitickih nejed-
nakosti koji dopustaju formiranje sli¢nih aplikacija koje su razmatrane u petom i Sestom poglavlju.

Ocekuje se da se svakom takvom aplikacijom mogu dobiti potencijalno novi rezultati za razmatrane
nejednakosti i samim tim da se postignu novi doprinosi u Teoriji analitickih nejednakosti.

Takode, ocekujemo i dalju primenu raslojenih familija funkcija u raznim oblastima elektrotehnike i
racunarstva.
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Prilog A
Opsta matematicka pravila primenjena u disertaciji

LLAJBNIC - OVO INTEGRALNO PRAVILO [106], [107]

Lajbnic - ovo™® integralno pravilo za diferenciranje pod znakom integrala vaZi za integral oblika :

B(p)
f(p,x)dx

a(p)

pri ¢emu je —oo < a(p), B(p) < oo, a integral su funkcije zavisne po p. Tada se izvod tog integrala
moZe izraCunati po slede¢em pravilu :

Neka je data funkcija f(p, x) takva da vaZi da sui f(p,x) i njen parcijalni izvod f,(p, x) neprekidni
po x i p, na nekom definisanom intervalu u px - ravni, pri ¢emu je a(p) < x < B(p)ip1 < p < ps.
Pretpostavimo da su i funkcije a(p) i 8(p) takode neprekidne i imaju neprekidne izvode za p; < p <
p>. Tada vazi :

B(p) B(p)
" / F(p x| = F(p. ) -B(p) = F(pa(p)) - -a(p) + / L fpds (A
P p P p

a(p) a(p)

Ova jednakost je opsti oblik Lajbnic - ovog integralnog pravila i moZe se izvesti primenom fun-
damentalne teoreme racuna, za poseban slucaj jednacine (7), kada je a(p) = @ € R, B(p) = p i

f(p,x) = f(p).

Takode, kao poseban slucaj se izdvaja i uslov da su a(p) = @ i B(p) = B, konstante koje ne zavise od
p. Tada vazi :

B B
- / f(p.x)ds | = / = F(pox)d (4.2)
14 p

a

3 Gottfried Wilhelm (von) Leibniz (1646 - 1716) : nemacki matematiar, filozof, diplomata. Poreklom luZicki Srbin.
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Prilog B
Implementacija u programskom paketu Maple

B.1. IMPLEMENTACIJA FUNKCIJE ZA RACUNANJE | - ODSTUPANJA

> h:=0.01:
pl=4+h:
x0 == fsolve(f(x,pl)=0,x=
P _sum_[ = abs(int(f(x, pl),
while (/2 > Eps) do
p2=pl+h:
x0 = fsolve(f(x,p2) =0,x=a..b);
P sum 2= abs(int(f(x, p2),x=a.x0)) +int(f(x, p2),x=x0.b) :
if (P_sum 2 < P sum 1) then
pl =p2:P sum 1:=P sum 2:
elser == h/2:
end if;
pl = (pl +p2)/2:
F min = (P_sum I+ P sum 2)/2:
end do:

) :
a.x0)) +int(f(x, pl), x=x0.b) :

B.2. IMPLEMENTACIJA FUNKCIJE ZA RACUNANIJE PSEUDO - ODSTUPANJA

> Fps = p—evalf (Int(f(x,p),x=a..b));
h:=0.01:
pl == A:P sum [:= Fps(xl):
while (4 > Eps) do
p2=pl+h:P sum 2:= Fps(p2):
if (P_sum 2*P sum I > 0) then
pl=p2:P sum [ :=P sum 2:
elseh = h/2:
end if;
pps = (pl +p2)/2:
F min:= (P_sum I+ P sum 2)/2:
end do:
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PriLoGc B

B.3. IMPLEMENTACIJA FUNKCIJE ZA RACUNANJE 2 - ODSTUPANJA

> F2 = p—evalf (Int(abs(f(x, p) )2, x=a.b)):
h=0.01:
pl =A:P sum 1:=F2(pl):
while (7 > Eps) do
p2=pl+h:P sum 2:=F2(p2):
if (P_sum 2 <P sum_1[) then
pl =p2:P sum I:=P sum 2:
elsepl =p2 —2%h:P sum [ :=F2(pl) :h=h/2
end if;
p2 = (pl +p2)/2:
F min == (P_sum_1+P sum 2)/2:
end do:

B.4. IMPLEMENTACIJA FUNKCIJE ZA RACUNANIJE 00 - ODSTUPANJA(ZA FAMILIE "NIKE OBLIKA")

[> folve({diff (f(x,p),x) =0,~f(x,p) =f(b,p)}, {x=a .b,p=A.B});
|:> delta_infty == evalf ( f(b, p_infty));

B.5. IMPLEMENTACIJA FUNKCIJE ZA RACUNANIJE 00 - ODSTUPANJA(ZA FAMILIJE KOJE NISU "NIKE OBLIKA")

|:> Ssolve( {diff (f(x1,p),x1)=0,diff (f(x2,p),x2)=0,f(xl,p)=-f(x2,p)}, {x]=a..1 x0,x2
=x0.b,p=A.B})

[> delta_infty = evalf (f(x1, p_infty));

U predstavljenim Maple implementacijama numeri¢ka raCunanja se vrSe sa konkretnim navedenim

inicijalnim vrednostima za & i mogu se mogu se istim postupcima preneti na vrednosti 47 = € za ma
koje konkretno zadano proizvoljno malo & > 0.
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o6pasay usjase o aymopcmey

H3jaBa 0 ayTOpCTBY

Mapuja Henesuh JoBuh
WMe u npesuMe ayTopa

bpoj nHaekca 13/5035

H3jaB/byjem

Jla je JOKTOpCKa JucepTanuja noJ HaCI0BOM

PacsiojeHe pamuiuje GyHKIMja y TEOPUjU aHATUTHUUKUX Heje/JHAKOCTH ca MpUMeHaMa

® pPE3yJITaT COIICTBEHOI UCTPAXKUBAYKOT paja,

e Jla AucepTalyja y LieJIJMHU HU y JleJIOBMMa HUje O6uJa NMpejjio’KeHa 3a CTUllakbe Apyre
JIUIIJIOMe TIpeMa CTYAUjCKUM MPOTrpaMUMa JPYTrUX BUCOKOIIKOJICKUX YCTAHOBA;

® Jla Cy pe3yJITaTh KOPEKTHO HaBeJeHU U

e Jla HMCaAM KpUIMO/Jla ayTOpCKa NpaBa U KOPUCTHUO//1a UHTeJIEKTyaJHy CBOjUHY JpPYTHUX
JINLA.

IloTiuc ayTopa

Y Beorpay, 24.02.2023. \ m




o6pasay usjase 0 ucmosemHocmu WmMamMnaHe U eJleKMpoHcKe gep3uje dokmopckoz pada

U3jaBa 0 MCTOBETHOCTH LITAMIIAHE U €JIEKTPOHCKE Bep3Hje JOKTOPCKOT
paaa

Mapuja Henesuh JoBuh
WMe u npe3suMe ayTopa

13/5035

bpoj nHaekca

. [IpuMemeHa MaTeMaTHUKa
Ctyaujcku nporpam

Paciojene pamuiuje pyHKIIMja Y TEOPHjHU aHAJIMTUYKUX HejeTHAKOCTH ca IpUMeHaMa
Hac/ioB paza jene ¢ je dynxuuja y Teopyj jen p

Zp. bpanko MaseweBuh

MenTOp

H3jaB/pyjeM [Ja je LuTaMnaHa Bep3uja MOr JOKTOPCKOr paZia UCTOBETHA €eJIeKTPOHCKOj
Bep3UjU KOjy caM Ipejao/ja paju INoXpawHBama y /[IMrMTAaJHOM Peno3uTOpPHjyMy
Yuusepsurtera y beorpaay.

Jlo3Bo/baBaM Ja ce o6GjaBe MOjU JIMYHM MOJalM Be3aHU 3a [00Hjarbe aKaJeMCKOT Ha3uBa
JIOKTOpA HayKa, Kao IITO Cy UMe U Npe3uMe, TOJIMHAa U MeCTOo pohera U AaTyM o/i0paHe pajia.

OBM JIMYHHU NOZALMU MOTY Cce 00jaBUTH Ha MPEXHUM CTpaHULIAMa JUTUTA/IHe OUOJINOTEKe, y
eJIEKTPOHCKOM KaTaJIory U y nybsiMkaluujamMa YHUBep3uTeTa y beorpazny.

IloTrniuc ayTopa
24.02.2023.

Y beorpapy, Mﬂoﬁm&l




obpasay usjase o kopuwherby

U3jaBa 0 kopuinhewy

OBnamhyjeM YHUBep3UTETCKy 6ubau0oTeKy ,CBeTo3ap MapkoBuh“ ga y /JlurutaiHu
penosuTtopujyMm YHuUBep3uTeTa y beorpaay yHece MoOjy JOKTOPCKY JAucepTanujy IO
HaCJI0BOM:

PacsiojeHe pamuinje GyHKIMja y TEOPUjU aHATUTUIKHX HejeJHAKOCTU ca MpUMeHaMa

KOja je MOje ayTOpPCKO JeJ10.

JlvcepTanujy ca CBUM NpPUJI03UMa Ipejao/na caM y eJleKTpOHCKOM popMaTy MOroJHOM 3a
TPajHO apXUBHUpaHE.

Mojy BOKTOpCKY AucepTaLujy noxpamweHy y IUruTajHOM peno3uTOpUjyMy YHUBep3UTeTa y
Beorpasy u AOCTynHY Yy OTBOPEHOM MNPUCTYIY MOTY Jla KOPUCTE CBU KOjU MOLITYjy ofipefoe
caZp>kaHe y ofabpaHoM Tuny JuueHue KpeatuBHe 3ajepnune (Creative Commons) 3a Kojy
caM ce oOJIy4Ho/a.

1. Aytopctso (CC BY)
2. AytopctBo - HekoMep1jaiaHo (CC BY-NC)
@AyTopCTBo - HekoMepuHjanHo - 6e3 npepazga (CC BY-NC-ND)
4. AyTOpCTBO — HEKOMEPIHUjaJHO - AeJUTH o uctuM ycaoBuma (CC BY-NC-SA)
5. AyTopcTBo - 6e3 npepaja (CC BY-ND)
6. AyTOpCTBO — AeJuTHU noj uctuM ycaosuma (CC BY-SA)

(MosinMo /12 3a0KpYKHUTe CaMo jeIHY 0/ l1eCT NOHYheHUX JIUIeHIIU.
KpaTak onuc JiMlleHIIU je cacTaBHU [l€e0 OBe M3jaBe).

IloTiuc ayTopa
24.02.2023.

Y Beorpagy, M_)(\_\bm




1. AytopcTBo. /l03BO/baBaTe YMHOXKaBake, JUCTPUOYIUjy W jaBHO caollllTaBame Jesa, U
npepajie, aKo ce HaBeJle UMe ayTopa Ha HAyuH ojpeheH o] CTpaHe ayTopa WM JaBaola
JIULEHIlE, YaK U y KoMepLuujaiHe cBpxe. OBO je Hajc1060HUja 01 CBUX JIMLEHIH.

2. AyTopcTBO - HekoMepuMja/aHO. /[03Bo/baBaTe YMHOKaBake, JUCTPUOYLUJY U jaBHO
caoNiUTaBame Jiesia, U Ipepajie, ako ce HaBeJie MMe ayTopa Ha HA4YuH oJipeheH o[ cTpaHe
ayTopa WJiM AaBaola juleHLe. OBa JiMIieHIa He 103B0/baBa KOMepLHjaJHy YIOTpeOy fea.

3. AyTOpCcTBO - HeKOMepLHUjaJHO - ©6e3 mnpepaga. /lo3Bo/baBaTe YMHOXaBakbe,
JUCTPpUOYLHjy Y jaBHO caoNlITaBake Jiesia, 6e3 NpoMeHa, NpeobJMKOBamba UM yIoTpebe
Jlesla y CBOM Jiesly, aKO ce HaBeJle MMe ayTopa Ha HauMWH ojpebheH oJ CTpaHe ayTopa WJH
JlaBaoua JyuneHne. OBa JiMIeHI|a He J03B0/baBa KOMepPLUjaJHy yIoTpeoy Aesa. Y oAHOCY Ha
CBe OCTaJie JIMLEHIE, 0BOM JIMLEHIIOM Ce OrpaHUYaBa Hajsehu 06UM npaBa Kopulthemwa Jiena.

4. AyTOpCTBO - HEKOMepIMja/IHO - JAeJIMTH NoJ UCTUM ycjaoBuMa. /lo3BosbaBaTe
YMHOXaBake, JUCTPUOYLHMjy U jaBHO CAOlIUTaBakke Jesa, U Ipepaje, ako ce HaBeJe UMe
ayTopa Ha HaudMH oJZpebeH oJ cTpaHe ayTopa WJM JlaBaolia JIMLEHIle U aKo ce Ipepaja
JUCTpUOyHMpa MOJA HWCTOM WJIMA CAAYHOM JMLeHUoM. OBa JiMIleHLIA He [03BOJbaBa
KOMepLHjaJHy ynoTpeoy AeJa ¥ npepaja.

5. AytopcTtBOo - 6e3 mpepaga. /lo3Bo/baBaTe YMHOXaBawe, [JUCTPUOYLU]Y U jaBHO
caollITaBame JeJa, 6e3 MIpoMeHa, IpeobIMKOBaba UM YIoTpebe Jesia y CBOM Jiesly, ako ce
HaBeJle MMe ayTopa Ha HayWH ojpeheH of CTpaHe ayTopa WJM JaBaoua JuleHue. OBa
JIMILIeHLa Z103B0/baBa KOMEPLUjaHY YIIOTpeby Aea.

6. AyTOPCTBO - JeJIUTU NOJA UCTUM yca0BMMa. /lo3Bo/baBaTe YMHOXKaBakbe, JUCTPUOYIU]jY
M jaBHO caollITaBake Jiesia, U Ipepajie, ako ce HaBeJle UMe ayTopa Ha HauuH oApeheH of
CTpaHe ayTopa WJIM JaBaolia JIMIeHILle M aKo ce Ipepaja AUCTpUOyupa MoJ, UCTOM HJIH
CJIMYHOM JinneHLoM. OBa JIMIEeHIIa 03BO/baBa KOMepLHUjaJIHy YNOTpedy JAesa U mpepaja.
CnuyHa je copTBEPCKUM JIMIeHILIaMa, OJJHOCHO JIMIeHllaMa OTBOPEHOT KO/a.
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