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3axBaaHuna

XKenum na m3pa3uM BeENHMKY 3aXBaJHOCT CBOM MeHTOpy, npod. ap Jparany Omnhany Ha
BUIIECTOJUIIH0] MTOCBENEHOCTH U MOJAPIIIY TOKOM UCTPAKMBAMKba YMjH Cy Pe3yJITaTH MPUKA3aHU Y
aucepranuju, kao u npod. ap AHtoHHjy DopheBuhy, koju je yBek OuMo qocTymaH 3a IJIOTHY
TUCKYCH]Y, UJIeje U KOPUCHE CYTeCTH]C.

Ha oBom Mecty Oux ce 3axBajawia CBOM IPBOM MEHTOPY M pa3peJHOM CTapelluHU,
Mp Anekcanapy Cenmuuhy, y3 Kora caMm HampaBuIIa IPBe KOpake Ka HayIlU U KOjHU je YBEK BEpOBaO
y MEHE.

HamocneTky, oBe mucepranuje He Ou Omio 0e3 MOApIIKE W MHCIHpAIHje KOojy no0ujaM of
Moje hepke Jbybuue, cynpyra Branumupa, poautessa ['opana u [lonke u 6para Benumupa.



HYMEPUYKA EJJEKTPOMATHETCKA AHAJIM3A KOPUIIREIbEM METOJA MOMEHATA CA
HUHTETI'PAIIMJOM BUCOKE TAYHOCTH

Caxeraxk:

VY OKBHpPY OBE€ JIOKTOPCKE TUCEpTalMje MPEATIOKEHO jeé HEKOJIMKO CMEHA 3a IMOHHILITABAHE
CUHTYJIApUTETa MOJUHTErpaTHUX (QYHKIIH]jA, KOJH Cc€ Cpehy ImpH HyMEpPHUYKO] €IEKTPOMArHeTCKOj
aHAJIM3W METOJOM MOMeHaTa, yuMe je omoryheHa edukacHa HyMepHYKa HWHTErpallrja BHCOKE
TA4HOCTH.

[Ippu nmeo JompuHOCa OJHOCH C€ HAa HYMEPHUYKY EJIEKTPOMArHeTcKy aHallu3y
JBOJMMECH3HOHAITHUX CTPYKTypa (TEOPHjCKH OECKOHAYyHO Iyradykux Tpaka). [IpemmoskeHe cmeHe
MOHMIITABAjy CHHTYJApUTETE MOJUHTETPATHUX (YHKIHM]jA, IITO je TOKAa3aHO U HYMEPHUYKHM
EKCIICpUMEHTUMA, W TEOPUjCKH. 3axBajbyjyhu BHCOKO] TAa4HOCTH HMHTErpaya, IIeJI0JJOMEHCKA
aHanm3a (ca pyHkuMjama 6a3uca BUCOKOT peaa) crpoBeneHa je Ha Tpanu mupuHe 4,000 TamacHuX
IOyXHHA, YAME Cy TPaHUIIE MEJI0JOMEHCKE aHAIN3e 3Ha4ajHO rnmomepeHe, omoryhyjyhu anamumsy ca
MamUM OpojeM Hermo3HaTHX u 00JFOM AIPOKCUMAIINjOM CTPYja Ha KpajeBUMa Tpake y nmopehemy ca
aHanu3oM ca (ynkuujama Gasuca Huxer pema. Ha ocHoBy oOpane pesynrara Benukor Opoja
HYMEPHUYKUX EKCIepUMEHaTa MpEAokKeHe Cy alpOKCHUMaTHBHE (OpMyJe 3a MmapaMeTpe CMEHE U
norpebaH Opoj Tayaka HyMEpUYKE WHTErpalldje 3a MOCTH3alkhe BUCOKE TAYHOCTU HHTErpayia y
3aBHCHOCTH jeIMHO O] eNIEKTPUYHE Ay )KHHE CIIEMEHTA.

Y nmpyrom Jeny aucepTaldje CMEHE Cy MPOIIMPEHE Ha HYMEPUYKY €JIEKTPOMArHETCKY
aHaJIM3y POTAIIOHO CUMETPHUYHUX TPOAMMEH3MOHATHHUX CTPYKTypa HAUMECHHX OJf METAIHUX U
JTUETICKTPUYHUX JIOMEHA. buiio je moTpeOHO MOEIOBAaTH POTALIMOHO CUMETPUYHY KOMOPY Y KOjy je
Moryhe CMeCTHTH y30paK HEMO3HaTe KOMIUICKCHE IMEPMUTHUBHOCTH. MepemeM KoeduiujeHTa
peduiekcuje KOMope ca Y30pKOM JHMEJICKTPUKAa Ha aHaM3aTopy Mpeka W ynopehuBameMm ca
Koe(urjeHToM pedieKcuje U3 HYMEPUYKOT MOJeNia W3JBOJEHH CY IUCICKTPUYHH IMapaMeTpu
y3opaka. [IperxomHo je koMmopa kopumiheHa 3a oJpehuBame MEPMUTUBHOCTH y3 KBa3U-CTATUYKH
HYMEPHYKH MOJIEI Ha y4uecTaHocTuMa 10 oko 1 GHz. HoBum Moziennom je orcer Mepema mpoIrpeH
1o oko 3 GHz, a TauHOCT HyMEpPHUKOI Mojeia je 60Jba 0]l TAUHOCTH Mepema. THUMe je TauHOCT
onpehrBama TUENIEKTPHYHUX MTapaMeTapa OrpaHnYeHa MEpHOM HECHTYpHOIIIhy.

Kibyune peun: MeTos MOMEHaTa, MojielIaBame y Taukama, ["anepkuHoB MeTo, GyHKIHje Oa3uca
BHCOKOI' peJia, LeNOoJAOMEHCKe Oa3ucHe (yHKIMje, CHHTYyNapHe (yHKIMje, MHTerpamuja BHUCOKE
TAYHOCTH, TIOHWIITABAhE€ CHHTYJAPUTETa, POTANMOHO CHUMETPHYHE CTPYKType, U3/Bajame
NEePMUTHUBHOCTH U TaHT€HCA yrila ryOuTaKa

Hayuna o0Jact: EnekTpoTexHuka 1 pauyHapcTBO

Yxka HayYHa obJacr: EJ'ICKTpOMaI‘HeTI/IKa, AHTCHC U MUKpOTAJIaCn



NUMERICAL ELECTROMAGNETIC ANALYSIS USING METHOD OF MOMENTS WITH HIGH-PRECISION
INTEGRATION

Abstract

In order to obtain high-precision computationally efficiently, several singularity cancelation
transformations for integrals with singularities encountered in numerical electromagnetic analysis
are proposed in this dissertation.

The first part of the dissertation refers to the numerical electromagnetic analysis of two-
dimensional structures (infinitely long strips). The proposed transformations cancel the singularities
of the integrand, which has been demonstrated by numerical experiments and theoretically. Owing
to the high-precision integrals, a strip 4,000 wavelengths wide strip was analyzed with the entire-
domain analysis (and higher order basis functions), enabling analysis with fewer unknowns and
better current approximation at the strip ends than the analysis with low-order basis functions.
Approximate formulas for transformation parameters and the number of required integration points
for high-precision integration are proposed by processing results from a large number of numerical
experiments. These formulas depend only on the electrical length of the element.

In the second part of the dissertation the proposed transformations are extended for the
application to rotationally symmetrical three-dimensional structures composed of metallic and
dielectric domains. The motivation was to make a full-wave model of the rotationally symmetrical
chamber used for the extraction of the complex permittivity. The dielectric parameters of the
samples were extracted by measuring the reflection coefficient of the chamber with the dielectric
sample using a network analyzer and comparing it with the reflection coefficient obtained from the
numerical model. Previously, the chamber was used to determine the permittivity with a quasi-static
numerical model at frequencies up to about 1 GHz. With the new model, the measurement range
has been extended to about 3 GHz, while the accuracy of the numerical model is better than the
accuracy of the measurements. Therefore, the accuracy of the extracted permittivity depends
primarily on the measurement uncertainty.

Key words: method of moments, Galerkin technique, higher-order basis functions, entire-domain
basis functions, singular functions, high-precision integration, singularity cancelation, body of
revolution, permittivity extraction, loss tangent extraction.

Scientific field: Electrical and computer engineering

Scientific subfield: Electromagnetics, antennas and microwaves
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1. YBOA

Pa3Boj caBpemeHe TeXHHUKE, a MOCEOHO aHTEHA, MUKPOTAJIACHE TEXHUKE, paapcKe TEXHHKE,
Kao ¥ EJICKTPOHUKE, TECHO je Be3aH ca pPa3BOjeM HYMEpPHUYKE EJIEKTPOMAarHeTHKe (EHIJIECKHU:
computational electromagnetics). EnxekrpoMaraercku mpo0ieM MOTIYHO je OMHMCaH CHCTEMOM O/
YeTUpHU UHTErpaiHe (uin nudepeHirjaine) BEKTOPCKE jeTHAYMHE Y KOjuMa (GUTYPHIILY pacriojerne
CTpyja M HaCNCKTPUCAama, OJHOCHO CIEKTPUYHO W MarHercko moJbe [1]-[3], y3 koHCTHTyTHBHE
jeIHauYMHEe KOje OMHCY]y CpeIuHE Yy KO0jOj MOCTOjJH €IEKTPOMArHeTCKO MoJbe. TakaB CUCTEM Ha3HBa
ce W cucreM MakcBeloBHUX jenHaunmHa. Vako Ha OCHOBY TeOopeMe O jeJMHCTBEHOCTH peICHa
enekTpomarnerckor mpobiema [1]-[3] mocToju jenmHCTBEHO peleme cucreMa MaKCBEITOBHX
jeIHAaYMHA TTOCTABJHEHOT 32 KOHKPETAH EJIEKTPOMArHeTCKU MpoOJieM, TO peliemhe HHje YBEK JIAaKO
Hahu. 13 Tor pasinora cy 3a Heke kiace npodsiemMa (Ha IpUMep Ha HIDKUM PaJHUM y4eCTaHOCTHMA)
YBEICHE alpOKCUMAIIM]je KOje CMambyjy padyyHCKY KOMIUIEKCHOCT CHCTeEMa W OMOTyhaBajy JIakie u
Opke noOMjame pelema, a Koje je ca MHKEHEPCKe TauKe TJICJUINTAa MPUXBATIBUBO IO MUTAY
TA4HOCTH.

WNnak, xkako ce TeXHUKa pa3BHja, a MOCEOHO ca MOpAacTOM pajHe ydecTaHOCTH Yypebaja,
aHaJIM3€ KOje Cy 3aCHOBaHE Ha alpoKCHUMallMjaMa BHIIE HUCY JOBOJbHE. 300T TOora je moTpeOHO
CIPOBECTH MaKCUMAaJIHO MOTyhe TauHy eJIeKTpOMarHeTcKy aHallnu3y, OJHOCHO TUPEKTHO pellaBambe
cucreMa MaKkCBEIIOBUX jelHAauMHA. AHATUTHYKA peIliermha IMOCTOje 3a HEKe EJeKTPOMAarHeTCKe
npobneme, Hajyemrhe 3a OHE ca BHCOKHUM CTENEHOM CHMETpHje, alu 3a BehuHy NpaKkTHUYHUX
npo0sieMa aHaJMTHYKa pellielkha HUCY MT03HaTa, Na je jeAnHo Moryhe Hahu HyMepHuKo periewme. 3a
notpede HYMEpHUUKOr pellaBama CUCTeMa MakCBelOBUX jeJHAUYMHA Pa3BUjEHU CYy HYMEpPHUUYKH
Metonu. JemHa onl HAjIO3HATHUX TO/ENa je Ha MeToa MoMeHara (eHriecku: method of moments,
ckpahieno: MoM) [4]-[7], meTon koHaunux enemenata (enrneckw: finite element method, ckpaheno:
FEM) [8]-[11] u MeTon KOHAYHUX pa3jMKa y BpeMeHCKOM noMmeny (eHriecku: finite difference time
domain, ckpaheno: FDTD) [6], [12].

HNako ce nerneHnjama KOPUCTE, CBaKM OJl METOJIa C€ W JlaJbe pa3BHja W yHampehyje. Y 0BOj
JIOKTOPCKO] JUCEpTAaIMjU HEKEe Kiace eIeKTPOMarHeTCKUX Mpobiema MpeaCcTaB/beHuX y HACTaBKY,
3HaYajHUX U 3a TEOpUjy M Mpakcy, Ouhe pemieHe MeronomM momeHaTa. Cam MeTOJ je Y OBO]j
aucepTrauuju yHampeheH Tako Ja je omoryheHa Bpiio BHCOKa TayHOCT (OJMCKa MAIIMHCKO)]
TavyHOCTH padyHapa Koju kopucte 64 Outa 3a 3anuc OpojeBa) HyMEpHUKHX pe3yiTaTa.

VY HacTaBKy OBOTI MorjaBjba Ouhe Hajmpe OMHMCaHU €JIEKTPOMArHeTCKU IMPOoOJieMH KOojuma
hemo ce 6aBuTH, a 3aTuM he yKpaTko OUTH MCTaKHYTH TJaBHU JoNpuHOcH aucepranyje. Ha kpajy
TMIOTJIaBJba J1aTa j€ U CTPYKTypa JAucepTalyje.

1.1. IIOCTABKA MPOBJIEMA

Mertox MoOMeHaTa je y ONIITEM CIIy4ajy HaMemhEeH 3a HYMEPUYKO pellaBambe CHCTeMa
WHTETPAIIHUX JeJAHAYWHA, Tj. Yy HAIIeM CIy4dajy JIMHEApHHX, JI€O-TI0-I0 XOMOTEHHUX
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€JIeKTPOMArHeTCKuX TmnpobjiemMa omucaHux MakcBenoBuM jenHaunHama. CTpyKType Koje ce
aHAJM3UPajy TEOPHjCKH MOTY OMTH Ca IPOMEHOM €JIEKTPOMArHeTCKOT 10Jba y jeHO], ABE WU TPU
nuMeHsuje mpocropa. Dokyc oBe aumcepranmje Owhe Ha mpobiemMuMa KOJ KOJUX C€
€JIEKTPOMArHeTCKO MOJbe MEHa y JBe TUMEH3Hje, a IeOMeTpHja pa3MaTpaHUX CTPYKTypa je
JBOAMMEH30HAIHA WIIM POTAIIMOHO CUMETPUYHA.

AKO cy mO3HaTe pacrojeie H3BOpa I0Jba, Tj. pacloleNe CTpyja W HaeJeKTpucama,
SNIEKTPOMArHeTCKO IM0JbE€ MOXKE C€ U3padyHaTd KopuinhemeM oJroBapajyhux JmHeapHHX
oreparopa [1]-[3], 1j. mo3HaTH Cy W3pa3u EIEKTPOMArHETCKOT IMOJba y XOMOICHO] CPEIUHHU Yy
GyHKIMjH OX pacmojene CTpyja M HaeJeKTpucama. Ha OCHOBy Teopeme MOBPIIMHCKE
EKBHBAJICHIIMjE Ca jJeJHE CTpaHe U TEOpPeME [EIUHCTBEHOCTU pEIICHha eIeKTPOMATrHETCKOT
npobnema ca apyre [1]-[3], usjennayaBameM TaHTCHIMjaTHUX KOMIIOHEHTH €JICKTPOMArHETCKOT
1oJba Ha TpaHUIlaMa cperuHa Moryhe je MOCTaBUTH UHTETPAIHE jeIHAYHHE Y KOJUMa Cy HEMO3HaTe
byHKUHje pacroena u3Bopa 1oJba, Tj. pacrojena I'yCTHHA CTpyja U T'yCTHHA HaeleKTpucama [4],
[7]. Yxomuko je noMeH Hemo3HaTHX (PyHKI[Mja pacHojelie MOBpIil, MOMEHYTa (GopMyIIalnja METOIC
MOMEHaTa Ha3WBa CE jOII M CHCTEM IMOBPIIMHCKUX HHTErPATHUX jeAHaurHa (eHriecku: surface
integral equations, ckpaheno: SIE).

MeroaoM MOMEHATa MOCTaBJbEHE MHTETPAHE jeJHAUYMHE CE alpPOKCHMAaTHBHO pellaBajy Ha
cienehn HauwH. Hajripe ce mpertmocTaBe ampokcHUMaIlje pacrojeia crpyja (M HaelleKTpucama),
Hajuenihe Kao JIMHeapHa KOMOMHAIMja Mo3HATUX (GyHKIHMja O6asuca (enryiecku: basis functions) ca
HETO3HAaTUM Koe(duijeHTnuMa. YBohemeM y HHTETpaIHe jeJHAaUYMHEe, a 3aTUM U TIOCTYIIKOM KOjH ce
Ha3WBa TECTUPAKEM TEXHHCKUM (QYHKIHMjaMa, T00HMja ce CHCTeM JIMHEapHUX jeJHa4YnHa ca
HEMO3HATHM Koe(HIMjeHTHMA U3 Pa3Boja cTpyja.

Oynknuje O6a3uca cy yHampes uzabpaHe (QyHKIHUje y anmpoKCHUMAIM]H pacmnojena crpyja (u
HaenekTpucama). OHe MOTy OWTH MOJUHOMHU HYJTOT pefa, Tj. KoHcTanTe (eHriecku: pulse basis
functions) wiu Burer pena (enrmecku: higher-order basis functions). 3a ¢yskuuje 6a3uca Buier
pena najuenthe ce kopucte oproroHanuu nomunomu [4], [7], [13]. IIpu Tome, miTO je CTpyKTypa
KOja ce aHanM3Mpa eJeKTpuukH Beha, To je moTpeban Behu Opoj Hemo3HaTuUX KoedulMjeHaTa 3a
ampoKCUMaIl]y cTpyja (M HaeleKTpucama), jep Ce pacrojena CTpyja CBE CIOXKEHH]e Mema. 3a
¢byHkuuje 6a3zuca BUIIET pela, MUHUMAaNaH Opoj HEMO3HAaTUX KoeduIljeHaTa o TajJacHoj Ay KUHU
je usmely tpu u detupu [7], mTo je yrBpheHo HyMepuukuM ekcriepumenTiMa. CTpyKTypa Koja ce
aHaJIM3Upa MOKe OMTH MOcMaTpaHa Kao jeJUHCTBEHA WM IOJIeJbeHa Ha BUIIE MambUX CTPYKTypa
(enemenara). Ako je momeH OasucHUX (yHKIHja 1iefla CTpyKTypa, GyHKIHje 0a3uca Ha3UBajy ce
nenogoMeHcke (enrnecku: entire-domain basis functions). Kazna je crpykTypa mojesbeHa Ha BuUIle
MambHX eJieMeHaTa, JOMeH (QyHKIMje 0a3nca Moke OWTH WCKJ/bYUMBO jeIaH €JIEMEHT WJIH, TakK,
HCTOBpPEMEHO BHILE BuX. M300p pyHKIMja 6a3uca, a THME U BUXOBOT JJOMEHA, UTPa BaXKHY YJIOTY
y Op3WHN KOHBEPIeHIIM]je pe3yJiTara eJIeKTPOMarHeTCKe aHaIn3e MEeTOI0M MoMeHara [7], a miro he
OUTH TIOKa3aHO U y OBOj aucepranuju. Haume, kopumiheme 1enogoMeHcke aHanuse ca GyHKIujama
0a3mca BHIIET peaa MMa Op)Ky KOHBEPIeHIIN]Y €JIEKTPOMArHeTCKUX pe3yJiTara y OJHOCY Ha CIIydaj
Kajga ce Kopucte (yHKIMje 6a3uca HYNTOI pela ca UCTHM OpojeM HEMO3HAaTHUX Koe(HlHjeHaTa.
HonatHo, aHanu3a QyHKuMjama Oa3uca BUIIET pela Moke OoJbe Ja anpoKCHUMHpa CHUHTYJapHa
MIOHAIIaka PacIojieNa cTpyja (1 HaelleKTpHUcama) Ha KpajeBUMa cTpykType. M3 HaBeneHux pasziora
y npobiemMuma Kojuma ce 6aBUMO y 0BOj nuceprauuju 6uhe kopunthene ¢pyHkiuje 6a3uca BUILIET
perna 3a arnpoKcUMaIujy cTpyja (U HaeleKTpUcamba).

CaMo TecTupame NoJpa3yMeBa MHOXKEHE HHTETPAJIHE jeJHAYMHE TECT (PYHKIIH]OM, a 3aTUM U
MHTETpalyjy Nmo JoMeHy TecT ¢yHKuMje. VHTerpaiHe jeIHauMHE TECTHUPAjy C€ OHOJIUKO IyTa
KOJIMKO MMa HETO3HATHX Koe(uIrjeHaTa pa3Boja, OTHOCHO ca OHOJIMKO TeCT (PyHKIIHM]ja KOJIUKO MMa
HEMO3HATUX y WHTETpaJHUM jeaHaunHama [/]. JIBe peamm3zammje TecTUpama HWHTETPATHUX
jenHauYrHa TeXUHCKUM (yHKIMjaMa ¢y KopulIheHe y OBOj JUCEpTallUju: MOCIIaBakEe y TauKaMa U
['anepknHOBO TecTHpame. Y MPBOM cilydajy Cy TeXHHCKe (YHKIHMje KOjUMa Cce HHTErpajiHe
jenHaunHe Tectupajy Jupakose (menra) pyHKIHje, a y ApyroM ciydajy To cy 6asucHe QyHKIH]je U3
MPETIOCTaBbeHE ampokcumaiyje. Ha ocHOBY ocoOwHa nenta (yHKIMja, MHTErpanuja (yHKIIH]je

KOja je TIOMHOKEHa JienTa (PYHKIIMJOM CBOJM C€ HA padyyHame BPETHOCTH T¢ (QYHKIH]E Y TaYKH Y
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K0joj je menta dyHKIMja pazauuuta o Hyjde. OTyaa ce 0BO TECTUpame Ha3WBa IMOJCIIABAKBEM Y
TaykaMa, a CYIITHHCKH TPEJICTaB/ba PayyHAmhe TAHTCHIMjaJTHUX KOMIIOHEHTH T0Jhba Y YHAINpes
onpeheHnM Tadykama. Y ciy4ajy TecTupama OasucHoM ¢GyHKuujoM (I"aJepKHHOBO TecTHpambe)
noTpeOHO je PEelIUTH jOoIl jefdaH NOJAaTHW HHTerpan (KOju Moxe OUTH OO0 JMHMjCKH, OHIIO
MOBPIIMHCKH, 3aBUCHO O] JIOMeHa TecT QyHkuuje). OTyna cienu Aa ce MHTETpalHe jeAHaYrHe
MOTY CBECTH Ha CHUCTEM JIMHCAPHUX jeIHAYMHA TECTUPAHEM TSKHUHCKUM (yHKIH]jaMa, IPU YeMY je
3a (hopMupame MaTpuIle cUCTeMa MOTPEOHO M3pavyyHATH MOCTaBJbeHEe MHTerpaie. To je m3a3oBaH
3aaTak ¢ 003MpPOM Ha TO Ja Cy MOJWHTErpayiHe (YyHKIMje CHHTyIapHe (HeoapeheHe 3a Heke
BPEIIHOCTH apryMeHaTa), OJHOCHO KBa3HCHHTYJIapHE (MMajy BeoMa BEIIMKE BPEIHOCTH 32 HEKe
BPEIHOCTH aprymMeHara). HamoMeHMMO J1a MaTpU4YHHM €JIEMEHTH KOjU ce J00Wjajy MHTETrpaiujoM
MOpajy Ja uMajy KOHa4He BPETHOCTH Jla OM CUCTeM UMao (U3UYKH CMHCICHO pelnieme. [Ipema
ToMe, ako je R pactojame m3Mmel)y Tauke y KO0joj ce padyHa TOJb€ M TadykKe HM3BOpa I10Jba,
NoJIUHTErpaiHe (YHKIMje WMajy CHHTYJApUTETE pa3IHYUTHX OOJHMKa y 3aBUCHOCTH OIl
eJIEKTPOMArHeTCKor npobyiema Koju ce aHanusupa. Kaga je y nuramy eIeKTpOMarHeTcKa aHajan3a

3-D crpykrypa, cunryaapurets cy obnuka 1/R u 1/ R? [4]. Kox enekrpomarsercke axanmse 2-D
CTPYKTypa CUHTYJIAPUTETH KOjU ce cpehy y jesrpuMa WHTerpaia Cy CHHTYJIAPUTETH XaHKEIOBE

(dyHKIMje HYJITOT pefa u Jpyre BpCTe, H(()Z) (R), omHOCHO TIPBOT pejia U IPyre BPCTE, H1(2) (R) [4].

W3 Tor pa3ziora ce He MOTYy IPUMEHHUTH OTIYHO UCTH MOCTYIIIHM 32 payyHamhe HHTerpaja y ciydajy
anamu3e 2-D u 3-D crpykrypa. JomatHo, mro je pen ¢pyHkuje 6a3uca BUIIM, HHTErpalie je TexXe
u3padyHatu ca Bucokom tauHoithy [7], [14]. Ha cioxeHocT m3padyHaBama MHTErpaia yTUue U
TI0JIOKA] TaYKe padyHama M0Jba, Ka0 M O0JIMK CTPYKTYpE KOja ce aHAIIU3Hpa.

['maBHM 1IMJb OBe JUcepTallije yIpaBo je padyHame allpoKCHMalija pacio/elia u3Bopa rnosba
(pacmoziena TyCTHHA CTpyja M HaeJeKTPUCama) ca BUCOKOM TavHoIIhy, Tj. ca mTo je Moryhe Buiie
TayHuX Hudapa Ha padyyHapuMma Koju Kopucte 64 Ourta 3a 3amuc OpojeBa. 3a TO je MOTPEeOHO
M3padyHAaTH eJIEMEHTEe MAaTpHUIE CUCTeMa, OJHOCHO ITIOMEHYTE HHTErpajie ca CHHTYJIapHUM
NOJUHTErpalHUM (yHKIMjamMa, ca BUCOKOM TauHomthy. Kako je Merox HMMIUIEMEHTHpaH Ha
padyHapy ca IBOCTpyKoM TauHolhy (64 6ura 3a 3anuc OpojeBa), Hajeehu Mmoryhu Opoj ocTBapeHux
tayHux nudapa je 15. JlogatHo, pauyHameM I0Jba HAKOH ILITO Cy H3padyHare cTpyje U
HaeNleKTpHUCamka, HEKe TpelKke Mory OuTH M Mame youwsuBe. OmaTie cieam Ja, ako Cy
arnpoKCHMallMje paclojiena U3Bopa U3padyHaTe ca BUCOKOM TayHoluhy, oHAa he u anpokcumanuje
€JIEKTPOMarHeTCKUX 1MoJjba OUTH U3padyHaTe ca 6ap UCTOM TOJMKOM TayHOIIhYy.

Kaga ce Heka o cCTaHIapIHUX HYMEpUYKHX HHTErpalyja MpUMEHU Ha HWHTErpanujy
CUHTYJapHUX (QYHKIMja, MOTPEOHO je MHOr0 Tadyaka HHTErpamnuje Ja Ou peliewme HHTerpaia
MIOCTUTJIO JK€JbEHY TAYHOCT, a MOXKE CE JIECUTH M Ja He KOHBeprupa 6e3 o063upa Ha Opoj Tauyaka. Y
JUTEpaTypy TIOCTOJU MHOTO TIPEIJIOKEHHX TEXHHWKA 3a yOp3aBame KOHBEpPIEHIMje MHTETpaja ca
CHUHTYJIADHUM TOAMHTErpadHuM (yHkiujama. JIBa Hajuemtha mnpuctyna cy M3/Bajame
cunrynaputera (enriecku: Singularity extraction) [15]-[33] u monHwuITaBame CHHryJIapUTETA
(enrmecku: singularity cancelation) [14], [34]-[50].

OcHoBHa Hjeja U3/Bajarkba CUHTYJApPUTETa je Ja ce OJ MOJUHTErpanHe (QyHKIHUje Oay3Me
¢dbyHKIIMja Koja caapku NpobieMaTH4HU cuHryidaputeT. OcTarak mnoguHTerpajiHe (QyHKUuUje
UHTETpaJIM C€ JUPEKTHOM MPHUMEHOM HYyMEpHYKe MWHTErpanuje, JIOK Ce HHTEerpajly camor
CUHTYJIapUTETa TPHUCTyNa moceOHo, a Hajuernhe aHanmuTuuku. KoHAYHO pelieme OPUTHMHAIHOT
MHTerpasa je 30up napuujaiHux pesynrara. Aytopu y paay [15] npennaxy ananutuuky ¢popmyiry
3a MHTETpaIln]y CTaTUIKOT je3rpa ['puHOBE QyHKIIM]E, Tj. CHHTYJIApHOT Jena uHTerpana. [Ipeocrana
pasnMka je TaJa OOBOJPHO TIJIaTKa (yHKIMja Ja ce MO)XKe Hu3padyHatu Kopuuthemem [ayc-
JlexxanapoBe Hymepuuke uHTerpamnuje [22]. YV paxy [19] Takohe je mpemnokeHO aHATMTHYKO
peleme cTaTUYKor aeia ['puHOBe QyHKIMje, Ma je ocTaTaK HaKOH OJy3MMarma CHHTYJIAPHOT Jeia
0]l MoAMHTerpanHe QyHkuuje orpanudeHa ¢ynkuuja. Mnak, kako cy u3BoAM (PYHKIMjE U Jabe
HEOrpaHMYEHU, TO HyMEpHUYKa HHTErpaluja pasihKe OCTaje pauyyHCKH 3axTeBHa. CiM4HO, Y
pamosuma [16], [20], [23], [24], [33] npemrtokeHa cy aHanWTHYKa PElIeHa CHHIYJIAPHOT Jeia
noJuHTErpanHe (QyHKIMje 3a HeKe (GopMynaiyje MeTola MOMEHaTa, Al OCTaTaK MOJUHTErpaHe
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(hyHKIHMje MMa JIOTapUTAMCKH CHHTYJIAPUTET KOJUM j€ MOTPEOHO MOoceOHO ce 1mo3abaBuTH. Y pamy
[33] norapuramcku cHHTyIapuTeT je mpeBasuheH M HMHTETPAd Cy HM3padyyHaTH 10 MallHHCKE
TayHOCTH. [loCcTOje M TeXHHUKE y KOjuMa ce MOBPIIMHCKH MHTETpAIM Oa3uCHE U TeCT (PYHKIH]e
pa3jiBajajy Ha YeTUPHU JIMHU]CKA HHTErpalia, a Koje ajy Hemto 6osbe pesynrare [28]-[32].

Hemocrartak cBUX TeXHHMKAa Koje ce OaBe aHAIMTHYKAM pElIaBakbeM CHHTYJIApUTETa je
nmocebaH TPeTMaH 3a pa3IMUUTEe WHTErpaHje, Oa3zucHe (yHKIHU]jE, Ka0 U OOIUKE eleMeHara, Tj.
cCaMHX CTPYKTypa Koje ce aHalnu3upajy. Pe3yarar nHTerpanuje nu3BajambeM CHHTYJIapUTETa 3aBUCH
O]l AaHAJTMTUYKOT OOJIMKA WM3/BOjEHOT WHTerpania. JlomaTtHo, ako Cy OJ MOJAWHTErpaiHe (QyHKIHje
M3JIBOjCHA TpBa JiBa wiaHa TejlopoBOr pa3Boja, OCTaTak MMa JIBa KOHTHHyaJHa M3BOJA, Ia je
MOTPEeOHO W3BOJUTH MHOTO YIAHOBA aKO j€ 3axTeBaHa Op3WHA KOHBEPTEHIMjE TPEINKE IOCHe
HyMepHYKe HHTErpalyje ekcroneHujamaa [17].

Ca npyre crpaHe, TEXHHKE IOHMIITABala CHUHTYJIAPUTETa Cy YHUCTO HyMepuyke. AKO ce
yBeJIie TIOr0/JHa CMEHa KOja TauyKe OKO CHHTYJIApUTETa PacTeXe, OJJHOCHO IMOHHUINTABA CUHTYJIAPUTET
WIA caMO TIoMepa I0JIOBE KOoju ¢y Osu3y jomeHa uuterpauuje [51], ¢yHkimja mocraje 3Ha4ajHO
JIaKIIa 32 HyMEPUYKY WHTETpalyjy HEKUM O] CTaHAapIHUX HocTymnaka. [Ipu Tome ce cMeHa Oupa
Tako ga JakoOwjaH TpaHchopmanmje KOMIICH3Yje CHHTYJIApHO MOHAMIAKke HWHTETpaHua, ma je
TpaHcpopmucana (QyHKIHja orpaHuyeHa. Jlpyrauuje mocmarpaHo, Oupa ce HeyHUDOpPMHH
pacriopes; Tauaka 3a HyMEpPHUYKY WHTETpaldjy TakaB Ja MUHHUMH3Hpa Opoj MOTpeOHMX Tayaka 3a
yHarpeq nepUHUCAHY Ta4yHOCT MHTerpana. Kama je CHHTyJNapuTeT MOTHUCHYT, €KCIIOHCHIIHjalTHa
KOHBEpreHuyja rpemke odezdoehena je kopumhemem [ayc-JlexanapoBe HymMepHUKe HHTErpallvje
[52]. Besnuka BpeHOCT TEXHHKE MOHMINTABAA CUHTYJIAPUTETA j€ y jeTHOCTABHOCTH MPUMEHE U
HE3aBUCHOCTH Off O0JMKa moxuHTerpanHe (yHKIuje. Y OBOj OOKTOPCKOj Aucepranmuju he
MHTETPAJIM Ca CUHTYJIAPHUM MOJIUHTErpaTHUM (DyHKIMjaMa OMTH pPElIeHH ca BUCOKOM Ta4HOINNy
yIpaBo KopuihemeM cMeHa KOje TIOHUINTAaBajy CHHTYJIapUTETE.

[IpBu mOKyIIaju Ja Ce TEXHHWKE IOHUINTABakba CHUHTYJIAPUTETAa UMILUIEMEHTUPA]y Y METO.
momeHaTta cy [45], [48], a moromHe cy 3a HHTErpandjy KBa3sHCHHTYJapHUX (QYHKIHja Ha
TpoyrioBuMa. TexHHKa je yCIeIIHO NMPOoLIMpeHa Ha YeTBOPOYTJIOBE, 3aje/IHO ca (pyHKIMjama 6a3uca
Bunrer pena [49]. Hben HemocTarak je 3aBHCHOCT O OOJIMKA TPOyTja MO YHjOj MOBPIIH CE Pajau
MHTErpalyja, 0JHOCHO METOJ| MocTaje HeeuKacaH Kajla Cy TPOYIJoBU JedopMHCaHU. AyTOpH Y
[34] npeanaxy mocTynak MOHUINTABambha CHHTYJIapUTETa ca Op30M KOHBEPIeHIIMjOM 0e3 003upa Ha
o0JIMK TpOyTJIa Hajl KOjuM ce uHTerpaiu. OBaj ce pajJ Takohe mpeBacXoJHO OAHOCH Ha MHTErpalujy
KBa3ucuHryiapHux ¢yHkuuja. Tpancopmannja cuHyc XunepOOJIMYKUM 3a pauyHame MHTerpalia
KBa3UCHHTYJIAPHUX TOJUHTErpAHUX (YHKIMja HaJl TPOYIJIOBHMA MpeUioxkKeHa je y paay [42]. ¥V
pamosuma [37], [38] ayropu kopucte anpokcumaiijy I'puHoBe pyHKIMje 03 CHHTYIapUTeTa, KOja
nak ojrosapa I'prHOBOj QyHKIMjH GUATpUpPaHO] HUCKONpOIycHUM ¢uinTpoM. [Ipu Tome ce rpemka
Koja je yHera ampokcumarijom ['puHoBe (GyHKIHjEe IeIMMUYHO YyOJjakaBa ojrorapajyhom
IMCKPETU3alMjOM JIoMeHa wuHTerpanuje. [loHmmTaBame cuHrymaputera obnmka 1/R y 3-D
eJIEKTPOMarHeTcKUM IpobiaemMuma, koje 3ajenHo ca ["ayc-JlexxanapoBom HHTErpannjom omoryhasa
MAIMHCKY Ta4yHOCT HMHTErpajia, HpeajokeHo je y u pamoBuma [42], [44]. Tpanchopmaruje
npomeHsbuBUX y [41] omoryhaBajy pauyHame ["aJepkMHOBMX HWHTErpaja ca BpJIO BHCOKOM
tayHomhy y ciydvajy paBHHX ¥ KpuBuX 3-D enemenara ca cunrynaputeruma oomuka 1/R u 1/ R?.
[ToromHe Tpancdopmalije MPOMEHJBUBHX YBEJEHE CY 3a pauyHame HHTerpaia 10 npeaeduHucane
TaYyHOCTH, a KOju ce cpehy mpu aHaaM3M OCHO-CUMETpUYHHX MeTanHux crpykrypa [50]. To je
omoryhuio kopuirheme MaKCHMaIHO OPTOTOHATHHMX OasucHUX (yHKIMja (eHrieckd: max-ortho
basis functions) Bp;io BHCOKHMX peloBa NMpH aHAIM3W METATHHX OCHO-CUMETPUYHHUX CTPYKTYypa
MeTOJIOM MoMeHaTa. JlogaTHo, 3a WHTerpanyjy QyHKIHja ca JIOTapUTAMCKUM CHHTYJIapUTeTHMa
MOCTOje U TabenupaHe TeXHUHE U ancluuce 3a HyMepudky uHTerpanmjy [53]-[55], anu ce one mory
MCKOPUCTHTH CaMO Y CITy4ajy paBHUX eJIeMeHaTa.

Behunna nomMeHyTuX cMeHa O/IHOCH c€ Ha CUHTYyJapuTeTe u3 aHanuse 3-D cTpykTypa, na ce He
MOTY IUPEKTHO MPUMEHHTH Ha Jpyradydje CHHTYJapuTeTe Koju ce cpehy mpu anammsu 2-D
eJleKTpoMarHeTckux npobinema. C apyre crpaHe, paJoBU Ce yriaBHOM OaBe KBa3MCHHTYJIAPHUM
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MoAMHTETpaTHUM (yHKIIMjama, TI0K heMo ce y 0BOj ArcepTanuju OaBUTH MPaBUM CHHTYJIapUTETHMA
U pauyHambeM HHTETpajia J0 BPJIO BUCOKE (CKOPO MAIIMHCKE) TAYHOCTH.

Y nmpBoM pneny pauceprandje Ouhe omucaHa eIeKTPOMAarHETCKa aHajih3a TEOPH|CKH
0ECKOHAYHO AYrayKuX CTPYKTYpa, Tj. 2-D cTpykTypa, rae cy mpoMeHe Mmojba y caMo JBE JHUMEH3H]e.
Omna je Ba)kHA y MHOTMM TEOPHjCKUM W MPaKTHYHMM pasmatpamuma [2]-[4], [7], a najuenihe ce
KOPUCTH y aHaJu3Hu pe(IICKTOBAHOI M TPAaHCMUTOBAaHOT Tanaca [4] u y aHanu3u BopoBa [56]. V
¢dokycy he Ooutu 2-D pacejaum Ha koje Hamma3u paBaH, yHH(OpPMaAH Tajac y TPaHCBEP3ATHOM
MarHeTckoM (eHriecku: transversal magnetic, ckpaheno: TM) wnmm y TpaHCBep3aJIHOM
enekTpuuHoM (eHrieckw: transversal electric, ckpaheno: TE) mony' [4], [57]. Pacejaum cy
OeckoHauHO TaHKe 2-D cTpykType (Tpake), a Koje Cy HamnpaB/be€HE O] CaBPIICHOT MTPOBOIHUKA
(enrmecku: perfect electric conductor, ckpaheno: PEC).

Hpyru neo nucepramuje mocBehen je moceOHoj kmacu 3-D crpykrypa koje mocenyjy
porariony (OCHY) CHMETPH]jy, Tj. POTAllHOHO CHMETPUYHHMM CTpyKTypama (eHriecku: body of
revolution, ckpaheno: BOR). Poranujom jeane mianapHe KpuBe (reHepaTpUCE) OKO 0Ce CUMETPH]E,
KOje JIexe y UCTOj paBHH, HacTaje BOR crpykrypa. One cy npeamer uctpakuBama Beh Buiie ox
nmona Beka [50], [58]-[66]. 3uauajue 300r CBoje yiore y aHaJ M3d KOAKCHjaJIHHX CHCTEMa,
paapcKux cucTema, reo(pU3NIYKNX UCTPAKUBamba U Jp. MOTHBaIIM]a 32 IEKTPOMArHeTCKy aHaIU3y
pPOTAallMOHO CHMETPUYHUX CTPYKTypa y OBOj JHMCEpPTAlHMjH TpoW3aluia je W3 MoTpede 3a MITo
TAYHUJUM HYMEPHUUYKHM MOJICJIOM KOMOpe KopuIiltheHe 3a Mepeme pellaTHBHE KOMILIEKCHE
MEPMUTHUBHOCTH HEMAarHeTCKux marepujana. Cama KOMOpa MOCeayje pOTalioHy CHMETPH]Y, Kao H
y30pLIK MaTepHjasia koju ce Mepe. Hermo3natu napamerpu MaTepujaia u3/iBajajy ce ynopehupamem
u3MepeHor koepuijeHTa peduiekcuje W OHOT JO0OMjeHOr W3 HYMEpPHYKOr Mojeia 3a
MPETIOCTaB/bCHE JIHEICKTPUYHE TapamMerpe y30pka. JMeNeKTpHuYHH MapaMeTpu H3PaXEeHU Cy
TIPEKO KOMILIEKCHe? pellaTHBHE NEPMUTHBHOCTH &, = &, —j&", = &', —je', tan § uim, ekBUBaNEHTHO,

eJaTHBHE IEPMUTHUBHOCTH €', M TaHreHca yIya ryouraka tand.
r

3axBasbyjyhu porannonoj cumerpuju, opakas 3-D mpolGiieM Moxke ce cBecTH Ha aHanu3y 2-D
Ipeceka, YuMe ce 3HayajHO PeyKyje HeroBa KOMILJIEKCHOCT U PadyHapCKO BpeMe MOTpeOHO 3a
HyMepuuKy aHanuzy. [Ipy Tome MoxkeMo pa3auKoBaTH ABE NoArpyne. AKo je u nodyaa poTarioHO
cumerpuyHa (Ha npumep TEM mpcTeH MarHeTckux CTpyja WM TayKacTHU T'€HEpaTop CMEIITEeH Ha
ocH cuMeTpuje), y cBakoM 2-D mpeceky koju campku OCy CUMETpHje peliemhe mpodiieMa je UCTO.
Axo mak cama noOyja HHUje POTALlMOHO CUMETpHYHa (Ha MpuMep paBaH, YHU(POPMaH Tajac Koju
HaWjga3W W3 JEJHOT TIpaBlia), OHJAa CBakk oJ momeHytux 2-D mpeceka wuma paznuyurto
€JIEKTPOMAarHeTCKO peleme. Y APYroM Cilydajy aHajiu3a pOTALMOHO CHUMETPUYHHUX CTPYKTypa
MOJKE ce CBeCTH Ha cepujy aHanmmza 2-D mpeceka kopumhemem O0p3e @ypujeoBe Tpanchopmarmje
(enrnecku: fast Fourier transform, ckpaheno: FFT) [58]-[64]. Kaga je u moOyaa poTamuoHO
CHMETpHYHA, TPo0JieM ce CBOAM Ha aHanu3y jeaHor 2-D mpeceka [50], [65]-[67]. On unTepeca 3a
OBY aucepTanujy Ouhe pOTalMOHO CHMETpPUYHE CTPYKType HamajaHe POTAalMOHO CHUMETPUYHOM
noOynoMm. EnemenTn came cTpykrype Mory Outh ox Merana (ca uiau 0e3 ryburtaka) wid
nuenekTpuka (ca niam 0e3 ryouraka).

1.2.  JIONPMHOCH UCTPAKUBAIbA

VY nocnenmux 70 ToauHA MOCTOJH CTAHO MOBehame pacmoyioKUBUX PadyHAPCKUX pecypca,
Koje oTBapa MOTyhHOCT 3a €JIeKTpOMAarHeTcKy aHaJlu3y ca yHamnpena AeguHucaHoM TayHolnhy 3a
BpeMe MpPHUXBATJbUBO Yy MHXEHEepcKoj mpakcu. [locToju pactyhu nHTEpec 3a eIeKTpOMarHeTCKOM

1 360r jenHocTaBHOCTH HM3paXkaBama, y 0BOj JOKTOPCKO] JUCepTaLuju fie ce Mo TepPMUHOM MOJ TI0APa3yMeBaTH
HudopmaH, paBaH, JTMHU]CKH TOJIAPU30BAH T .
OpMaH, paBa c 0JIaPH30BaH Tajac
2V 0B0j aMcepTanuji KOMIUIEKCHH OpojeBn Hehe OUTH MOAByUYEHH.
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aHAJIM30M JI0 MAIIMHCKE TaYHOCTH, Tj. Ca CBUM 3HA4YajHUM IK(]pama Koje padyHapcKa IpeacTaBa
OpojeBa ca JBOCTPYKOM Ta4HOIINY MOXe J1a MOIPKH.

PanoBu koju ce GaBe WHTETpanyjoM CHHTYJApHUX (QYHKIMja, OWIO EKCTpaKIHjoM, OHIIO
MOHUIITABAKEM CHUHTYJIAPUTETA, YIJIABHOM CE€ OJHOCE HA KBA3UCHHTYJIAPUTETE M CHUHTYJIAPUTETE
Koju ce cpehy npu 3-D enexTpoMarseTrckoj aHaau3u MeTooM MoMeHaTa. Kako cy cuHrymaputeTu
npu 2-D ananms3u apyraudjer obnuka (M pa3aMyUTH 33 Pa3IUYMTE TUIOBE MOOy/a), Ha HUX HE
MOTy OUTH AUPEKTHO MPUMEHEHE UCTE CMEHE, OTHOCHO €KCTpaKIIje.

Y 0BOj nucepranMju TPENJIOKEHE Cy CMEHE 3a KOje je TEOPHjCKM M HYMEPUYKUM
eKCIIepUMEHTHMa JO0Ka3aHO Jia [OHMINTABajy CHUHTylapuTrere Koju ce cpehy mpu
eJIEKTPOMAarHeTckoj ananusu 2-D cTpykTypa Kajga ce 3a anpOKCHMalWjy T'yCTHHA CTpYja KOpHCTE
MMOJIMHOMHM Kao 0azucHe GpyHKirje. ['ycThuHe cTpyja MOTy ce MpeacTaBUTH Kao (PyHKIHja caMo jeTHE
(KpUBOJIMHUJCKE) KOOpJHMHATE, Ta Cy HWHTETpaId INpPH OBOj aHAIWM3U JHHUjCKA. CBaka on
MPeJIOKEHUX CMEHA IMOHUIITaBa CBE CHHTrysnapuTere 2-D ananuse, MITO 3HAYU Ja je€ JOBOJHHO
KOPUCTHUTH jeHy cMeHy U y ciydajy TM u TE moza nHImaeHTHOT Tanaca.

Tpanchopmanivje cy uMITIEMEHTHpaHE Ha padyHapy ca pemnpe3eHTanujoM OpojeBa y
JBOCTPYKO] TAuyHOCTH W TIOKa3aHO je Ja ce, HaKoH IUXOoBe mpuMmeHe, [ ayc-JlexxanapoBom
KBaJIpaTYpHOM MHTETPalldjOM MOCTHXKE BUCOKA TadyHOCT (Oiucka MamwuHCckoj). Pa3smarpane cy
TpakKe Koje Cy y MOMPEYHOM IPECEKy Pa3IuuuTUX 00JHKa, O TOTIYHO paBHE JI0 BPJIO 3aKpUBJbEHE
napaboiie, 3aTHUM Pa3IMYUTHUX OTBOPEHUX U 3aTBOPEHUX IMOMPEYHHX Mpeceka. Hymepuukum
eKCIIepUMEeHTHMA TIOTBpHEHO je 1a je 3a CBaKW OJ pa3MarpaHux oOnmka Moryhe w3padyHaTtu
MHTErpaje ca BUCOKOM TayHOILIhy, OAHOCHO Ja OOJMK MOIMPEYHOT Mpeceka MoKe OUTH MPaKTUYHO
MIPOU3BOJHAH AKO C€ KOPHUCTE MPEATIOKEHE CMEHE.

Cpaka o cMeHa MMa jelaH WM JBa MapaMerpa YHWjUM je ONTHUMAIHUM IOJIeHIaBambeM
onpehen mmHMManan Opoj Tayaka 3a ["ayc-JlexxanapoBy HWHTErpamnmjy HaKOH KOjeé C€ MOCTIIKE
BHUCOKa TayHOCT. YmopehuBameMm MOTpEeOHOr Opoja MHTErpallMOHMX Tayaka 3a BHCOKY TayHOCT
CBUX pa3MaTpaHWX CMEHa, MOXE ce MPUMETHTH Ja cy paziuke oko 10 %. YTepheno je u ga 6poj
Tayaka MHTErpalyje MpeBacXOJHO 3aBUCU OJf €JEKTPUYHE IIUPUHE TpPaKe, OJHOCHO Off
MaKCHUMAaJHOT penia kopuiithene 0a3ucHe GpyHKIH]E.

Ha jeaHoj ox cMeHa cripoBezieHa je ceprja HyMEpUUYKUX eKCIIepUMeHaTa Ha OCHOBY KOjUX Cy
anpoKCHMHUpaHe aHAIUTHYKE GopMmyJie 3a oApehuBame napaMerapa Tpancopmanmje u noTpedHor
Opoja MHTErpallMOHMX Tayaka 3a BHCOKY TAayHOCT, a KOj€ 3aBHCE CaMO O]l HEHE EJEeKTpUYHE
MUpHUHE, annd He B o0nmKa 2-D cTpykType wim mMoja MHIUACGHTHOT Tajaca. THMe je TpeaioxkeHa
ayTOMaTCcKa IpoLeaypa KOJOM C€ CHHTYJIapHM HHTErpald MOTY HM3padyHaTH ca BpJIO BHUCOKOM
TavyHOIINy aKo je rmo3Hara camo mupuHa Tpake. [Iporenypa je BepupukoBaHa Ha MpUMEpUMa TpaKa
KOje HUCY OMJIe Y CKYITy eKCIIepUMeHaTa Ha OCHOBY KOra Cy aHaJIMTHUKe (hopMyJie alpOKCUMHUPAHE.

Bucoka tauHoct mHTerpanuje omoryhuna je xopuniheme (yHKIHMja 0a3uca BpJIO BUCOKOT
pena mpH IeN0J0OMEHCKO] aHalu3M Koja je oBae crhpoBeneHa. Kao mro je Beh peueno, 3a
[IEJIOZIOMEHCKY aHalM3y MOTpeOHe Cy TPH O YETHpPHW HETO3HaTe 10 TallaCHOj AY)KMHHU Kaja ce
Kopucte ¢yHkuuje O6a3uca Bucokor pena. Onarne cieau Ja je 3a eleKTpuuku Behe cTpykrype
noTpebaH BUIIM pej apoKCUMaIlije, a CHHTYJIapHe HHTerpaie ca GpyHkijama 6a3uca BHIIET peaa
TeXe je u3padyHaTH. Mnak, kako Cy MpeUIo)KeHUM CMEHaMa CHUHTYJIApUTETH MOHUIITEHH, TO
TayHOCT WHTerpajia HakoH [‘ayc-JIexxaHIpoBe WHTErpalje NpeBacXOAHO 3aBUCH O] Opoja
pauyHCKHX orepalyja Koje je MoTpeOHO CIpOBECTH, OAHOCHO Opoja MHTErpallMOHUX Tadaka. Kako
je cama omoryheHna BHCOKa TAYHOCT MHTETpaja ca BpJIO BUCOKUM pefioM O0a3ucHUX QyHKIIH]ja, TO j&
Moryhe CTpyKTypy HOJENUTH Ha eNeKTPUYKH BPJIO BeIUKe eneMeHTe. Tume ce MoCTHke Opxka
KOHBEPIreHIH]ja eJIEKTPOMAarHeTCKUX pe3yJiTaTa Y OJHOCY Ha CUTYyaIlM]y Kaja ce Kopucte GyHKIIH]je
6a3uca HyNATOI pela ca UCTUM OpojeM Hemo3HaTuX (anu BehuM OpojeM ereMeHaTa CTPYKTYpe).
OcumMm Tora, 60Jb€ Cy ampoOKCHMHpaHA CHHTYJApHA TIOHAIalka CTPyja Ha KpajeBUMa CTPYKTYpE.
MakcumanHa OIMpUHA Tpake 3a KOjy j€ CIHpPOBEIeH HYMEpHYKH EKCIIEPUMEHT pauyHama
cuHrymnapHor unterpaia je W=16000 A , rae je A TajmacHa IykHHa y ci1000JHOM MpocTtopy. Ilpu

Tome je pen Oasucue pynkmmje 6uo 56000. [Topehewma pamu, makcumanan pen pynkuuja 6aszuca
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KOJU Ce TPEHYTHO KOPHCTH Yy KoMmepljarHoMm codTBepy je oko ctotuHy [68]. Mmak, Ha Tparm
enektpuyHe mupuHe W=16000 A HuCy u3pauyHaTe anpoOKCUMAallMje TYCTHHA CTPYja, jep je BpeMme

W3BpIIaBama IporpamMa OWII0 HENpuXBaT/FUBO Ayro. Hajeha Tpaka Ha Ko0joj Ccy H3pauyyHare
ampoKcuMalldje ryCTHHa cTpyja je mmpune W = 4000 A .

Pesynratm Hymepuuke aHaiuM3e ca OPEAJIOKEHUM CMEHama, Tj. IEJI0JIOMEHCKE
arnpoKCHMaIlMje TYCTHHA CTpyja Ha Tpakama, Bepu(HKOBaHU cy ynopehuBamem ca pesynraruma
IO0MjeHUM KOMEpIHMjaTHUM CO(TBEpOM. ANpPOKCHUMAlMje KOHBEPTUPAjy IOHEKIE Ppa3IMuUTHM
BpEIHOCTHMA, MOCEOHO Yy OKOJMHHU KpajeBa, Ma ce Ha Tpakama mupuHa g0 W=400A oHe

pasnukyjy 3a oko 1 %, mocmaTpajyhu cBe mpaBIie HHIIUISHTHOT Tajaca.
Tpake Beoma BENMKUX €JIEKTpUUHUX ImupuHa, g0 W=4000 A, Takohe cy aHanmm3upaHe

MIPEITIOKEHUM MOCTYIIKOM, HAKOH Yera je JoOWjeHa alpoKCHMaIlrja TYCTUHE cTpyje ynopeheHna ca
ampoKcuUMaIjoM u3 KoMmeprujaaHor codtBepa. OBUM je MOTBpHEHO na ce IeJIOJOMEHCKA
ampoKCHMaIFja CTpyja Ha TpakaMa MOXK€ KOPUCTUTH H 32 BPJIO IIMPOKE TPaKe MO/ YCIOBOM Jia Cy
CIIEMCHTH MATPUIC CHUCTEMa, Tj. CHUHTYJIAPHU WHTETPaM, WU3padyyHAaTH Cca BUCOKOM Ta4HOIIOYy.
Jlpyrum peurMa, eJIeMEHTH CTpyKType mory Omtu aumensuja u mo 4000 L. OBo je yjenHo u

MaKCHMaJlHa OIMPHHA TPaKe aHaJM3HpaHa IeJT0AOMEHCKOM aHaIu30M. Pa3ior orpanuyema je mpe
CBEra y €aMoj pauyyHapCKO] MMIUIEMEHTALMjU KOjOM Cy 3a OBY TpPaKy 3ay3€TH CBU PauyyHCKH U
MEMOPHjCKH PECYpPCH Ha JOCTYITHOM padyHapy.

[Topen mHymepuuke aHanuse ca BUCOKOM TauHomhy 2-D ctpykrypa, mucepranmja ce 6aBu u
HYMEPHYKOM AaHaJM30M Ca BHCOKOM TAauyHOIINY pPOTAIMOHO CUMETPHUYHUX CTPYKTypa. AKO
u3y3MeMo ommry aHanusy 3-D cTpykTypa, y OTBOpEHO] JuTepaTypd HeMa MOCTyHakKa KOjH
aHATM3UPajy POTAIIMOHO CHMETPUYHE METANO-IUEICKTPHYHE CTPYKTYpe METOAOM MOMEHaTa ca
BUCOKOM TauHomhy. MoTuBanuja 3a 0Baj /1€0 UCTpaXKMBama MOTHYE O] MOTpede 32 HyMEPHUKUM
MOJICJIOM POTAI[IOHO CHMETPHYHE KOMOpPE 3a MEpeme IUEIEKTPHUYHUX Iapamerapa Ha BHCOKUM
y4ecTaHOCTUMA.

VY okBHpY OBE JAOKTOPCKE AMCEpTallMje MpeIokKeHa je CMeHa KOjOM C€ MHTEerpaiu Koju ce
cpehy mnpu aHamM3M pPOTALMOHO CHMETPUYHMX CTPYKTypa MeETOJOM MOMEHaTa, HaKOH
["anepkrHOBOT TeCTHpama, MOTY H3padyHaTH ca BHCOKOM TauHomhy. Kako cy mHTerpamm cama
MOBPIIMHCKH, TO CE CMEHa OJHOCH Ha jBe koopauHare. C npyre crpase, Beh je peueHo na je y
cBakoM 2-D mpeceky koju caapike oCy CHMETpHje pelickhe mpodiieMa HCTo Kajia je U modyaa OCHO
cuMmerpuyHa. Mnak, mpeTxoaHo NpeaokKeHe CMEHe Ce cala He MOTY TUPEKTHO UCKOPUCTHUTHU. JenaH
pasJIor je IITO Cy MHTETPaJIM cajia MOBPIIMHCKHU, jep Cy CTPYje U HaelIeKTpHUCama PacloieJbeHH 0
1IeJI0] TOBPLIM CTPYKType, Ma TMOCTOjU M Jpyra KOOpJIMHATa Kojy je Takohe mnoTrpeGHO
TpaHchopmucatu. Jlpyru pasior je mTo ce NMpH aHATU3W POTAIMOHO CHUMETPUYHHX CTPYKTYpa
110jaBJbYjy ¥ HEUITO JIpYyrayuju OOJIHMIIM CUHTYJIapUTeTa.

Kopucrehu ce npeasiokeHoM aHanM30M ca BUCOKOM TadyHoUIhy, MPeACTaBIbEH j€ HyMEpUUKU
MOJIeJ POTALMOHO CHUMETPHUYHE KOMOpE 3a MeEpeme IUEeNeKTPUYHMX IapaMeTapa MaTepujaina.
3axBasbyjyhu mpeiokeHo] CMEHU TauHOCT pe3yJiTaTa MpeIoKEeHOI HyMepHUKor Mozena Beha je
OJl TAYHOCTU CaMHX MeEpema, a MOJEeNl je YCIEUIHO KOpHUIIheH MpU H3/Bajamby TUENEeKTPUYHHX
nmapamerapa marepujana. JlogaTHO, pa3BojeM OBOT HYMEPHUYKOT MOJela 3Ha4yajHO j€ MoMepeHa
ropma IpaHHlla Meperma rapaMerapa JUeNIeKTpHKa JOCTYITHOM KOMOPOM JyOOKO Yy MHKpOTajlacHe
ydecTaHocTd. [IpeTxomHO orpaHWueme ydectaHOCTH Omio je Ha oko |1 GHz, a mocnemuma je
kopuiihema KBa3UCTaTHUKOT Mojiea komope [65].

Behuna kiby4HUX TOMpUHOCA OBE AHUCEpTalMje MyOJIuKOBaHa je y:

e J. G. Perovic, D. I. Olcan, B. M. Kolundzija, and A. R. Djordjevic, “A Singularity
Cancelation Transformation for Entire-Domain Analysis of 2-D Structures With High-
Precision Integration,” IEEE Trans. Antennas Propag., vol. 67, no. 4, pp. 2522-2533,
Apr. 2019, doi: 10.1109/TAP.2019.2891401 (M21, IF 2019 = 4,371) [14]

e J. G. Petrovic, D. I. Olcan, N. N. Obradovic, and A. R. Djordjevic, “High-Precision
Method of Moments Applied to Measurement of Dielectric Parameters at Microwave
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Frequencies,” IEEE Trans. Microw. Theory Tech., pp. 970-979, 2021, doi:
10.1109/TMTT.2021.3136294 (M21, IF 2021 = 3,599) [66]

e J. G. Perovic and D. I. Olcan, “An Entire-Domain Analysis of Very Large 2-D
Scatterers in TM mode Using Gegenbauer Polynomials,” in 2019 IEEE International
Symposium on Antennas and Propagation and USNC-URSI Radio Science Meeting,
Atlanta, GA, USA, Jul. 2019, pp. 561-562. doi:
10.1109/APUSNCURSINRSM.2019.8888988 (M33) [69]

e J. G. Perovic and D. 1. Olcan, “An Entire-Domain Analysis of Very Large 2-D
Scatterers in TM mode Using Gegenbauer Polynomials,” in 2019 IEEE International
Symposium on Antennas and Propagation and USNC-URSI Radio Science Meeting,
Atlanta, GA, USA, Jul. 2019, pp. 561-562. doi:
10.1109/APUSNCURSINRSM.2019.8888988 (M33) [70]

e J. G. Petrovi¢ and D. 1. Ol¢an, “Solving 4,000 Wavelengths 2-D TM Scatterer Using
Entire-Domain High-Precision MoM,” in 2021 IEEE International Symposium on
Antennas and Propagation and USNC-URSI Radio Science Meeting, Marina Bay
Sands, Singapore, Dec. 2021, pp. 1337-1338 (M33) [71]

e D. 1 Olcanand J. G. Petrovic, “Advances in entire-domain high-precision 2D method
of moments analysis,” in Proceedings of 15th Interantional Conference on Applied
Electromagnetics, Nis, Serbia, 2021, pp. 19-22 (M33) [72]

1.3. CTPYKTYPA JIMCEPTAIIAJE

Jucepramyja je moJespeHa y IeT MOoraBiba.

Kparak yBox y mpobieme Kojuma ce Jucepranuja 6aBy, nperies JUTepaTrype, Kao U CaXKeTak
TJIABHUX JONPUHOCA pelIehUMa TUX MPpo0OJieMa MPUKa3aHu Cy Y OBOM IOTJIaBIbY.

VY nornasspy 2 aT je KpaTak Iperjie] pelaBamba cucteMa MakcBelIOBUX jeJHAYMHA METOJOM
MOMEHaTa y ommTeMm ciyd4ajy. Hajmpe cy y oxemunmma 2.1 m 2.2 mpencraBibeHe MakcBenoBe
JeHaYMHE Y CBOM OCHOBHOM OOJIMKY, Y BPEMEHCKOM U KOMIUIEKCHOM ((PEKBEHLINJCKOM) JIOMEHY.
3atuM cy y 0J1eJbKy 2.3 YBEACHN MarHeTCKH U3BOPH 110Jba, CTPYj€ M HACIEKTPHCamkha, HAKOH Yera Cy
MakcBenoBe jeHaYMHE W (OPMAIHO MPOLIMPEHE MArHeTCKUM M3BOpPHMA I0JbA Y OJEJbKY 2.4.
VBeneHNn Cy MarHeTCKd W €JeKTPUYHM BEKTOp M CKajlap MOTEHIHWjald y OfeJbKy 2.5, rae je
MOKa3aHo U Jia ce€ MOMEHYTH CUCTEM jeJHAUMHa MOXe TpaHC(HOpMHUCATH TaKO J1a Cy TYCTHHE CTpyja
HEeMmo3HaTe BeIMYMHE. Y O7eJbKY 2.6 JaT je KpaTak OCBPT Ha TEOPEMY MOBPIIUHCKE CKBUBAJICHIIH]E,
koja he Outm kopumiheHa Mpu pelIaBamy €JIEKTPOMArHeTCKUX mpolseMa y OBOj AMCEpTaLUju.
Anpokcumanyje TYCTHHAa TOBPUIMHCKHX CTpyja YBEIE€HE Cy VY OJeJbKy 2.7. 3atum je y
onespiMMa 2.8 u 2.9 MIyCTpOBaHO Kako c€ W3 cucTeMa MakCBEJIOBUX jeJHAuMHA, y CIy4ajy
CTPYKTYpa KOje caJip’ke caMO METalTHE CerMEHTe, J0JIa3H 10 CHCTEMa JIMHEAPHUX jeHaYNHa, YHje
Cy peleme KoeQHIMjeHTH y anpokcumMaiijama crpyja. CindHo je ypaheno u y onesbky 2.10 3a
METaJO-AUEICKTPUIHE CTPYKTYPE.

JIBOAMMEH3MOHAITHY NTPOOJIEMH M MPEAJIOT MOCTYIIKA IBHUXOBE aHAIN3€ ca BUCOKOM TayHouthy
NpUKa3aHU Cy y Mornasipy 3. ['eomeTpuja aHanM3upaHUX CTPYKTYypa U cama IocTaBKa rnpobdiiema cy
ormmcanu y onespituma 3.1 u 3.2. M3pa3u 3a pacejaHo moJbe y KOHKPETHUM NPOOJIeMUMa JIaTH CY Y
oJIeJbKy 3.3, HAKOH Yera je y 0J1eJbKy 3.4 TUCKYTOBaH M300p 0a3MCHHUX M TEKUHCKUX (YyHKIHja. 3a
OasucHe QyHKIIMje n3a0paHu Cy OPTOTOHAIIHU TMOJUHOMH, U TO Y HajBehem Opojy mpobiiema y oBOj
aucepranvju JlexaHApOBU TMOIMHOMH, JOK Cy M300p TeXHHCKMX (yHKnMja [lupakoBu (menra)
UMITYJICH, Tj. KOpUIINEHO je mojienaBame y Taukama. Kako je nmpu popmupamwy cucreMa JMHEapHUX
JeHaYMHAa pAyyHCKM HAaj3aXTEeBHHUJH 3aJaTak padyHame eJeMeHaTa MaTpHulle CHUCTeMa, Tj.
WHTETpaja ca CHHTYJApHUM IIOJAWHTETPATHUM (QYHKIWjamMa, y OIeJbKy 3.6 mpencTaB/beHa je
OCHOBHA HJI€ja TIOHHUINTaBamba OBUX CHHTYJApUTeTa yBOleHmEeM IOTOJHUX CMEHa ca onpeheHum
ocobmnama. OHa je paspaheHa y onesbKy 3.7, TIe je MpUKa3aHO HEKOJMKO HhEHUX peaju3alfja.

8



Jlokasu J5a TIpeasIoKEHE CMEHE 3aucTa TOHHWINTABajy CHHTyJIapurere Koju ce cpehy y
eJIeKTpoMarHeTckoj ananuszu 2-D npobnema natu cy y oxesbky 3.8. HakoH mro cy cMeHe yBeaeHe,
UHTETpaJIM ce€ MOy H3pauyHaTH ca BHMCOKOM TayHomihy kopucrehu ce cranpapaHom [ayc-
JlexxanpoBOM HyMepHU4YKOM HHTerpamujoM. Haunn mpouene Opoja Taunux mudapa xopumrhen y
OBOj AMCEpTaLUjU IpUKa3aH je y oaesbKy 3.9. OnTuMaaIHUM [0JIeIIaBakEeM ITapaMeTapa CMeHa, Kao
IITO je TO onucaHo y oaesbky 3.10, moryhe je cmamuTH Opoj MOTPEOHUX MHTETPAIMOHMX Tayaka 3a
MaKCUMalHy Ta4HocT. JlojaTHa aHajm3a jeqHe o cMeHa (CMeHe ca eKCIIOHCHIMjaTHUM YIAHOM),
KOja ce Ipe CBera 0JIHOCH Ha MpoIleHy Opoja NOTpeOHNX MHTErPAllHOHMX Tauyaka 3a HHTETpaljy ca
BHCOKOM TauyHoIIhy, nmpuka3aHa je y ofesbky 3.11. V uctoMm ojesbKy omnmcaHe Cy U ONTHMHU3AIIN]E
KOje Cy MMalie 3a IJb CMamkemhe MOTPEeOHOr Opoja MHTETpallMOHUX Tadaka 3a BHCOKY TayHoCT. Ha
OCHOBY BEJHMKOI Opoja CIPOBEICHHX HYMEPUUYKUX €KCIIepUMEHaTa, [apaMeTpu jelHe OJ
MPEIJIOKEHUX CMeHa (CMEHE ca TaHTeHCOM), Kao W MoTpedaH Opoj MHTETrpallMOHUX Tadaka 3a
MHTETpalyjy ca BUCOKOM TayHOIINy, alpOKCUMHMpaHHU Cy aHAIMTUYKUM (popMyliama Koje 3aBHce
caMo O]l eJeKTpUYHEe MmupuHe aHamusupane 2-D crpykrtype. Tume je mpemiokeHa ayTomarcka
Ipolelypa 3a MHTErpalujy ca BUCOKOM TauHolnhy, eTajbHO OnKcaHa y oJesbKy 3.12. AHaIUTHUKU
n3pas3u Bepu(UKOBAHU Cy HA TIPUMEpPUMA CTPYKTypa KOje HUCY OHJie y eKCIIEPUMEHTUMA Ha OCHOBY
KOjUX cy aHanuTudke ¢opmyne uspeneHe. Kpajmu umb Hymepuuke ananuze 2-D pacejaga Ouo je
padyHame TyCTHHA TNOBPIIMHCKUX CTpyja Ha HMCIUTHBAaHUM CTpykTypama. Jla Om moOujeHu
pe3yaTatu OMIM IMPOBEPEHH, OHU cy ynopeheHu ca pesyinraTMMa KoMmepLujaqHor codTBepa U
3ajemHo mpejacTaBbeHn y oxaesbky 3.13. Konawno, m36op JlexxaHapoBux monwmHOMa 3a Oa3ucHE
dbyHKIMje, Ka0 W KpaTka auckycuja o ['erenbayepoBuM u YeOuieBbeBUM IMOIMHOMUMA Kao
0asucHUM (yHKIMjaMa y ampoKCHManujama cTpyja npu aHammsu 2-D crpykrypa, gatu cy y
onesbKy 3.14, unMe je 0BO MOTJIaBJbe 3aKJbYUEHO.

Hymepuuka anammza ca BucokoM tayHomhy 3-D cTpykTypa ca pOTalMOHOM CHMETpPHjOM
(BOoR ctpykTypa) mpeacraBibeHa je y moriaBiby 4. MoTuBaIMja HyMEpPUYKE CICKTPOMArHeTCKe
aHaJM3e MOMEHYTHUX CTPYKTYpPa, KOje Cy CacTaBJbEHE JEIIOM OJf METAHUX, a JIEJIOM OJ1 JI€0-TI0-7I€0
XOMOTEHMX JIMENIEKTPUUHUX €JIEMEHATa, je U3/IBajame UEIEKTPUUHUX MapameTapa HEMarHeTCKUX
Marepujana. Ta aHanuza je JeTajbHO omucaHa y ojesbKy 4.1. Onuc reomeTpuje jeIHOT eIeMEeHTa
CTPYKTYype, oJroBapajyher J0kaaHOr KOOpAMHATHOT CUCTEMa U BEJIMYMHA KOje ra KapaKTepuIly AaT
je y onerpky 4.2. Kopumhena moOyma y HymepudkuM mojenmuma je TEM mpcTeH MarHeTcKux
CTpyja, YMjU je KpaTak omMc Jar y ojesbky 4.3. JeaHa oI NpPeJHOCTH aHaiMu3e POTAILOHO
CUMETPUYHMX Yy OJHOCY Ha OMIITH ciy4aj 3-D cTpykTypa je mTo ce rycThHEe MOBPIIMHCKUX CTpYyja
MOTY MPEJICTaBUTH Kao QyHKIMje camo jeaHe koopauHare. O Tome he Outu peun y onesbky 4.4, rae
Cy yBeIeHH OOJWIM alpoOKCHMMallMja TYyCTHHA EJIEKTPUYHUX M MAarHerckux crpyja. Cucrem
MakcBenoBHUX jeJHauYMHA je, YBOhemeM amnpoKCHMalldja U TeCTHpameM TEeXHHCKUM (QYHKLHjama,
TpaHC(OPMUCAH y CUCTEM JIMHEAPHUX J€THAYHMHA, a CBE MOCEOHOCTH U MOTOJHOCTH 300T pOTaLlOHE
cUMeTpHuje npobiieMa HCTakHyTe cy y ozaesbky 4.5. Kako ce u y oBuM mpoOieMuma mojaBibyjy
CUHTYJIAPUTETH Y MOJUHTETPATHUM (DyHKIIMjaMa Npu GpopMHpamy CUCTEMA JIMHEAPHUX JeTHAYMHA,
OJl KOJUX Cy HEKH JpYrauuju y OJHOCY Ha CHHTYJApUTETe y MPETXOJHO aHaiu3upanum 2-D
npoOieMruMa, TO je MOTPEOHO HBhUMa ce TMTOCEOHO M03a0aBUTH Y ITUJbY €JIEKTPOMArHETCKOT peliekha
ca BUCOKOM TayHouthy. ¥V oznesbky 4.6 mpe/io’keHa je CMeHa HaKOH KOje Ce MHTErpajH ca KojuMa
ce cpeheMo mpu HYMEpHYKO] aHAJIM3U POTAMOHO CHMETPHYHHX CTPYKTypa MOTY M3padyHaTH ca
BUCOKOM TayHolnhy. XapJBepcka II0CTaBKa EKCIepUMEHTa 3a U3/Bajarbe JUEIeKTPUYHHUX
napaMmerapa marepujaia, Kojy YMHEe MECHHIaHa pOTAallMOHO CUMETPHUYHAa KOMOpa, Y KOjy Ce MOXKe
yOanuTH y30pak MaTepujaia, M aHAJIU3aTOp MpeXka, OmMcaHa je y onesbKy 4.7. 3aTum je y
oniesbKy 4.8 mpencTaBibeH HYMEPUYKH MOZEN KOMOpe, KOjU Ce 3aCHMBAa Ha aHAIW3U POTAIIMOHO
CUMETPUYHHX CTpYKTypa. [lapamerpu Mozena u meroBe HyMepruiKe aHaIu3€ MOACLICHN Cy Tako Jia
TavyHOCT M3pavyyHATOT KOMIUIEKCHOT KoeduijeHTa pediekcuje Oyne Beha o1 TAUHOCTH W3MEPEHOT
KOMILIEKCHOT Koe(uIijeHTa peduiekcuje. Y 3aBpLIHOM o/esbKy 4.9 OBOT moriassba MpHUKa3aHH Cy
W3JIBOjE€HU JINCIICKTPUYHH TTapaMeTpH y3opka Tedona, kao u Matepujana Rogers 4350B u FR-4.

3akJbydak JucepTanmje Aat je y MoriaaBiby O.
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2. METOJ MOMEHATA

[Touerkom 19. Beka CIpOBENEHO je MHOTO €KCIIEPUMEHATa U TEOPHjCKHX OTKpuha y IHJBY
pasymeBama enekTpoMaruerckux nojasa. llapn Kynon je oxo 1780. romune mocraBuo KynoHos
3aKOH EJICKTpOoCcTaThke. 3atuM je AHape Ammep 1825. roauHe nomao 10 3aKOHA KOjU TOBE3yje
MarHeTcko IOJb€ Ca HaeJleKTpucamuMa y TOKpeTy (cTpyjom). Majkn ®Dapanej je OTKpHO
SJIEKTPOMArHETCKy HMHIYKIHU]y, KOjy cy oko 1834. maremarwuku yoOnmumumnu XajHpux JleHm u
®pann Epaer Hojman. /lerasbHHjOM aHaIM30M M CHCTEMATH3alMjOM OBHUX pajoBa Jyro ce 0aBHO
Ilejmc Kiepk Makcen, koju je y HH3Y pajoBa o0jaBibeHUX o1 oko 1850. mo oxo 1870. romuue
u3Beo npeko 20 jeaHayMHa Koje ONUCYjy enekTpomarnercke nojase. Konauno je OnuBep XeBucajnq
MPUMEHNO BEKTOPCKY aHAIM3Y Jla O]l CBHX jeJHaYMHAa Koje je MakcBen u3Beo GOopMyIIuIile YeTHPU
BEKTOPCKE jeHAaYMHE KOjeé YHMHE MOTIYH CHCTEM 3a ONKMCHUBAImE EIEKTPOMAarHETCKOT II0Jba.
Excnepumenrtanny mnoTBpay MakcBeNOBMM jenHauMHama Jao je XajHpux Xepi HH30M
excriepuMenTa kpajem 19. Beka. HakoH Tora je m BehuHa HayyHHMKa y MOTIIYHOCTH NPHXBaTHIIA
MakcBennoBe jeJHaunHe Kao MOJIa3Hy TauKy 3a pelaBame eIEKTPOMarHeTCKux mpoodiema [73].

[lpema nocajammuM Ca3HaKBMMa, MAKPOCKOICKO EINEKTPOMArHeTCKO TOJbe HEMOKPETHUX
CpeluHa y MOTIYHOCTH j€ OMNHCAaHO Momohy MoMeHyTe ueTHpu MakcBeloBe jelIHaYlHE Y3
KOHCTUTYTHBHE penandje. Y jeHaunHama (QUTypHINy CTpyje, HaeleKTpucama U 1ojba. AKO Cy
MO3HATE pacro/ielie U3Bopa Mojba (CTpyja U HACJIEKTPUCaAha), PEIIaBakheM OBUX JeIHAYNHA MOXKE CE
OJpEeIUTH pacrojiesa Mmosba, kao U oOpHyTo. Mnak, Bpio je Manu Opoj eneKTpOMarHeTCKHX
npo0JieMa 3a KOje TIOCTOJU PEIICHE Y aHATMTUYKOM OOJIUKY, Ma ce BehuHa MpakTUYHUX Tpodiema
peliiaBa anpoKCUMAaTHBHO HEKUM 011 HyMepuukux merona [4], [7], [12], [13].

Jenan HauMH Mozene HyMEPHUUKHUX METOJa 3a aHaIM3y €JIeKTPOMArHeTCKUX mpodieMa je Ha
3-D enextpomarnercky ananu3y monasehm on MakcBenoBux jenHaunHa (enrmecku: full-wave
computational electromagnetics) u acumnroTcke meronme. [IpBa rpyma meroja 3acHHBa ce Ha
HYMEpPUUYKOM pellaBarkby MakcBenoBuX jeqHaunmHa. HajmozHaTuju MeTonu KOju TPHIaJajy OBOj
rpynu cy metoa Momenara (enrmecku: method of moments, ckpaheno: MoM) [4]-[7], meron
KoHauHuX enemeHara (enrnecku: finite element method, ckpaheno: FEM) [8]-[11] u merton
KOHAYHUX pa3liika y BpeMeHCKoM jgomeny (enriecku: finite difference time domain, ckpaheno:
FDTD) [6], [12]. Hdpyroj rpymu npumagajy MeETOAM y KOjUMa cCe€, TOped HYMEpUYKHX
ampoKCHMaIlja 3a caMO pellaBamke CHUCTeMa MaKCBeJIOBUX jelHA4YMHA, YBOJIE W JIOJIaTHE
anpoKcUMallje caMuX jeqHaynHa. HajmosHatuju MeTroau W3 apyre rpyne cy (usndka onTHKa
(emrmecku: physical optics, ckpaheno: PO), reometpujcka ontuka (enrimecku: geometrical optics,
ckpaheno: GO), ynudopmua teopuja mudpakmmje (enrmecku: uniform theory of diffraction,
ckpaheno: UTD) uta.

VY HacTaBKy OBOrI MNorjaBjba Ouhe mpuKazaHe HEKE OCHOBHE TeOpeMe U 3aKJbyylldl U3
EIIEKTpOMAarHeTHKe, a 3aTuM he OWTH TPEACTaB/beH OCHOBHH TMPUCTYIl  pellaBamy
eNEeKTPOMArHeTCKUX mpobiieMa KopuIhelheM METo1a MOMEHaTa.
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2.1.  MAKCBEJIOBE JEAHAYUHE Y BPEMEHCKOM JOMEHY

Cucrem MakcBeNnoOBUX jeHAYMHA Y WHTETPATHOM OOJUKY, KOjU y TOTIYHOCTH OIHCYje
CIIEKTPOMArHeTCKO I0Jb€ Y TOCMaTpaHOM JIeily mpocropa, je [1]-[3]

§E-d|:—£%8-ds, iH-dl:j(u%}-ds, §D-ds=[pdv, §B-dS=0, 2.1)
S v S

C S

rae je E Bekrop enextpuuHor mosba (jemuauna [V/m]), H Bekrop mMarnerckor mosba (jeJHHUIA
[A/m]), D Bektop eneKkTpuuHe HHAYKIMje (WIH BEKTOP EJIEKTPHUYHOr TMoMmepaja) (jeauHHIA

[C/m?]), B Bexrtop MarHercke uuaykumje (jemmumma [Wb/m?]), J TycruHA 3ampeMHHCKHX
(enextpuunux) crpyja (jemumuua [A/m?]) u p sampemmHCKa TrycTHHA  (€ICKTPHYHHX)

HaeJeKTpucama (JequHHUIIA [C/m3]). Y nps.e aBe jennaunne C je mpou3BoJbHA KOHTYpa, JAOK je S

OTBOpPECHA TIOBPII OCJOKEHA Ha Ty KOHTYpy. OpHjeHTanuje MOBpPIIM W KOHTypE TIOBE3aHE CY
MIPaBUJIOM JIECHE 3aBOjHUIIE, Ka0 IITO je mpuka3zaHo Ha ciunu 2.1a. Y nocnenmwe nBe jeiHayuHe S
j€ 3aTBOpeHa MOBPIIL, OpUjEHTUCAHA YIIOJbE, a V HEH JIOMEH, Kao IITO je CKUIMpaHo Ha ciunu 2.16.
IlpBa jemnaumna y (2.1) je moceban ciyuaj PapajejeBor 3aKoHa €JIEKTPOMArHETCKE HHIYKIIH]C
KaJla Cy CpeIMHe HEMOKPETHE, APYyTa jeJJHaunHa Ce jOIl Ha3WBa U YOIIIITCHH AMIIEPOB 3aK0H, Tpeha
yonmTeHnu ['aycoB 3akOH W 4YeTBpTa 3aKOH KOH3epBaluje MarHeTckor ¢uykca. CBe HOMEHyTe
SJICKTPOMArHETCKE BEIMYMHE 3aBHCE OJ1 BEKTOPA MOJIOKAja I' 1 BpemeHa 1.

dl

(a) (6)
Ciuka 2.1. Unycrparnuja npaBuiia JeCHe 3aBOjHHIIE 3a OpHjeHTalU]je (&) KOHTYpE U TIOBPILH OCIIOBECHE Ha
KOHTYpY U (0) 3aTBOpEHE MOBPIIIH.

Jla 6u cucrem jenHaumHa (2.1) 6uo MOTMyH, MOTpeOHE CYy M KOHCTUTYTHBHE penarmje. M3
BUX ce Mory m3pauyHatd Bektopu D, B u J 3a mosnare Bexktope E u H. Koncrutytusne
penanuje cy y ommrem ciay4ajy Bektopeke [1]-[3]

D =D(E,H), B=B(E,H), J=J(E,H). (2.2)

Wnak, sBexktopu D, B u J mpaktuyHo cy ¢yHKUMje camo jeaHor on Bektopa E u H, 1). y
HajBeheM Opojy mpakTuuHUX ciay4dajeBa Baxu 1a je D=D(E), B=B(H) u J=J(E). ITocebHo, y
JMHEapHUM CpeIMHaMa KOHCTUTYTHBHE penanuje umajy cieaehn oomuk [1]-[3]

D=¢E, B=pH,J =cE, (2.3)
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rIe Ccy € | U G MEPMUTHBHOCT, IEPMEaOMITHOCT U Ccrieliu(UIHA TPOBOTHOCT CPEAUHE, PEIAOM.
W3 apyre u tpehe jeanaunne y (2.1) uzBoau ce jeqHaunHa kontuayurera [1]-[3]

f2-d5 =] Pav, (2.4)
S v

U3 KOje CIICIU Jla CE HAeJEKTPUCAmhe HE MOYKE CTBOPUTH HUTH YHHIITHTH, Beh camMoO TPEHETH W3
JEIHOT Jienia mMpocTopa y APYyTH.
Ha rpanunama ase cpenune ce u3 (2.1) u3Boae rpannyunu ycinosu [1]-[3]

nxE,-nxE, =0, nxH; -nxH,=J,, D,-n-D,-n=p,, B,-n-B,-n=0, (2.5)

rae je J, rycThHa HOBPIIMHCKUX CTpyja Ha TPaHWYHO] HOBPIIH, P, T'yCTHHA IOBPIIMHCKUX
cli000HUX HaeleKTpucawa Ha rpaHuyHoj nospmw, E,;, H,;, D, u B; cy Bekropu
€JIEKTPOMArHeTCKOr I10Jba HEMOCPEAHO y3 IpaHuMuHy nospu y cpeaunu 1, E,, H,, D, u B, cy

BEKTOPH €JIEKTPOMArHETCKOT MO0Jba HEMOCPETHO Y3 TPaHUYHY MOBPII y CPEIuHH 2, JOK je N
HOpMaJia Ha TPaHWYHY MOBPII yCMEpeHa OJI cpeauHe 2 Ka cpenuHu 1, kao mTo je mpuka3aHo Ha
cimuu 2.2,

n
cpeauHa l  ps

cpeanHa 2 € L2 O)

Cnvika 2.2. Y3 rpaHu4HE yCIIOBE.

2.2. MAKCBEJIOBE JEAHAYUHE Y KOMIIJIEKCHOM OBJIUKY

[TocebHO, y nMHeapHUM cpeAuHaMa Moryhe je yCIoCTaBJbame MPOCTONEPUOAUTHOT
eNeKTpOMarHeTckor moJba (eHrmecku: time-harmonic electromagnetic field) mpu uwemy cy cBe
eNEKTPOMAarHeTCKe BETMYMHE OJ1 HHTEpeca MPOCTONEPUOJMYHE U HCTe KpYXKHE ydecTaHocTH. CBaka
MIPOCTONEPUOTNYHA BEIMYNHA MOXKE CE TIPEICTABUTH jEAMHCTBEHHUM KOMIUIEKCHUM IPEICTABHUKOM
(bazopom) koju 3aBucH camo oja BekTopa mojoxaja r [1]-[3]. Tume ce pauyHcke omeparuje
3Ha4YajHO TI0jeTHOCTaBJbY]y C 003MpoM Ha TO na ce audepeHnupame MO0 BpEeMEHYy CBOJIM Ha
MHOXEHE, a HHTErpallyja Mo BPEMEHY Ha JIE/beHhe KOMIZICKCHOM KOHCTaHTOM, Kao mTo he OuTH u
JI0Ka3aHO Y HACTaBKY.

Heka je A(r,t) mpousBo/bHa MPOCTONEPUOAMYHA BEKTOpCKa BenuunHa. OHa ce MOXKe

3arrmcaTtu Kao
A(r,t) = 2A(r) cos(ot + o), (2.6)

rIe je ® KpyxkHa (yraoHa) y4ecTaHOCT, V2A(r) amMIuiuTyZa ¥ o movetHa (aza. Ha ocHoBy
Ojnepose popmyne

el* =cosa + jsina, (2.7)
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rae je e~2,71828.. OCHOBAa MPUPOMHWX JOTAPUTAMA, 4 | HMMarMHapHa jemmmmma (j° =—1),
MPOCTONEPUOINYHA BEIMYMHA MOXKE CE 3aIMCATH U Kao

A(r,t) = V2 Re{A(r)elY |, (2.8)

Kako cy y mpocTonepuoguyHOM peXUMY CBE BEJIMYMHE HUCTE KPYXKHE yUECTaHOCTH, TO MOXKEMO

. iot .
cmatpatu ga je €' 3ajeqHMYKM MyJITMIUIMKATHBHM 4IaH CBUX BEJIMYMHA, 4 32 KOMILUIEKCHH
MPEJCTaBHUK MTpocTonepuoauune Benuunne A(r,t) mnzabpatu

A=A(r)el*, (2.9)

e je KoMIuieKcaH O0poj y (hopMyJIH MMoIBy4EH.
JudepeHupame y BPEMEHCKOM JIOMEHY IIPECIMKaBa CE Yy MHOXKCHE KOHCTAHTOM jo Y

KOMILUIEKCHOM JIOMEHY jep BaXu
j(a+ot) )
—aAétr’t) =2 Re{A(r) dete:e0) . }: V2 RefjoA(rele e, (2.10)

. . OA(r,t)
OJlakJie, Ha OCHOBY JAe(pUHHIIM]jE (2.9), Baxku na J€ KOMIUIEKCHU IPEACTABHUK BEIUYUHE ———=

jenHak JoA.
Ha cnuyan HauMH J0Ka3zyje ce M Ja C€ MHTErpal IPOCTONEPUOIUYHE BEIUYHHE Y
BPEMEHCKOM JIOMEHY MPECIINKaBa Y IeJbCHhe KOHCTAHTOM j® Y KOMIUIEKCHOM JIOMEHY

[ A(r,0)dt =2 RefA(r) [Vt |= /2 Re{jico A(r)ej(““”t)}. 2.11)

[TpuMeTHTH 1a je KOHCTaHTa MHTErpaipje y pemewmy HeoapeheHor murerpana u3z (2.11) Beh
nmoctaBjbeHa Ha Hyiny. OmnpaBiame JIeKH y YHIBCHUIM Ja je pPeXHM KOjH aHaIH3HpPaMo
IIPOCTONEPUOIMYAH U Jia Cy CTOTa M CBE BEJIMYMHE MPOCTONEPUONYHE HCTE KPYKHE YUECTAaHOCTH.
JlonaBame HEHYJITE KOHCTaHTe OM pe3yITOBaJIO0 KOMIIOHEHTOM KOja HHj€ IPOCTONEPUOINYHA.

On oBor mecra ma Hajasbe OaBMheMO ce MCKJbYUYHMBO €JIEKTPOMAarHeTCKUM ImpolieMuma y
POCTONEepUOIUIHOM pekumy. CMaTpaheMo &1a Cy CBe eNeKTpOMarHeTCKe BETMYMHE KOMILIEKCHU
OpojeBu M TO Hehe OuUTH MoceOHO HaryamaBaHo. Pajy jeIHOCTABHOCTH 3amMca M MPEryieAHOCTH
TEKCTa KOMIUIEKCHH OpojeBU Hehe OUTH MOoABYUYEHH.

VBohereM KOMIUIEKCHUX IpEJICTaBHUKA EJIEKTPOMAarHeTCKUX BEJIMYMHA, WHTETpalHe
jennaunne (2.1) mocrajy

fE-dl=—jo[B-dS, fH-dlI=[(J+joD)-dS, §D-dS=[pdv, {B-dS=0, (2.12)
C S C S S v S .

a jelHaYMHa KOHTHHYHUTETa (2.4)
S v

JOK TpaHWYHH yCIIOBH (opMaHO 3aapkaBajy oOmmk kao y (2.5), amu cy cBe BelnnyuHe
KoMIUIeKcHe. [Ipu ToMe cy ryOuliy y TueneKTpuiuMa caip)kaHi y IMarnHapHOM ey KOMIUICKCHE
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MEPMUTUBHOCTH €, OJHOCHO TyOWMIIM Yy MAarHeTCKMM MaTepHjalHUMa Yy HMaruHapHOM Jeiy
KOMILIEKCHE TepMeadriIHOCTH | . Harme, KOMITJICKCHA IEPMUTHBHOCT CE€ MOYKE U3pa3uTH Kao [1]

e=¢gg(e' —Je" ) = gog', —jegoe’ tan §, (2.14)

rne je €', pernaTMBHAa NMEPMUTHBHOCT JAMENEKTPHKA, €', KapaKTepulle IMOJIapu3aluoHe TyOUTKe,
tand=¢"/¢' TaHrenc yrma ryOuTaka y IHMEIEKTPHKY, JOK je €, ~ 8,8541878176 2039 pF/m

MEPMUTHBHOCT Bakyyma. CIIMYHO, KOMIUIEKCHA TIepMeabritHoCT je [1]
H=po (', =1 ) = Hokty — JHoH, tan 3y, (2.15)

rae je W, =W, pejarMBHa MepMeaObWIHOCT Marepujaia, |, KapakTepulle MarHeTcKe ryOHuTKe,

[T =47-107" H/m mepMeabuiHocT Bakyyma, IOK je tan O, =W'/p' TaHreHc yria ryouraka y

MarHeTCKOM MaTepujaiy.

Cucrem MakcBenoBux jemHaunHa (2.12) ¢dopmaiHo Moke OWTH TPOIIMPEH yBOhEHEeM
MarHeTckux mnoOyna, Tj. MAarHeTCKUX CTpyja W HaeleKTpHcama. Bumie nerasba o oBoMme je y
onespiMa 2.3 u 2.4.

2.3. EJEKTPUYHE U MATHETCKE CTPYJE U HAEJIEKTPUCAIbA

Haenektpucame y mpocTopy Moxe OuTu Taukacto Q , pacno/iesbeHo 1Mo JIMHUJH, Tj. TUHH]CKO,
ryctuHe Q', 1Mo MOBpIIM, Tj. HOBPIIMHCKO, TYCTHHE P, WJIHM IO 3alPEeMUHH, Tj. 3alIPEMHHCKO,
ryctuse p . [lox mojMoMm enexTpudHa CTpyja HajIpe Cy cMaTpaHa camo Ccl1000Ha HAeIeKTpUCamka y
NOKpeTy (KOHIYKIMOHA cTpyja, eHriecku: conduction current) [1]. KonuenT je 3aTuM mpoupex
CKBUBAJICHTHIM AMIIEPOBUM CTpyjama, Tj. wianoM joD (enriecku: displacement current) koju ce
nojaBibyje y apyroj MakcBenoBoj jenHaunuu y (2.12). IToOyna ce Moxxe omucaté cTpyjama, ma je
YBEIICH U 1mojaM ToOyaHe enektpuuHe ctpyje J; (enrmecku: impressed current). Ilpu tome, Ha
OCHOBY pacrojieyie y MpoCTOpy, €JIEKTpUYHE CTpyje ce Jiele Ha 3ampeMHUHCKe, TyCcTHHe J,
MOBPIIMHCKE, TycTUHE J, U IMHUjCKe, jaunHe | .

JlyalHO ce MoOry mocMaTpaTH MAarHeTCKe CTpyje W HaeleKTpHCama, a KOju Cy CaMo
MaTeMaTHYKM KOHLENT YBEAEH paau Jakller pellaBamba eJeKTPOMarHeTcKux Mpobiema,
MPEBACXOJHO OHMX BE3aHMX 3a CpeMHe ca aueiekTpuuuma [1]. YV oBOj TOKTOpPCKO] AuMcepTanuju,
jeaHa kjaca mpobiema ca IuesekTpuiurMa ouhe aHalu3upaHa y noryiasiby 4.

I'yctune marmerckux ctpyja o3Haunhemo ca M, a moceOHO T'ycTHHE MOOYIHHMX CTpyja ca
M;. [yamHO eKBMBaJEHTHUM AMIIEPOBUM CTpyjama, Tj. wiaHy JoD je uwman joB, koju ce
nojasJpyje y npBoj MakcBenoBoj jennaunuu (2.12). Pacmonmene MarHeTckux cTpyja Takohe Mory
OUTH 1O 3ampeMUHM, MOBPUIMHM M JIMHUJH, OJHOCHO TOBOPUMO O 3alpeMHMHCKUM M,
noBpmMHCKUM M, u nuHHjckuM MarHeTckuM cTpyjama K [1]. AHaJOTHO eNeKTpUYHUM
HaeJIeKTpucamuMa, yBoJie ce (hopMaIHO U MarHeTcka HaeJleKTpHucama (MarHeTcke Mace). TaukacTto
MarHeTCKO HaelleKTpucame o3Haunhemo ca Q,, TyctmHy mmHHjckor ca Q', TycTuHy

MOBPIINHCKOT €a Pg, U TYCTHHY 3alIPEMHHCKOT Ca Py, .
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2.4. MAKCBEJIOBE JEAHAYUHE Y KOMIIVIEKCHOM OBJIMKY CA
EJEKTPUYHUM U MATHETCKHUM U3BOPUMA

MaxkcBenoBe jeaHaunHe ce (OpMaIHO MPOLINPY]Yy A0JaBamkeM MarHeTCKUX M3BOpa MOJba Kao

[2]

§E-dl=—[(M+ joB)-dS, {H-dl = [(J+ joD)-dS,
C S C S
(2.16)

§D-ds=[pdv, {B-dS=[p,dv.
S v S v

AKO ce u3y3Me MHHYC y MIPBOj jeAHAYMHN, MOXKE C€ YOUUTH JIa Cy caja jeaHadnne (2.16) dopmanHo
CUMETPUYHE Y OJJTHOCY Ha EICKTPHYHO U MAarHETCKO TOJbE.
N3 MakcBenoBux jeanaunta (2.16) cieme u oarosapajyhu rpaHudHu yciosu [2]

NxE —nxE, =-Mg, nxH;-nxH, =J;, D;'n-D,-n=pg, B;-n-B, -n=p,, (2.17)

rac cy Ms IMOBPHIIMHCKEC MArHeTCKeE Cpr_ie, a P HNOBPIIMHCKAa MAarH€TCKa HACJICKTpUCAka HaA

TPaHUYHO] MTOBPIIH.
JyanHo jemHaumHu KOHTHHyHMTeTa (2.13), HM3BOAM Ce W jenmHAUYMHA KOHTHHYHTETa 3a
Mar"eTcke CcTpyje

ffM -dS = j(o{pde. (2.18)

HudepenurjanHay oONMMLIM jeIHAYMHA KOHTUHYWUTETA, KOJU CY aHAJOTHH MHTETrpaHUM
oomummma  (2.13) m (2.18), cy divg, =—jop,, oanocHo div,M, = jop,, rae je div
IuBepreHyja mno oxarosapajyhoj mospumu. M3 nudepennujannux obimka ce 3a MO3HATE T'YyCTHHE
CTpyja MOTY jeIHOCTaBHO JOOMTH OJroBapajyhe rycTuHe HaeleKTpucama.

VY oKBHpY OBE JOKTOpPCKE JUCEPTAIje pa3MaTpaHe Cy caMo JIMHEapHe CpelHHe, a Iodyae cy
UCKJbYUYHBO MPOCTONEpHOaMUHE, na he y ¢okycy OutH periaBame cucrema (2.16). Kako ce mospa
MOTY U3pa3UTH MPEKO CTPyja U HaeleKTpHucama (kao mTo he OMTH MOKa3aHO y ofeJbKy 2.5), To 3a
MOo3HaTe MapaMeTpe CpelrHe, TeOMETpHjy mpobiieMa U pacmnojey modyaa, jenHaunne (2.16) unHe
CHCTEM HWHTETPAJTHHUX jeJAHAYMHA I10 HETO3HATHM EJIEKTPUYHUM CcTpyjaMma J © MarHeTCKUM
ctpyjama M. JlogaTHo, ako je y CBako] Ta4KM Ha TPaHUYHO] IMOBPIIM IO3HATa U pacrojena
TaHTEHIMjaJTHe KOMIIOHEHTe OWJIO eJEKTPUYHOT, OMJI0 MAarHeTCKOTI 10Jba, pelieme MaKCBeloBUX
jeqHaYMHa, OJHOCHO TIOMEHYTOT CHCTEMa HWHTETPaJHHX jeIHAauYWHA je, Ha OCHOBY TeopeMme
JEAMHCTBEHOCTH pelleHha eIeKTPOMArHeTckux mpooOiema, jeauHcTBeno [1]-[3]. /[pyraumje
dbopmynrcaHo, peleme Koje Y CBaKOj TauKW TPpaHWYHE TOBPIIN 3a70BOJbaBa IMPBa JIBa TPaHWYHA
ycioBay (2.17) jecte perieme TOCMaTpaHOT eIeKTPOMAarHEeTCKOT podieMa.

Tpakeme ampOKCUMATHBHOT PENIeHa 3a CTPYj€ EIEKTPOMArHETCKOT MpobieMa cacTojH Ce Off
HEKOJIMKO OCHOBHHUX Kopaka. Hajmpe ce npernoctaBu o0IMK arpoKcuMalyja yCTHHA eIeKTPUYHUX
U Mar"Herckux crpyja. Hajuemrhe y camum ¢yHKIMjaMa KOje apOKCUMHUPAJy CTpyje (QUrypuiry
HEMO3HaTH KOe(pHIM]EHTH Koje Tpeba oIpeIuTH. 3aTUM ce n3pa3e eJIEKTPUYHO U MAarHETCKO IM0Jbe
MIPEKO MPETIOCTaBFEHHUX alPOKCUMAaIlMja cTpyja. HamaxkemeM TaHTeHITHjalTHIX KOMIIOHEHTH 1T0Jha
Ha TPAaHUYHUM TMOBpIIMMA M HHXOBHM M3jeIHAUYaBAEM, Tj. IMOCTABJbAKEM T'PAaHUYHHUX YCIIOBA,
nobujaMo jemHadyMHE Koje Tpeba pemuTh 1a OMCMO HM3padyHald HEMO3HaTe KOePHUIMjeHTe W3
arnpoKCcHMallija CTPYyja, OJHOCHO Jla OMCMO HAllUIM almpOKCHUMATHUBHO PELICHE eeKTPOMAarHeTCKOr
npobiema.
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2.5. INOTEHIIUJAJIN

3a moTpebe jeIHOCTaBHU]ET padyHama M0Jba, YBOJAE C€ MAarHeTCKH BEKTOP MOTEHIWjal A u
CNICKTPUYHHU CKanap moteHuujan V Kpo3 cienely Be3y ca eNEeKTPUYHUM IM0JbEM U MarHETCKOM
uaaykigjom [1]-[3]

E.,=—-joA—-gradV, B, =rot A, (2.19)

rie je E, enexkrpuuno mosee, a B, MarHercka MHAyKuMja KOju HacTajy 300r mHpuUCycTBa
SNEeKTPUYHUX CTPYja M HaeleKTpHcama. [lyaHo, eneKTpUYHN BEKTOp MOTEHIMjald A, ¥ MarHeTCKU

cKayiap noreHuujan V,, nepuHucaHu cy jeJHaYNHaAMa
Bn=—JoA,—-gradV,, E, =r1otA,. (2.20)

rne je B,, marmercka umHmykmuja, a E, enekTpuyHO TOJbe KOjH HACTajy 300T MpHCYCTBa

MarHeTCKuX CTpyja U HaeleKTpucama.
Cazma je yKymHO €JIEKTPHYHO MO0Jbe, KOje TMOTHYE O] €IEKTPHYHMX M MArHeTCKHX CTpyja W
HaenekTpucamwa, E=E, +E,, 1ok je ykynna maraercka uanykuuja B=B, +B,.

AKo cy y JTUHEapHOj, XOMOI'€HOj, HEOTPAaHUYEHO] CPEAMHHU I03HATE I'YCTHHE 3allPEMUHCKUX
SNICKTPUYHUX CTpyja J W HaeleKTpucamwa p , moreHuujaiu A u V Mory ce mzpadyHaru kao [1]-

[3]

A = [ IO)F(r. )Y, V () { [o(r)ar,rav, (2.21)

a CIMYHO M moTeHuujamu A, u V, ako Cy Mo3HaTe paclnojelne 3alpeMHHCKUX MarHeTCKUX CTpyja

M wu HaenekTpucama p,, [1]-[3]
AN =2 M) PV, Vi (1) =ﬁ [on(r)g(r.r)av. 2.22)

rZie je ' BeKTOp I0JIoXkKaja U3BOpa IMoJba, I BEKTOp MOJI0XKaja Tauke y KOjoj ce padyHa rnosbe, V'
JIOMEH y KOM II0CTOje U3BOPH I10Jba, Kao IITO je TMpHKa3aHo Ha ciuiwm 2.3a, a g(r,r') oarosapajyha

I'punoBa @yukuuja. O I'puHoBOj hyHKIIMjU Ouhe Bullle peun KacHUje.
CanyHO, ako y JIMHEapHOj, XOMOTI€HOj, HEOrpaHMYeHO] CPEIUHHM IIOCTOj€ MOBPIIMHCKE
CIIEKTPUYHE CTPYje U HaClIEKTPHCarha, OTEHIIN]allk ce MOTy u3padyHaTu kao [1]-[3]

A) =k [3,(F)g(r,r)AS", V() = [p,(F)g(r,r)as" 2.23)
S' S'

OJHOCHO aKO [I0CTOje MOBPIIMHCKE MarHercke crpyje Mg © mnoBpmMHCKa MarHercka

HACTIEKTPUCAIA P , KO
Au(F) =& [ M,(F)g(r, 1)V, Vi () = ﬁ [Pus (Mg (r,F)S", (2.24)
S S'

rze je S' moBpIl M0 KOjoj OCTOj€ U3BOPH M0Jba, K0 LITO je CKULIUPaHO Ha cauim 2.30.
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(a) (6)

Cnvika 2.3. Y3 noTeHIyjale Kaja cy U3BOpH pacloie/beH! 10 (a) 3anpeMuHu 1 (0) MOBpIIH.

C o03mpoM Ha TO Ja Cy HaelleKTpucama M ojaroBapajyhe crpyje moBe3aHu jeIHaYMHAMa
KoHTUHyHTeTa, (2.13) 1 (2.18), oHIa Cy M MarHeTCKM BEKTOp MOTCHIMjall U EIEKTPUYHU CKayap
MOTEHIIMjall Be3aHu JIOPEHIIOBUM yCIIOBOM KOjH ce Jj00uja Ha ocHOBY (2.13) u (2.23) [1]

div,A+ joepV =0. (2.25)

Cawnuno, Ha ocHOBY (2.18) u (2.24), nobuja ce myaiaH yCJIOB KOjU MOBE3Yje CICKTPHUYHU BEKTOP
MOTEHIIMjaJl ¥ MArHETCKHU CKajiap MOTEHIIH]jal

div,A, — joepV,, =0. (2.26)

VBohewem jemnaunne (2.23) y (2.19), kao u (2.24) y (2.20), nobujajy ce u3pasu 3a yKyImHO
eJIEKTPHYHO T0JbE Kajla Cy CTPYje U HaeJIeKTPHCama PACIIOACIbEHH 110 HOBPIIH

E=—joufJy(rg(r, r')dS'—% [ps(rgrad(g(r,r))ds +e[ M, (r)rot(g(r.r))ds’,  (2.27)
s’ s’ s
OOHOCHO 34 YKYIIHY MAruC€TCKy HH,Z[yKLII/ij
B =p[J,(r)rot(g(r,r)ds'-joe[ M (r)g(r, r')dS'—ﬁ [P (Mgrad(g(r,r))ds’.  (2.28)
s s’ S'

VY nperxonne nBe dhopmyine onepatopu ot u grad nenyjy Ha QyHKIHMje KOje 3aBUCE OJ BEKTOpa
M0JIOXKaja TauKe y K0joj ce pauyHa IoJbe, I', aJli He U OJ BEKTOpa MoJIoKaja Tauke u3Bopa, I'. U3
TOT pasinora oneparopu rot u grad memyjy camo Ha ['punoBe dynkuuje y (2.27) u (2.28).

3a paznuuuTe eneKTpoMarteTcke mpooseme ['puHOBa (QyHKIMja UMa pa3auduTe 00IUKe. Y

ciydajy 3-D mnpoGnema U  Op30NPOMEHJBMBOT  €IEKTPOMArHeTCKOr TO0Jba, BaXH Ja je
—ylr-r|

g(r,r') = m , e je Yy =a+ JB koedumujeHT npocrupama. [Ipu Tome je o je koeduiujeHT
nlr-r

crnabibema, 10K je B ¢asuu koedpummjeHt. IlocebHo, ako je cpeauna 6e3 ryourtaka, KoeuIjeHT
NpoCTUpama je YHUCTO uMaruHapad, Tj. Y= JB. Kama cy crpykType TakBe 1a mHpOMEHe
€JIIEKTPOMArHEeTCKOT MO0Jha IMOCTOjE€ y camMo JIBe IUMEH3Hje, Tj. y ciaydajy 2-D mpobrema 06e3

ryouraka, ['punoBa ¢yHkuuja je g(r,r') = —i Héz) B|r—r'), roe je Héz) XaHkenoBa (yHKIH]ja
HyJTOr pera u apyre Bpcre. Taga ce y jeaHaumnama (2.27) u (2.28) mojaBibyje u XaHKeloBa
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(dbyHKIHMja TIPBOT pela W IPyre BpCTe Hl(z), Kao Tocjeaulia JejioBama rpaaujeHTa Ha [ puHOBY
¢yukuujy. Ilocroje u npyru obmuuu ['puHoBe (yHKIHjE, a OB/Ie Cy HAaBEACHU CaMO OHU KOjU CY
KOpHUIITNEHH Y OKBHPY AUCEpTaIlH]e.

Bpno cnmuynm m3pasu 3a E m B wmory ce nobutu kama cy cTpyje M HaeleKTpUCamba
3alPEMUHCKH pacroje/beHu, yBohemweM jeanaunna (2.21) y (2.19) u (2.22) y (2.20). Tu uspasu
OBJIC HUCY HABEJICHU jep Ce Y OKBHPY OBE JHcepTalije 0aBUMO CTpyjaMa U HaeleKTpUCambUMa KOjH
CY TIOBPIIIMHCKH PaCIOICIbECHU.

Ha oBaj HaumH U3pavdyHATO MMOJHE AyTOMATCKH 33/I0BOJbaBa CUCTEM MaKCBEJIOBUX jeJHAYMHA
(2.16) [4], [11], [12]. dame je moTpeOHO HM3paduyHATH TAaHTEHIHjaHE KOMIIOHCHTE W MPHUMEHUTH
rpanuuHe yciose (2.17) ma OucMo 100U jeIHaunHE Koje Tpeda perinTH.

2.6. TEOPEMA NOBPIIMHCKE EKBUBAJIEHIINJE

Jenuauune (2.27) u (2.28) Baxke caMo 3a HeOrpaHHUYEHE, JIMHEAPHE M XOMOIEHE CpEIUHE.
Wnak, moMeHyTe jeJHaYlHEe MOTY C€ IPUMEHUTH U Ha IMHEapHe JIe0-TI0-/1e0 XOMOreHe cpenuHe. To
CIIeIi U3 TeopeMe MOBPIIMHCKE eKBUBAJIICHIIM]E Koja he ykpaTko OMTH M31I0)KeHa y HacTaBKy. Burie
JieTajba 0 TEOPEMH MOBPIIMHCKE CKBUBAJICHIUje Moxe ce mponahu y [1]-[3], [7].

[TocmarpajMo orpaHHYeHy, JIMHEApHY, XOMOTEHY CPEIMHY 2 OKPY)KEHY HEOTPaHHYCHOM,
JMHEAPHOM, XOMOTEHOM CpeAnHOM |, Kao mTo je mpukasaHo Ha ciuiu 2.4a. Heka y cpenunm 2
mocroje TMoOyaHe enekTpuyHe cTpyje J; W moOyaHe wmarHercke crpyje M, um Heka je

eJIeKTpOMarHeTcko mosjse y cpemmuun 1 E;, H;, a y cpemuan 2 E,, H,. Ha ocHOBy Teopeme

JEIMHCTBEHOCTH pellIeHa, 10Jbe y cpeinHu 1 Hehe ce MPOMEHUTH aKo TAHI'€HLIMjallHe KOMIIOHEHTE
110Jba Ha TPAHUYHO] MOBPIUIHN OcTaHy ucTe. CTora, ako Ha TPaHUYHY MOBPIII JBE CPEIUHE MOCTABUMO
€KBUBAJIEHTHE €JIEKTPUUYHE CTpYje Koje cy jenHake J, =Nx H, 1 ekBUBaJleHTHE MarHeTcKe CTpyje

koje cy jemHake M =-nxEg, roe cy E; m H; TaHreHuujagHe KOMIIOHEHTE EJIEKTPUYHOT,

OJTHOCHO MAarHeTCKOI' I0Jba Ha TIPaHUYHO] CPEeIUHM, Kao LITO je MpPUKa3aHO Ha ciuim 2.40,
€JIEKTPOMAarHeTcKo nosse y cpeaunu 1 he ocraru ucro. Mnak, nosbe y cpenunu 2 he 6utu jeaHako
Hymu [7]. Ha ciukama 2.46 u 2.4B je neo mpoctopa y KoMe je mojbe Hyna o3zHadeHo ca "0". Kao
nocjenuIa, CpeuHa 2 MOXe C€ 3aMEHUTH CpPEeIUHOM INPOM3BOJEHUX Mapamerapa. AKO 3aMeHy
M3BPIIMMO CPEIMHOM Mapamerapa cpeauHe 1, untaB mpocTop mocraje xomoreH. Ha oBoM mecty
BUJIM C€ IVIABHU MOTHUB yBOheHa €KBUBAJIEHTHUX MarHeTCKUX CTpyja: oMoryhaBame J1a ce IpuMeHe
M3pasy 3a MOTEeHIIMjaje (a TUME U 3a 110Jba) KOJU BaXK€ Y XOMOT€HO] CPEANHH.

Ha cnuyan HauMH MoO’Ke ce MOKa3aTH Ja ce MoJbe y CpeauHH 2 Hehe MpOMEHUTH ako ce Ha
TpaHUYHY TOBPIII TIOCTaBe €KBUBAJCHTHE €NIEKTPUYHE U MAarHeTCKe CTpYyje, Kao MITO je MPHKa3aHO
Ha ciuuy 2.4B, a YUTaB MPOCTOP C€ XOMOTeHM3Yje Tako JAa je cpeanHa 2 cByna. [losbe y cpeaunu 2
MOTHYE KaKo OJ1 eKBUBAJICHTHUX cTpyja J, U My, Tako u ox nobyauux crpyja J; u M; xoje y 10j

ocToje.

[Tpu mocTaB/bakby TPAaHUYHUX YCIOBA 3apaj FeHEepHCama CHUCTEMa jeJJHaYMHA, pa3iiuKyje ce
HEKOJIMKO CHeruUYHUX CHUTyalja. AKO C€ Ha TpaHWYHO] TOBPIIM IOCTaB/ha CaMO YCIJIOB
JEIHAKOCTH TaHTCHIM]aJJHUX KOMITIOHEHTH €JIEKTPUYHOT 10Jba, CUCTEM MHTETPATHUX jeHAUYMHA CE
jOIIl HA3MBa M CUCTEM MHTETPATHUX jeTHAYMHA eJICKTPUYHOT 1moJba (eHriecku: electric field integral
equations, ckpaheno: EFIE). CanuHo, ako ce mocTaBjba caMo YCIOB j€HAKOCTH TaHTEHIIMjAITHUX
KOMITOHEHTH MarHeTCKOT 1M0Jba, CHCTEM Ce Ha3MBa U CHCTEM MHTETPATHUX jeTHAYMHA MArHETCKOT
nosba (enrmecku: magnetic field integral equations, ckpaheno: MFIE). Kanma je morpeGHO
MOCTaBUTH 00a rpaHMYHA YCJIOBAa, OHU CE€ MOTY KOMOWHOBATH Y jellaH, Ma Ce CHCTEM Ha3uBa U
KOMOWHOBAaHM CHUCTEM HMHTETrpalHuX jeqHaunHa (enriecku: combined field integral equations,
ckpaheno: CFIE) nnm camo mocmarpatd HCTOBPEMEHO, Ta C€ CHCTEM Ha3WBa U CIIPETHYTH CHCTEM
MHTETpaIHUX jeqHaunHa (eHriecku: coupled region integral equation, ckpaheno: CRIE).
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Cpenuna 1 Cpenuna 1 ngr
Es H;

M

Js

(a) (6) (8)
Cnuka 2.4. Y3 TeopeMy NOBPIIMHCKE SKBUBAJICHIIM]jC: (a) OpUTHHAIHM ITPOo0JieM, (0) eKBHBaJICHTaH MTPOOJIeM
3a cpenuny | U (B) eKBHBaJIEHTaH MpobIieM 3a cpeauny 2. [7]

2.7. ANPOKCHUMAIIUJA CTPYJA

VY npobiemuma Kojuma ce 0aBUMO, allpOKCUMATHBHO PEIICHE SIEKTPOMAarHeTCKHUX MpodiemMa
I00MjEeHO METO/IOM MOMEHATa Cy 3alpaBO HyMEpHYKe alpoKCUMallije MOBPUIMHCKUX cTpyja. Kama
Cy jeIHOM HM3padyHaTe alpoKCHMaIMje CTpyja, Ha OCHOBY JH(EPEHIUjAUTHOT OOJIMKA jeTHAYNHE
KOHTUHYHTETA, [T03HATA Cy M HaelleKTpUcama. EJXeKTpoMarHeTcko mosbe ce Taja MoXe M3padyHaTH
nomohy (2.27) u (2.28). Heka je mosnapu3anuja jHHEapHa W HEKa Cy CTpyje alpOKCHMHUpPaHE
JTUHEaApHOM KOMOMHAIM]OM 0a3uCHUX (YHKIIH]ja

N-1
C,~ > a,faio, (2.29)
n=0

rie je C,={J,, M.} 3ajenHmuka o3Haka 3a OWJO eJEKTpUYHE, OWJIO MarHeTcke CTpyje,
Jg M : . :
a, €{a;*,a, °} cy oaroapajyhin Hermo3HaTd KOMIUIEKCHH KoedunujeHTH, f, OasucHe dyHKIMHje,

i e{iéS,ig"s} JEIVMHUYHM BeKTOpH Koju oapelyjy pedepentHe cmepoBe crpyja, nok je N -1
MakcUMajaH peJ| ampokcuMaluje cTpyja. AKO IOCTOje M €JNeKTpUYHE, U MAarHeTrcke Ccrpyje,
Hajuernha mpakca je a pefoBu anpokcumMaimja oyny uctu [7]. basucue dyHkiumje nedunucane cy
Ha €JIEMEHTY (WJIM eJeMEHTHMMa) CTPYKType KOja Cce aHaJM3upa W TMPEeACTaBJba)y HEKE YHampe.
no3HaTe MateMaTHuke ¢QyHknuje. Te ¢yHKuMje MOry OWTH KOHCTaHTE, NMOJIMHOMH, CHHTYJapHE
dbyHkHje xoje oaroapajy pusunu mpodaemMa UT/.

TayHocT ampokcuManyje, Ka0 U TAYHOCT U e€(PUKACHOCT caMe €JEKTPOMAarHeTCKe aHalln3e
3aBUCe U 011 u30opa OazucHux GyHkuuja [7].

2.8.  IIOCTABJbAILE JEAHAUYMHE HA OCHOBY T'PAHUYHOT
YCJIOBA 3A TAHT'EHIIMJAJTHE KOMITIOHEHTE EJEKTPUYHOI ITIOJbA
[peTnocTaBUMO Ja je CTPYKTypa HalpaBbeHa O CaBPIICHOT MPOBOAHMUKA (eHrmecku: perfect
electric conductor, ckpahieno: PEC) u na unTaBy CTpyKTypy mocMaTpaMmo Kao jeqaH eneMeHT. Ha

CTpyKTypu he mocrojaTu camMoO eJeKTpHYHE CTpyje, Ia je JO0BOJbHO, Ha OCHOBY TeopeMe
JEAMHCTBEHOCTH pelIeHka eNeKTPOMArHeTcKor mpoOieMa, Ja IMOCTaBUMO TPAHUYHU YCIIOB 3a
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TaHTCHIUjAJTHY KOMITOHEHTY €JICKTPUYHOT moJba. [Ipu TOME eIeKTpUYHO MOJbe MOCTOjU CaMoO BaH
CaBPIICHOT TIPOBOTHUKA.

Kaga ce ampokcumarmja crtpyja (2.29) yBpctu y jeanauwny (2.27), ampokchMaliuja
EJIEKTPUYHOT 110Jba KOje MOTHYE O] MOBPUIMHCKUX CTPYja je

N-1 i N-1
E(r) ~ —jOJMf Zan 1:niOg(ra I")dS' - igradjdivs‘(Zan fnio)g(r' I"')dS', (230)
§'n=0 we S n=0
OJHOCHO
N jNE
E(r) ~—jou) a, [ fipg(r,r)ds'—— > a, [div,(f,i;)arad(g(r,r"))ds" (2.31)
n=0 g Weno g

['panryHM yCIIOB 32 jeJHAKOCT TAHTCHIMjAIHUX KOMIIOHEHTH €JIEKTPUYHOT 10Jba j€

E'itan +Ei 'itan =0, (2-32)
rae je E;(r) noOyaHo enekTpuyHoO 1mosbe, J0K je ca iy, O3HAUCH jeIMHUYHH BEKTOpP TAHTCHIIUjaIaH
Ha rpannuny nospir. Kana ce (2.31) yBperu y (2.32), no6uja ce

(— jouYa, [ figg(r.ryas'= - Ta | divs.(fnio>grad(g(r,r'»d8'] B (239
g n=0 g

n=0 tan

re je ca tan o3HaveH ornepaTop KOjUM Ce M3/1Baja TAHTEHI[MjaJTHA KOMIIOHEHTa, OJIHOCHO CKaJIapHO
MHOXCHE JETUHUIHUM BEKTOPOM |, , KOjH, Y OIIITEM CIly4ajy, UMa JIBe KOMIOHEHTe. JeHaunHa
(2.33) uma N Hemo3HAaTHX KOMILICKCHHX KoedHIMjeHaTa a, KOju Cy Yy JUHeapHOj Be3u. JlomaTHo,

Tayka y K0joj ce padyHa 1ojbe I Moxke OuTH u3adpaHa OWiIo rje Ha TPaHUYHO) MOBPILH.
VY oxBupy cineneher kopaka moTpeOHO je mocTaBUTH cucteM o4 N JHMHEeapHUX, HE3aBUCHHUX
JeIHaYMHA U3 KOJUX Ce MOTY M3pauyyHaTH HEMO3HATU KOe(PUIIMjeHTH.

2.9. ITOCTABJBAILE CUCTEMA JIUHEAPHUX JEJTHAYHUHA HA
OCHOBY N'PAHUYHOI YCJIOBA 3A TAH'EHIHHUJAJTHE KOMIIOHEHTE
EJEKTPUYHOTI I1OJbA

VY oBoM ofesbky Ouhe nerasbHO 00jalllbeH MOCTYNAK IeHepucama CHCTeMa JIMHEApHUX
jeIHauyrHa U3 KOT Ce MOT'Y M3pauyHaTH Hemo3HaTu KoeuIUjeHTH alpokcuManuja crpyja. Kako je
MOCTaBJbEH I'PAaHUYHU YCIIOB jeTHAKOCTH TAHTEHIIMjaTHUX KOMIOHEHTH €JIEKTPUYHOT mosba (2.32),
TO CE U3 Ihera U3BOJIU CUCTEM MHTETPATHUX jeHAYMHA efeKTpruHor noJba (EFIE).

Axo Ha NIeBy | JieCHY CTpaHy jeqHaqynHe (2.33) mpruMEeHHMO OmepaTope MHOKEHhA TSKUHCKHM
¢dbyHKuMjaMa W,,, a 3aTUM U MHTETpalyjy MO 'PaHUYHO] MOBPIUIM €JIEMEHTa CTPYKType, 100ujaMo

CUCTEM
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N-1
— jonYa, [ Wy [ f(io), 9(r,r)dsds -
n=0 s S’

N (2.34)

L [ V£ QAT (F, ) OGS = —[ iy (4 (1)) 5,
WEn=p g S' i

rreje m=01..N—-1,a S rpann4na noBpiI Koja je yjeHO U JIOMEH TeKUHCKEe PyHKIUje W, , JOK

CMO peJIainujy ITpUOIMKHO 3aMEHUIIM pPeslaliijoM jeaHako. TexxnHcke pyHkuje nepuHucane cy Ha
JOMEHY Ha KOME padyHaMoO EJEKTPUYHO IM0Jbe. AKO Cy TeKUHCKe (QyHKiuje upakoBu (menra)
UMITYJICH, OHJIa C€ HAYMH CHEpUCamba JIMHEAPHUX jeJIHaYMHA Ha3KBa TOelIaBambeM y Taukama [4],
[7]. ¥V cayuajy nma cy TexxuHcke (yHKIMje u3aOpaHe jaa Oyay jeaHake Oa3ucHUM (yHKIMjaMa, y
nutamy je ['anepuknos meton [4], [7].

Cucrem JmHeapHuX jeaHaunHa (2.34) Moke ce MPEACTAaBUTH U Y MAaTPU4YHOj (OPMHU aKo ce
HETO3HAaTH KOC(PUIIMjEHTH HM3]IBOje Y BEKTOpP KOJOHY X, €JICMEHTH ca JIECHE CTPaHE jeHAYUHE Y
ci000IHY BEKTOp KOJIOHYy D, a ocranu wianoBu y martpuily cuctema A, mumensuja N x N .
Marpuuna jemHaumHa je Tama AX =Db. I[locebHO, mHTerpamu koje Tpeba wu3padyyHATH MpPH
bopmupamy (,,ymemy ) Marpuile A KMajy CHHTYJIapHE MOAMHTErpaiHe (QyHKIHje, U TO OHJA
KaJla ce Tayka y KO0joj ce padyHa 1MoJbe I | Tadyka W3BOpa MoJba I' IMOKIamajy, OJHOCHO KBa3u-
CHHTYJIapHe, KaJia cy Tauke I U I'' BeoMa Oau3y jeaHa Apyroj.

Cam cunrynaputer notude of ['puHOBe (yHKIHjE, KOja MOXKE Y3€TH pa3ndyure OoOJHKe 3a
pasuuKTe eNeKTpOMarHeTcke mpodieme. Y ciydajy aHanusze 2-D cTpykTypa CHHTYJIapUTETH Cy
oomuka 1/R u logR, kao mro he 6utu mokaszaHo y onesbky 3.5, 1ok cy y ciydajy ananuse 3-D

ctpykrypa obmmka 1/R u 1/R?, mro he 6uru mokasaHo y omessky 4.5. Wmak, pememe
eJIEKTpOMarHeTckor nmnpobsiemMa je JeJUHCTBEHO Ha OCHOBY Beh 1oMeHyTe Teopeme O
jenuHcTBeHOCcTH. CHHrylapHe NOAUHTETpalHE (YHKIM]E OTeXaBajy HYMEPUUKO padyHame
UHTErpaja, OAHOCHO Hajuemhe ce HyMepuHuKe METOAE 3a HHTEerpalnujy He MOTy JIMPEKTHO
npuMeHuTd. CTora je moTpeOHO MOCBETHTH MOCEOHY MaKikhy CBAKOM THITY CHUHTYJIAPUTETA, jep
Ta4YHOCT OIMCAHE €JIEKTPOMArHeTCKe aHaJIM3€ HajBUILE 3aBUCH O]l TAUHOCTH padyHama MHTErpaia
MaTpulle cucTeMa. Y HacTaBKy OBe JAMcepTaluje nmocedaH akieHat Ouhe Ha pauyHamy MOMEHYTHX
MHTErpaja ca BpJO BUCOKOM TauHourhy. CBM HyMEpUYKH EKCIEPUMEHTH CIIPOBEJECHHU Cy Ha
MEPCOHAIHOM padyHapy, ca MpeCcTaBOM OpojeBa y ABOCTPYKO] TAYHOCTH, OJTHOCHO Ha 64-OUTHOM
cucTeMy Koju je naHac y ynoTpe6bu. CTora je MakcHMallHa TauHOCT KOja ce€ MOKe OCTBapuTu 15
3HauajHux nudapa. Ca apyre crpane, moryhe je paagutu u ca Behom Taunomihy, kaga ce padyyH
obaBsba momohy moceOHOr codTBepa, a He JUPEKTHO MOMOhy XapaBepckux (QyHkuuja. Takas
MPUCTYN 3HA4YajHO yCIIOpaBa MOCTyNak, na opje Hehe OUTH pa3maTpas.

JlobMjeHn cucTeM JMHEAapHUX jeJHauMHa MOXE C€ pPELIMTH HEKUM OJl CTaHJapIHHX
MOCTyIaKa, kao mro ¢y ['aycoBa emumunanuja, LU (enrmecku: lower-upper) aekoMmnosuiuja u ap.
VY oKBHpY OBe JIOKTOpCKE aucepranuje kopuurhena je LU nexommosuiuja, jep je To HajepuKaCHUjH
MOCTYTIAaK MTO3HAT Y OBOM TPEHYTKY.

2.10. TIIOCTABJBAILE CUCTEMA JIUHEAPHUX JEJJHAUNHA KAJIA
MOCTOJE U EJJEKTPUYHE U MATHETCKE CTPYJE

AKO y CTPYKTypu NOCTOj€ AMENEKTPUIM WIM MarHeTCKH MaTepujalid, HaKOH HpHUMEHe
TeopeMe TIOBPIIMHCKE CKBHBAJCHIMjEe, HA TPAaHUYHUM IMOBPIIMMA TIOCTOje W CINEKTPUYHE WU
MarHeTcke cTpyje. AKO je pes cBake oJ anpokcuMaiuja jeaHak N, oHza je ykynan 6poj Hemo3HaTHX
Ha jenHoj rpanu4Hoj nopmu 2N. YV Tom ciyyajy Hajuemhe ce MoCTaBsbajy TPAaHWYHU YCJIOBH 32
TaHTEHIIMjaJJHE KOMIIOHEHTE U €JIEKTPUYHOT, U MarHeTckor mnossa. Kao mro je Beh momenyro, Tu
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TPaHUYHHU YCJIOBH MOTYy OWTH KOMOWHOBAaHM Y jeJlaH YCIIOB M TaJa TOBOPHUMO O KOMOHMHOBAaHOM
cucremy jennaunna (CFIE). ¥V oBoj aucepranuju kopuctuhemo (opMynaiujy y Ko0joj Cy OBH
IpaHUYHU yCI0BU y pa3aBojenuM jeaHaunHama (CRIE). ITocToju HEKOIUKO HEHUX Ja/buX MOjea,
on kojux cy HajnozHatuje PMCHWT u Muller-osa. [IpBa momenyrta je no0uia ume 1O MPBUM
CIIOBMMa MPE3MMEHA HayYHHMKa KOju Cy je moctaBuin. [IpBu pax cy objasuiu Poggio u Miller [74].
3arum cy je Cheng u Harrington [75] npuMenunu Ha nMIMHAPHYHE CTPYKTYpe, a oHxa u WU u Tsai
Ha POTAlMOHO CHMETPUYHE CTPYKTYype [76].

VY 0BOj IOKTOPCKOj aucepTalju he 3a pelraBame eNeKTpOMarHeTCKux ImpolieMa ca
nuenekTpuiuMa outu kopumrhena ynpaso PMCHWT ¢dopmynanmja, koja je yKpaTko H3J0KE€HA y
HacTaBKy. JleTasbHO M3BOhEHE ca HyMEpUYKHM IpUMepuMa Moxke ce Hahu y [7].

[Tocmatpajmo pasasojay nospum e cpeaune i u j. Heka cy (E;)y, u (H;), TanreHuujamne
KOMITOHEHTE €JICKTPHYHOT M MAarHeTCKOT 10Jba Y CPEAMHU | HEMOCPEAHO Y3 TPAHUYHY MOBPIII, TOK
¢y (Ej)an 1 (Hj)pn TaHTEHIMjaIHE KOMIOHEHTE €NEKTPMYHOT U MATHETCKOT M0Jba y CPEIMHH |

HEMOCPEAHO y3 rpaHuyHy mnoBpil. ['pannynu ycnoB koju nmo PMCHWT dopmymnanuju Ttpeba
3aJI0BOJBHTH je [7]

(Ei)tan = (Ej)tan , (Hi)tan = (Hj)tan ' (2.35)

[Mosbe y cpenunn i pauyHamo u3 (2.27) u (2.28) HakoH 1ITO, HA OCHOBY TEOPEME MOBPIIMHCKE
CKBHBAJICHIIM]je, XOMOICHHU3YjeMO YHTaB IPOCTOpP IMapaMeTpuMa CpeIAMHE | M [OCTaBUMO

SKBHBAJICHTHE MMOBPIIUHCKE CTPYje Jg') Mg'). CnuvHO, TIOJbE y CPEIMHH | pauyHAMO Ha OCHOBY
HCTUX H3pa3a ca pa3MKoM 1a cama y GopMmylly yiase mapaMeTpH CpeiuHe | u oaroBapajyhe
SKBHBAJICHTHE TTOBPIIUHCKE CTPYje Jg‘) u Mg‘) . [Ipu Tome cy eKBHBaJICHTHE CTpYyje Ha TPAHUYHO]

MOBPIIH Y CYCEIHUM CpeMHAMa HCTOT MHTCH3UTETa M MIPaBIia, alld CyMPOTHOT cMepa, Tj. [7]
IO =30 MO =-mD, (2.36)

IITO TUPEKTHO CJIEIU U3 TEOpEME MOBPIIMHCKE SKBUBAIICHITH]E.
AKo cTpyje Ha rpaHHYHO] TIOBPIIN apOKCUMHUpamo ca (2.29), U3 jeJHAKOCTH TAHTCHIIUjaTHUX
KOMITOHEHTH eJICKTPUYHOT 10Jba(2.35) mobujaMo jeHaunHy

~ jou Nfaﬁs (i3 b0y Yos— S a2 [ div(faig*)(grad(g(r, ")), dS'+
_ S O)SI n=0 3

+¢ Za'\" [ fali ( srot(g(r,r )))tan dS'+(Ei(i))tan =

o - (2.37)

=jwujzagsjfn(igs)tang(r,r')dssz + [div (,i2*)(grad(g(r, ")), dS' -
n=0 S we S'

j n=0

—oy 3 [ 1 i rot(g(r,r)) dSHED )y,

n=0 S'

rje cy a,ﬂs u aﬁ" s, n=0,1.., N-1, koepuunjeHTn anpokcumMalija eIeKTPUYHIUX U MarHETCKUX

CTpyja y CPEIWHH |, peaoM, I0K Cy KOShHIMjEeHTH OAroBapajyhux ampokcuMmaluja y CpeIuHH |
HCTH CaMO CYMPOTHOT 3HaKa. TaHTEHIMjaTHE KOMIIOHEHTE €JEKTPUYHOT IM0Jha KOje MOTHYY OJ

nobyma y cpemunama i u j cy (EM)., u (EW),,, pexom. Tecrupamem jemmaunue (2.37)
TEXXUHCKUM QyHKIMjama W, , m=0,1,..., N -1, no6uja ce N jennaunna.
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Hpyrux N jenHaunna moOuja ce TeCTUpPAmEM jeTHAYMHE KOja MOTHYE U3 JIPYror TPaHUYHOT
ycioBa y (2.35), Tj. U3 jeIHAKOCTH TaHTEHIIMjaTHUX KOMIIOHEHTH MarHEeTCKOT 10Jba Y CpeAnHama |

uj

Yo

n=0

I ( *rot g(r r )))tan J(DS ZaM J-f (I S)télng(r’rl)dsl—i_

S Hi

NZ * [dliv, (F,i)")(grad(g (r,r')))tand8'+(H§")m -

=0 (2.38)

g [ 8" Jgtrryas=
ds+(H ).

2
i (I srot(g(r,r )))tandS +

Za'\" [divg(foig™)(grad(g(r,r"))),d

m”] n=0 S’

rIe cy (Hi(i))tan u (Hi(j))tan TaHTEHIIMjaJTHE KOMIIOHEHTE MarHeTCKOT 110Jba KOje MOTHYY 0J1 o0yia
y cpeauHama | u j, penom. Tectupamem jemanauune (2.38) TexuHCKHM (yHKIHjama W,
m=0,1,..., N -1, nobuja ce npyrux N jenHauymna.

Tume je dopmupan cucteM JUHEApHUX jeAHAYMHA Ca HEMO3HATHM KOoe(UIUjeHTHMA arJ] ‘U
aMs . JlomatHo, kama je cTpyKTypa cacTaBibeHa M3 M OBaKBHX eneMeHaTa, OpOj HEIIO3HATHX

koepunujenata je jennak 2MN y ciywajy Kajga mocToje M MarHeTCKe M €JIeKTpPUYHE CTpyje Ha
CBaKOM €JIEMEHTY, KaJia 0a3ucHe QyHKIUje MPUTIaIajy caMo jeTHOM €JIEMEHTY U KaJia je lbUXOB pPeJl
Ha CBAKOM eJIeMEeHTY MCTH. Taja ce 3a CBakH OJ1 eJieMeHara 1mocTaBsbajy jeaHaunne (2.37) u (2.38).

Enementn oarosapajyhe marpuiie cucrema Cy MHTETPAJIA ca CHHTYJIAPHUM TOAHHTETPATHUM
¢yHkuujama. CUHTYIapUTET M y OBUM IpobiemMumMa notuue oa I'puHOBe QyHKIMje Kajla ce Tauka
M3BOpA M0Jba U Ta4Ka y KOjOj C€ padyHa MoJbe MOKIIamnajy.
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3. IBOJUMEH3UOHAJIHU TPOBJEMHU

Ca teopujckor craHoBumTa 2-D enexTpoMarHeTcke CTPYKType Cy OHE KOJ KOjUX je jeaHa
IMMeH3Mja OECKOHAYHO BEJIMKA, a IPOMEHA eJIEKTPOMArHeTCKOT 110Jba MIOCTOJH CaMO Y MOMPEYHOM
mpeceky. Y MpakcH, ako je jelHa JUMEH3HWja CTPYKType MHOTO JyKa O] JApyre JBE, OHIA Ce
MPaKTHYHO EIEKTPOMArHeTCKO I0JbE MEHha CaMo Y TIONPEYHOM IPECEeKy CTPYKTYpe, OJHOCHO y 2-D
npoctopy. Mnak, mosbe je pa3iuyuTo oJ Mmpeceka A0 Mpeceka, MITO ¢e OMHCYje eKCIOHEHIIN]aTHIM
¢daxTopom. Ha mpumep, TakaB je ciyyaj KO €JIEKTPUYKH BEIMKUX pacejaya ca KOHCTAaHTHHUM
MONPEYHUM MPECEKOM, BOJIOBA U TajlacoBoa 0e3 ryouTaka uiiu ca (mpuoiarmKHO) MaIUM TyOUIIuMa.

Enextpomarnercka 2-D ananusa mojaBibyje ce y MHOTMM TEOPHUJCKHM pa3Mmarpamuma U
npakTHuHuM npuMeHama [2]-[4], [7]. Hajuemhe ce kopuctu npu padyHamy pacejaHor (CHIJICCKH:
scattered field) u enekrpomarueTckor mosba y BumeciaojuuM cpeaunama [2], [4], [7], [77]-[84] u y
aHanmu3u BonoBa [56]. IloceOHa maxkma ce mocBehyje anmpokCUMalUju TYCTHHE MOBPIIMHCKUX
cTpyja y ONM3MHM HBHUIA, KaKO Yy IpakTHYHAM ImprMeHama [85], Tako M y HyMepUYKUM
uctpaxupamuma [86]. JIBoauMeH3MOHAHA ENEKTPOMAarHeTCKa aHajn3a KOPUCTH Cce Uy
cmy4ajeBuMa kazna 3-D anHanmm3za mpeBasmiia3u TpaHUIlE JOCTYITHHX PadyyHapCKUX pecypca HIIH ce
pe3yaTaT Moxke qo0utu u3 2-D ananuse.

Nako 3a neke 2-D mpobneme mnoctoju aHamutuuko [/7]-[81], umak je HajBuIIe OHHX
€JIEKTPOMarHeTCKux Inpodiema koje je Moryhe pemmuTH UCKJbYYHMBO alpPOKCHMATUBHO, HEKUM O]1
HYMEpPUUYKUX MeToJa. Y cilydajy MeToJa MOMEHaTa, HajBUIlEe NaXKie MOTPEOHO je 3a pauyHame
MHTErpaia ca CUHTYJapHUM HOJMHTErpalHUM QyHKIHMjama, Koju cy y 2-D mpobiremuma obnuka
1/R u logR.

Kama ce wuHTerpamum ca CcHHrylapuTeTHMa pellaBajy AUPEKTHO, KopucTeh HEKH of
CTaHJApAHUX HYMEPUUYKUX IOCTylakKa, MOTPeOHO jeé MHOro HMHTErpallMOHMX Tadaka Ja Ou ce
MOCTHUTJIa >KeJbeHA TauyHOCT pe3ynrara. Hajuemrhe je Taj Opoj HENMpHUXBATJFMBO BEIUKH ca
MpakTUYHOT cTaHoBHINTa. CTora ce mpe HyMepUuyKke MHTErpauuje npuMmemyje Heka on cieaehux
TEXHHWKA: W3JBajabe CHHrymaputera (eHriecku: Singularity extraction) [15]-[25] wwm
MOHUIITABAKE CUHTYJIapUTeTa KopuiihemeM TpaHcpopMalrja NMPOMEHJBHBHUX, OJHOCHO CMEHa
[14], [35]-[47]. (Y oBoj mucepTauuju he n3zpasu cmeHa u TpaHchopmaiuja OuTH KopuniheHH Kao
CUHOHUMHU.)

[Momam 3a HyMepWuKy WHTErpanujy (yHKIHMja ca JOTapUTAMCKHM CHHTYJIapUTETUMAa
Mo3Hatu cy y oOnmky Tabenupanux TexxkmHa u ancruuca [53], [54]. Unak, onum mory Outu
yIoTpeOJbeHH JEeAWMHO Yy Cydajy paBHUX eJeMeHaTa KOJI KOJUX je TPETXOAHO W3/BOjeH
CUHTYJIAPUTET.

VY oBoj mucepranuju Ouhe mpeacTaBJbeHO HEKOJIUKO CMEHA 3a TOHUINTABAKhE CUHTYJIApUTETa
koje ce cpehy y 2-D enekTpoMarHerckoj aHajaM3M Yy CIIy4ajy TPaHCBEP3aJIHOI €JIEKTPUYHOT IM0Jba
(enrmeckm: transversal electric field, ckpaheno: TE), omHOoCHO y ciydajy TpaHCBEP3aIHOT
marHerckor mosba (eHrmecku: transversal magnetic field, ckpaheno: TM). Ilpumepu TakBHX
€JIEKTPOMArHeTCKUX TpobiemMa Cy JAyradyku BOJOBH, pacejaun moOyheHu paBHUM, YHHU(POPMHHUM
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TajmacoMm uTaA. Jleo pesyiTaTa KOju je MPOUCTEKA0 U3 pajia Ha OBOj TUCEPTAIMjU U TIPE3CHTOBAH j€ Y
OBOM TMOTJIaBJby yOsinkoBaH je 'y [14], [69], [70], [87].

3.1. I'EOMETPUJA AHAJIMBUPAHUX CTPYKTYPA

Ha cnunum 3.1 npuka3anu Cy MONpeyHu Impeceid OECKOHAYHO TyraykKuX Tpaka, UCTUX TyKWHA
MOTIPEYHOT MPECceKa, ald Pa3IMYUTHX MOJYNPEUYHUKA KPUBUHA. Tpake Cy TEOPHjCKH OECKOHAYHO
JOyradyke y TmpaBiyy Z-oce. Ilapamerapcke jenHaYWHE MOMPEYHHX TPECEKa OBHX Tpaka Cy
X' =X,t', Yy =y,t?, rae je t' nokanna koopaunara y oncery [-1,1], nok ¢y X, u Y, napamerpu. Y
3aBUCHOCTU O/ (MOJynpedyHUKa) KPUBHHE, Mapamerap Y, y3uMa pa3iduuTe BPEIHOCTH. Y JBa
Kpajia pa3mMarpana ciy4daja je Y., =0, kaaa je Tpaka paBHa, omHOCHO Y, = 31w/64, kana je Tpaka
W3pa3suTO 3aKpUBJbEHA, TNE je W IIMpPHHA Tpake. 3a yHampen W3a0dpaHy LIMPUHY Tpake H
3aKpUBJEEHOCT Y, Tapamerap X, je jeamHctBeHo oxapehen. Kon momenyre paBHe Tpake je

Xy = 0,5W, T0K je KoJ MakCHMaJIHO 3aKpUBJbEHE pazmarpane Tpake X, =~ 0,0924253 w.

g™
mspasuto YA ' E"™
3aKpUBJbEHA
T N
‘ s‘s ’ 4L
€0, Ho s /
\ ym “‘ / //

X
0 >

paBHa

Cnuka 3.1. [lonpeynu npeceny Tpaka pazinIuTUX 3aKPUBILEHOCTH MOOYHEHUX paBHUM, YHUPOPMHUM
tasiacom y TM u TE mony.

PaBHa Tpaka M M3pa3uTO 3aKpuBJbEHA Tpaka ca ciuke 3.1 uzabpaHe cy Kao J1Ba OCHOBHA
puMepa 3a TeCTHpPame MPEAIOKEHNX CMEHa, jep OBa JBa Kpajikha CiIydaja MOTY J1a TMOCTyKe Kao
I'PaJIMBHU €JIEMEHTH 3a JIpyre NpoM3BOJbHE 00nuKe Tpaka. Hamme, Tpake koje Ou Ouse A0AaTHO
3aKpUBJbEHE YBEK MOT'Y JIa Ce MOJIeNIe Ha TPaKe 3HaYajHO MAbUX MOJYTPEUHUKA KPUBUHE.

Tpake he OuTh aHanM3mpaHe METOJAOM MOMEHATa Kao pacejadyd, ca IUJbEM HM3padyHaBamba
I'YCTHHE TOBPIIMHCKUX CTpYja MHIYKOBAaHUX Ha MOBpIIM Tpaka. Kajga cy mo3Hare ryctuHe cTpyja,
nojbe ce Moxke m3pauyHatu u3 (2.27) u (2.28). Kako padyHame 1mosba mojapasymeBa HHTEIpaInjy
TYCTHHE CTpY]je, IpelIKe y alpOKCHUMALMjU CTpYyja MOTYy OMUTH M MOTHCHYTE WM 3aMacKUpaHe, Tj.
HEKe IpelIke y anpoKCUMaIuju cTpyja Hehe OUTH BUIJBUBE aKO Ce ocMaTpa UCKJbYYUBO HoJbe. U3
TOT pa3jiora y OKBHUpY OBeE JHcepTaluje nocMarpaheMo mpuMapHo I'yCTHHE CTpyja Ha Tpakama Kao
pe3yaTar aHaJM3e Ha OCHOBY KOTa C€ jaCHO MOXe Je(HUHHUCATH TAYHOCT pe3yJiTaTa.
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3.2. IIOCTABKA HYMEPUUYKOI EKCIIEPUMEHTA

CBe pa3marpaHe Tpake HaYMIbEHE CY OJ1 CAaBPLICHOT eJEKTPUYHOT MPOBOJIHMKA U OECKOHAYHO
Cy TaHKe, TaKO Jla CE MOXKE CMaTpaTH Jla Ha HBUMa IOCTOjU CaMmo jelaH IUIAT MOBPIIUHCKUX
cTpyja. Tpake cy TmOCTaB/b€HE Yy BakKyyMy M Ha WHUX HaWja3d paBaH, yHH(POpPMaH,
MPOCTONEPUOINYaH, JIMHEAPHO TOJapu30BaH Tajac. [IpaBam mpocTupama MHIUACHTHOT Tallaca,
oapeheH jeIMHUMYHUM BEKTOPOM N;, Ce Hala3u y PaBHH IOIPEYHOr Npeceka Tpake (ciuka 3.1).

Kana je BeKTOp elIeKTpUYHOT 110Jba y PaBHH MOMPEYHOT IpeceKa Tpake (y OMIITEM CIy4ajy uMa u X
U Y KOMIIOHEeHTY), y nuTamy je TE moxn. Kaxa je BekTop eneKkTpuuHOr Mojba HapajieniaH Z-ocH, Y
nutaby je TM moa. Y ciydajy Ja BEKTOp €JIEKTPUYHOT I0Jba MMa CBE TPU KOMIIOHEHTE
JlexkapTOBOT KOOPJMHATHOT CUCTEMA, Y UTamy je XUOpUAHU MOJ. Y OKBUPY OBe aucepranuje ouhe
pasmarpanu u TE, u TM mon.

KoedunujeHT npoctrupama Tanaca je y OmIITeM cliydajy KOMIUIeKcaH 0poj, ¥ =o + jp . Kako

je y pa3marpaHuM mnpoOieMuMa cpeauHa 0e3 TyOuTaka, KOe(HUIUjeHT MPOCTHUpama j€ YUCTO
UMaruHapas 0poj, y = jB. Ako je ca I O3HaueH BEKTOp IOJIOKaja TaYKe y KOjOj ce padyHa IOJbe,

ca |; JeIMHUYHU BEKTOP KOjU TOKa3yje MpaBall ¥ CMEp MHIMJICHTHOT €JICKTPUYHOT 10Jba, Tala je
SNEKTPUYHO T0JbE MHIMICHTHOT Tajlaca 1aTto u3paszom [88]

Ei _ Eoe_yni‘rii _ Eoejﬁ(xcose+ysin e)ii' (3.1)
JIOK je MarHeTcko moJbe [88]
Eo _n. : E i i .
H, = = 0 g~ rni xi; = Z 0 EOeJB(xcose+ysme)ni xi:, (3.2)
TEM TEM

rne je Zqgy ~TaJacHa MMIEAaHca, Koja je |y [OCMaTpaHOM  ClIy4ajy  jelHaka
Ziem =+/lol€g #120m QY. Jemurmunm BekTop |I; jemHak je I;=i, y TM cuy4ajy u

Ij=-sin0i, +cosOi, y TE cnyuajy, rae je 0c{0™,0™} 3ajennuuxa O3HaKa 3a ymajHM yrao
\Y

MHIMJIEHTHOT Tanaca (cimka 3.1). YeBojuhemo 1a je MHTEH3HUTET eNeKTpUYHOr rnojba Ey =1—.
m

Kako cy pa3marpane CTpyKType METaJlHE M TOCTaB/b€HE Yy BaKyymy, TO he 3a HHUXOBY
aHanu3y o6utu nocrasibeHa EFIE ¢popmynanuja merona Momenata u y okycy he 6uru perraBame
jennaunne (2.34). Ilpu Tome, cmarpahemMo J1a je Tpaka jeJaH CETMEHT, Tj. KopucTuhemo
IeJI0IOMEHCKY alpoKCHMaInjy crpyja (eHriecku: entire-domain analysis).

3.3. PACEJAHO EJJEKTPUUYHO IMOJBE

C o63upom Ha TO 112 je I'punoBa ¢yHkuuja y 2-D enextpomarnerckum mnpodieMuma jeHaka
XankenoBoj GpyHKIMjU Apyre BpcTe U HysTor peaa, g(r,r')=H éz) (B|r—r'l), pacejaHo enexTpUUHO
noJbe (2.27) numa 00K

g, =0 (3 ) HOBIr—r)di+ L grad [p.(r)H@ @ r-rar | (33)
2 ¢ e c'

€

26



rae je dlI'=dl'i;, BexTop enemenrapue myxwune dl'= \/(dx'/ dt')2 +(dy'/dt')2 MIOTIPEYHOT MpeceKa
Tpake, jeAMHUYHU BEKTOp I; oapehyje pedepeHTHH cmep moBpumMHCKHX cTpyja Jg, f je pagna
ydecranoct, I'=X'i, +Y'l, je BEKTOp mosokaja Tauke W3BOpA pacejaHor mosba, I =Xi, + Vi, je

BEKTOp IOJI0Kaja TauKe y K0joj ce pauyHa moJbe, C' 03HaYaBa MONMPEYHH IPECEK Tpake, Kao IMITO je
U WIYCTPOBAHO Ha ciHuM 3.2 Ha NMpHUMEPYy 3aKpUBJbEHE Tpake. VIHTeH3UTET TrycTuHe cTpyje J

3aBUCH caMoO 0 JokanHe t' xoopamHarte, omHocHO on JlekaproBux X u Y koopauHara. Cmep
ryctuse crpyje y TM mony je myx Z—oce, I1a je jeIMHUYHH BEeKTop I, jeaHax je i, =1i,, nok jey TE

MOJIy JIy’K IOIIPEYHOT Ipeceka Tpake, na je I, = (ixdx'/dt'+i ydy'/dt')/dl .
[ToBpuIMHCKa T'yCTHHA HACJICKTPUCAakha MOXKE CE M3pauyHAaTH Ha OCHOBY IU(EPEHIHUjaTHOT

00IMKa jeJHaYMHE KOHTHHYHUTETA, P =ﬁdivs.\]s. Axo je koopauHaTHH cucteMm JlekapTos,
T

HOCIEebY U3pa3 MOXKE Ce 3alMHcaTH U Kao P . —Iy+— i, |-Js, rme je nuseprenumja
2nf | Ox oy
CHUMOOJINYKH 3aMeHbeHa CKAIaPHUM ITPOU3BOIOM.
Kako y TM wMoay mNOBpHIMHCKE CTpyjeé HMajy camMO aKCHjalHy KOMIIOHEHTY, TO je
MOBPIIMHCKA TYCTUHA HAaCIEKTPUCambha jeTHaKa HYJIH,

i (0. o. .
pszﬁ(awguyjdsuzzo, (3.4)

jep je CKaJapHH MPOU3BOJ PA3INYUTUX JEIMHUYHUX BEKTOpa JlexkapTOBOT KOOPAMHATHOT CHCTEMa
jennak nymu. Crora, y jenHaunnu (3.3) ocTaje camo mpBU cabHpPaK, Tj. pacejaHO CICKTPHYHO MOJbE
MOTHUYE CaMO OJ] HHIYKOBaHHUX CTPYja.

Ca npyre crpane y TE ciyudajy, BeKTOp TyCTHHE CTpyje MMa U X, U Y KOMIIOHEHTY, Ma y
OMNILITEM CIy4ajy, IOCTOjeé W TMOBPIIMHCKA, M JIMHHJCKA HaeleKTpucama Ha Tpauu. Tpeda
HarlOMEHYTH Jia JMHHJCKAa HaeJeKTpUcama He MOoCToje (U3UYKH, alld ¢ 003UpOM Ha Kopuilheme
0asucHUX (PyHKIIM]ja y apOKCHMAlMjU CTpyja Yhja BpeIHOCT Ha KpajeBUMa HUj€ HYJIa, a jeTHAYNHA
no mpBoM KupxopoBoMm 3akoHy HHje TIOCTaBJ/bEHa, YBeJ€Ha Cy (UKTUBHA JHMHHUjCKA
HaelekTpucama. Hamme, 1enomoMeHcka amnpokcumanuja JIexaHJpoOBUM IOJIMHOMHMA HE
o0e30elyje na je crpyja Ha KpajeBUMa Tpake jenHaka Hynu [locie mpumeHe rpajujeHra, Ipyru
cabupak TpaHcpopMHUIlIe ce y

i Nt (@) A NOHPPR). & HP(BR)
4ggrad[cj_ps(r>Ho (BR)dlj— i ijs(n—aR anl+kz=le—aR R " | (as)

k

rae je R =r—r' BekTop KOju Moja3u Of Tayke U3BOpa M0Jba HA MOBPLUIMHCKOM HAEJIEKTpUCAY U
3aBplIaBa ce y Tauku y K0joj ce padyHa nojbe, R =|R| je pactojame uzmehy momenyTtux Tayaka,

ir =R/R je jenunnunn Bextop, Q' = jI (t', )/(2nf), k e{L,2}, je momy*Ha TyCTUHA JIMHU]CKUX
HaeJleKTpUcama Ha JIBa Kpaja Tpake, uuje cy JokanHe koopaunare th=-1 u t', =1, R, je Bekrop
KOjH TI0JIa31 OJ1 TaUKe M3BOpa Mojba Ha oAroBapajyhem nuHMjcKkoM HaenekTpucamwy Q', U 3aBplIaBa
Ce y Tauk¥ y Kojoj ce padyHa MOJbe, NOK je ig = Ry /R, jeIMHHYHH BEKTOp, Kao IITO je H

WITyCTPOBAHO Ha cimiy 3.2. [Mapuujanuau W3BOJL XaHKeNnoBe ¢byHkuuje  je

a%Héz) (BR) = —BHl(Z) (BR) [89], rze je H1(2) XankenoBa (yHKIMja APyre BPCTE W MPBOT peja.

27



Jlaxie, pacejaHo €JEKTPUYHO MOJbe cajla MOTHYE O] UHIYKOBAHHUX MOBPIIMHCKUX CTPYja, Kao U O]
MOBPIIMHCKUX U JIMHUJCKUX HACNEKTPUCAhA.

th=-1 th=1

Crnuxka 3.2. BekTopu 1moJiokaja Ha IpUMEPy 3aKpUBJbCHE TPake.

3.4. MN3B0P BABUCHUX U TEXKUHCKUX ®YHKIIUJA

[ToBpmMHCKa TYCTHHA CTpyje amnpoKCUMHpaHa je JMHEapHOM KOMOMHalIMjoM Oa3MCHUX
byHkiHja kao y (2.29). 3a MHTYUTHBHO pa3yMeBambe n300pa 0a3ucHUX QyHKIMja OMCMO MOTIH, Oe3
ylaxema y JleTajbe JUHeapHe airedpe, HalpaBUTH Iopeheme ca BEKTOPCKHM IMPOCTOPUMA.
[Tpon3BosbaH BEKTOpP y MOCMATPaHOM BEKTOPCKOM IPOCTOPY MOXKE C€ MPEICTABUTH JIMHEAPHOM
KoMOuHanujoM OasucHUX BekTopa. Hajuemrhe cy 6asucHu BekTOopH Mel)yCOOHO OpTOTOHAIHU U
Ty’)KUHE jelaH, Tj. OpTOHOpMaNIHU. Pa3no3u TakBor n30opa Jiexe y jeTHOCTaBHU]O] peTpe3eHTAIN]!
MIPOU3BOJHHOI BEKTOPA JIMHEAPHOM KOMOMHAIMjOM 0a3MCHMX BEKTOpA, y jeIHOCTABHUJEM padyHY
CKaJIapHOT M BEKTOPCKOT Mpou3BoAa UTA. Moxemo mocmaTpatu 0azucHe (QyHKIHje Kao Oa3ucHe
BEKTOpE, a TYCTUHY CTpyja Kao NMPOU3BOJbAaH BEKTOP KOjJHU KEIMMO Jia MPEICTaBUMO JIMHEAPHOM
KoMOMHanujoM OaszucHux QyHkiuja. Kako mpobieM pemaBaMo HyMEpUYKHU, TO je Opoj OasucHUX
(GyHKIIM]ja OTpaHUYeH, a YMECTO CTBApHE T'yCTUHE CTPYje TPaKUMO BeHy anpokcumaiyjy. Crora je
3a 0Oa3ucHe (QYHKIMje 3TrOJHO Y3€TH NOJMHOME KOju cy opToroHanHu. Haume, y ciydajy
arnpoKCcHMallija CTpyja BUCOKHMX pelloBa MoKa3yje ce Jla Cy pe3yTaTd HyMEPHUUKHU CTaOMIIHUJH aKo
cy O6a3ucHe QYHKITH]je OPTOTOHAIHH MTOJIMHOMH, 0 YeMy he OuTH BUIIEC peun y oaesbKy 3.14.

3a nBa momuaoma P, (t) (pema n) u P, (t) (pema m) Baxku 1a cy OPTOrOHAIHU Ha MHTEPBATY

(-1,1) ako je

} P (OF, (t)dt =

-1

{r #0,m=n
. (3.6)

0, m=#n

Jlexxanaposu noauaomu L, (t) cy mpumep opTOroHaHUX MOJMHOMA, T€ Cy OHU W3a0paHu 3a
6azucHe gpynkuuje. [latu cy ciegehom pekypenToM popmyaoMm
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Lot =1
Ly(t) =t
(n +1) Ln+1(t) = t(zn +1) I—n (t) - nLn—l(t)'

OBH MOJIMHOMH 3aKJbYYHO Ca PEIOM ILIECT CKUIIUPAHH Cy Ha ciuiu 3.3.

057
_ \
~ 0r
~
—0,5 -
-1 ! ! ‘
-1 -0,5 0 0,5 1

t

Cnuka 3.3. JlexxanApoBH MOJUHOMH O/ TIPBOT JI0 IIIECTOT pefa.

3a TexxuHcke GyHkuuje kopuirhenu cy Jlupakosu (enTa) uMmIryacu

+oo,t=t
0, t=t,

m

6(t—tm)={

Tana ce, 300r CBOjCTBA J€JITa UMITYJICa

Tsa —t,)f(t)dt =1,

3.7)

(3.8)

(3.9)

HHTETpaIM KOju ce jaBsbajy y (2.34) cBoje Ha jeHOCTPYKE, 1O jeHOj MPOMEeHIbKBOj t', mTo he ce
BuzietH y jennaunHama (3.10) u (3.11) xoje cnene. [Ipu Tome je pacnopen Tayaka mojeriaBama i,

Ha TpalM UCTH Kao pacmopen arncuuca u3 ['ayc-Jlexanapose Hymepudke uHTerpanuje [7], [14].
Tume cy Tauke nojemanama rymihe pacrnopeheHe y OKOJIMHU KpajeBa Tpake, OJHOCHO TaMoO TJie
oueKyjeMo Opyke MpOMEHe U BEIUKE BPEAHOCTH T'YCTHMHE CTpyja, a pehe oko cpeuHe MOoNnpedHor
npeceka Tpake, e je curyanuja oopHyra. OBO je WIyCTpOBaHO Ha ciulM 3.4, Ha NMpUMEpUMa

paBHE M U3PA3UTO 3aKPUBJbEHE TpaKe ca Mo 45 Tayaka Mo/elIaBamba.
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1 ‘ 0,5
Tpaka Tpakxa
® TayKe IOoJIclIaBama ° TauKe [0JelIaBahA
05 ¢ 1 047
03}
= 0 .
;>\
02}
,0‘5 L
01f
-1 L
-1 -0,5 0 0,5 1 0 ‘
x -1 05 1
(a) (6)

Cruxka 3.4. [Ipumep pacniopena 45 Tayaka nojemaBama Ha (a) paBHOj U (0) 3aKpUBIJbEHO] TPAIIH.

Kownauno, cuctem (2.34) y cinydajy pasmatpador npobsiema y TE Moy cBoau ce Ha

f N-1 1 . . . . .
TEL Yay (L) HE BRE NG + 2yt Py im0t

n=0 t=-1

Nt dL )

22 |

HA PRt )ig -idt'+

280 n=0 t'=—1 dt' (310)
8nB NZ:""ZL“ YHP BRE tn)ig, “ian =

= —E e PXm)eos0ytn)sn O (_gin 6j +cOSOi ) i an

onHocHo y TM mMony Ha

”“0 jL EYHP BR( ) XE + 2y, t'Fi, i dt'=

I (3.11)

_ _Eoejﬁ(x(tm)cose+y(tm)sin e)i .

rae cy t,, m=0,1,.., N1, Tauke mogemasama, - X5 +(2ymt')2 je JakoOujaH koju MOTHYE Of
00NMKa TONpPEYHOr mpeceka Tpake (IOoOHMjeH Ha OCHOBY NapaMeTapCKUX jemHaduHa), |,
JEeNMHUYHM BEKTOp TAHTEHIMjalaH Ha MmompevyHu mpecek tpake, X(t,) u Yy(t,) ce mobujajy u3
napaMeTapcKuX jeJHAuYMHa Tpake 3a CBaKy TayKy IojemaBama f{,, JOK jeAMHHYHH BEKTOPH I

y3uMajy oAroBapajyhe BpeIHOCTH y 3aBUCHOCTH OJ1 MOJIa.
3a u3pauyHaBame eJIeMeHaTa MaTpUlle CUCTEMA, OJHOCHO BPETHOCTH KOj€ CTOj€ y3 Helo3HaTe
KoepuuujeHTe a,, MOTPeOHO je u3pauyHaTH HHTErpaje ca CHUHIYJIApPHUM MOJUHTETrpaTHUM

¢dbyHKIMjaMa, IITO je HapeJHH KOPAK y aHaJIM3H [TOCTaBJLEHOT Mpobiiema.
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3.5. TUIIOBU CUHI'YJIAPUTETA

Y miby u3lBajamka MHTErpalia Koje Tpeda n3padyHatu y ciydajy ommo TE, 6uno TM mona,
pacejaHo 1moJbe MOXKe OUTH 3alKCaHO U Kao

N-1 nu, f nt3f
Et)~ Yo -l e, B e (3.12)
=0 2 2¢, 8nfe,

rjae cy

I = an (T YHP BR(' o)y x5 + 2yt Fidt, (3.13)

t'=—
l 1

o= %Hf”(BR(t',tm)iRdt' (3.14)
t'=—1

HUHTCI'palid Ca CI/IFHFyHapHI/IM HHTCIrpaHanuMa, 10K je
9 _~ @ :
19 =L, (" OHP BR (t'y .t )i, (3.15)
k=1

Kao mro je Beh momenyro, y TM citydajy Ha Tpary HeMa HaeleKTpHCama CTora je Tajia IEnzy)n =0mu
3 _—
I =0.
XankenoBe pyHKIje, Koje ce mojaBibyjy y (3.13)—(3.15), Texxe OeckoHauHOCTH Kaja R Texu
HYJTH, OJJTHOCHO KaJ/ia ce Tayka IMoJielmaBama {, mpubamkaBa Tauku u3Bopa mnospba t'. Kaxxemo u na

je Tauka t,, CHHTyJapuTeT NOJUHTErpaiHe QyHKIH]E.

Ha ocnoBy TejnopoBux pas3Boja y OKOJMHM HyJe, XaHKelaoBe (QYHKIHje MOry ce
anpoKCUMHUpATH ca

R2 R4 2 R R2 R R4 4
H(z) R)=|l-—+—|[-]— [In—+ j——(ln_'F _1j_ (In 2 3) ) .
o (R) [ 4 64] Jn[ 2 )T T2 ) T R (3.16)

OJHOCHO

H(Z) R ~| — _t

() (2 16 384

( 2 R 4 R®( 16 R® 8

= - In—=—2y+1|+—| In=——4y+5|- In— —3y+5||,
J[ R 2n( Rz ' j 3271( Re J 5767:( re 7 B

rae je v~ 0,57721... OjnepoBa xoHcTanTa (eHriecku: Euler Mascheroni constant). 13 mperxogaux

R R RSJ_

(3.17)

M3pasza 3aKJbydyjeMO Jia je CHHTYJapUTEeT (yHKIHje Héz) obmuka logR, 10K je CHHrymapuTer

¢byHkuuje Hl(z) obnuka 1/R.

JlogatHo, €1eKTPUYHO MOJbe MOBPIIMHCKOT HAeJIEKTpHCama Ha Tpaly HHje Ne(UHHCAHO Ha
camoj Tpaiu, o1HOCHO 32 R =0 (CKOKOBUTO ce Mema Ipu MPOJIACKy KpO3 TPaKy), ajlid UMa KOHAYHEe
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BpenHoctd 32 R=0" u R=0". Crora he Tauka y K0joj pauyHamo Nojbe OMTH IIOCTaB/bEHA Ha
pacrojamy &=10"" W HopManHO M3HA[ MOBpLIK Tpake. To pactojame o & =10 W uzabpaHo je
HAKOH HM3a HYMEPUYKHX CHUMYJalldja Kao HajMame pacTojame 32 KOje HYMEPUYKH Pe3yJITaTH He
TMBEPIUpajy.

Haj3an, 3a pauyHame camux XaHKeJIOBUX (YHKIMja peaTHHX aprymMeHaTa ca BHCOKOM

tayHomihy kopumihena je Beh moctojeha OmOmumoreka MKL (enrnmecku: math kernel library,
ckpaheno: MKL) [90].

3.6. OCHOBHA UJIEJA IOHUIITABAIbA CUHI'YJAPUTETA

VY mmiby uspauyHaBama uHTerpana (3.13) u (3.14) ca BucokoM TauHomilly, OJHOCHO OpKe
KOHBEpIeHIIMje HyMEpUYKe HHTerpaiuje, yBemheMo cMeHe Koje he TMOHHUIUTHTH IOMEHYTe
cunrynaputere. Heka tpancdopmanmja t'(s') mpecnukaa npomensbuBy t'e[-1,1] y npomeHsbHBY

s'e[-11] u Heka je JakoOujan Te Tpanchopmanmje dt'/ds'. HakoH oBe cMeHe NMPOMEHJbUBHX,
unrerpanu (3.13) u (3.14) nocrajy

I = ana'(s'»HéZ) BRE'(S), t)WXE + (2t () P %dsz (3.18)

1 1
9= [ Ly @D BREE) e 105 (3.19)

s'=-1

OcHoBHa Hjeja je npoHahu cMeHy KOja Y HOBOM S' IOMEHY PAacTeKe OKOJMHY CUHTYJIapUTETa
ca LWJbeM Ja TMpUMEHEHa HyMepuyka HWHTerpamuja Opske KoHBeprupa. Kako y mpeTxoIHuM
¢dbopMynaMa, CHUHTYJApUTETH TOTUYY OJi CHUHTyJapurera XaHKeJIoBUX (yHKLH]a, OOK CY

JlexxanapoBU MOJIMHOMU M JakoOujaH \/ X,%+(2ymt'(5'))2 HECUTHTYJIapHHU, TO j€ OJl KJbYYHOT

3Hayaja 3a pacTe3ame JOMEHa M IOHUINTaBamke CHUHIyJlapuTrera. Hamme, ako y OKOJIMHHU
CUHTYJIApUTETA TPOU3BOJL Héz)%, OJIHOCHO TIPOM3BOJ Hfz)% TEXHU HEKO] KOHCTaHTHO]
BPEIHOCTH, NOJMHTETpajiHe (YHKIMje I0CTajy 3HAa4yajHO JIaKIle 3a HNPUMEHY HyMepuuke
uHTerpauuje. IloceOHO, ako Cy Te KOHCTAHTHE BPEIHOCTH JeAHAaKe HYJH, KaXeMo Ja je
CUHTYJIAPUTET IMOHUILTEH.

3.7. CMEHE KOJE IOHUIITABAJY CUHT'YJAPUTETE

Y oBoM onepky Ouhe mmoOpojaHO HEKOIMKO CMEHa KoOje IOHMILNTaBajy IOMEHYTe
CHUHTYJIapuTeTe, JOK he y HacTaBKy OHE OWTH JeTajbHUje aHaTU3UpaHe. 3ajelHUYKO CBUM
MPE/UTOKEHUM CMEHaMma Cy BpJIO CIMYHU TejiIopoBH pa3Boju y okoimHM Hyze. [Ipu Tome ce
cuarynaputetn t,, m=01..,N -1, u3 nomena t' mpecnukaBajy y HyJdy y HOBOM JOMEHY S'.
Wneja cBake cMeHe je aa: (a) pacTerHe OKOJHMHY CHHTyJapuTera U (0) MOHMINTH CHUHTYJIAPUTET.
CBaka o1 peUI0KEHUX CMEHA 3aBHCH OJ1 TaUKe y K0jOj Ce HajJa3u CUHTYJIApHUTET, Tj. Tauke {, Kao
¥ OJ1 JeTHOT WJIM JBa TMapaMeTpa KOjuMa Ce pacTe3ame OKO CHHTYJapHUTeTa MojeliaBa, unMe hemo
ce moceOHO OaBUTH.
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[Topen anammM3upaHuX MOTy c€ KOPHUCTUTH WM Heke Japyre (HemapHe) (yHKIHje Koje
npecnukaBajy uHTepBan [-1,1] y wuaTepBan [-1,1] kao cmeHe Kkoje Takohe mMOHHIITAaBAjy

CHHTYJIapUTeTe XaHKEIOBHX (YHKIHja. Y OKBUpPY OBE IucepTanuje 3aapxahemMo ce Ha HapeaHUX
HEKOJIMKO JeTHOCTAaBHUX, AaHAIUTHYKH 33JJaTUX (PyHKIHja.

3.7.1. CMEHA CA EKCIIOHEHIUJAJTHUM YJIAHOM
[TpBa npeiokeHa cMeHa U ibeH JakoOujas je [14]

t'(s') =t,, +sgn(s') (A1 —1)¥, (3.20)
AU (A )< AR In( ) (3.21)
ds' ’ '

rae je t, Tauka mojemaBama (Tauka cuHryiaapurera), A=1+ (1-sgn(s)t,, Yk

, In(x) je mpuponuu
noraputam, Sgn(X) je curaym ¢yHkuuja u K je peanan 6poj (K > 2) xoju npeacrasiba mapameTap

tpancdopmanuje. MuBep3na yHkmuja nara je uzpazom [14]

InfL+[t—t_ ["*
s'(t') =sgn(t'-t,,) (;L| nl )1/k :
In{L+|t,, —sgn(t'—t,,)| )

(3.22)

Ha cnmnm 3.5a [14] npukasana je Tpanchopmanmja 3a t, =—0,5 u k € {2, 4,6,8, 10}.

dr'/ds'

(a) (6)
Cnuxka 3.5. Unycrpanuja tpanchopmanmje 3a tm = —0,5 u pasnuunre n3dope mapamerpa K: (a) cMeHa u
(6) oxrosapajyhu Jakooujamumu. [14]

Jomenu npoMensbuBUX S' U t' Gpopmanno cy ucth, 1. —1<s',t'<1 3a cBe Tauke nojemanama t,.

Ca ciuke ce MOke BUICTH Ja TpaHchopmalija pacTexe Tauyke y S'-TOMEHY OKO CHHTYJIapUTETa,
JOK Cy OCTalM JIeJIOBH 30MjeHH, a mapamerap K KBaHTUTATUBHO KOHTPOJIMIIE TO pacTe3ambe,
OJHOCHO cabujame. JlogaTHo, Tayka MOJellaBama (Tauka CHHTryJapuTera) t, mpeciukaHa je y

s'=0. Ca ciuke 3.50, rae cy npukasanu ojaroapajyhu JakoOujaHu, BUIU CE€ J1a OHHM TEXE HYJIHU Y
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HOBO] TauyKH CHHTyJapuTeTa y S'-moMmeHy. OBO je BakHa OCOOMHAa CMEHE, Koja yTH4Ye Ha
MOHUIITABAKE CUHTYJIAPUTETA, Kao mTo he u OutH noka3aHo y ogespuuMma 3.8.1 n 3.8.2.

3.7.2. CMEHA CA CTEINHEHUM YJIAHOM

Cmena ca cremeHuM wiaHoM (oBa cMeHa he paau jeIHOCTaBHOCTH pedepeHnuparma y
HACTaBKy OMTH HaBoleHa Kao cMeHa A) neduHucana je Ha cienchu naunn. Heka je t'(s') y (3.18)

u (3.19) 3agaro kao
t=]s|™ " s'(L—sgn(s)t )+t (3.23)

rae je m, peamnu Opoj Behm ox 1, 1j. m; >1. Kako s'.t, €[-11], 1o je onma u t'e[-1,1].
Jaxobwujan oBe TpaHchopmarmje je

dt’ m, - '
g =Ml @-son(s)t) (3.24)

Ha cnunu 3.6a npukasana je, usmel)y octanux, 1 cMeHa A 3a jeHy TauKy CHUHTYJIapuTeTa U
jemaHn mapamerap TpaHchopMmaiuje, JOK je Ha ciauny 3.60 matr oxroeapajyhu JakoOwujan.
Cnukom 3.6a je mIyCTpOBaHO Ja C€ U OBOM CMEHOM CHUHTYJIApUTET U3 jeJJHOT JOMEHA IPECINKaBa y
HyJy y ApyroMm JIOMEHY, NOK JakoOWjaH TpaHchopMmamuje TeXH HYJIW y TadyKd CHHTYJIAPHUTETA.
Cnu4HO Kao M y MPETXOHOj CMEHH, MapaMeTpoM M, KOHTPOJIMIILY Ce pacTe3ame U cabujame y S' -

JIOMEHY .

3.7.3. CMEHA CA CHUHYCOM

CwMmeHa ca cuHycoM (oBa cMeHa he paau jeTHOCTaBHOCTH pedepeHIupama y HacTaBKy OUTH
HaBoljeHa kao cMeHa B) mara je u3paszom

t'(u) = ty, + @ —sgn(u)t,)u, (3.25)
rje je
u(s') = sgn(S')(M] 1, (3.26)
sin(m,)

U IJIe Cy mapaMmeTpu TpaHcopmarmje My u M, peasHu No3uTHBHH OpojeBu. JenHaumHa (3.26)
pacTexe MPOMEHJBUBY Y OKOJIMHU CHHTYJIApUTeTa, 10K (3.25) camo momepa pacre3ame y OKOJIHHY
Tavyke CHHTYyJaputera {,, Tj. MpeciuKaBa CHHTYJIapuTeT u3 {, y Hyly y S'-IOMeHy, Kao IITO je

MpHKa3zaHo Ha ciumm 3.6a. Jakobujan oBe TpaHchopMalje je

% mlmz(sgn(SI)Sin(mZSl)jml_l cos(im,s’) (L-sgn(s)t,, ), (3.27)

- sin(m,) sin(m,)

KOjH je WIIyCTpOBaH Ha ciunu 3.60.

VY oxonuHu Kpaja Tpake (S'=1 um S'=-1) ¢dyskumja cos(m,s')/sin(m,) ce monHama Kao
KOTaHTEHC, KOjH je TIepHOINYaH ca IepHoIOM T U aHTHcuMeTpuyaH oko 1t/ 2. Crora je mapamerap
m, orpanuder Ha /2, T1j. 0 <m, <7/2.3a npBu napamerap Baxxu aa je m; >1.
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VY HacTaBKy Cy MpeJCTaBJhEHE JOII TP CMEHE KOje CE O] CMEHE ca CHHYCOM Pa3JIMKYjy caMo
y GyHKIUMju Koja ce crenenyje y (3.26), 1j. dynkuuju u(s') .

3.7.4. CMEHA CA CUHYC XUIIEPBOJUYKUM

Cwmena kojy cieaehy pasmarpamo (oBa cmeHa he paau jemHocTaBHOCTH pedepeHiupama y
HacTaBKy OMTH HaBoleHa kao cmena C) maTa je u3paszom

|Sinh(m23')|J 1’ (3.28)

sinh(m,)

u(s') = sgn(s')[

rae je t'(u) maro jemnaumnom (3.25), nmok cy mapamerpu 3aa0BOJbaBajy ycioBe My >1 wu
0<m, <m/2. JakoOujan oBe TpaHchopmanuje je

dt mlmz(sgn(s')sinh(mzs')]ml_1 cosh(m,s') - sgn(s)t. ) (3.29)

ds' sinh(m,) sinh(m,)

3.7.5. CMEHA CA TAHTEHCOM

AKO yMECTO CHHyCa WM CHUHYC XHIEPOOJIMYKOT y TPETXOJHUM CMEHaMa HCKOPUCTHMO
TaHTeHC, JI00MjaMO HapeaHy CMEeHy Kojy hemo pasmarparu (oBa cMeHa he paau jeTHOCTaABHOCTH
pedepenIpama y HacTaBKy OuTH HaBoljeHa Kao cmeHa D)

e

tan(m,)

u(s') = sgn(s')[

rae je t'(u) naro jemnaumnoMm (3.25), a mapamerpu m; >1 m O<m, <m/2. JakoOujan oBe
Tpanchopmaimje je

% mlmz[sgn(s')tan(mzs')Jml_1 (L—sgn(s)t,,) (3.31)

- tan(m,) tan(m,) cos?(m,s')’

3.7.6. CMEHA CA TAHT'EHC XUIIEPBOJIMYKUM

Kona4Ho, ako yMeCTO TaHTHEca ymoTpeOMMO TaHTEeHC XHUMepOOoIrYKH, cMeHa je (oBa cMeHa
he paau jemHOCTaBHOCTH pedpepeHIpama y HacTaBKy OuTH HaBol)eHa kao cMeHa E)

tanh(m,s")| ™
u(s) =sgn(s') ————=—2 | (3.32)
tanh(m,)
rae je t'(u) maro jennaumnoM (3.25), m; >1u O0<m, <7/2, 0ok je Jakobujau
. W \M-1 ,
d—t:mlmz sgn(s_)smh(mzs) Co_Sh(mzs)(l—sgn(s')tm). (3.33)
ds' sinh(m,) sinh(m,)
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Cwmene nipemioxkeHe y onesbuuma 3.7.2—3.7.6 3a jemaH ceT mapameTapa WIyCTpOBaHE Cy Ha
ciunm 3.6a, Mok ¢y oarosapajyhu JakoOujanu nmpuka3anu Ha ciuiy 3.60. Onatie ce MoKe BUACTH
Jla Cy CUHTYJIAPUTETH MTPECIIMKAHN y HYJTY, 1a je€ ’bUXOBa OKOJIMHA PacTerHyTa, Kao U 1a JakoOujaHu
Tpancopmanmja Teke HYJIUW y CHHrylapurery. llocnenmu 3akibydak je moTpebaH, alid HEe U
JI0BOJbAH YCJIOB IOHMIITAaBaka CHHTYJAPUTETa TNPEIJIOKCHHM cMeHama. [loka3u cy maté y
nornasiby 3.8. Takole, ca cnuke 3.6 BuaM ce 1a Cy OBE CMEHE, HaKO UMajy pa3iIHuuT aHAIUTHUKE
n3pase, KBATUTATUBHO CIIHYE.

1
05r
)
~ 0 NS
S
—A
—B
—0,5+ ClT
—D
—E
-1 L
-1 -0,5 0 0,5 1
s’ s'
(a) (6)
Cruxka 3.6. Unyctpanyja (a) Tpancdopmanmja u (6) oaroapajyhux Jakobujana kana je thn = 0,5, M1 =3 u
my=1.

3.8. TEOPUJCKHU JJOKA3U TIOHUILITABAIbA CUHT'YJIAPUTETA

VY HacTtaBKy Cy JaTH JIOKa3W TOHWIITaBama CHHTYJapuTera, Koju ce cpehy y 2-D
€JIEKTPOMAarHeTCKUM MpobJIeMUMa, PeTX0IHO HaBeeHUM cMeHama. [IpBu u npyru nokas oxHoce
Ce Ha CMEHY Ca EKCIIOHEHIMJaJHUM WIAHOM, JOK ce Tpehu noKa3 OJHOCH Ha IMOHMILITABAKE
CUHTYyJlapuTeTa cMeHama A—E.

3.8.1. TEOPHJCKM JOKA3 IIOHUIIITABAIbA JIOTAPUTAMCKOI' CHHI'YJIAPUTETA

CMEHOM CA EKCIIOHEHIIM1JAJIHUM YIAHOM

3a npemnoxeny cMmeny (3.20) u3BeneH je TEOPHjCKU JOKa3 MOHHIITABAEKHa JOTapUTaAMCKOT
CHHTYJIapUTeTa KOjU je naT y HactaBky. OBaj noka3 oOjaBibeH je y [14] xama je u mpBH myT
MpeJUIo’KeHa Ta CMEHa.

Heka je f(t') wnrerpang wnHterpana (3.13) mnpe Tpancdopmarnmje, [TOK je
g(s') = f(t'(s"))dt'/ds' uaTerpana HakoH TpaHcpopMaimje, Tj. moguHTerpaaHa Gyunkuuja y (3.18).
VY nuIby mojeTHOCTaBJbUBama JoKa3a, cMaTpahemo aa je s'> 0. Jlokaz 3a $'< 0 ¢dopmanHo je ucTu
nomro ce uHTerpany g(s') moHama UCTo y OKOJIMHM Hylle kafa S'— 0~ mkana S'— 07 . Tlonasumo
on TejmopoBor pasBoja oarosapajyhe Xankenose ¢yukiuje y oxonauwau Hyne (3.16). Kanma
3aHEMapMMO KOHCTaHTe, MHTerpana g(s') ce y okomunu S'— 0" nonama kao
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lim g(s) = lim A%(A" —1f L, (s)In(s"), (3.34)
s'—0" s—0*

rae je k > 2. JlexxaHapoBH NMOJIMHOMH HENAPHUX PENOBA Y OKOIMHM HyJe, Tj. 32 S'—> 07, jennaku
Cy Hyid, NOK JlexaHIpOBH TOJMHOMH TAapHUX peloBa MMajy KOHAYHE, HEHYJITE BpPEIHOCTH.
Opnatne cnenu na gynkuuja g(S') Opke KOHBeprupa y ciydajy HEMapHUX HEro MapHUX peaoBa

. k-1 )
nojauHoMa. JlomatHo, 4WiaH (AS —1) Opke Texxu Hymu 3a Behe BpeaHocTH K, momTo je
lim (A® —1) =0. Crora, Kao HajTeXu CIy4aj, Tj. HAjCIIOPUjy KOHBEPreHIHM]y, TocMarpamMo K =2 u
s'—0*
napHe penose Jlexanaposux nonuHoma. Jlamke, kako je lim A® =1, momMeHyTH IMMec MoXke ce
s'—>0*
M0jeTHOCTABUTH Ha cliefiehn HaunH

lim A¥(A" —1)in(s') = lim (A% ~1)in(s"). (3.35)
s'—=0" s'—=0"
: e s ws"In"(A) ,
Ha ocnoBy Tejnoposor passoja A° y okomunu Hyie, A’ = Z—' ~1+5s'In(A), numec
n=0
(3.35) ce masbe cBOIU Ha
lim (A¥ ~1)In(s") = lim (s'In(A) In(s")), (3.36)
s'—0" s'—0"
OJIaKJIE CIIEIH /1A je
lim g(s')=1In(A) lim s'In(s') = 0. (3.37)
s'—>0* s'—>0* )

Jlpyraumje pedeHo, BpeAHOCT MHTerpanaa Q(S') y Hynu, rae je TpanchOpMaIijoM MpEeMEIlTeH
CHHTYJIApUTET, je/IHaKa je HyJIU, OJHOCHO, CHHTYJIAPUTET j& MOHUIIITEH.

OBo je HajBakHHUja OCOOMHA TPEIJIOKEeHE TpaHchopMalHje: KaKo TpaHCPOPMUCAHU
MHTETPaH] HHUj€ CUHTYJapaH, TO C€ HyMepHuyKa MHTErpalija MOXe CIIPOBECTH Ca MHOTO Mambe
padyHapCKUX pecypca 3a MOCTH3ame KeJbeHe TauHOCTH. C 003MpoM Ha TO Ja ce CBaKa OrpaHnYeHa
(byHKIMja MOXe MpeJICTaBUTH NPEeKO IMOJMHOMA, TO JI0Ka3 KOjU je JaT BaXu 3a cBe OaszucHe
(GyHKIMj€e KOje Cy OTpaHUYEeHE U YHjH j€ TOMEH [— 1, 1].

Kao miycTpanuja npeTxoHO OMUCAHOT, Ha CIMLM 3.7 MpHUKa3aHHU Cy peaJHH U UMaruHapHH
nenosu ¢pyukumja f(t'), 1j. mHTerpanaa npe Tpancopmaimje, u Gpynkuuje g(S'), Tj. MHTErpaHa
nocie tpaHcopmanuje [14]. I'padunm minycTpyjy ciydaj paBHE M 3aKpUBJbCHE Tpake IMIMPUHE
W =21 nobyhene taacom y TM mony, kaja je tauka nojemanama t, =0, a 6a3ucHa QyHKIHja

JpyTOT pena.

Ca cnuka 3.7a u 3.70 MOXe ce BUJETH Ja Ce y OKOJIMHU CHHTYJIapuTeTa (QyHKIM]e MOHAIIa]y
BPJIO CIIMYHO OWJIO 1A je y MIMTamky paBHA MM 3aKpUBJbeHA Tpaka. Oartie cieau 1a ce MpeiokeHa
TpaHchopmalrja MOXe HCKOPHUCTUTH y o0a ciydaja, mTo he OMTH MOKa3aHO HAa HYMEPUYKHM
IpUMeprMa y HacTaBKy, a M 3a OWJIO KOjy Tpaky HOJyNpeyHHKa KpUBHHE KOjU je u3mely paBHE u
U3pa3UTO 3aKPUBJHEHE.

Hakon Ttpanchopmammje cmpoBomu ce mo0po mosHara [ayc-JlexxanapoBa HyMmepudka
MHTErpalyja y Hujby MOCTU3amka NpefeuHrucaHe TAYHOCTH, a HaMa je O]l MHTepeca MaKCHMallHa
moryha. Moske ce oueKknBaTH Ja je 3a pa3nuuurte n3bope mapamerpa K moTpedaH u pas3auyut Opoj
WHTCTPAlMOHUX Tayaka, Tj. Ja IOCTOjU ONTHMaiaH u300p mapamerpa K 3a koju je Opoj
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WHTETPAIIMOHMX Tadaka MHUHHMantaH. Y ofekky 3.10 he mnurame wMuHHMamHOr Opoja
WHTETPAIMOHUX Tayaka OMTH MOCEOHO pa3MaTpaHo.

0,2 ' T . 0,4

- - - Re{g(s"}, pasua
— Im{g(s")}, paBHa
0,2 f Re{g(s")}, sakpuBbeHa
—— Im{g(s")}, 3akpusibena

- - - Re{f(t’)}, paBna
06 f —— Im{f(t’)}, paBHa |- -0,4 +

Re{f(t")}, 3axpm.
— Im{f(t")}, 3axpn.

-1 -0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1

(a) (6)
Crnuka 3.7. Peanau n MMarnHapHU J1€JI0BYA UHTETPaHa y CITydajy paBHE U 3aKpuBJbeHe Tpake y TM Momy
mmpuae W = A (a) nipe u (6) mocie Tpanchopmanmje. [14]

3.8.2. TEOPHJCKH NOKA3 IOHUILITABAbA CUHI'YJAPUTETA OBJIUKA 1/R CMEHOM

CA EKCITOHEHIIMJAJTHUM YJIAHOM

[Mpemnoxena cmena (3.20) noHuIuTaBa W JOpyrd CHHrynapureT koju ce cpehe y 2-D
CNIEKTPOMArHeTCKUM TpoOJieMHMa, Tj. CHHTynaputeT obnmka 1/R, mro he Outm nokazaHo y
HAaCTaBKY.

Heka je cama f(t') wunrterpann wunrerpana (3.14) mpe Ttpanchopmaigje, JOK je
g(s')=J(s")f(t'(s")) wmHTerpanm mcror MHTErpaja Imocie TpaHchopMmalmje, Tj. TMOJUHTErpaIHA
byuknmja y (3.19). Kaga wu30ocTaBUMO KOHCTaHTE, MOMEHYTe (YHKIHje MPOMOPIUOHAIHE CY
u3pazuma

f(t')~ L, (tYHP Bt),
it (3.38)
9(s) ~ Ly (t'(s')HP (B(s)) 4

basucna ¢ynkumja L., koja je y HameM ciydajy HOJUHOM, HHje cuHryiapHa. C napyre

crpane, Jakooujan tpancdopmanmje dt'/ds', nar uzpasom (3.21), noHMIITaBa CUHTYJIAPHUTET, jep Y
HyJH, T7e je HakoH TpaHchopmanuje (3.20) cHHryJTapuTeT MpEMEIITeH, MMa BPEIHOCT Koja je
OJMcKa HyJd, Kao To he OUTH JI0Ka3aHO Y HACTaBKY.

Kako je cuHrynmapurer mocne TpaHchopMmanuje y HyJIH, TO je O HMHTepeca NpPOBEPHTH
MOHaIIalke MHTerpanaa Qg(S') y OKONMHHM HyJe, Tj. BPEIHOCT JHMeca S!'iEWOg(S'). Peanau neo

byukimje g(s') Hema CUHTryJIapuTeTe, MOK je MMarMHapHH Jeo cuHryiapaH. JakoOwjan (3.21)
MOXE C€ 3aIiCaTH U Kao
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dt’

s k(A* =) A% In(A), (3.39)
S
kana je s'> 0, 0qHOCHO Kao

dt’ -s' k-1 p—s'

i k(A =D A In(A) (3.40)

kama je S'<0. Mmajyhm y Bumy TejinopoB pa3Boj y OKONMMHHM HyJie oaroBapajyhe XaHkemoBe
byukuuje, nat u3paszom (3.17), u u3ocrasspajyhu KOHCTaHTE 100HjaMO

1

lim Im{g(s")}= lim (A —D* 1A = (3.41)
s'—>0" s'—0" s'
IToHOBO Ha ocHOBY TejIOpOBOr pa3Boja y okonuHH Hysie Baxu ga je lim AS = lim (1+s'In A) =1,
s'—>0" s'—0"
OJIaKJIe je
lim 1m{g(s")}=0 (3.42)
s'—0

3a k>2. Ha ciruan Ha4MH Mokasyje ce U Ja je JIMMeC ca JIeBe CTpaHe je[HaK HYJH, Tj. Ja je U

lim Im{g(s')}=0, onakie cienu na je
s'—0"

lim g(s') =0, (3.43)

OJTHOCHO /I j€ CUHTYJIapUTET MOHUIIITEH.
OBuM je /1oKa3aHO JAa MpeaoKeHa CMEHA ca €KCIIOHEHIIMjaJIHUM 4YJaHOM IOHHIITaBa o0a
cunrynapurera koju ce cpehy y TE mony (logR u 1/R).

Kao wmnycrpammja nperxoanor, aara je ciuka 3.8. Ha cnumm 3.8 mpukazanu cy peaiHud u
umarnHapau nenoBu ¢ynkuuja f(t') w g(S') paBHe M 3aKkpuBJbEHE Tpake MHMPHHE W=A

nobyhene TE monom, kaxa je cunrymaputer y t, =05, a 6a3ucHa ¢ynkumja apyror peaa. Ca
ciuke 3.8a ce MOKe BUJCTH Ja ce uMarnHapHu nenosu ¢ynknuja f(t') Bpio cimvHO moHamiajy y

OKOJIMHM CHUHTyJaputeTa. HakoH CMEHe, CHHIYJapUTETH Cy IOHHUIITEHHW, IITO U WIYCTpyje
cimka 3.80.
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0,08

— Re{f(t")}, paBna
— Im{f(t")}, pasna 0,06

Re{f(t")}, 3axpuBspeHa
- - = Im{f(t")}, 3akpusibeHa 0,04 ¢

05

)
‘ 8(s"

— Re{g(s")}, paBua
— Im{g(s")}, paBua

-0,06 Re{g(s")}, 3akpussbena
- - = Im{g(s"}, saxpusibena
-0,5 : ! -0,08 . {g( )} ; P
-1 -0,5 0 0,5 1 -1 0 0,05 1
t' '

(a) (6)
Crnuxka 3.8. PeanHn u mMarnHapHH JISIOBH MHTETPaHAa y CIy4ajy paBHE U 3aKpuBJbeHe Tpake y TE momy
mmpuae W = A (a) mpe u (6) mocine Tpanchopmarmje.

3.8.3. TEOPHJCKH JOKA3 TIOHUIITABAIbA CHHI'YJIAPUTETA

VY 0BOM OJIeJbKY JIaT je OKa3 NOHHIITaBama CHHrynapurera oomuka IogR u 1/R cmenama
A-E npemnoxxenum y oxespiiuma 3.7.2-3.7.6, koju ce cpehy y unterpanuma (3.18) u (3.19).

WHTerpanaum TOMEHYTUX HMHTerpana cy npousBox JlexxanmpoBor mnonuHoMa (0Oa3zuche
¢byHkuuje), jenHe o XaHkenoBuX GyHKImja ( Héz) wi H 1(2)) u oarosapajyher Jako6ujana. Hakon
CBaKe OJi MpeMIOKeHUX TpaHchopMmaluja, Tj. HakoH (3.25), cuHrymapurter XaHkenoBe (QYyHKIIH]jE
nomMepeH je y s'=0. JlonatHo, 3axBasbyjyhu JakoOujaHy, CHHIYJapUTeT je OHUIITEH, Kao IITo he
OWTH JIOKa3aHO y HACTaBKy. Y [WJby TEOPHJCKOT J[0Ka3a IIOHMINTABAaKka CHHTYJIAPUTETA,

) 1 o | A 1 L att
bokycHpajMo ce Ha MHTEerpaie 00JIrKa Il HP (s )Tds u .[1 H® (s )Fds , TIIe CYy KOHCTaHTe U
- S ) S
JlexxaHAPOBYU TTOJIMHOMH U30CTaBJbEHU, jep OHU HEMajy yTUII] HA CHHTYJIApHUTETE.
JakoOujaHu CBHX TpPEUIOKEHWX CMEHAa Y OKOJWHU HyJe uMajy TejIopoB pa3Boj

MPOTOPIMOHATAH UCTO] QYHKIIH]H, j_.: ~ "™ Hamme, y ciaydajy cMeHe A, OYHIIIECIHO je 1a BaXKH
MpomopLUroHANHOCT. Y  ciay4dajy cmeHe B JakoOujan je mpomopiuoHanaH  u3pasy
(sin(m,s"))™ ™ cos(m,s') ~ (M,s')™ -1~ ™ Cruuno, Jako6ujan cmere C nponopuuoHanas je
uspasy (sinh(m,s"))™ " cosh(m,s') ~ (m,s")™ .1~ g™, CMeHe D us3pasy
(tan(m,s"))™™ +
cos”(m,s')
1
cosh?(m,s'")
XankenoBux (yHKIHUja qaty cy uzpasuma (3.16) u (3.17).

~(mys)™ 1~ g™ OJIHOCHO CMeHe E u3pasy

tanh(m,s") )™ ~(m,s)™ . 1~s™* . TejmopoB:m pasBOju Yy OKONMHH Hyle
2 2 J110p pasBoj

dt’

Ha ocHOBY mpeTxoaHOr cieau J1a ce JUMEeC MMaruHapHOr Jieja WHTETpaHaa H(()Z) (s')—

MOXKE 3aIucaT Kao
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s'—>0

. dt’ . S' _
lim Im{ H 2 (s’ —}: lim In(y—js'ml o .
im { O 5 (3.44)

rZie Cy KOHCTaHTE U30CTaBJbEHE 300T YNTIHBMBOCTH, ainu Oe3 ryoutka ommroctd. Kaga X — 0, onna
je In(x) = x—1, na je 1uMec MOMEHYTOT HHTETPaH/Ia jeTHAK

lim (s'—1)s™ =0, (3.45)

s'—0

LITO BaXkKH Kaza je m; >1.

2) (e dt' . .
CnM4HO, TMMEC MMArHHAPHOT JIeNa ApYror uarerpanaa, H;< (s )d— , jelIHaK je
S
lim 1m{ H@ () 901 fim Lgmt_ jjm sm-2_g (3.46)
s'—0 ! ds' s'—>0g' s'—0 '

3am >2.

Peannu npenoBuM uHTerpaHaza HHUCY cuHryjiapHH. CTora ce OHM MHTErpaje JIUPEKTHOM
MPUMEHOM HEKOT Off HyMEPHUKHUX METOJ]a HHTETpalyje.

Ha cnunu 3.9 unyctpoBaHu Cy UMarvHapHHU JIeJI0OBH MHTErpaHa/ia 1ocie CBake oJ1 eT cMeHa
A-E, 3a mapamerpe m; =3 u m, =1, oxgakyie ce Moke BUJETU Ja cy cuHryiaputeru y t, =0,5
YCIIEUTHO TTOHUIITEHH.

Ca Teopujcke Tauke IVIEJUILITA CBE NPEAJIOKEHE CMEHE NOHUILTAaBa]y CHHIYJIapuTeTe 00JINKa
logR um 1/R. Hnak, oHe ce napyraudje MOHAIIAjy Y PErHOHMMAa KOJH HHCY Y CaMOj OKOJUHH
cuHryjgaputera. Huje mosHar jeqHOCTaBaH HAauMH TEOPH)CKOT carjielaBamba OBUX pasiMKa, Ma cy
CIPOBEJCHU HyMEpPUUKHU €KCIIEPUMEHTH 3a IIPOHAJIa3aK CMEHE Koja j€ HajIoroJHuja y MpaKkcH, Kao
U BEeHUX napaMeTapa. Takolhe, cBe Apyre GpyHKIHje Koje uMajy JakoOujaH KojU je MpOoropLuOHaIaH

1 71
s'"™™ Mory 1a ce KopHCTe.

0,8 4
0,6 F
% 04 %
E S
S 021 3
! =
%o 0.2 %
E -04 g
-0,6
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Cnuka 3.9. Umarunapuu ienoBu nHTerpanana nociie cMeHa A-E y cnyuajy Xankenose QyHknmje apyre
BpcTe U (a) Hyaror u (0) mpeor pega3am; =3 umy =1,
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3.9. ITPOIIEHA I'PEIIKE ¥ BPOJA TAYHUX [IUDPAPA

Jla OucmMo Morim Ja KBaHTU(UKYjeMO KOHBEPreHLHjy HUHTerpana, HaheMo OINTHMaHe
napameTpe W YHOpEeOHMO Pa3MuuTe CMEHE, YBOJMMO IPOIEHY PEJIaTUBHE TPEUIKe HYMEPUYKHX
WHTETpasia KOju Ce 1MojaBJbyjy KOJ aHanu3e y ciaydajy TM mona

0 o
ZvNint ZrNint"'ANint

@
z, Nint +ANint

STM = IOglO ’ (3'47)

onxuocHo 3a TE mon

2

|

2
+‘vaNint - Ierint +ANint

va Nint - IXvNint +ANinl

O1e =100, (3.48)

| g ’ |
XvNint JrANint +‘ y’NintJrANint

of o o, B |0

rae ¢y ly, u 1y~ KOMIOHEeHTe Bekropa | =— > .
0 0

u3padyHare ca

Ni nHTErpaunonux tadaxa, 1ok ¢y by .an, ® lyn, ian,, HCTE KOMIIOHCHTE M3padyHaTe ca

int

N;; +AN,;; Tauaka, a O I Cy KOMIIOHEHTE BEKTOpa

nu3pauyHarTre ca
Z,Njn Z,Njnt+ANiq pady

| _mf o
it

n 2

N;: , omHocHO N +AN;,; uHTerpanvoHux tagaka. OOpaTuTH NaxkKwkby Ja HABEACHU U3pa3u yiase

Kao JIMHeapHa KOMOHMHAIMja y anpoKCHMaInjy pacejanor mosba (3.12), omHocHo na y ciaydajy TE
MO/1a [IOCTOj€ CaMO X U Y KOMIIOHEHTE €JIEKTPUYHOT 10Jba, 10K y ciiydajy TM moza nmoctoju camo Z
KOMIIOHEHTa €JIeKTPUYHOT MoJba. Pajii jeTHOCTaBHOCTH O3HAaYaBamba, N30CTaBJbEHE CY O3HAKe M, N
u3 uHjekca uarerpana. Cmarpahemo na je AN;, =2.

Kako ce 06poj TauHuX 3HauajHUX IM(apa Ha OCHOBY peJaTUBHE IpelIKe O MOKe MU3payyHaTH
kao —10g;, 8, TO je mporeHa Opoja 3HauyajHux Hupapa y unterpaiuma (3.47) u (3.48) —dy

— 0.
Y TM cayuajy pauyHaheMo M MpOLIEHY alcoJlyTHE IpElIKe MHTEerpajia HOpMalM30BaHE Ha
1A,
12 1
ATM — Ioglo »Nint 1A‘ int int . (3.49)

W3pas je HopManu3oBaH Ja Ou 1oJ JorapuTMoM OMO HEMMEHOBaH Opoj.

IIpe Hero mTo npehemMo Ha KOHKpPETHE pealn3aliije CMeHa, 0CTaje J1a YTBPAUMO I/Ie Ce Hajlase
Tayke I[OJelIaBamka 3a KoOje je MOTpeOHO BHILIE HHTETpallMOHUMX Tayaka Ja Ou HHTerpan
HCKOHBEprupao. bpoj MHTErpanoHuX Tadyaka MoTpeOHUX 3a BHCOKY TaYHOCT MHTErpajia ca OBUM
Taykama TojemaBama Behu je on Opoja MHTErpallMOHMX Tadaka MOTPEOHUX 3a BHCOKY TauyHOCT
MHTErpaja y OCTaJiM (3a MHTErpalujy JakiIuM) Taykama nojemanama. Ol HHTepeca je OJpeuTH
Opoj UWHTErpalMoOHUX Tayaka Koju o0e30el)yje BHCOKY TayHOCT HWHTErpajia y CBMM Taykama
MOJICIIABAbA.

VY Te cBpXe CrpoBe/eH je chaeaehn ekcriepuMent, objaBibeH U y [14]. Heka je pacejau paBHa
Tpaka mupuHe W=A ¥ Heka cy 0azucHe ¢yHkuuje Jlexanaposu noiauHomu. Tpaka je nmodyhena
TM momom. OBze hemo mocMmarpaTi UHTETpall KOju oAroBapa 6a3ucHoj GYHKIMjU APYTOT peaa, Tj.
n=2. Jlo ucTUX 3aKJbydyaKa ce MOKe JIOhW M Kaja je pea MOJWHOMA PA3IUYMT Of JBa, Tj. N # 2.
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Tauke mopmemaBama cy: (a) Ha camoM Kkpajy Ttpake (t, =1,0), (0)y Onm3uHu Kpaja Tpake
(t, =0,95) u (B) Ha cpenunu Tpake (t, =0.) Mako cy y nenomoMeHckoj aHamu3u, kojy hemo oBne
CIIPOBECTH, OJI MHTEpeca NPEBACXOJHO WHTETPAIM Ca CHHTYJApHUM HWHTETpaHAMMa, CaMO pajau
KOMILUICTHOCTH TPUKa3aHU Cy U MHTETPAJH ca KBa3H-CHHTYJIAPHUM MOJAWHTETPATHUM (QyHKIHjama.
3a apyre MOMEHyTE je Tadyka y KOjoj padyyHamo 1oJbe Ha pactojamby A /100 Ha HOpMaau HW3HA
Tauke nojemanama t, . [Ipomene rpemaka MHTErpata y CBUM HaBEJCHUM CIIydajeBHMa IPHUKA3aHe

cy Ha ciuim 3.10. Y okBupy oBor ekcrnieprMenTa kopuiihena je cmena (3.20), Maga cy 3akibydiu
HCTH TIpH Kopuinhewy OUII0 KOje 0J1 HaBEICHUX CMEHa.
Kana je t, =10, xopumrhena cmena naje nyne 3a cse Bpeanoctu S € [0, 1]. Onatne cnenu na

j€ IOBOJHPHO MHTETPAIMTU CaMO Yy jeIHOj MOJIOBUHU S'-IOMEHa, IITO JBa MyTa CMamyje moTpedan
Opoj uHTerpannonux tadaka. Kaga je t, =0, 3a koHBepreHuujy je morpeOHO Mame Tadyaka HEro

kaga je t- =0,95. Ca rpaduka ce MOXKe 3aKJbYYUTH U Jia j€ 3a MaKCHMajJHy Ta4HOCT, Tj. 3a 14
m

3HauajHUX Iudapa, 3a KOHBEPreHIN]y MHTerpaja ca KBa3U-CHUHTYJIapHUM (yHKIHjaMa MOTpeOHO
JIBa IyTa BHIIIE HHTETPAIIMOHMUX TayaKa HEro y CIydajy MHTErpaia ca CHHTYJapHUM HHTETPaHIuMa.
Wnak, y cBakoM 0] pa3MaTpaHUX cllydyajeBa MOryhe je OCTBapuUTH MakCUMayaH Opoj 3Ha4YajHHX
nudapa y 1BocTpykoj TauHoctd. Kako hemo cripoBecT menoIoMeHCKY aHalnu3y CTPYKTypa, To he
HaM HajIpe o]l uHTepeca OUTU CUHTYJIApHE MOJUHTETpaHe PYHKIIH]E.

Ha ocHOBy pe3yisitaTta OBOr eKCIiepuMeHTa, Mpukazanux Ha ciauiu 3.10, kao mobap mpumep
JEIHOT O]l HajTEeXMX ciaydajeBa mocmarpahemo Tauky nojemanama {, =0,95. ¥V ekciepumentuma
Koju ciene Opoj Tayaka uHTErpauuje 6uhe onpeheH 3a ynpaBo OBy Tauky MOJeIIaBama, a Kako je

OHa je/IHa O] HajTE)KUX 32 UHTETPaLHjy, To he 1 MHTerpajii CHHTYJIapHH y TayKama OJIMKe CpeIuHH
Tpake OUTH U3padyHaTH ca BUCOKOM TayHouIhy.

0 . :
cuHrynapan y t, = 0,95
CHUHTymapaHy tp, =1
5t i
KBa3u-CHHTYJIapaH
KBa3U-CHHTyNapaH y ty, =0 ytn=0,95
=
=10 _ ]
< CHHTYapaH y ty = 0 KBa3U-CHHTYJIapaH
ytpn=1
-15r
720 1 |
10° 10" 10° 10°

N

int
Cimmka 3.10. IporieHa penaTuBHE IpeliKe HHTErpaia y Ciiydajy paBHe Tpake W = A u pesia 6a3ucHe
¢dbyHKIMje N = 2 3a pa3nuuuTe MoJ0XKaje TAUKe CUHTYJIApUTETa U KBa3H-CHHTYIapuTeTa tm kKajia je
UHIUIeHTHH Tajac y TM mogny. [14]

3.10. OITHUMAJIAH U3BOP IIAPAMETAPA CMEHA

Kako cBaka o1 mpeIIoKeHHX CMEHA 3aBHCH O] JeIHOT WJIM JBa MapaMeTpa, TO Ce MOCTaBJha
MATakE TTOCTOJH JIM BbUXOB ONTUMAajaH U300p, OJHOCHO J1a JIW HEeKU U300p mapaMmerapa oMoryhasa
MaKCUMaJlHy Ta4HOCT Ca Mame HHTETPAllMOHMX Tadaka. Y [WJby ojJpehuBama ONTHUMAIHUX
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rapameTapa, Kao U oJropapajyher 6poja UHTETpaIlMOHNX Tadaka CIIPOBECH j€ HU3 eKCIepruMeHaTa
ca CBHUM IPEIIOKEHUM CMEHaMa.

AHanusupaHe Cy paBHE M M3Pa3HTO 3aKPHBJBCHE Tpake ca cimke 3.1 eNeKTPUYHUX MIHUpUHA
w/X y omcery on 1 no 400. Ilpu Tome je pen Oa3ucHe (QyHKIMje Yy HHTErpally 4Yuja ce
KOHBEpPreHIMja UCTIMTYje HajBehu moTpedaH 3a alpoKCHMAIM]y CTPYyja Ha MOCMATpaHo] TpaiH, Tj.

[7]
Ny ~[35w/ ] (3.50)

riae !—o_| O3Hay4aBa MpBU Behu 110 6poj.

3.10.1. OINITUMAJIAH N3B50P TAPAMETPA CMEHE CA EKCITIOHEHIIMJAJTHUM

YJIAHOM

N360p ontuManHOr mapamerpa , K, cMeHe ca eKCIOHCHIMjaIHUM WIAHOM M MHHUMAITHOT
Opoja umHTerpauumoHux Tadaka, N;,, 3a moctuzame Hajehe TayHocTM Ouhe HIyCTpoBaH Ha
npumepy mnpukazaHoMm Ha ciuim 3.11 [14]. TlocmarpajMo paBHY Tpaky IIUPUHE jelHE TajacHe
ayxune, W=A. Heka je pen Jlexxanaposor moiauaoma N =2 . [pomuena arnconytHe rpemike (3.49)
nara je Ha cuuiwm 3.11a, g0k je mporeHa penaruBHe rpemike (3.47) nmara wa ciounwm 3.116, 3a
pasnuunte u3dope mapamerpa cmere K. Ha rpadummma cy nprikasaHe W MpoleHE rpelraka 0e3
TpaHchopmanuje. Pesynarartu nokasyjy za je 3a u3pauyHaBame MHTErpana ca Ory < —14 10BOJbHO

N, =64 Tauaka mocie TpaHcopmanuje ca k=10. Ca xapyre crpane, 0e3 npemIOKeHE

tparcopmaruje uak #u N, =10° Tauaxa Huje 10BOJBHO 32 57y < —3.

[Tocmarpajyhu 6uno npoieHy peratuBHe, OMIIO anicoIyTHE Tpelike Ha ciukama 3.11 nobujajy
ce BpJO CIMYHM pE3yNTaTH 3a ONTHMallaH W300p mapamerpa K, kao W MuUHHMaIHOT Opoja
HWHTETPAIIMOHNX Tayaka. MoJlys1 OBUX HHTETpaja je MpuOIKHO jeHak jenaH. Ctora cy ancojiyTHa
U pelaTUBHA IPelIKa CIMYHUX BPETHOCTH.

715 L

-20 | | .
10 10 10 10

(a) (6)
Ciuka 3.11. Iporena (a) ariconytHe 1 (0) peslaTHBHE TPEIIKE Y CIIy4ajy paBHE Tpake mmpuHe W = A
no6yhene TM mozom 3a pen Oasucue Gyukimje N = 2. [14]

Ca cmuka 3.11a u 3.116 Buau ce na je 3a K xoje je 9, 10 wim 11 morpeban ciamyan Opoj
Tayaka HHTErpalyje 3a MakKCUMalHy TayHOCT. Mmak, 3a Imupe Tpake je OnTHUMajiaH Hu300p
rnapaMerpa KpUTHYHHU]HU, OAHOCHO MO’KE 3HAuajHHj€ CMAamUTH MOTpedaH Opoj HMHTErpalnoOHHX
tavaka. JlonatHo, Behu penoBu 6azucHUX (QyHKIMja 3axTeBajy Behu Opoj MHTErpallMOHUX Tavaka.
To je mmycTpoBaHO Ha MpUMepUMa 3akpuBJbeHe Tpake mupuHe W =400 A modyhene TM Tamacom
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n paBHe Tpake mupuHe W =400A mnobOyhene TE TamacoMm, Ha uHTerpaiuMa ca Oa3UCHUM
¢dbyukaujama pena N =200 u n =1350 . Pesynratu cy nmpukazanu Ha civkama 3.12 u 3.13.

(a) (6)
Ciuka 3.12. Iporiena arconyTHe Tpelike Kajaa je 6asucha ¢pynkuuja pena (a) N =200 u (6) N =1350 y
ciy4ajy 3akpuBibeHe Tpake mmpuae W =400 A no6yherne TM momom. [14]

(a) (6)
Ciuka 3.13. TIporiena penatiBHe rpeike Kaja je 6asucHa ¢pyukimja peaa (a) N =200 u (6) N =1350 y
ciy4ajy paBue tpake mupure W = 400 A noOyhene TE momom. [14]

Onrtumanan u30op napamerpa K 1 MEHUMaIHOT Opoja MHTErpalMoOHUX Tayaka N, HauumbeH

je Ha OCHOBY MpOIleHa aNCOJIYTHUX Tpeliaka JaTux Ha ciukama 3.12a u 3.126 ca mubeM aa je
Ay £-15 [14]. Kana je pen Jlexannposor monmmHoma n =200, ontumanan u3bop je K =4, 3a

koju je N;; =2100, noxk je 3a pex moiauHoma n =1350 , ontumanan u3bop takohe K =4, amm je
N, =3950 . ¥V npumepuma ca ciuka 3.13a u 3.130, ontiumanan n3bop nmapamerpa cMeHe je K =3

3a 00a pa3MarpaHa peja MOJUHOMA, alH je Opoj MoTpeOHUX Tayaka nHTerpamnuje 3a N =200 jemHak
N;: =2000, nok je 3a N =1350 jemnmak N;; =3750 .
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3a cBaky o]l UCITUTUBAHUX Tpaka mupuHa A < W <400 A crpoBeAeH je UCTH EKCIEPUMEHT Y
NOTpasu 3a onTuMamHuM K, kaja je mHuuaeHTHy tanac y TM u y TE moay, ca kopakoMm npoMeHe
napametpa K =0,01. [Ipu Tome je pexn JlexanapoBux noiaumHoMa N O6uo HajBehu pex morpedaH 3a

IeJI0IOMEHCKY alpOKCUMAIHjy cTpyja Ha Tpamu, N,. YkpaTko, 3a Tpake mmupe ox W/ A >10, Baxu
na je Ny =~35w/A, mro je mo3nar pesynrar [7]. Cymupanu pesynratu y ciydajy TM mona cy y
tabenu 3.1 [14], nok cy y cay4ajy TE mozma npukasanu y tabenu 3.2.

Tabena 3.1. Ontumanan napameTap TpaHcopmalyje, pesl anpokcuManyje, notpedad 0poj HHTErPaIUOHUX
Tayaka M MpolewkeH Opoj nHTerpaunonux tadaka y TM cayuajy [14].

Ipecex W/A No k Nint
1 5 9,17 63
2 10 8,66 86
5 20 7,16 127
10 40 6,56 198
Pasma 20 74 6,33 287
50 175 4,98 636
100 340 4,75 1159
200 665 3,94 2011
300 985 4,00 2988
400 1300 3,75 3811
1 5 6,47 358
2 10 6,58 375
5 20 6,58 383
10 40 6,50 425
Jaxpisbena 20 80 5,61 441
50 182 5,06 689
100 344 4,50 1157
200 665 4,16 2039
300 985 3,95 2896
400 1300 3,97 3804

Tabena 3.2. OntuManan napamerap TpaHchopMalje, pell anpoKCuMaIlije 1 notpedaH 0poj HHTErPaAIMOHUX
tayaka y TE cnyuajy.

Ipecex W/A No k Nint
1 5 10,6 210
2 10 10,1 198
5 20 10,1 198
10 40 6,8 218
Papra 20 74 5,3 306
50 175 4.8 792
100 340 3,6 1020
200 665 3,0 1796
300 985 2,9 2606
400 1300 2,9 3464
1 5 10,9 230
2 10 10,5 220
5 20 8,7 222
10 40 6,0 246
3aKkpuBIbEHA 20 80 4.7 336
50 182 4,2 642
100 344 3,8 1082
200 665 3,0 1766
300 985 2,9 2548
400 1300 3,2 3536
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OnTtumainian mapametrap K je HenmmHeapHa (YyHKIMja €ICKTpUYHE IIMPUHE Tpake W/A. Y

ciy4ajy paBae Tpake y TM Momy Moxke OMTH ampOKCHMHpAH ciieehoM aHAIUTHIKOM (OpMYIIOM
[14]

k~9,0-21-log,,(w/L). (3.51)

AHanuTnukd OoONHMK QopMyJie je YHampea NPeTIOCTaB/beH Ha OCHOBY EKCIIEPUMEHTATHUX
pe3yiaTara, JOK Cy KOHCTaHTE JOOMjeHe MUHUMH3AIMjOM CPEIhe¢ KBaJpaTHE TPEIIKE OJCTYIamba
aHaMTHYKe POopMyIie 01 eKCIIEPUMEHTATHUX pe3ysiTara. 3a MUHUMU3aIU]y je kopuithen Hemmep-
Men cummiekc (eariecku: Nelder-Mead simplex) anropuram [91]-[93].

Wnak, kajga cy Tpake 3aKpuBjbeHe, K je mpuOImKHO KOHCTaHTHO 32 W/A <10, a onya omnazna
3a Behe BpeaHoctu W/ A . tberoBa ampokcumatiBHa GopMyna OM 3aBUCWIA M O] HOJYHpPEUYHHKA
KPUBHUHE MOMIPEYHOT MpeceKa.

3.10.2. ONTHUMAJIAH U3B0P IAPAMETAPA CMEHA A-E

ChanyHM HyMEpHYKH €KCIEPUMEHTH CIIPOBEICHH Cy 3a cMeHe A—E y muby mpoHamaxema
ONITUMAITHUX MapaMeTapa ¥ MUHHUMATHOT IMOTPEOHOT Opoja MHTErpallMOHMX Tadyaka 32 MaKCUMAJIHY
TA4YHOCT.

Kao mpumep eneKTpuyKu BEIMKE TpaKe IOCMaTpajMO M3Pa3UTO 3aKPUBJBCHY TPaKy HMIUPUHE
w =100 A nobyheny tamacom y TE mony. Hajsehu pen 6asucuux ¢ynkumja je N, =350. Ha
cmnu 3.14a npukazaHa je TpoIeHa pellaTUBHE rpemke Yy (GyHKIUU o7 IapaMmerpa
Tparchopmanyje M, u 6poja MHTETPAMOHNX Tadaka 3a MakcUMaiIHy TauHoCcT Ny, Otz (M, Ny ),
1ok je Ha ciuiu 3.140 mara ta mcra rpemka y QyHkuuju ox N, 3a HEKOJMKO mapamerapa

Tpanchopmarmje m; cmeHe A. Kao mro ce Moxxe BUIETH ca rpaduka, MpoleHa Ipemike Op30
KOHBEprupa JI0 HEKe BPEIHOCTH, IOCJE Yera MpaKTHYHO BHIIE HeMa moOosbmama. OnTuMaiHa
BpEIHOCT mMapameTpa M;, Koja o0e30ehyje MHHMMaIHy TpelKy y3 MHHUMalaH Opoj
uHTerpannonux tadaka N;,, oOenexxeHa je Ha cmunu 3.14a. OnTumanaH mapamerap y OBOM
npuMepy je m; =5, kome oaroapa N,, =1024 wu npomena pematuBHe rpemke O <—12,
oJHOCHO 12 TayHO oapelheHux 3HaYajHUX Hudapa.

HcToM mocTaBKOM eKCIepuMeHTa ojpeheHe Cy ONTHMajHe BPEIHOCTH Mapamerpa M, u 3a
ocTajle IIUPWHE HWCHUTHBAHUX Tpaka. KsamuTatuBHO, Tpaduum wu3riIenajy HMCTO Kao Ha
cimkama 3.14. Pe3ynTatu onTHManHOT mapaMeTpa M;, Kao U memy oxaropapajyher 6poja Ny, y
Cllyuajy paBHUX M 3aKpUBJbEHHX Tpaka mupuHa 1< w/ A <400 cymupanu cy y tabenama 3.3. u 3.4.

Ocum cmeHe A ocrane NpeiokKeHe CMeHe MMajy 1o jABa mapamerpa. Ilapamerpom m,
IIPOMEHJbHBA C€ JIMHEApHO CKalMpa, JIOK ce mapaMeTpoM MM, cremeHyje oarosapajyha ¢yHkiuja.
Hexka je npyru mapamerap KOHCTaHTaH, Tj. M, =1, unMe je M30CTaB/LEHO JMHEAPHO CKAIHPAmE.
Cama MOXKEMO CITPOBECTH SKCIIEPUMEHT Kao OHaj ca ciauke 3.14 ¥ opeuTH ONTHMATHE BPESTHOCTH
napamerpa M, u MmuHuMaiHe BpegHoctu N;, . ['paduny koHBepreHumja 3a onTUMalIHE MapaMeTpe

CBHX WCIHTHUBAaHMX Tpaka Tmocie cMmeHe B, y o0a pa3smarpana Mona, NOpuKazaHu Cy Ha
cmkama 3.15a u 3.156, a 3aTtum cy pesynratd cymmpaHu y Ttabemama 3.3 u 3.4. Ha ocHOBy
ciuke 3.15 Moke ce 3akbyuuTH Ja je Opoj 3HauajHuX uudapa 6ap 9 y cBaKOM HMCIUTHBAHOM
ciyuajy. lonatHo, Opoj 3HavyajHux nudapa je Hemro Behu y TM citydajy jep CUHTYJIapUTET Y TOM
ciy4ajy (log R) 3axreBa Mame nnTerpannonnx tadaka ox TE ciydaja (cunrymnapurer 1/R).
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Ciuka 3.14. TporieHa peaTUBHE IPEliKe y ciy4ajy 3akpuBibere Tpake mupuae W =100 A y 3aBucHocTn

ox: (@) my u Ny, n(6) N;; 3a HekomMKO pasmuuuTHX mapamerapa M, cmene A.

[Iporiene penaTMBHUX TpelIaka 3a TPAaKe Pa3IMUUTHX OOJHMKA M HIMPHHA H3TJENajy BpIIO
CIIMYHO OHMMa MpHKa3aHUM Ha ciaunu 3.15 u 3a cBe ocrane pasmarpaHe cMeHe, na oHe Hehe Outn
moceOHO MpUKa3aHe.

Ontumanan n3bop mapamerpa My, y cCilydajy Kaaa je mapamerap M, =1, 3a cBaky on
npemnoxenux cmeHa, y TE u TM cnyyajeBuma, 3aKpHBHJbEHHX M PaBHUX TPaKa EIEKTPUYHUX
mmpuHa 1< w/A <400, ka0 1 MUHUMaJaH MoTpedaH Opoj MHTErpallMOHUX Tavaka, ojpehenu cy
eKCTIepUMEHTHMA ONMCaHuM Y3 ciuke 3.14. Pe3ynratu cnpoBeieHUX eKCcliepuMeHaTa CyMHpPaHH Cy
y Tabenama 3.3 u 3.4.

00A

w = 4001

5 -5
= m
o =

-10 -10

W =nk, paBHa W=, paBHa
-15 n<{1,2,5,10,20} 3aKpHBIbEHA n-{125,1020} 3aKpUBIbEHA
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 o 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
N. N.
int int
(@) (©)

Cnuka 3.15. [Iporena penaTiBHE TPEIIKe 32 paBHE M 3aKPUBJHCHE TPaKe pa3InUUTHX mMUpuHa y: (a) TM
moxy [14] u (6) TE mony.

W3 pesyntara 3akibydyjeMo Ja MUHUMalaH Opoj MHTerpaudoHuX Tadaka N;, HajBuIlIe

3aBUCH OJ CJICKTPUYHE IUpPUHE Tpake, Tj. ol W/A u kpehe ce ox 240 3a Hajyxky Tpaky, W/A =1,
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1o 4000 3a Hajmupy pasmarpany Tpaky, W/A =400 . 3a pa3nuuute cMeHe Taj Opoj Bapupa 3a OKO
15 %. Onrumanan mapamerap M, cMmamyje ce Kako W/A pacrte 3a cBe pa3MaTpaHe CMEHE.

MunumManan norpeban Opoj MHTErpalMoOHUX Tayaka IO0CJIe CMEHE Ca €KCIIOHEHLUjaIHUM YIaHOM,
nat y tTabenama 3.1 u 3.2, je y oiHOCY Ha pesyJrarte mocie cMeHa A—E, natux y Tabenama 3.3 u 3.4,
HEIITO Mamy 3a yXKe Tpake, a Behu 3a mupe Tpake. Ctora, ako Cy Tpake yriIaBHOM YCKe, TIOTOJHH]e
j€ KOPUCTUTH CMEHY ca €KCIOHEHIIMjaJTHUM WIAHOM, JIOK je 3a aHaJH3y MIUPUX TpakKa ONTUMATHH]je
Kopuctut cMene A—E.

Ca cnuke 3.6, e cy npukazane cmene A—E u oxarosapajyhu JakoOujanu, BUIUMO J1a ce Y
OKOJIMHU CUHTYJIApUTETa CBe (DYHKIMje CIMYHO Memwajy. To ciemu M3 YMmbeHUIle J1a Cy MpBa JBa

wiana TejopoBOr pasBoja CBHX IPEIIOKEHHX cMeHa jexnake X+ Xx°/3. Ca apyre crpase, ocTanu
4JIaHOBU pa3Boja, Koju ce Mel)ycoOHo pasnukyjy, kao u JakoOujanu, Takohe yTudy Ha UHTErpaH/Ie.
Tako na ce, kao mWTO ce MOke BUAETH u3 Tadena 3.3 u 3.4, onTuMalaH napaMerap M, U MUHUMaJlaH

6poj N;; pasnukyjy ox jeane o apyre cmene. Onrtumanad napamerap M, Behu je ox aBa y cBUM

pa3MaTpaHUM Clly4ajeBuMa, IITO je y CKJIaay ca MPETXOMHO M3BEICHHM JIOKa30M O MOHUINTABAY
CHHTYJIapUTeTa U3 Toriassba 3.8.3.
HonatHo, kako cmeHe B-E wumajy u npyru mapamerap m,, Koju je y MNPETXOJHUM

CKCIICPUMCHTUMA HUMAO0 KOHCTAHTHY BpPCAHOCT m, = 1 , O‘IGKYjeMO Ja HCTOBPCMCHOM

ONTUMH3AIMjOM 00a mapamerpa MUHHMalaH OpOj MHTETPAlMOHUX Tadaka MOXEMO JOAATHO 1A
ymamumo. JlerasbHa aHanmu3a ypaljeHa je Ha npuMepy cMeHe ca TaHreHcom (cmene D) y
nornarspy 3.12. OHa je u3abpaHa 3a JaJbe UCIUTHBAE jep je Y CIydajy yKHUX Tpaka (IIHpUHE 10
10 TanacHUX TyXKHMHA) MOCJE Ke MOTPeOHO HajMame Tadyaka 3a HajBehy Ta4HOCT y OJTHOCY Ha JIpyre
CMEHE.

Tabena 3.3. OnTrManan napameTap TpaHchopMalyje 1 MUHIMaIaH Opoj MHTETpaliuoHnX Tadaka y TM
ciy4ajy.
PaBna Tpaka
A B C D E
W/A | M1 | Ninto | M1 | Ninto | M1 | Ninto | M1 | Ninto | M1 | Ninto
1 8,0 | 200 | 10,8 | 240 | 50| 300 | 8,2 | 150 | 10,6 | 250
10,1 | 200 | 10,8 | 240 | 50| 300 | 8,2 | 160 | 10,6 | 250
5 94 | 220 | 10,8 | 240 | 50| 300 | 8,2 | 180 | 10,6 | 250
10 | 10,1 | 220 | 10,8 | 240 | 50| 300 | 8,2 | 290 | 10,6 | 250
20 | 50 | 300 | 76 | 280 |50] 300 [ 51| 370 | 89 | 270
50 | 46 | 600 | 70 | 580 | 4,6 | 600 | 48| 770 | 50 | 500
100 | 4,8 | 1000 | 49 | 940 | 4,6 | 1110 | 41 | 1300 | 4,9 | 910
200 | 4,0 | 1800 | 4,4 | 1730 | 4,0 | 2000 | 3,8 | 2360 | 4,6 | 1700
300 | 3,9 | 2700 | 4,4 | 2520 | 3,7 | 2770 | 3,0 | 3000 | 4,1 | 2400
400 | 3,0 | 3100 | 3,9 | 3200 | 3,6 | 3600 | 3,0 | 4000 | 4,0 | 3140
3aKkpuBJbEHA TpaKa
A B C D E
W/A | M1 | Nino | M1 | Ninw | M1 | Ninw | M1 | Ninw | M1 | Ninto
1 | 50| 370 | 65 | 370 | 50| 380 | 49| 430 | 6,5 | 350
50 | 370 | 65 | 370 | 50| 380 | 49| 430 | 65 | 350
5 | 50| 370 | 65 | 400 |50 | 420 | 49| 430 | 65 | 370
10 | 5,0 | 400 | 6,5 | 420 | 50| 450 | 49| 480 | 6,5 | 400
20 | 59 | 500 | 6,5 | 500 |50 500 |49 | 600 | 6,5 | 450
50 | 51 | 620 | 52 | 550 [ 48| 670 | 49| 860 | 63 | 580
100 | 45 | 1000 | 4,9 | 900 | 43| 1110 | 4,7 |1480| 49 | 880
200 | 4,3 | 1800 | 45 | 1580 | 4,0 | 1950 | 3,7 | 2350 | 45 | 1610
300 | 3,0 | 2250 | 4,1 | 2250 | 3,6 | 2680 | 3,0 | 3070 | 4,0 | 2280
400 | 3,0 | 2900 | 4,1 | 2930 | 3,5 | 3440 | 3,0 | 4000 | 3,8 | 2970

N

N
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Tabena 3.4. OntuManan napamerap TpaHchopMalidje 1 MUHHUMaJIaH Opoj HHTErpaluoHux Tayaka y TE
cay4ajy.
PaBna Tpaka
A B C D E
W/A | M1 | Nino | M1 | Ninw | M1 | Ninw | M1 | Ninw | M1 | Ninto
1 9,0 | 250 | 10,6 | 330 | 85| 260 |76 | 220 | 10,6 | 350
9,0 | 250 | 10,6 | 330 | 85| 260 |76 | 220 | 10,6 | 350
5 9,0 | 250 | 10,4 | 330 | 85| 260 |76 | 220 | 10,2 | 360
10 | 98 | 300 | 93 | 340 | 75| 280 | 76| 250 | 94 | 370
20 | 6,8 | 300 | 9,3 | 340 | 55| 340 |44 | 340 | 94 | 370
50 | 43 | 570 | 5,4 | 520 | 4,0 | 550 | 35| 640 | 58 | 500
100 | 4,6 | 1000 | 4,6 | 930 | 38| 850 | 3,1 | 1110 | 3,9 | 850
200 | 3,1 | 1600 | 3,0 | 1530 | 2,5 | 1550 | 2,6 | 1870 | 3,0 | 1540
300 | 2,9 | 2300 | 3,0 | 2260 | 2,5 | 2300 | 2,5 | 2740 | 3,0 | 2260
400 | 3,0 | 3100 | 3,0 | 3000 | 2,5 | 3000 | 2,4 |3500]| 2,5 | 2910
3akpuBJbCHA TPAKa
A B C D E
W/A | My | Ninto | M1 | Nino | M1 | Nino | M1 | Nino | M1 | Ninto
1 |94 | 280 | 106 | 340 | 85| 260 | 7,8 | 220 | 10,6 | 360
10,4 | 280 | 10,6 | 340 | 85| 270 | 7,8 | 240 | 10,6 | 370
5 /10,2 | 300 | 10,6 | 340 | 85| 270 | 7,8 | 250 | 10,6 | 370
10 | 9,7 | 300 | 10,0 | 350 75| 300 |78 | 310 | 10,6 | 370
20 | 6,2 | 350 | 90 | 350 | 55| 350 | 4,2 | 400 | 96 | 370
50 | 46 | 600 | 50 | 500 [ 4,0] 600 | 35| 710 | 6,1 | 510
100 | 4,3 | 1000 | 4,6 | 870 | 3,8 | 1000 | 3,2 | 1200 | 4,0 | 840
200 | 3,0 | 1500 | 4,0 | 1530 | 2,7 | 1590 | 2,6 | 1950 | 3,2 | 1540
300 | 3,0 | 2200 | 3,0 | 2170 | 2,5 | 2220 | 2,5 | 2750 | 3,1 | 2260
400 | 3,0 | 2900 | 2,5 | 2800 | 2,5 | 2900 | 2,4 | 3500 | 2,7 | 2940

N

N

3.11. JIOJATHA AHAJIM3A CMEHE CA EKCIIOHEHIIUJAJTHUM
YJIAHOM

ITopen onpehuBama ONTHUMAIHOI MapaMeTpa, CIPOBEAEHA je W JI0/aTHA aHalu3a CMEHE ca
eKCIIOHeHIIMjaTHUM ujaHoM. Hajrpe cy nmponahene ananutuuke opmysie 3a IpoleHy noTpedHor
Opoja MHTETrpallMOHMX Tayaka 3a MaKCHUMaJHy TayHOCT Ha OCHOBY HM3a HYMEPUUKHX
eKCIIepUMeHaTa KOjU Cy MPETXOJHO CIPOBEACHHU. 3aTUM je IMOMEHYTa IPOIEHA 32 PaBHY TPAKy Y
TM Moy u TeopujCKH MOjalllbeHa.

JlogatHo, KOpHIIhekeM ONTUMHU3AIMOHNX AITOpHTaMa, M TO Au(epeHIrjaTHe eBONyIHje U
TEHETUYKOI JITOPUTMA, CIPOBEACH je EKCIEpPUMEHT 3a MpOHAJaKEHmhEe paclopeaa arcuuca U
TeKHHA y HYMEPHYKO] WHTETpallljH ca [HJbeM NpOoHAJaKemha Mamer MHUHUMAaHOT Opoja
MHTETPALMOHUX Tayaka Hero IITO je TO ciyyaj kaga ce kopuctu ["ayc-JlexanapoBa MHTErparuja
HAKOH CMEHE.

KoHnauHO, ycCHemrHOCT NpHMEHE CMEHEe Ca EKCIIOHEHLMjaJHUM WIaHOM MOTHBHCAja je
MOTpary ca CMEHOM TIPEACTaBJbEHOM OJTMHOMHJAITHOM CYMOM.

VY onespIMa KOju ciieqie IpUKa3aHu ¢y 1o0ujeHu pesynrati. Heku ox pesynrara npeTxoaHo
cy o0jaBibenu y [14].

3.11.1. ITPOLIEHA IOTPEBHOT BPOJA UHTEI PALIMOHUX TAYAKA HA OCHOBY

EKCIIEPUMEHTAJIHUX PE3YJITATA

Munumainan Opoj HHTErpallMOHUX Tadaka u3 tadene 3.1, Koju oAroBapa ONTUMAITHOM U300y
napameTpa K, a HaKOH 4era ce MoCTUXKe BUCOKAa TAYHOCT, MOXKE ce anpokcumuparu Gpopmysiom [14]
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N, ~[55+9,5w/A] (3.52)
y CIy4ajy paBHUX Tpaka, OqHOCHO (opmyiiom [14]
N, ~[315+8,6 w/L| (3.53)

y ciyd4ajy 3akpuBJbeHHX Tpaka y TM moxy. OGe dopmyne nobOujeHe cy MUHUMH3AIM]OM CPEambe
KBaJIpaTHE rpemke u3Mel)y anamurudke GopMyiie U oAroBapajyhux ekcriepuMeHTaIHUX pe3yJirara
kopumthewem Hemnep-Men cumiuieke anroputma [91]-[93]. Ipu tome, 6poj N;; je Mamu ako je

3axTeBaHa TAYHOCT HUXKA O] MaKCHMAITHE.
CnryHo, MUHMMaJIaH Opoj MOTPeOHMX MHTErPAllMOHUX Tadaka u3 Tabene 3.2, KOju oAroBapa
ONTUMAITHOM TIapameTpy K , MOXKe ce arpoKCUMHUPATH (opMyIom

N;, ~[196 +81w/ 1| (3.54)
y cly4ajy paBHUX Tpaka, OJHOCHO GOpMyIIOM

Ni, ~[122 +7,4 W/ ]| (3.55)

y ciry4ajy 3akpuBibeHHX Tpaka y TE mony. [ToHOBO cy aHamuTHuke Gopmyse J0OHjeHEe CITUIHUM
excrepuMenToM kao u (3.52) u (3.53).

3.11.2. TEOPHJCKA IPOIIEHA BPOJA UHTETPALIMOHUX TAYAKA MOCJIE

CMEHE CA EKCIHIOHEHIIUJAJIHUM YJIAHOM

[ToTrpeban Opoj MHTETpalMOHUX Tayaka Niff‘t) 3a uHTerpanujy ¢yukuuje g(s), xama ce

KOPHUCTH CMEHA ca eKCHOHEHIMjaIHUM WIAHOM, MOXKE C€ U TEOPHUjCKH INpoleHuTU. [[oka3 nart y
HACTaBKY MPETXOHO je o0jaBibeH y [14].
layc-JlexxannpoBa mHTerpanmja ca N;, Tadaka TayHa je 3a moimumHoMme perma 2N, —1 u

Mmamer. Crora je MOTPeOHO MPOIEHUTH pel MOJIMHOMA KOjUM C€ alpOKCHMHpa HWHTETPaH]I
g(s)ngmsm , Tme c¢y 0, KoepuuujeHTH pa3Boja, a pesuayan (Tpemika) je
m

g4 = <107*°. Pesunyan je nsabpan nmajyhu na ymy na je |g(s)| ~ 1 (cauka 3.76),

g(S)—ngSm

TaKo J1a BOAM Ka HajBehoj TauHOCTH pe3ynTara y JBOCTPYKO] TAYHOCTH MpECTaBIbamkba Opojena.
XaHkenoBa (pyHKIMja apyre BpcTe ¥ HyaTor pena H 62) (2z) je meo unrerpanga g(s). Ona je
nepuHucana kao H (()2) (2)=3y(2) = 1Yo (2), tme cy Jy(2) um Y,y(z) Becenora ¢pyHKIMja HYATOT pena

u becenoBa ¢yHKIMja qpyre BpcTe W HYIATOT pefa, pecreKTUBHO. TejnopoBu pazBoju becenoBux
¢GbyHKIIMja y OKOJIMHU HYJIE CY

0 n 2n
Jo@=1+3 D Gj , (3.56)

n=1 (n!)z

OJHOCHO

o1



Y, (2) =%Jo(z)ln[§j—%iw(n +1)£‘°'2—522l (3.57)
n=0

(n)?
n-1
rae je y(n)=—-y+ ZE ,a y Beh cnomumana OjiiepoBa KOHCTaHTA.
k=L

Jpyru neo unterpanaa g(s) je GyHkiwuja A , unju je TejmopoB pa3Boj y OKOJIMHH HYJIE

A (nm ) _ glone %M.

(3.58)
n=0 n!

VY cinydajy Koju je OBJIE pa3MarpaH, MakcuMmaiaH aprymeHT becenoBe ¢yHkuuje je

W .
Zm:Br(S):2nx|S|m U |S|=1. U3 (3.56) ce Buam ma je OOHPHHOC N-TOr YiIaHA

2n

Z . .
#(Tmax] . Kaxo je |J0 (Z)| <1, 3a npeneduHrcan pesuayan €, MaKCUMaJHU pell pasBoja 2N,
n!

y (3.56) moxe Outn nponemeH Tpaxkehn MUHIMAITHY BPEHOCT CTeIeHa N; TakBy Ja je

1 W 2n;

Ha cimuan Haumn, y ciaydajy becenose QpyHkuuje apyre Bpere Y, pe HOIMHOMA MOKE OUTH

MIPOLICH-EH U3

) (ow/ )™

2
=y(ny +1 <g,. 3.60
TEW( Y (nY!)2 g (3.60)

2 .
[IpBu unan y (3.57), —J,(2) In(éj , IMa pa3Boj CTENeHa 2N; IITO MPOU3WIA3U U3 YHHECHHIE
T

. 2 z . A)2
naje z~t", m>1lut-~ Al Crora, 3aMeHOM Z(S) y —J,(2) In(zj nobujamo mk|s| In(Ej—JO,
T T
rne cy m, K u A koncranre. OBUM je, Ha jOII jeJaH HA4YMH, JOKa3aHO Ja MpeUIoKeHa CMeHa
TIOHUINTABA JIOTAPUTAMCKHU CUHTYJIapHUTET.
Konauno, pex monmmHOMHUjaTHOT pa3Boja QyHKIHjE Héz)(s) je ny =max(2n,,2n, ), mTo je

Opoj KOju 3aBHCH O EIEKTPUYHE IIUPUHE Tpake, W/ A .
Jlpyru My ITUIUTUKATUBHE 4iaH QyHKuuje g(S) je

ga(S) = k(A — D AR IN(A) X2 + 2yt (5)) Ly (t(S)), (3.61)

omHocHo Q(S)=g¢ A(S)Héz) (s). Pagm mojemHOCTaB/bMBaKa HW3pa3a pasmaTpahieMo camo paBHE

Tpake, 3a KOje BaXu \/szn +(2y,t(s))? =X, . Koncrante y g,(s) cy k, INA u X,. Yman ca

k
Hajselinm creneHoM y paseojy ¢ynkmmje (A® 1)K TAF je (A'sl) = A*Sl . 3arum, kopucrehn
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(3.20), unan ca najsehum crenenom y passojy dpynkuuje L, (t(s)) je (Aklsl )q = A%y Bacu na je

A<1+2Y% Ha ocuoBy (3.58) pex passoja dyHKumje ga(s) je HajmMamu meo O6poj N, Koju
3aJI0BOJhaBa HEJCTHAKOCT

05 Kin(L+ 21’k)(k(q +Dinfe 2 (3.62)

<gg.
Na!

[Tpema Tome pen pa3Boja GpyHkuje g(S) MOke OMTH apPOKCHUMHUpaH ca Ny + N, , jep Baxu aa

N _(ESt)

m > koju omoryhasa

Na Ny
je g(s) Z gams" Z OpmS" - [pouermen 6poj MHTErpalMOHUX TayaKa
m=0 m=0

Ta4yHy MHTETPALK]y MOJUHOMHUjAIHOT pa3Boja pyukiuje g(s), je [14]

N, +n 1
N =—A+2“ = (3.63)

[Tocneamwa Gopmyna npeasuha 3a oko 50 % Behu Opoj UHTErpalMOHUX Tayaka HEro IITO je
T0OMjeHO HyMEpHYKHM eKCIIepIMeHTHMa 3a cBe pasmarpane W/A, N, u k. [Tomamm 50 %NiEﬁSt) y
Cllyuyajy paBHHX TpaKa pa3iIMYUTHX EICKTPUYHUX IMHpUHA aatu cy y tadenu 3.5. [Ipomena 3a 50 %
BUIIIE MHTETPAIIMOHMX Ta4yaka je 300T Tora MmTo je N, + Ny Topmha 'paHHIa peia MOJTMHOMH]jaTHOT

pa3Boja ¢ynkuuje g(S). JomatHo, ['ayc-JlexxanmpoBa uHTerpamuja ca NﬁSt) WHTETPAIIMOHUX
Tayaka Jaje TauyHy BPEJHOCT KaJa je MHTETpaH[ MOJUHOM pena N, + Ny, JOK eKCIEePHUMEHTATHO

nobujen 6poj N;,; 00e36ehyje TaunocT on HajBuie 14 3HayajHUX HKdapa, ogakie Takohe cienu aa
je Ny < N(&Y

int

Tabena 3.5 Tpouemen Opoj MHTErPAIIMOHKX TauaKka y clydajy paBHE Tpake.

W/A 1 2 5 10 20 50 100 200 300 400

0,5N (est) 45 71 113 196 344 686 1290 2270 3397 4343

int

®opmyna (3.63) ce He MOKEe KOPUCTHUTH 3a MPOIEHY Opoja MHTErpaliOHUX Tayaka Kaja je
Tpaka 3aKpHBJbCHA. Y TOM CIlly4ajy MOCTOjH JojaTHa MHTepakuuja usmehy g,(S) u H((,Z) (S) xoja
Huje oOyxBaheHa npemoxeHom popmynom. Ctora ce y ciaydajy 3aKpUBJBEHUX Tpaka, Kao U Tpaka

noOyhenux TE Tamacom, MopaMoO OCIIOHUTH Ha eKCIIEpUMEHTAIHE pe3yiTare jaTe y Tabenama 3.1 u
3.2 mpu kopumhemy CMEHEe ca eKCITOHEHITN]ATHUM YIAHOM.

3.11.3. OINTUMAJIAH PACIHIOPE]] TAYAKA U TEXKUHA Y HYMEPUUYKOJ
HUHTEI'PALIUJA ITIOCJIE CMEHE CA EKCIHOHEHIHUJAJIHUM YJIAHOM

HakoH mpuMmeHe CMEHE W TOHHWINTEHOT CHHTYJIAPUTETa, WHTETpAll Ce MOXKE H3padyHaTH
kopuctehu HEKM o] MeTo/1a HyMepuiKe uHTerpanuje. Kao mro je Beh pedueHo, y 0BOj JOKTOPCKO]
mucepranuju  kopuintheHa je [ayc-JlexxanapoBa HyMmepuuka HWHTErpamnuja. YKpaTko, ako je

N:

1 int ,

I ='[_1g(s)ds MHTETPall, OHIA Ce HyMEPHUYKH OH MOXKe u3padyHatd kao |~ Y wg(s ), rae ce
k=1

TeXUHE W, U amnciuce S, padyHajy no yrBpheHom mpasmiy. [lutame koje ce Hamehe je aa i je
Moryhe oCTBapHTH MCTy Ta4HOCT Ca Mam€ MHTETPAIMOHMX Tadaka N, TMojemaBameM TeKHHA U

arncuyca ONTHMM3ALMOHUM alropuTtMoM. J[pyrum peuuma, Aa JHM MOCTOJU MPHUCTYI HYMEPHUUKO]
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WHTETPAIMju KOJU jeé Y OBOM KOHTEKCTY eduracHuju o ["ayc-JlexxanapoBe uHrerpamuje. Y oBOM
noryiasjby he OMTH omHcaH €KCIEPUMEHT KOjU j€ CIpOBEIEH Aa OW a0 OATOBOP HA MOCTABJHEHO
MTUTAbE.

Ilocmatpajmo unTerpane (3.18), kpahe 3anucane kao I, , = ﬁlg(s')ds', rre m=0,1,..., N,
onpehyje tauky nonemanamwa, 1ok N=0,1,..., Ny onpehyje pen 6asucue ¢pynkuuje. Pegepentan
unterpam, |, koje hemo cmarparu TaunuM, u3padyHartu cy I'ayc-JIexaHIpoBOM HyMEpHYKOM

HMHTErpamujoM ca OpojeM Tavyaka WHTErpamuje koju obe3oehyje 14 3navajuux nudapa. Ha ocHoBy
pe3yaTara eKCriepuMeHTa MpuKa3zaHux Ha ciaunu 3.10, mpumep jeaHOr o7 HajTeXKHUX CHHTYJIApUTETa
jey t,=095. Crora he u y oBOM eKcriepuMeHTy OUTH pa3MaTpaHa camO Ta Tauyka MOJeIIaBamba.

[usb je mponahu pacmopen arnciuca S', ¥ TeXUHA W, TakKo Ja 3a CBaku pel 0azucHe QyHKUHje N

Baku 1a je f, o (N) <10™ rxeje

Nint/2
fn,opt = Ve, mn — kZWk (g (s')+9(=s)) (3.64)
=1

W3 nmocnenmer u3pasza MOXKe ce 3aKJbYUUTH Ja je, Kao u koxa ['ayc-JIexannpoBe HHTErpamnmje,
MOCTaBJbEH YCJIOB CHUMETpHjE alcuuca y OJHOCY Ha HyJy, KOjUMa OJAroBapajy HCTE TEKHUHE.
JlomaTHu ycIioB je 1a Opoj MHTETrpalMoHuX Tadaka Oyje Mamu o] Opoja Koju je motpeban 3a [ayc-
JlexxannpoBy UWHTErpanyjy. BpeaHoCTH CBHX ONTHMH3AMOHUX NPOMEHJBUBUX, S| U W,

orpanuveHu cy Ha unrepsai [0,1].
Ontumuzaunona dynkumja je Hajseha Bpennoct gpyukumje f, ., 3a cBe pasmarpane penose

6asucHuX (PyHKIHja, OTHOCHO

fopt = max {fn,opt}’ (3.65)

0<n<N,

rae je Opoj Hemo3HaTux, Tj. AuMeH3nja D ontummsanuone ¢ynkuuje jeaHak N, . Anroputmu

Koju Ccy KopumheHH 3a MpOHATAKEHE MHUHHUMyMa ontumusaimone ¢ynkuuje (3.65) cy
mudepernujanaa  esoaynuja [94], [95] wu renermuku anroputam [96], [97]. Pesynrtaru
eKCIIepUMeHaTa JJaTh Cy Y HaCTaBKY.

A) Jlugepenyujanna esonyyuja

Hudepenumjanna esonyuuja (enrnecku: differential evolution) je croxactuuku amropuram
KOJU paayd ca CKYyNOM peliema, OJHOCHO mnomynanujoM. OCHOBHH KOpaly airopurMma cy:
1) bopmupame noveTHe nomynaimje, 2) celekiyja u 3) ykpirame. 3a Kopake 2) u 3) neuHUCaHU
Cy OIlepaTopu CeNeKIHje W YKpIITama, JMOK ce (GopMupame IMOYETHE TMOomyJaluje Hajuenihe
peanu3yje Ciy4ajHuUM 0Aa0upOM.

3a moTpebde eKCrepruMeHTa y 0BOj IOKTOPCKO] IHUCepTaIliji UMIUIEMEHTHPAHE Cy JBE BEp3Hje
mudepeHnrjaiHe eBosyluje. Y mpBoj, IoYeTHa Nomyainuja je u3abpaHa ciy4ajHo, a aJropuTam ce
3aycTaBjba Kaja TMpoHahe perieme Wi Kajga jeé UCIYHEH 3a7aTH Opoj Mo3uBa ONTHMHU3AIMOHE
¢yukmje (DE). pyra Bep3uja je MMIUIEMEHTHpaHa Ka0 MUKPO TU(EepeHIrjalHa eBOyLIUja, TIe je
aNropuTaM TYIITEH BWINE IMyTa MCMOYETKA yBEK 3ajapikaBajyhu HajOospe mpoHaleHo perieme 3a
cnenehe mymrame (micro DE). V mopehemy pesynrata, ykymnaH Opoj Mmo3wBa ONTHMHU3AIMOHE
¢dbyHKIMj€ je UCTU 32 00e UMIUIEMEHTallH]e.

HcnuthBaHa je paBHA Tpaka eJIEKTPUYHE INUPUHE jelHe TanacHe myxuHe, W/A =1,
Makcumanan pen 6asucae ¢pynkuuje je Ny =5. Heka je Tpaka mobyhena TM TanacoMm, 0 JHOCHO

ucnuryjemo uaterpan (3.18). Ha ocHoBy Taberne 3.1, 3a MakcuMaiHy TagdHOCT U [ayc-JlexaHapoBy
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UHTeTpanyjy, norpedue cy N;, =63 unterpamuone tauke. Crora je y (3.64) nzabpan Hemro Mamu
Opoj umHTerpaumonux Ttadaka, N;; =60. Ha cmuuum 3.16 mpukazane cy cpeame BpEAHOCTH
KyMyJaTHBHUX MHHHMyMa 3a JBe Bepsuje audepennujanue eponyiuje (DE u micro DE), kana je
Opoj mo3uBa ONTUMH3AIMOHE (DYHKIIMjEe OTPaHUYEH HA 10°, a cBaku ox ajropuTama MmoKpeHyT I0
10 myra. Benmunna nonynauuje 6uia je Ny, =60 .
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Cmuxka 3.16. Cpenmi KyMylIaTHBHH MUHUMYMH y CITy4ajy paBHE Tpake mupuHe W = A mobyhene TM
TajacoM 3a JIBe peanusaiyje nudepeHirjarHe eBoIyImje.

N3 pesynrara ca ciuke 3.16 Moxe ce 3aKkJbyuuTH J1a ¢y 00a alropuT™Ma Mocjie MIJIMOH MO3UBa
onTuMU3alMone GyHKIMjE€ CTUTIIA J0 Tperike koja obe3dehyje camo Tpu 3Hauajue mudpe. To je
BpJIO ci1ab pe3ynTar y ofgHocy Ha 14 3HauajHux nudapa koje naje 'ayc-JlesxannpoBa MHTerparmja
ca CKOpO UCTUM OpojeM Tauaka MHTETpalyje.

C o63upom Ha TO J]a 3HaMO Jia MOCTOJU pacropen S', U W, Koju 06e36elhyje 3HauajHo O00sbu

pe3yJiTart, 3akjbydyjeMo Ja je oapehuBame S', M W, Ha OBaj HAUMH CYBUIIIE 3aXTEBHO IO MUTAY
padyHapcKHUX pecypcea.
b) I'enemuuxu ancopumam

I'enetnuku anroputam (enriecku: genetic algorithm) je croxacTuuku anroputam 3a
rJ100amHy ONTHMHU3AlM]y KOJU C€ 3aCHHMBA Ha MPHUHIMILY TPUPOJHE CEJIEKIUje U OICTaHKa
HajupuiIaroheHujuxX jeIUMHKU. AJNTOpUTaM Yy CBAaKOM KOpaKy aXypupa CKyl pelierma, OJHOCHO
nomynaiujy. ®ase anropur™a cy: 1) hopmupare MmodeTHe momyaiuje, 2) celieKinja, 3) yKpIuTame
u 4) mytanuja. OCHOBHA pa3liMKa y 0JTHOCY Ha Au(epeHIrjaiHy eBOIYyLHU]Y je MyTaluja.

3a noTpebe oBOT eKcrepuMenTa novetHa nomnynanuja, Benuuune Ny, =100, popmupana je
ciydyajHuM u30opom. Cenekiiyja je emuTUCTHYKA, OJJHOCHO HOBa reHepanuja gopmupa ce ox 20 %
HajOOJBUX pellea U3 MPeTXoAHe. YKpIITame, ca BepoBaTHohoM 0,8, peann3oBaHO je Ha HHUBOY
ceaxor rena kao d; = F? + o(r'? —r®) rre je d; rem ma i -Tom Mecty HoBe jexuuke, 10k cy KO u

(@

.”/ TeHU Ha UCTUM MeCTUMa IPBOI U APYror poJIuTesba, a MapaMerap o je ciaydajaH Opoj u3

orncera [0, 0,5], pasmuuur 3a cBaky no3uuujy i. KoHauHo, Myrammja je peann3oBaHa Ha HHBOY

CBaKoT HOBO(OPMHPAHOT perierha ca BepoBaTtHohowm 0,2.
Cpenmu KyMyJlaTUBHU MUHUMYM 10 mymTama reHETUYKOT alrOpuTMa, 3a UCTU MPUMEP KAo

ca ciuke 3.16, mpukaszan je Ha ciuiu 3.17. OngaTiie ce MOXXKe BUIETH JIa j€ TIOCIIe 108 uTeparmja
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BPEIHOCT ONTHMHM3ALMOHe (yHKIMje oko 1072, MITO je IOHOBO 3HAYAJHO JIOLIMjH PE3YITaT y
omHocy Ha [ayc-JIexxanapoBy MHTErpaIyjy.

2 4 6 8 10
5
iter x10

Cnuka 3.17. Cpeamu KyMyJaTHBHE MUHHMYM Yy CIIy4ajy paBHE Tpake mupuae W = A modyhene TM Tanacom
KaJia je IPUMEH-eH TeHETHYKHU allTOpUTaM.

W3 mperxomHa JBa SKCIEPUMEHTA 3aKJbydyjeMO Jia je MPOHAIa3aK pacropena amncimca u
TeXHUHa 00 TU(EPEeHIINjaTHOM €BOIYIIjOM, OMIIO TCHETUYKUM alrOpuTMOM, Koju he o6e30enuTu
MaKCUMaJIHy Ta4yHOCT Cca Mame HMHTErpallMoOHMX Tavaka Hero [ayc-JlexxaHapoBa WHTErpaiyja,
CYBWIIIE 3aXTEBHO Ca JOCTYIHHM padyHapckuMm pecypcuma. OrTyma eKCIepUMEHTH HUCY
MTOHOBJHEHHU 32 TpaKe MHUPHUX MOMPEYHUX MpeceKa U IPYrux oOJIMKa, a y HaCTaBKy hemo ce apkaTu
lMayc-JlexxanapoBe kBagpaTypHe GopMysie Tociie MpUMeHe oAroBapajyhux cMeHa 3a MOHUIIITaBamke
CUHTYJIapUTETA.

3.11.4. CMEHA CYMOM ITOJTUHOMA CA OIITUMAJIHO U3ABPAHUM
KOE®UIIUJEHTUMA

VY nperxoJHUM TOTJaBJbUMA JOKAa3aHO j€ Ja CMEHa ca €KCIIOHEHIIMjaJIHUM YJIaHOM, Koja je
nata jemHaumHoM (3.20), monminTaBa cunrymnaputere obnuka logR u 1/R, uume omoryhasa

padyHame ca BHCOKOM TauyHOIINy eleMeHaTa MaTpHlle CHUCTeMa y METOAY MOMEHara. Y OBOM
MIOTJIaBJby MPEUIOKEHA j€ CMEHa CYMOM MOJMHOMa ca KOoepHIMjeHTMMa Koje Tpeba HaKHaJTHO
oJlpenuTu Kopucrehu ontumuzannone anropurme. Lusb je 6uo nponahu ontumanue koeduirjeHre
CMEHE Tako J1a oHa 00e30elyje MakCUMalHy TaYHOCT Ca UCTO WMJIM Mame WHTETPallMOHMUX Tayaka
Hero (3.20).

Hpe;moxceHa CMCHa JaTa je HU3pasom

D-1 .
aZj+1(S'2J+1 (1_ Sgn(sl)tm) + tm)
0

" j:
t'= D1
Zazm

j=0

, (3.66)

e ¢y @, J=0,1..,D-1, nenosnatu xoepummjentH, mok je D Opoj HemosmaTmx
D-1

koepuumjenra. Hopmanusaruja cyMoM y HMEHHOLYY, »_ 8, j+1 » 00e30ehyje na mpomensbuBa t' Oyne
j=0
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y unrepBany [—1,1] xana je u S' u3 uctor mHTepBana. Takohe, kako je t'=t, kanga je s'=0, To je

CUHTYJIApUTET U3 1, IpecIuKaH y HyIly.

IlonoBo mnocmarpajmo uuTerpane (3.18), kpahe sammcane kao |, =J:g(s')ds', rjae

m=0,1..,N, oxpehyje Tauky mnonmemamama, nok Nn=0,1,.., N, oxpehyje pen Oasucue
¢byukumje. Hajupe cy, makon cmene (3.20) Tayc-JIexxaHapoBOM HMHTErpanujoM, H3padyHaTH
pedepenTnr unTerpand, |, ,. bpoj uarerpamonux rayaka onpehen je tabenom 3.1. 3atum cy,

HakoH cmeHe (3.66), I'ayc-JlexanipoBOM MHTErpalujoM u3padyHaty M uHTerpanu |, .. Heka je
Tavka noxemasamwa t, =0,95. 3a ceako N, nepunncana je pazmuka g, oo = leg mn —Imn |, @ HA
OCHOBY ¢ U ONITUMH3AIMOHA (DYHKIIH]ja
= Mmax .
gopt OSnSNO{g n,opt} (367)
3a pauyHame ONTUMH3ALMOHE QYHKUHJE J,y , TOPEA pena 6asucHux yunkuuja Ny n Opoja

MHTErpaluoHux tayaka N;, , moTpebHo je joum aedpunucatu 1 6poj Hermo3HaTux koepunujenara D .

3a oapehuBame onTumanHux kKoeduuujeHata cmeHe (3.66) xopuiihieH je reHeTHYKH aaropuram,
UMIUIEMEHTHpaH Kako je omucaHo y mornaBiby 3.11.3, a 3aTuM M cucTemarcka mperpara ca
KOHa4YHMM Kopakom 3a D =2.

ExcniepuMeHT je CrpoBelicH Ha MpUMEPY paBHE M 3aKPHBJbCHE Tpake 3a Koje je W/A =1 u
No=5, nok je Opoj Hemo3Hatux koedunmjenara o6uo D e{2,4,6}. Cpeamu KyMmynaTuBHU
MUHMMYM ontumusaiuone Qyukimje (3.67) nakon mer mymrama, C.Min{g,,}, mpukasan je

cmuim 3.18. U3 pesynrara ce Moxe 3akjbydutd ja je uHterpaie (3.18) moryhe m3padyHatu ca
MaKCHMAJTHOM Ta4qHOIINy ca YeTHpH Wim 1ect koeduiujenta y cmenu (3.66) u N;,, =50 3a pashy,

ogHocHO N;; =320 3a 3akpuBJBEHY TpakKy, IITO jeé Mame OJf MOTPeOHOr Opoja MPHUKA3aHOT Y

tabenu 3.1. Ca apyre cTpaHe, Kaja ce ONTHUMH3Yjy JBa KOe(UIMjeHTa, M TO KOSPHUIMjEHTH &, |
<320.

Kako je cMeHa umak jelHOCTaBHHMja KaJga MMa JBa Koe(UIMjeHTa, pa3MaTpaHo je Ja Ji je

a5, MAaKCUMaJlHa Ta4YHOCT HUje nocTuruyta ca N, <55, onHocHo ca N,

ymecto koeduiujeHata y3 S' u S°, onTHMalHHje BapupaTH KoedHIMjeHTE Y3 Heka Apyra aBa
YjaHa y CMEHH, JIOK Cy OCTaJli MOcTaB/beHH Ha Hyne. Ca TUM nuJbeM, mopen Beh noOujeHux

pesyInTaTa, HCIIMTHBAHK Cy MapoBH Koeduumjenara y3 S° u S, ogHocHO y3 S 1 s9. Cpenmu
KyMyJaTHBHU MUHUMyMH, C.MiN{Q,y}, y Clyuajy paBHE U 3aKpHBI/bEHE Tpake MMPUHE W =1 , 3a

pasHe uzbope N;,, npukazanu cy Ha ciuuu 3.19. M3 oBux pesynrata Buau ce na je moryhe
OCTBAapUTH MaKCHUMaJHy TaYHOCT MHTETpasia y ciryyajy paBHe Tpake ca N, =44 u cMeHOM ca camo
1Ba KoeuIMjeHTa, as 1 a,, mro je 3a oko 30 % Mame o morpedHor Opoja martor y tabenu 3.1.

CnnyHO, MakCHMalHYy Ta4yHOCT Moryhe je OCTBapuTH M y CiIydajy 3aKpHBJbEHE Tpake ca JBa
KoeduimjenTa, a; u ay,ca N, =320 .
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Cnuka 3.18. Cpenma BpeTHOCT KyMyJaTHBHOT MUHUMYMa y ciy4ajy (a) paBHe H (0) 3aKpHUBJbEHE TpaKe
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mupruHe W = A 32 pa3nuauT Opoj KoeduIlrjeHara y CMeHH.
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Cruka 3.19. Cpenma BpeAHOCT KyMyJJaTUBHOT MUHUMYMa y ciy4ajy (a) paBHe u (0) 3aKpUBJbEHE TpaKe

HIUpUHE W = A KaJia [OCTOoje /1Ba KOCPUIIMjSHTa Y CMCHH.

C o03mpom Ha TO /12 je 32 D =2 onTuMu3anmoHu mpocTop 3HaYajHO CMarbEH, CIIPOBE/ICHA je&
U cHCTeMaTcKa IpeTpara ca KOHauHUM kopakoM. Ilpu Tome je jemaH koe(uIMjeHT NOCTaB/beH Ha

jenuHuIly, a; =1, 10K je Ipyru 6MO MPOMEHJBUB Ca KOPaKOM 10°. Mako Ha MIPBH TIOTJIEN U3TJIea

Ja je y cMeHu Moryhe mojemaBaTH JiBa KoepHIMjeHTa He3aBUCHO, Kaja je D =2 noBoseHO je
MO/ICIIIABATH jeTaH KOSPUIIH]JEHT jep je
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o 855 (L=5gn(S)ty) +1,) + 2, (87 (L=SON(S)ty) + ) _

as +a,
ﬁ(s's (1-sgn(s)t, )+t )+ s (1-sgn(s)t,) +t,, (3.68)
_%
$+1
a7

Pesynratu ekcriepuMeHTa, KOju cy mpukazanu Ha ciaunu 3.20, To ¥ MOTBphyjy: 3a MakCUMalHy
Ta4yHOCT, ca OpojeM MHTETrpallMOHUX Tayaka KOjH je CIIMYaH J0 cajia MPe3eHTOBAHUM, JOBOJBHO je J1a
jenan koeumujeHT Oy/ie MOCTaB/bEH Ha JeIUHUILY, a IPYTH ONTUMATHO TIOJICIIICH.

[TpuMeTuTH 1a ce CMeHa ca cTeleHMM uwiaHoMm (cMeHa A) moxe mooutu u3 (3.66) kama je
D =1 ako g0gaTHO MPONIMPUMO JIOMEH CTEIICHA Ca HEeMapHUX MPUPOJHUX OpojeBa Ha MO3HTHBHE
peasine 6pojeBe. CTora MOTUBAIMja 32 CMEHY A MOTHYE U3 MPETXOAHUX EKCIIEPUMEHATa.
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]0—12 L
&
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10—]3 L
14 [ [—®—Nint =40 ] —e—Nint =300
10 —«—Nint = 44 —<4— Nint = 320
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Cauka 3.20. Bpeanoct ontuMu3zanuone GyHKuuje y ciaydajy (a) paBHe  (0) 3aKpuBIJbEHE TPaKe IIUPUHE
W = A y QYHKIH]H 0] BPEIHOCTH KOS(HIIMjeHTa as, OJTHOCHO dg Kaja je az = 1.

3.12. AYTOMATCKA MPOLEJIYPA 3A UHTETPAIIJY BUCOKE
TAYHOCTH

[Ton ayTomMaTckoM MpoleaypoM 3a MHTErpalrjy BUCOKE TaYHOCTH cMaTpaheMo HU3 Kopaka
YMjOM C€ MPHUMEHOM MOTY Ca BHCOKOM TauHOIINy M3padyyHaTW HMHTErpajiu Koju ce cpehy mnpu
aHanu3u 2-D cTtpykTypa mpou3BosbHOr 00JHMKa MeTooM MomeHara. l{usb oBor moriamspa je na
yBelle ayTOMaTcKy IpoLeaAypy 3a MHTErpalnujy BHCOKE TauHOCTH, TakBy Ja M300p mapamerapa
UHTerpamuje u Opoja MHTErpalMOHUX Tauyaka 3aBUCH UCKJbYUHBO O]l €JIEKTpUYHE IIMPUHE TPakKe, Tj.
on W/ . Kopumhena je cMeHa TaHTe€HCOM, OJHOCHO cMeHa D, amu ce Bpio ciMyHa mporeaypa
MOJKE CIIPOBECTH U Ca OCTAJIUM pa3MaTpaHUM cMeHama. Ha OCHOBY HU3a HyMEpUYKHUX pe3yJiTara,
MPEAJIOKEHE CYy M aHATUTHYKE (opMylsie KOjuMa Ce MmapaMeTpu HHTErpairje u motrpedan Opoj
MHTErpallMOHUX TayaKa MOTY M3pauyyHaTH 3a MPOU3BOJbHY ENIEKTPUYHY JAYKUHY W/ A .
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3.12.1. OINTUMAJIAH U3B0OP IAPAMETAPA CMEHE

Kako cMeHa TaHreHCOM WMa JBa MapameTpa, 3a W300p ONTUMATHHX TMapameTapa Koju
MUHHMH3UPajy Opoj MHTETpallMOHUX Tayaka 3a mrTo Behu Opoj 3HayajHux nudapa mocTaBibeH je
cienehn HyMepUYIKH €KCIIEPUMEHT.

Wurterpanu cy wm3padyHatd, Kopucteh ce MpeayioKEeHOM CMEHOM, 3a mapamerap M, u3
orcera [1,11] ca xopakom 0,1, mapamerap m, u3 oncera oz 0,1 1o 1,4 ca kopakom 0,1 u ca Gpojem
MHTETPAIMOHUX Tadaka KOjH je BapHpaH y Pa3IMYUTHM OICE3MMa 3aBUCHO O] SICKTPUYHE IIUPUHE
Tpake. 3a CBaKW o] pa3MaTpaHux naposa (M;, M,) u3padyHara je, 3aBUCHO 0OJ] IOOyie, pejaTuBHA
rpemika (3.47) nn (3.48). Ca nuibeM MOTHCKHBaa IIyMa y pelaTHBHOj rpeminu, 10 y3acTomHuX

: 1< :
Ta4aKa je yCPEMCHO KA0 KAO O,eraged (Ni ) =— ZSnon—averaged (Niy +K), 1€ je Saeraged (Nint)
k=5
ycpenmeHna rpemka 3a N HHTErpalMOHMX Tadaka, JOK j€ Opon_averaged (Niy +K) HeEycpenmena
rpemika 3a N, +K wuHTerpammonnx Tayaka. Ha cimim 3.21 mpukasaHe cy HeycpelmeHa U
ycpelmeHa rpelika 3a jefad nap, m; =5,2 u m, =14, y TE mony paBHe Tpake mupuae W= A . Kao

U KOJ NPECTXOAHHUX pE3yJiTara, BUAW CC Ada I'pCIIKa 6p30 omnmazaa A0 HCKEC BPECAHOCTHU, HAKOH YCra
IPaKTUIHO HCMA 1o0oJbIIakAa.

O = T T 3
‘ HeycpembeHa
ycpenmena

_5 L
o
0

— 1 0 L

—15
0 200 400 600 800 1000

Cnuka 3.21. HeycpenmeHa u ycpelim-eHa polieHa penatuBHe rpemike y TE cityuajy paBHe Tpake IMpuHe
w=A3am=52um,=14.
W3 ycpenmenux rpeiiaka, 3a CBaki pa3MaTpaHu nap napamerapa cMede (my, m,) oapehen je
Opoj MHTErpalMOHMX TavakKa IMOCIE KOT MPAKTHYHO Hema mnobosbmama Ny, ¥ MUHMMalIHA
rpemka d,. 3a npumep ca ciuke 3.21 je Ny nin =138 m 65 =-12. 3a ucty Tpaky kao ca

cimke 3.21, Ha cnuny 3.22 mpuKazaHa je 3aBUCHOCT MUHUMAIHOT Opoja MHTErpaIlliOHMX Tadaka
Niy mn OZ TapameTapa Tpanchopmaruje (M, M,). OBUM eKCHIEPHMEHTOM je CBE NPUIIPEMIBEHO 3a

onpehuBame ontumanHor mapa (M, m,) koju MuHUMHU3HPA N nin - MHHUMaNHa BPEIHOCT
o3HaveHa je ca Ny nino ¥ IPEACTaBba MUHMMYM (yHKIMje ca ciuke 3.22 3a Kojy ce no0mja u

onTrMaiHu map (m;, m,).

OBakaB HU3 eKCIIEpUMEHATa CIPOBE/CH je 3a CBE pa3MaTpaHe TPake eICKTPHYHHX IIUpUHA
1<w/A <400. Pesynratu cy npeactaB/beHn Ha ciukama 3.23 u 3.24, ojakie ce MOXE BHCTH J1a
MOCTOjM TPAaBUWIIHOCT y H300py mapamerapa W Opoja MHTETpallMOHMX Tadaka Yy 3aBHCHOCTHU O]
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enektpuuHe mmpuHe Tpake. Omesprm 3.12.2 u 3.12.3 nmocsehenu cy oapehuBamy aHAUTUTHYKHX
¢yHKIMja KOje MOry Ja ampoKCHMHpajy padyHame ONTHMAJIHMX Iapamerapa, kao U Opoja
MHTETPALMOHUX Ta4yaKa y 3aBUCHOCTH CaMO OJI €JICKTPHYHE IUPUHE TPAKeE.

1000
800

600

int,min

== 400

200

(=]

0
mn, m,

Cruka 3.22. 3aBUCHOCT MUHAMATHOT Opoja MHTETPAllMOHNX Tayaka O TapaMeTapa CMEHe 3a paBHY TPaKy
mmpuHe W=24, 8, =—-12.

3.12.2. ATIPOKCUMAIIAJA TAPAMETAPA CMEHE

Pesynrati noOWjeHH W3 NPETXOMHO ONMUCAHOT EKCIEPUMEHTAa, Tj. ONTHMAIHHU IMapamMeTpu
cMeHe M, U M, y GYHKIMjH eIeKTPUYHE IUpUHE Tpake W/ A , mpuka3anu cy Ha ciuiy 3.23. Kako

ce ONTHMAJHE BPETHOCTH 3a TPaKe jelHe MIMPUHE, a Pa3TUYUTHX OOJIMKAa M THUIA WHIMICHTHOT
Tajiaca rpyIHuily, alpoKCUMHUPaHEe Cy aHATUTHYKUM (QYHKIMjaMa KOje 3aBHCE CaMO OJ CICKTPUYHE
mpuHe Tpaka W/ A .

[TpBu mapameTap cMeHe M; MOXKE Ce alpOKCUMHPATH POPMYITIOM

C
m, = Aarctan| B - In(%) + D, (3.69)

rie cy A, B, C u D xoedunujeHtn koju Mory OUTH ojapel)eHM MHUHUMM3ALM]OM Cpeame
KBaJpaTHE TpEIIKe ONTHMAJTHUX BPEIHOCTH HOOHMjEHHWX EKCIIEPUMEHTOM | alpOKCHMAIH]e.
Munumu3zaiigja je CropoBeleHa BHUIIECTPYKHM MYINTameM CHMILIEKC ajJrOpuTMa CBAakU MYT U3
ciny4yajHo m3abpaHe moueTHe Tauke. J[oOWjeHW pe3ynTaTtH, 3a0Kpy>KCHH Ha JIBE€ JCIHUMae, CY
A=107, B=559, C=114 u D =3,63. Ca noBehamem eneKkTpuuHEe IIUPUHE TpaKe, mapamerap

M, mpuOIKaBa ce BpeaHOCTH My =2, Tako na 3a Tpaky W/A =20,000, nporemeHa BpEIHOCT je
m, = 2,13, mro je Behe o1 1Ba M y CKIIaay ca JOKa30M JaTUM y Toriasipy 3.8.3.
CawyHo, IpyTrH mapaMeTap cMeHe M, MOXe ce anpoOKCHMHUPATH (HOPMYIIOM

F
m, = E(%) +G, kaga je W/ A <50 3a TE/paBny, TM/paBny, TE/3akpuBibeHy

(3.70)

m, =0,1, y octanum ciny4ajeBuma
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rnecy E, F u G koebunujentu oapehenn MUHUMHU3ANM]OM CpEIe KBaJpaTHE TPEIIKe, Kao U
npeTxo/iHo. BpenHoctu xoeduiyjenara, 3a0kpykeHe Ha nse neuumane, cy E=-0,27, F=0,44 u
G =1,63.

Pesynratu xoje majy obe ampokcumatuBHe ¢opmyne (3.69) u (3.70) npukazanu cy Ha
cuiy 3.23  yrmopeno ca ONTUMajIHUM BpeJHOCTHMMA JOOHjeHMM U3 ekcrepumeHaTta. Kako
aHaUTHYKE GopMyIie 3a oJpehuBame BpeAHOCTH MapamMeTapa CMEHE 3aBHCE CaMO O] €JICKTPUYHE
IIMPUHE TPaKe, TO j€ 3a ayTOMATU3allKjy MPOLeAype HHTETPalllje ca BHCOKOM Ta4HOIINy OTPeOHO
JOIII TIPOLIEHUTH U OpOj MHTETPALIMOHUX Tadyaka, 0 yeMy he OMTH peuH y HapeIHOM OJIEIbKY.

55 T T T 1,4 . . .
® TE, paBHa < o ® TE, paBHa
5M < TE, 3akpuBJbeHa | 1,2 < TE, 3aKkpuBJbeHa |
u B TM, paBHa e B TM, paBHa
45t ¢ TM, 3akpuBJbeHa | | 1k ¢ TM, 3aKkpuBJbeHa | |
' aTIpoKCHMaIuja anpoKcUMaIyja
4t 08 1
— (g}
3 g
35+ 0,6 1 1
3r 041 1
2571 02 1
I .
2 1 1 L O | |
10° 10" 107 10° 10* 10° 10" 10° 10°
wi wi A
(a) (6)
Cnuxka 3.23. Ontumanau u36op napamerpa (a) My u (6) M, ¥ BUXOBE aPOKCUMALH]E.
3.12.3. ATIPOKCUMAIIAJA BPOJA UHTETPALIMOHUX TAUAKA

MuHUMaTHEe BPETHOCTH Opoja MHTErPAllMOHMX Tavyaka 3a MaKCUMajHy Ta4dyHOCT IpH
ONITHMAJIHUM IapaMeTpuMa CMeHe, T0OHMjeHe eKCIIEpUMEHTHMA Kao ca cinke 3.22, IpuKa3aHe cy Ha
cmuim 3.24. Kako ce BpeJHOCTH 3a pa3jiM4yWTe Tpake TPYIHILY OKO jeHe BpeaHocTH W/ A,
NpeIoKeHa je aHaIUTHYKa (popMyIa Koja uX anpoKCUMHPA

w
Niﬂt, min 0 = ’76'76I + 313’57—" (371)

rje je (X—| OTIepaTOp 3a0KpYKUBamka Ha HAJOIMXKY TOpHY 11e100pojHy Bpennoct. Koedummjentu y

(3.71) nobujeHn cy MHUHMMH3ALHUjOM CpEIbe KBaJpaTHE IPEIIKe, CIMYHO Kao Yy TPETXOAHE JIBE
anpokcHUMallje, ca OrpaHUYeHeM Ja alpoKcHUMaluja IMpelewmyje ONTHUMAalHE BpPEIHOCTH.
Pectpukuuja je yBenena na 6u ¢popmyna (3.71) Ouna KoH3epBaTHBHA.

Konauno, ca anamutuukuM ¢opmynama (3.69)—(3.71) unTerpamuja ca BUCOKOM TadHOIIhy
MoO>Ke OUTH ayToMaTU30BaHa. To 3HAYM J1a, IPU HyMEPHUKO] MHTETPalliji CUHTYJIapHUX WHTerpaja
ca BUCOKOM TavHoIIhy KopuithemeMm cMeHe D, n300p mapamerapa cMeHe, Kao U oTpeOHOT Opoja
MHTETPALMOHUX Tadaka He 3aBUCH Off OOJHMKa CTPYKType Koja Ce HUCIHTYyje, HUTH OJi TUIa
WHIMICHTHOT Tanaca, Beh caMo o] elleKTpruyHe MIHpHHE cTpyKType. Kao mTo ce Moke mpuMeTHTH
ca ciuke 3.23, hopmyte (3.69) u (3.70) majy HemTo Apyradmje mpoieHe 3a nmapameTpe CMeHe, Hero
mro cy ontumanHe. OBo gajbe pe3yintupa y HemTo BeheM Opojy MOTpeOHMX HMHTETPAallMOHUX
Tayaka 0] MUHUMAJIHOT, ajli oMoryhaBa ayToOMaTCcKy LIeMy HHTErpaluje ca BACOKOM TauHoIIhy.
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Crnuxka 3.24. MuHuManas Opoj Tayaka MHTErpaIfje U BeroBa anpoKCUMaIlyja.

VY caenehem ozesbKy MIIycTpoBaHa je npumeHa anpokcumanuja (3.69)—(3.71) na npumepuma
Tpaka Koje Cy BehuX eJIeKTpUYHMX HIMPHHA HEro OHe pa3MmarpaHe 1o caaa. Tume je ymorpeba
anpokcumariiija (3.69)—(3.71) BepudukoBaHna.

3.12.4. BEPUO®UKAILIMJA AYTOMATCKE ITPOLIEJYPE 3A HHTET PALINJY BUCOKE
TAYHOCTH

Pacejaun aHanm3WpaHu y OBOM IIOTJaBJ/by Cy paBHE M H3PAa3UTO 3aKPUBJbEHE TpaKe
eNeKTpUYHUX mupuHa y oncery 400 <w/A <16000 .
3a pauyHame MHTerpana kopuinheHa je cMeHa ca TaHreHcoM (cMena D) ca mapamerpuma m,

U M, pauyHatum u3 anpokcuMmanuja (3.69) u (3.70). Oxatnie je mpolemeH MHHUMANaH Opoj

WHTETPAIIMOHMX Tayaka IMOTpebaH 3a MaKCUMaJIHy TAadyHOCT KOju je 3aTtuMm ymopehen ca
anpokcumanujom (3.71).

[Ipouemwene penaTtuBHE TpelIke HMHTErpajga 3a Hajpehy aHanu3upaHy Tpaky eJleKTpHUYHE
mmpuHe W/ A =16000 mpukazane cy Ha ciunum 3.25. Y nopehemy ca BpeaHouihy Kojy mpolemyje

arpokcumanmja N, ~1,08-10°, MuHMManaH 6pOj MHTErPALMOHMX Tauaka ca ciuke 3.25 je
p y i Poj p J

nt, min 0
HEILITO MamH Yy CBUM pa3MaTpaHUM ciy4ajeBuMa. JlogaTHO, 300T pa3jiMKe y CHUHTyJIapuTeTuMma (1
TEeXUHU BUXOBE UHTErpalllje), MpolemheHe rpemike cy Mmamwe y TM ciyuajy, Hero y TE ciyuajy.
PesynraTu cBUX pa3MaTpaHUX Tpaka MpHKa3aHH cy y Tabenu 3.6. Moxe ce 3aKJbyyuTH Ja je
Opoj WHTerpanmoHMx Tadaka 3a [ayc-JlexxannpoBy uHTerpanujy 3a oko 10 % Behm Hero Opoj
NpOLICHEH U3 ekcriepuMeHara. Tume je morBphena konzepBatuBHOCT popmyse (3.71). MunnmanHa
BPEIHOCT MOJyJia MUHUMYyMa PEeaTHBHUX Tpellaka 3a CBe pa3MaTpane ciydajese, Tj. mMin{| o, |},

takohe je mara y tabenu 3.6. Taj Opoj mpencTaBjba MUHUMAIaH OpOj TadHO oApel)eHnX 3HAYajHUX
mudapa npu UHTETPALUjH TpaKe JaTe eNeKTPUYHEe NIMPHHE M OH omaaa kako W/A pacre. Pazior
onajama Opoja TaYHO MU3payyHATHX 3Ha4YajHUX HHdapa JIexu y 6pojy HyMEpUUKHX orepanuja ca
OpojeBMMa 3amUCaHUX y JABOCTPyKOj TauHocTu. Crnenehu onesbak mocBeheH je jeaAHOCTaBHOM
eKCIIEpUMEHTY KOJU UCIUTYje Kako Opoj MHTErpallioHNX Tayaka yTHue Ha Opoj 3HauajHUX nudapa.
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Tabena 3.6. Bepudukanuja anpokCUMaTHBHHUX (opMyJIa.

Nint,minO
w/A | min{|d|} | m1 | my | ampokc. | TM/paBua | TM/xpusa | TE/paBua | TE/kpuBa
1000 8 239 (01| 7072 7000 6500 7000 6460
2000 8 2,29 10,1 ] 1,38¢e4 1,37e4 1,25e4 1,37e4 1,25e4
3000 8 2,24 10,1 | 2,06e4 2,04e4 1,85e4 2,04e4 1,85e4
4000 8 2,22 10,1 ] 2,73e4 2,7e4 2,45e4 2,7e4 2,45e4
5000 7 22 | 01| 3/4e4 3,37e4 3,04e4 3,36e4 3,04e4
le4 6 216 | 0,1 | 6,79%4 6,67e4 6,06e4 6,67e4 6,05e4
1,6e4 5 2,14 10,1 | 1,085 1,06e5 9,68e4 1,06e5 9,67e4
Or 0
—TM
—TE
-2 1 27
4t J
4t
~ w  —6 1
-6
-8 F
-8t
-10
-10" : : : 12 . ‘ . ‘ ‘
1,062 1,0625 1,063 1,0635 1,064 964 966 968 97 972 974 976
N x10° 4
in int x 10
(a) (6)
Cnuka 3.25. [Iporena penaTUBHUX Ipelllaka y ciydajy (a) paBHHX U (0) 3aKpHBJHEHUX TpaKa IHUPUHE
w/A = 16000.
3.12.5. BPOJ TAYAKA Y I'AYC-JIEXKAHJIPOBOJ HYMEPUUYKOJ HHTETPALTUJH

VY uuiby MCnUTHBama Kako Opoj MHTerpanuoHux Tadaka y l'ayc-JIexxaHIpoBOj HyMEpHUKO]
WHTETpallju yTuue Ha Opoj TayHo ojapeheHuX 3HavyajHuUX udapa, CHIpoBeAeH je cienehu

1
HYMEpPHUUYKHU eKCIIepUMeHT. MIHTerpaiu ca nmo3HaTuM aHAIMTHYKUM peIleHEeM Ilt”dt =2/(n+1), 3a

Tpu BpeaHoctu crenena N e{6, 3500, 56000}, m3pauynatu cy ["ayc-JlexxaHApOBOM HYMEPHUYKOM

WHTETpanyjoM. MoTHBanyja 3a u300p CTENeHa JI0JIa3d M3 YUIHCHHUIIE JIa Cy TO ONTHMAIHH PEIOBU
arnpoKCHMallMje HEKMX O]l MCIIMTUBAHUX Tpaka: 3a Tpaky mupuHe W =10000 A pen ampokcumaruje

je Ny ~35000, mox je 3a Tpaky mupuHe W=16000 A pen ampokcumanuje N, ~ 56000 .
\2/(n +1) - |Nim\
|2/(n +1)|

UHTErpaj padyHaT HyMepudkd y N;, MHTErpalMoOHMX Tadaka MoCie MPeI0KEeHe CMEHE.

PenaruBHa rpemka je uspauynara u3 dopmyne Og (Ni:) =100, , tae je Iy

Ha cnumm 3.26 npukaszaHe cy penaTuBHE Tpelike y GyHKIHMjU Opoja MHTETPAllMOHUX Tadaka
3a cBa TP pa3MaTpaHa WHTerpaia. 300r rpeliaka y 3a0KpyKHBamby U KOHaYHE TauHOCTH OpojeBa y
MHOI'0 HyMEpUYKHX omepaiuja, Opoj 3HauajHUX Ludapa je Mamu o 15, kao mTo ce MoXe BUACTH
ca cimke 3.26. Bpoj 3Hauajuux mudapa kaxa je narerpany t2°% je camo 9. Kaza je unTerpaz joum
KOMIUIEKCHHUjU, Ha TIpUMEp KaJza je U XaHkeloBa (DyHKIM]ja yKJbydeHa, Opoj 3Ha4ajHUX mudapa je
JOII MarbH, Kao IITO ce MOXe BUICTH U3 kKojoHe Min{| 3, |} y Tabenu 3.6.
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OBaj jeAHOCTaBHHM EKCIIEPUMEHT WIIYCTpyje na Opoj 3HayajHux Imdapa omaaa Kako pef
MOJIMHOMA pacTe, 300r OpPOJHUX HYMEPHUUYKHUX Olepaliija Koje je MoTpeOHO CIPOBECTH U Ipellaka y
3a0KpYKHBamy KOje HEMHHOBHO ITOCTOj€ 300T KOHaYHE Ta4HOCTH IpencTaBe OpojeBa. Crora, nako
HUCMO CHPOBOJIMIIM €KCIIEPUMEHTE ca MoMHOMHUMa cterieHa Beher ox 56000, uunm ce 1a je jequHo
OTpaHHMYCH-E 3a PEl MOJMHOMA KOjU MOXKE Jla C€ KOPUCTH 3a alpOKCHMAIHMjy pacmojierie CTpyje
KOHAYHA TAYHOCT MPEJCTaBIhakha OpojeBa y pauyHapy.

_5 |
-
(]
[Ze)
~10
_._x()
—p— 3500
—a— 56000
-15 ' ‘
10! 10° 10° 10*

int

Cnuka 3.26. PenatuBHa rpemika uHTerpana padynatix [ ayc-JlexxaHIpoBoM HyMEpHYKOM HHTETPAL]OM.

3.13. T'YCTHUHA INOBPIUIMHCKHUX CTPYJA HA TPAKAMA

Y mperxoIHUM TOTriaB/biMa OWJIO je peur O MHTETpalllju CUHTYJIapHUX MHTerpajia Koju ce
cpehy npu ananmusu 2-D pacejaua metomom momenara. Kpajwu pesynrTaT aHanuse, Tj. PEIICHE
CUCTeMa JIMHEApHHUX jeJHaYynHa, Cy KOCPUIMjEHTH y ampoKCHMalldjaMa TyCTHMHA MOBPIIMHCKUX
CTpyja Ha pacejaunma. Pagu mpoBepe, q00MjeHe anmpoKcUMallije TYCTHHA cTpyja ynopehene cy ca
pe3ynraTuMa KOMEPIUjaTHO JIOCTYMHOT co(TBepa 3a Tpake pa3iMYUTHX OOJHMKa, €NEKTPHUUHUX
mupuHa W wHIOUAeHTHor Taigaca y TE m TM wmonpy. Kopumihen je komeprujanau codTep
WIPL-2D. Pe3ynratu npeacTaB/beHd y OBOM IMOTIaBJby mybsukoBanu cy y [14], [69]-[71], [87], a
MIPOUCTEKIIN CYy U3 pajia Ha OBOj TOKTOPCKO] AUCEPTAIIU]H.

3.13.1. PABHE ¥ 3AKPUBJBEHE TPAKE HIUPUHE 10 400 TAJIACHUX AYKHHA

[Tocmarpajmo 2-D pacejaue paBHOT U H3pa3UTO 3aKPUBJHEHOT MONPEYHOT npeceka (ciauka 3.1)
nodyhene paBHuM, yHHOpMHHM TajacoM y TM monay. Y HyMepuukoj aHaiu3u Hajupe hemo
KOPUCTUTH CMEHY Aaty jenHaunHoM (3.20) Ha HAYMH KaKo je ONMMCaHO Y MPETXOAHUM IOTJIaBJbIMA.

Hexka je nobujena anpokcumalija ryCTUHE CTpyja Ha TpakaMma J,, a HeKa je anpoKcHMaIuja
TYCTHHE CTpYyja Ha UCTO] TpalM T00HjeHa U3 KOMEpPIMjaaHoT copTBepa, KOJU KOPUCTHU JICO-TI0-/1€0
KoHcTaHTHe OasucHe ¢yHkiuje (enrmecku: pulse basis functions), J,,. Ilporena penarusHe

rpelIKe MOe ce u3pauyHaTtu u3 [14]
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1
(19,60 -3,00dt $13,00)- %)

Oerr (N, 0) = - 1 ~ U , (3.72)

M
J1320(0) [dt 21320t
-1 u=1

rae cy t, (U=12,..,,M) Tauke paBHOMEpHO pacnopehene no mmpuHH Tpake Ha uHTEpBaty [-1,1]
n M =6000 . Ilpomena rpemke je ¢yHKOUja (a) MHIMASHTHOT yria MoOymHOr Tamaca, 0, u
(6) Opoja HemoszHaTUX KoeduIMjeHaTa y ampokcumanuju crpyja, N . Jla Oucmo creknu yBupg y
HajBehy BpeAHOCT MpOIEHE TpellKe, padyHaTa je 3a 91 mpaBain MHIMIESHTHOT Tajlaca y OICETY O]l
—90° mo 90° u 3a pa3aHuYUTE PEIOBE AIPOKCHUMAIIH]jE CTPYja, Y CBUM pa3MaTpPaHUM CIIydajeBUMA.

[Tpumep mpouene rpemke crpyja O, (6, N), y mporeHTnMa, Ha 3aKPUBJBEHO] TPALU IIUPHHE
w=400 A npukazaH je Ha ciuuu 3.27a, JOK je MCTU TpaduK MOCMaTpaH ca cTpaHe AaT Ha
ciuim 3.270 [14]. Ilpu Tome, cBaka JimHHMja Ha ciukama 3.27a u 3.270 NpencTaBiba TPEUIKY
padyHaTy 3a jeman yrao 6. MakcumanHa BpeIHOCT MpoLeHEe Tpemike O, kao (GyHKIHje pena
anpokcumaije ctpyja N, 3a cBe pa3marpaHe yrjioBe MHIMICHTHOT Tajaca 0, padyHara je Kao
[14]

5(N) :79052%é9005err(N'e) (3.73)

Y O3HaueHa je 1e0esioM IMHUjoM Ha ciuim 3.270.

88”’ [%]

1500

0 . . . . . |
1200 1250 1300 1350 1400 1450 1500
N

(a) (6)
Ciuka 3.27. TIporieHa rpeike cTpyja Ha 3akpuBbeHoj Tpaiy mupure W =400 A : (2) y hyHkuuju ox

YIIaJHOT yIJla M Pelia anpoKcumanuje u (0) moriie ca cTpaHe U polieHa MakCuMaiHe rpemke O (nebena
nunuja) [14].

Kaxko cy pesynraru mporeHa rpeaka Oy, (N,0) KBaIuTaTHBHO BPJO CIMYHU 3a CBE Tpake,

TO oHM Hehe 6uTH noceOHO mpecTaBbeHu. [IporieHe MaKCUMaITHUX Ipelaka 3a Tpake pa3aInuuTuX
IMIMpHUHA TIpeJcTaB/beHe cy Ha ciauuu 3.28 [14]. CBu pesynratu ca cimke 3.28 mokasyjy HCTO
MOHAIIamke: TpenIka je Bennka kaaa je N maio, 3atuM rpemika Hario onana nosehaBamem N u, Ha
caMOM Kpajy, KOHBEpPIrupa HEKOj BPEAHOCTH WK CE€ JaKO CIIOPO cMamyje. MuHumanHa Bpennoct N
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3a KOjy TpellKka KOHBeprupa je anpokcuMaTtuBHO N ~ |_§W/ k—|, rae je 3,5<E<5 u & ce cmamyje

KaKo ce muprHa Tpaka W/ A moschasa [7], [14].

[Iponiemena MakcHMalHa TpelIka 3a CBE pa3MarpaHe CTpyKType mama je ox 1 %. Kako
MpoIleHa Tpelike KoHBeprupa ca nosehaBameM N, TO yka3yje Ja IEIOJOMEHCKa aHalu3a ca
JlexxaHIpOBUM TIOJTMHOMHMA KOHBEPIHpa Majlo APYTadudjuM pe3ysiTaTuMa o]l peepeHTHOT peliemha
u3 komeprujarHor codprBepa. OBO Heclarame je OYSKHBAHO C OO3MPOM Ha TO Ja Cy pedepeHTHA
perniema 1001jeHa KopucTehr KOHCTaHTaH Opoj A€0-T10-/1e0 KOHCTAaHTHUX 0a3ucHUX (QyHKIIH]a.

=1000 | w= =
w w=2001 | w=3001 w = 2001

w = 300%

5 [%]

0 500 1000 1500

(a) (6)
Ciaka 3.28. IporieHe MakCHMaTHUX Tpemaka O Koj (a) paBHUX U (0) 3aKPUBJBEHUX TPaKa Pa3InuuTHX
CNICKTPUYHHX puHa [14].

V unspy unycrpanuje rpeuike ox 1 % y crpyjama, na ciunu 3.29 [14] npukaszaHe cy rycTutHe
CTpyja Ha 3aKpHBJbeHO] Tpamu Immpuae W=20 A kaga je uHiuaeHtHu yrao 0=90°. [Tonpeunu
MpeceK Tpake W MpaBall MHIMISHTHOT Tajaca Takohe cy mpukasaHu Ha ciunu 3.29. Pen HajBeher
JlexxanipoBor noiarHoMa je 80. Y mocMaTpaHOM CiIy4ajy, T'yCTHHA CTpyje je cumMeTpryuHa oko t =0,
TaKo J1a je JlaTa caMo jeJiHa MoJIoBUHA rpaduka. BepTukaiaHa oca je y TorapuTaMcKoj pa3Mepu Kako
O MaJie BpeTHOCTH T'yCTHHE cTpyja Omie jacHuje. Ca ciauke ce BUIU Jia Cy pasliuKe y TyCTHHama
CTpyja NPaKTUYHO HEMTPUMETHE I'OJIUM OKOM.

10 T T
JlexxaHpOBH TOJTHHOMH
< Jleo-1o-1e0 KOHCTaHTHE Oa3ucHe QyHKuuje

Cnuxka 3.29. ITopeheme rycTuna cTpyja Ha 3aKpuBJbeHOj Tpamy mmpuae W = 20 A 3a 6 = 90° [14].
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JIpyru Ha4KMH MPOIICHEe MaKCUMaiIHe rpeiike je [14]

So(N)=__max ii ! (3.74)

-90°< 6< 90° M

‘]z, N (tu)_‘Jz, N—l(tu)

rrecy t,, N u M xao y nebpununuju rpemaxa d,, u 8. Ha oBaj HauMH ucnuryje ce pasjiuka y

ryCTHHaMa CTpyja 3a JiBa y3acTOIIHA peJia anpoKcuMalgje crpyja. Ilponemene MakcuMaiHe Tpelke
(3.74) 3a paBHE 1 3aKpUBJbEHE TPAKE PA3IMYMTUX [IMPUHA ITpHKa3aHe cy Ha caunu 3.30 [14].

3 10 °r 3

L w=h
{ 2|
w =300} 1074 w =5k .
w = 2001 w =400\
w=5% w=100A1 N w=3001
I~ N w=100n | w=2001
10° w =50
w=50L
10 10 L ] —10L ]
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
N N
(a) (6)

Ciuxa 3.30. [IporieHe MakCHMAIHUX rpemaka O, Ko (a) paBHEX U (0) 3aKPHBJBCHHUX TPaKa PA3IHUUTHX

enexTpudHUX mupuHa [14].

KBayimraTuBHO, OOJIHK Tpeliaka JUYH Ha OHE TpHUKa3aHe Ha ciuiy 3.28, Tj. mobujajy ce ucre
BPEHOCTH pelia anpoKCUMaIyje 3a Koje rpemike KoHseprupajy, N ~ (&W/ﬂ, 35<¢E<5. Kako

rpaduIM onanajy, To ce€ MOXe 3aKJbYUMTH Ja ce noBehameM pela alpoKcuMalyje, y3 UHTerpaie
CpadyHaTe ca BHCOKOM TauHoIIhy, 100Hujajy CBE TauyHH]€ amnpoOKCUMAIlMje CTpyja. 3aBUCHO O]
3axTeBa Oupa ce M morpebaH pen. Y OKBUpPY OBE AucepTalyje KopucTuheMo MUHUMAaJaH pel 3a
KOjU T'yCTUHE KOHBEprupajy, 1j. N ~ (&W/ ﬂ.

3.13.2. PABHE ¥ 3AKPUBJbEHE TPAKE INIUPUHE 710 4000 TAJIACHHX JYKHHA

Y oBoM onesbKy Ouhe mpHKasaHW pe3ysTaTH amnpoKCHMalldja CTpyja Ha Tpakama BpJIO
BEIMKUX EJEKTPUYHUX JYy)KHHA, W TO jeJHE paBHE jeJHE M HW3Pa3UTO 3aKPUBJbEHE TpPaKe ca
cmuke 3.1. YV nenomomeHckoj aHanmusu Opoj Hemo3Hatux je N =35w/A. Pesynaratu cy, kao u

MPETXO0HO, yrmopeheHu ca pesyiaTaTuMa U3 KomepijaaHor codTepa. Komeprimjamuu codtsep
JIeNT TPaKy Ha KpaTKe CerMeHTe, Ha KOjUMa CTPY]y alpOKCUMHpa KOHCTAaHTOM, TOJTUHOMOM MPBOT
WJIH JAPYTOT peaa, mTo he OMTH HariameHo y CBaKOM O] aHATH3UPaHHUX TPUMepa.

Heka cy tpake Hajupe mnoOyhene paBHUM, yHUPOPMHMM TamacoM TM THma mox

uHnuaeHTHEM yrioMm ox 0 =90". Ilupuna tpaka je 1000 Tamacuux myxkuna. Ha cimim 3.31, y
JIOTApUTaMCKOj] pa3MepH, YIOpeno Cy MpHKa3aHe TyCTHHE CTpyja A0OHjeHe IEeI0IOMEHCKOM
anHanu3oMm kopuithemem cvene (3.20) u 1eo0-10-71€0 KOHCTAHTHOM alpOKCHMAIIMjOM W3 HCTOT
KoMmepIujanHor codreepa. 3a u3bop napamerapa Tpancopmaije u 6poja MHTErpallMOHUX Tadyaka
kopumihene cy anpokcumanuje (3.51)—(3.53). OmnpaBmanoct wu3zbopa HCTOr MmapaMeTpa
TpaHcdopMalrje y CiIydajy 3aKpUBJbEHUX U PABHUX TpaKa JISKU Yy YMHEHUIIM Ja ce U U3 Taberne 3.1
BHJIM JIa CE€ 3a IIMpE TpaKe MapameTpu CBE Mame pasinukyjy. bpoj Hemo3HaTux koedunmjeHaTta y
nenonomMenckoj ananusu je 3500, mok je Opoj HemoszHaTHX y komepuujanHoM codreepy 14000.
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Hajpehe necmarame koje ce Moke BUAeTH Ha ciaukama 3.31 je Ha KpajeBUMa Tpaka Te
MOJMHOMHjalIHA pacriofiena cTpyje 0osbe ampoKCHMHpa BEIHMKE BpeAHOCTH cTpyja. [Ipouemena
rpemika (3.72) y 06a ciry4aja je oxo 2 %.

10° 0

10

17} At | .

A

m

J.
1o

=[5

|
:

1

logy
logy

10f G ey

- .HC)KaHIIpOBI/I IIOJIMHOMH
—J1eo0-1o0-/1e0 KOHCTAaHTHE Oa3UCHE HKIIH]C

= JlexaHIpoBU NOIMHOMH
)Ieo TO-/IC0 KOHCTAHTHE 6a3HCHe ¢dyHKIHjE 10—2 |

107 05 0 05 1 094 095 096 o,t97 098 099 1

t

(a) (6)
Cmuxka 3.31. Anpokcumanyja rycTuHe cTpyje Ha 2-D pacejaunma obnuka (a) paBHe 1 (0) 3aKpUBIbEHE TpaKe
mmpuHe 1000 tanacHux nyxuHa y TM citydajy.

Crnenehu npumep je pacejad y oOnuKy 3akpuBibeHe Tpake mupuHe 2000 TasacHUX ITyXHHA,
nobyher TM MoioM, KOjH je aHATM3UPaH [ET0I0MEHCKOM aHanu3oM kopuiihemeMm cmene (3.20) u
KOMepHujaHor codTBepa, HAjIpe ca Jeo-M0-Ie0 KOHCTAaHTHHM, a 3aTUM U ca JIMHECAPHHM
cermMeHTHMa. Pesynratu cy mnpukaszanu Ha ciaund 3.32 [69]. Tlpomene rpemiaka (3.72)
[EJIOZIOMEHCKOT pelliemha Yy OJHOCY Ha JE0-T0-1e0 KOHCTaHTHY U JIeO-TI0-[e0 JIMHEApHY
anpoKcUMalujy cy oko 2,5 %.
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Cnuka 3.32. [TonmnHOMUjaHa, 1€0-T10-/1e0 KOHCTAHTHA | JICO-T10-7Ic0 JINHEeapHa anpoKcuMaIiyja ryCTHHe
crpyje Ha 2-D pacejauy o0imka 3akpuBibeHe Tpake mmpuHe 2000 TanacHux ayxuna y TM ciyqajy [69].

Bpio cnmuHm excriepuMeHTH cripoBeieHu cy kopuirhemeMm cmene D (3.30) va npumepy 2-D
pacejaya y OoOJNMKY paBHHX W 3aKkpuB/beHUX Tpaka moOyhenux TM um TE momom. MakcumanHa
IIMpUHA Tpaka y HapeIHUM ekcriepuMmentuma je 4000 tamacHux nyxkuHa. Ta mmpuHa je Hajseha 3a
KOJy je n3padyHaTa anpoKcHUMallija T'yCTUHE CTpYja, jep napajeliHa UMIJIEMEHTalllja OBOT Ko/ia Ha
MEPCOHATHOM pauyyHapy ca ocam jesrapa u 32 GB RAM memopuje 3ay3uMa roToBo CBE pecypce 3a
Tpaky Te mmpuHe. Hamme, paam yOp3aBama mporpama, JIeaHIpPOBH IMOJMHOMH Cy YHampesn
M3pauyHaTH 3a CBaKy TauykKy IOjellaBama, Kojux je omno 22450 3a tpaky mmpune 4000 A, u 3a
cBaku pen, kojux je 6mmno 14000 3a tpaky mmpune 4000 A. MckopuniheHo cBuX ocam je3rapa, a
IporpaM je HamMcaH Tako Ja je 3a CBaKH O] HHX 3ay3eTa MoceOHa MEMOpHja 3a YyBambe OBHUX
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nogaraka. Ilomro cy OpojeBH 4UyBaHHM y JABOCTPYKO] Ta4YHOCTH, TO j€ YKYITHA 3ay3eTa MEeMOpHja
camo 3a oBe mojatke jeqHaka 22450-14000-8 = 2514400000 6ajrosa, mro je oko 19 GB. Jleo panne
MEMOpHje 3ay3uMajy ocTajle NMPOMEHJbMBE, Ma jeé YKyImHa MEMOpHja KOjy Iporpam 3ay3uMma OKO
22 GB.

[TapameTrpu anpokcumaryje u Opoj Tayaka MHTETpAIlMje M3padyyHATH CYy M3 alpoKCHUMalldja
(3.69)—(3.71). Pesynratu ryctuHa crpyja ynopehenu cy ca pesynraTMmMa W3 KOMEPIHjaJHOT

codTBEepa KOju KOPUCTH MOJTMHOMH]ATHY allPOKCUMAIIH]y APYTOT pe/ia Ha CETMEHTUMA MaKCUMaJTHE
nyxune 0,5A .

ATnpokcuManyje TYCTUHE CTpyje Ha paBHO] TpallM MpUKa3zaHe cy Ha ciui| 3.33a, 0K Cy Ha
cmuim 3.330 [71] mpukaszaHe ampokcHMalje TyCTHHE CTpyje Ha 3akpuBJbeHO] Tpauu. Lllupuna
Tpaka je 4000 A, nok je modyna y TM mony. M3BpmaBame nporpama tpajano je oko 80 caru. Ha

ClIMKaMa Cy yMETHYTH M OOJHMIM TONpEeYHHX Ipeceka oAroBapajyhmx Tpaka, Kao M IpaBall
HamIacka moOyJHOT Tajlaca 3a KOjM je Tpaka aHalu3upaHa. Pagy mperienHocTd aatr je camo Jeo
oricera koopaunate t Ha ciunum 3.330. Iporemena rpemka (3.72) je oko 3,5 % y oba ciyuyaja, a
pasiuke y rycTUHaMma cTpyja Cy Ha ClHKaMa HeTlpUMETHE.

PaBHe M 3akpHBJbEHE Tpake BEIMKHUX E€IEKTPUYHMX IIMpUHA aHaiu3upade cy u 'y TE mony
kopuinhemem cmene D. U3 (3.3)—(3.5) ce Moxe BHICTH 2 je 3a pauyyHambe €JICMEHTAa MaTpHIE Y
ciyuajy TM Moay moTpeOHO peluTH jeIaH HHTerpal, a aBa uHTerpana y ciaydajy TE moma. Crora
Tpajame mIporpamMa Tpaje 3HAaYajHO JMOyXe, Ma je MaKCHUMallHa eJIeKTpUYHA IIHpPUHA TpakKe
ananmsupane y TE Moy Mama 01 MakCUMaJTHe IIUPHHE Tpake aHanusupane y TM mony. Tpajame
ananuze Tpake mumpuHe 3000 A je oxo 90 caTh, OTHOCHO CIMYHO KAa0 U aHaIW3a Tpake LIUPUHE

40002 y TM wmonay. [obujeHe anmpokcuManudje TyCTHHa cTpyja Ha Tpakama mupuHa 2000 A u
3000 & ymopehene cy ca pe3yiaTraTumMa KOMepIMjaHOT coTBepa U MpHKazaHe Ha ciaukama 3.34 u

3.35. Kao m y mperxogHMM pe3yiTaTUMa, Ha ClIMKaMa Cy YMETHYTH OAroBapajyhum oOmuiu
MOMPEYHUX IIpeceKa Tpaka 3ajeJHO ca MpaBlEeM WHIMJCHTHOI Tajaca KOjU je aHaJIM3UpaH.
IMpornemena rperika (3.72) je oko 3,5 % y o0a cinyuaja. Ca mpukazaHux rpapuka He MOTY Ce JaKo
BUJIETU Pa3iIUKe Yy J00UjeHUM allpoKCcUMalyjama.

1 .
10 . ? : 107t . , L[eHOlLIOM.CHCKa aHamM3a
10 |4 xomepumjannu copreep
10%
= 2 —
g < y Ll < g
< 1072 <
~® 10 T 09995 —0.999 —0,9985 —0,99¢ [
. f
t=-1 n t=1 LIEI0ZIOMEHCKA aHaJIM3a
— o 4 KomepuujarHu copTBEP
-3 | | |
10
-1 -0,5 0 0,5 1
t t
(a) (6)

Cruka 3.33. [lonuHoMMjaIHa anpoKCUMalKja U apOKCHMaIja J00HjeHa KOMEPIHjaTHUM COPTBEPOM
rycTuHe cTpyje Ha 2-D pacejaunma obsmka (a) pasue u (6) 3akpuBibene Tpake [71] mupure 4000 TamacHux
nyxkuHa y TM ciy4ajy.
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Cnuka 3.34. [TonrnHOMMjanHA ¥ allpoKCUMaldja JOOMjeHa KOMEPIHjaTHUM COTBEpOM T'YCTHHE CTpYja Ha
2-D pacejaunma o0vka (a) paBHe u (0) 3akpuBJbeHe Tpake mupuae 2000 TanacHux ayxuna y TE ciay4dajy.
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Cnuka 3.35. [TornHOMMjanHAa U allpoKCUMalldja JoOMjeHa KOMEPIHjaTHUM COTBEPOM TYCTHHE CTpYja Ha
2-D pacejaunma obinka 3akpuBibeHe Tpake mupune 3000 tanacHux nyxuHa y TE ciydajy: (a) Ha nenom u
(6) nemy orcera koopauHate 1.

Excnepumentnma ca cimka 3.31-3.35 motBpheno je na ce 2-D pacejaun modyhern TM u TE
MOJIOM MOTY aHaJIM3UPATU LEIOAOMEHCKOM aHAIU30M aKO Cy MHTErpajd U3pavyyHATH ca BUCOKOM
tayHouthy. To ummnunupa aa jenan cerMeHT y 2-D Hymeprukoj aHanmu3u METOJJOM MOMEHaTa MOXKe
6utu 1o 6ap 4000 eNeKTPUUHUX TyKHHA.

3.13.3. TPAKE TPOU3BOJbHUX MMOMMPEYHUX ITPECEKA

VY nocamammeM H3Naramy pazMaTpaHe Cy Tpake paBHOT ¥ U3PAa3UTO 3aKPHBJHEHOT TIOMIPEYHOT
npeceka (ciuka 3.1) ca wuejom na ce ox Ta JBa 00JMKA MOTY (OPMHpATH W JAPYradyuju OWIIOo
OTBOpEHH, OWJIO 3aTBOPEHU OOJIMIU MIONPEYHHX MPEceKa Tpaka. Y OBOM IOTJIaBJbY aHATH3UPAHU CY
2-D pacejaun y 0O0MUKY TaHKUX TpaKa pPa3IMUUTUX OTBOPEHUX U 3aTBOPEHUX IMOMPEYHHUX IpeceKa
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KOoju cy cioxeHujer obnuka. Pacejaun cy mobyhenn TM rtamacom. AHanm3a je, Kao U J0 caja,
LEJI0JJOMEHCKA, Y3 KopHulThemhe HaBeCHUX CMEHa 33 PauyHamke HHTErpalia ca BUCOKOM TaqHOIINy.

Ha crmuiu 3.37 [14] ymeTHYTH Cy OOIHUIM HOMPEYHHUX IIPEeceKa Tpaka Koje Cy aHaIu3HpaHe, a
obmuuu cy o3Hauenu cioBuma A-F. Tpaka obmuka A (mapabone) je Beh pa3maTpaHa Kao
3aKpUBJbEHA TPaKa y MPETXOJHUM IIOTJaBJbHMa, a OBIE je aata pamu mopehema. [lapamerapcke
jenHaunHe Tpake odnuka B (Apxumenose ciimpaie) cy

x =3cn(l+1)/2cos(3cn(l+1)/2), y=3crn(l+t)/2sin(3cr(l+t)/2), (3.75)

rae je t sokanHa xoopauHara u3 omcera [—1,1], mok je C peanHu Opoj KOjUM C€ KOHTPOJIMIIE
mmpuHa Tpake W. [Tapamerapcke jennaunte tpake ooiuka C (o6mamka ,,ranaca”) cy

X=ct, y=c(ag + a;t +...+ agt®), (3.76)

rae Tauke (X,Y)€{(-0,8,0), (-0,6, 1), (-0,3, 0,8), (0, 1), (0,3,0,8), (0,6, 1), (0,8, 0)} mpunanajy
KpuBO] M TuMe aebuHuiny koeduumjeHre @;,i=12,..6, 1ok cy t U C Kao y NPETXOIHO]

nepununmju. [Tapamerapcke jeqHaunne Tpake obmuka D (emurice) cy
x = ccos(n(t +1/2)), y = 0,2csin(n(t +1/2)), (3.77)
Tpake obsuka E (obsuka ,,macyspa’)

X = c(sin 3(n(2t +3)/4)+cos®(n(2t +3)/ 4))cos(n(t +2)/2),

(3.78)
y = clsin®(m(2t + 3)/4)+ cos® (m(2t + 3)/ 4))sin((t + 2) / 2)
u Tpake obnuka F (obnuka ,,aerennne)
X = c(sin *(n(t+1/4))+cos* (n(t+1/ 4)))cos(n(t +1/4)),
(3.79)

y =clsin® (n(t +1/ 4))+ cos* ((t +1/4))sin(n(t +1/ 4)).

Hlupuna cBuX aHanu3upaHux Tpaka je W=20A. VMHuuneHTHH yrao moOyJHOr Tajaca je

takohe mpukazan Ha cimnum 3.37. Hymepuuka enekTpoMarHeTcka aHaln3a CHOpOBEIeHa je
kopumthewem cmene (3.20). Ca unsbeM MporeHe ampoKCUMAaIlje TYCTHHE CTpyja, Opoj HEMO3HATUX
Koe(uIrjeHaTa je yIBoCTpyUeH HEKOJIHMKO IyTa ¥ U3padyHara je mpoiieHa rpemke [14]

1
[[92n ()= 35 (Opt
Sier (2N) == : (3.80)
[1920 @)1t

-1

rae cy Jy (t) u J, (t) anpokcumarnmje ryctuna crpyjaca N u 2N HernosHatux koedwuijeHara,

peroMm. VY ciydajy [1€0-10-7e0 KOHCTAHTHE ampokcuMmanuje (JoOHjeHe KOMepIUjaHuM
coptBepom), N Tauaka y kojuma ce pauyHa ctpyja Jy (t) Tpeba nmpouputu Ha 2N Tauaka, ma je

(3.80) pauynara xao [14]
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2N
21 3an (t) = Iy ()|
k=1

8 (3.81)

iter ~

2N
PARPA (]
k=1

CnuuHo, y city4ajy 1eJoIoMeHCKe anpokcuManuje, ['ayc-JlexxanapoBa HHTETpalyja je KopuiiheHa
3a pauyHambe mporeHe rpeiike (3.80).

Ha cnukama 3.37 u 3.38 mpukasane cy nporeHe rpemaka (3.80) meo-mo-ae0 KOHCTaHTHE U
IIEJI0JIOMEHCKE ampokcumanuje crpyja 3a 2-D pacejaue obmuka A—F. U3 pesynrara ce Moxe
3aKJBYYHTH Jla Y CBAaKOM Pa3MaTpPaHOM CIy4ajy pe3yJTaTd LEIOJAOMEHCKE aHaIn3e KOHBEPTUPA]y
Op>ke o /1e0-To-7e0 KOHCTaHTHE ampokcuMmaruje. Ctora mpeniokeHa HyMepHuKa HWHTETpaluja
MOKe OMTH KOpHIIheHa y IeJ0JJOMEHCKO] aHaJM3u U Tpaka O0JIMKa KOMIUIMKOBAaHHUjUX O] PaBHE
Tpake u napaboiie (3aKpUBJbEHE), JOKIIC TOJ j€ 3aKPUBJHEHOCT Mama O] MPETXOJHO pa3MaTpaHe
napabone. Kopucrehu ce oBuM 00IMIIMMAa KaO OCHOBHUM CETMEHTHMA, CIIOKEHHUJU OOJIUIUA MOTY
OouTy GOpMHpaHH U aHATU3HPAHH.
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Cnuka 3.36. [Iporiena rpemike npu padyyHamy T'yCTHHE CTPYja Ha Tpakama pa3uduTHX OTBOPEHUX
HONPEYHHX Mpeceka enekrpudne mmupune 20 A [14].

-m- (D) Kouc. 6. ¢.
-a (D) Jlexan. 1.
-«- (E) Koxc. 6. ¢.
& (E) JIexan. 1.
-®- (F) Konc. 6. ¢.
-o- (F) Jlexan. 1.
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Cnuka 3.37. TIpornena rpenike npyu padyyHamy T'YCTHHE CTPYja Ha Tpakama pa3liudUuTHX 3aTBOPEHHX
NONPEYHHX IMpeceka enekrpuyne mupune 20 A [14].

Ha cimmm 3.38 [14] npuka3zaHe cy 1enoJOMEHCKa H JIe0-TI0-/1e0 KOHCTAHTHA arpoOKCHUMAaIlH]ja
I'YCTHHA CTpyja Ha Tpakama oOinka B (Apxumenose crnmpaine) u obiuka E (,,macyma’), 1j. jeane
Tpake OTBOPEHOT M jeJHE 3aTBOPEHOr MOIMpeyHOr mpeceka. Pes menoioMeHcKe ampoKcuMaluje
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n3abpaH je Tako Jia je mpoiieHa Makcumaise rperike (3.73) mama o 1 % y oaHOCY Ha J€0-110-1e0
KOHCTAaHTHY anpoKcHUMaIjy u3 komepuujanHor coprBepa ca N =6000 cermenara. 3a o6nuk B
nobujenu pen anpoxcumanuje je 105, nok je 3a obmux E Taj pen 135. ¥V onnocy Ha xonony N, u3
tabene 3.1 pex ampokcuMmanuje je HemTo Behu, IMTO ce MOXKE MPUMHCATH KOMIUIMKOBaHHU]EM
00Ky TorpeyHor mpeceka Tpake. Ca ciMKe ce He MOXKE BHU3YEJIHO NPUMETUTH OJICTYHAmE Y
pas3iMKaMa rycTHHA CTpyja H0OUjEeHUX Pa3IuUUTHM PUCTYIINMA.

JlomaTHO cy pa3marpana jour Tpu o0JIMKa ca OMITPUM MBHUIaMa, yMeTHyTa Ha ciauiu 3.39 [70]
Yyje Cy mapaMeTapcKke jeTHaYnHe peoM: 00JmKa A

x =16sin®(nt)/ L,

(3.82)
y = (13 cos(nt) —5cos(2xnt) — 2 cos(3nt) —cos(4nt))/ L,
obnmka B
x = (sin* (1,5nt) + cos* (1,5nt)) cos(nt) / L,
(3.83)
y = (sin*(1,5nt) + cos” (1,5xt)) sin(xt) / L
u oonuka C
X = 4/c0s(0,5nt) cos(0,25nt) /L,
(3.84)

y = ,/cos(0,5xt) sin(0,25xt) /L,

rae je L =20 A mmpuna tpake. Hymepuuka enekTpomMarHeTcka aHaiausa CpoBe/ieHa je kopucrehu

ce cmenoM (3.20), rae cy mapamerap TpaHchopMalije ¥ Opoj HHTETPAIIMOHKUX Tayaka u3abpaHu u3
tabene 3.1 3a Tpake mmpune 20 A, 1j. K =5,61 u N;; =441. Pen anpokcumanuja cTpyja je HEITO

Behu Hero y Tabenu 3.1 u 3a o6nuke A, B u C ca cnuke 3.39 uznocu 101, 141 u 91, penom. Kao n y
MIPETXOAHOM TPUMEPY, pel ampoKCHMaIije u3abpaH je Tako Ja IMpoleHa MAaKCHMAaJTHE TPEIIKe
(3.73) 6yne mama on 1 %. Mako monuHOMH HE MOTY TOTITYHO JIa UCIIPaTe CHHTYJIapHA MOHAIIAkba
CTpYja, pa3iuKe y IEJIOJJOMEHCKO] U JI€0-T10-/1€0 KOHCTAaHTHO] allPOKCUMAIIU]JU CTPYja MPAKTHYHO Cy
HEe3HaTHE U 3a 00JIMKE KOjU UMajy OLITpe UBHIIE, Kao mTo cy obnuuu A u C ca ciauke 3.39.
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Cnuka 3.38. IlenomomMeHcka 1 1€0-110-e0 KOHCTaHTHA anpoKCcUMaIlrja T'yCTHHA CTPpYja Ha pacejauynuma JiBa
pasnmumta obuka [14].
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VY ciyuajy mMMpOKUX Tpaka IeI0JOMEHCKA aHaliu3a uMa 0ap joIIl jeIHy MPEeIHOCT Y OAHOCY Ha
JIe0-110-71e0 KOHCTaHTHY: Behu auHamuuku omcer. To je miycTpoBaHO Ha pUMepy Tpake obiuka B
ca ciuke 3.39, mupune W =400 A, nobyhene TM TanmacoMm Mmoj WHIUIACHTHUM YIJIOM Kao Ha
cmuiy 3.40 [70].  Pen uenomomencke —ampokcuMmanije je N =2600 (ca mapamerpom
tpancopmanuje k =4,97 u Opojem muTerpammonux Ttadaka N;, =7500), g0k je neo-mo-aeo
KOHCTAHTHA ampokcumalja nobujeHa u3 komepiujaaHor copreepa ca N =2600 u N =6500 .
Pesynratu cy npukazann Ha ciunu 3.40, omakie ce MOXKe BUACTH Ja je, U ca 2,5 myTa BUIIE
HETO3HATHX, Y JA€0-T10-/1€0 KOHCTAHTHO] allpOKCUMAIIMj1 HUBO IIIyMa 3Ha4ajHO BUILET HUBOA HETO Y
11€7I0IOMEHCKO] alipOKCUMAIIH]H.

10* ‘
— Jlexxan. moi.
QJ ® Komcr. 0. ¢.

Cruxka 3.39. LlenmomoMencka 1 Ieo-1o-/1e0 KOHCTAaHTHA alipOKCUMAaIlja TYCTHHA CTPYyja Ha pacejadnMa TpH
pasznuumra oosmka. [70]

— JlexaHapOBH MOJH.
— Komucr. N = 6500
— Komnct. N = 2600

1 -0,5 0 0,5 1
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Cnuxka 3.40. LlenogomMeHcKa U I€0-110-/1€0 KOHCTAHTHA allpoOKCUMalja ctpyja Ha Tpauu mmpune 400 A. [70]

3.14. M3BOP FABUCHUX ®YHKIIUJA

VY [enogOMEHCKHM amnpoKCHMalfjama y JOCaJIalllbiM EeKCIIEpUMEHTUMa KOPHIINEeHU Cy
JlexxanapoBu TMOJNMHOMH Kao OaszucHe QyHkiMje. OBH TMOTMHOMH Cy 4YecTOo KopHumiheHH Y
HYMEPHYKO] eJleKTpoMarHeTuny. JIeKaHIpoBH TOMMHOMH Cy jeJaH Yy OJHOCY Ha JpYyTH
OpPTOTOHAJIHU, O YeMy je Beh Ouso peun y onesbky 3.4. Ilopen mux, kao 6a3ucHe QyHKIMje MOTIIN
6u na ce xopucte u YeOumeBspeBu U ['erenbayepoBu MOJMHOMH. Y OBOM IOIIaBJby Ouhe peuun o
n300py 0a3ucHUX PYHKIIH]a KOje c€ KOPUCTE Y LET0JJOMEHCKO] eIeKTPOMAarHeTCKOj aHAIIU3H.
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I'eren6ayepoBr MOJIMHOMH, Cé“) (t), pena q u mapameTpa o, AeUHHCAHU Cy HA MHTEPBATY

[-1,1] pexypeHTHOM pelnaliyjom
Ci(t) =1,
C(t) = 2at, (3.85)

Ci (1) = (2t + o ~DCEA (1) — (A + 20~ 2)C% (1) / @

2yo-1/2

OBH NOJMHOMH OPTOTOHAITHH CY Y OJJTHOCY Ha TeXHHCKY QyHKuujy (1—1°) [89], 1j. Baxm

1
fcimei? t@a-t*)“*2dt=0, g=p
-1
(3.86)

}C(u) (t)C(“) (t)(1— tz)a—llzdt _ 7'62172“1"( p+2a) ’
S0 p!(p+ o)I(cr)

rae je ['(X) rama dynkimja.
Crenmjanan ciydaj ['erenbayepoBux moyimHoMma 3a oo =1 cy YUeOUIIEB/HEBU TOJMHOMH JIPYTE
BpcTe, JoK ce lerenbayepoBu mommHomu 3a o =0,5 cBome Ha Jlexxanapose mommHOMe. Kao

OasucHe ¢yHKIHMje Mory OuTu Kopumrhenu u YeOuineBibeBU MOJMHOMH TpPBE BpCTE U pena (,

Ty (t) , nedunucanu pexypenrnom penanujom [98]
TO (t) = 1!
T, (t) =t (3.87)

Taa () =2tT, () - T4 (V).
UeOuieB/beBU MOJIMHOMH OPTOTOHAIHU Cy Y OJTHOCY Ha TEKUHCKY (QYHKIIH]Y (1—'[2)_1/2 , OTHOCHO
Baku 11a je [89]

=0, g=p,

TtTt
j (t) OJ—T

L) (3.88)

jT(t)T(t)\/—_t—2 >

L dt
inmnmzi7=n

Ha kpajy, y oBom mornassby hemo Qg (t) = t9 3BaTH OGMUHUM MONMHOMMMA.

Kako ce moMeHyTH NOJIMHOMH KOPUCTE Kao 0azucHe (yHKIHje, TO C€ MHOXKEHEM | puHOBOM
dbysknujoM u oaroBapajyhum JakoOujanuma n00ujajy HEKe ClIoKeHHje (YHKIMjE KOje, Y OIIITEeM
ciy4ajy, HHCY oproroHanHe. [Ipyrum pednma, nomuHterpande gynkimje y (3.18) u (3.19) Hucy
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OPTOTOHAJIHE 3a pa3IMUUTe peoBe KopuinmheHux OasucHUX (yHKIHja, Oune oHe JlexaHIpoBw,
I'erenbayepoBu mnu YeOumeBsbeBH noiauHomH. Wmak, kao mro he u oBae OUTHM MIIyCTPOBAHO,
OPTOTOHAITHOCT CaMHX IMOJMHOMA OJIaKIIaBa HyMEpPHUYKE EKCIEpUMEHTe Yy mopehemy ca oOnYHUM
MOJMHOMHUMA, KOjH HeMajy 0COOMHY OPTOTOHAIHOCTH, a TOCEOHO 3a BHIIIE PEIOBE.

Hajnpe hemo ymopenutu pe3ynTare MLEIOAOMEHCKE aHalM3e ca TPU Pa3IMYUTE BPCTE
moJInHOMa Kao OasucHux (yHkmmja: JlexxannpoBux momuHoma, YeOUIIEB/LEBUX MOJTHMHOMA TPBE
BpcTe M 00MYHUX ToJiMHOMA. Heka cy pacejaun 3akpuBibeHE Tpake 00iuka mapadose nmooyhene TM
tasiacoM. Hymepuuka elekTpoMarHeTcka aHajin3a crpoBejieHa je kopumihemem cmene (3.20). Ha
ciui 3.41 [14] npukaszaHe Cy HpOICHE MaKCHMalHUX pelaTHBHHX rpemaka (3.73) 3a Tpake
mmpuHa 1< w/A <400 u Tpu cera 6azucHux QyHkimja. M3 pesynarara ce BUaU 1a Cy Ipelike BpIio
clm4He Kaja ce kopucte Jlexannposu win YeOWIICBIbEBU TOJIMHOMH IPBE BPCTE, JOK OOWYHU
MOJMHOMH MOTY Ja C€ KOPUCTE CaMo 3a yCKe Tpake, 1o W/ A <10.

—JlexaHpOBU OJTMHOMU
0 YeOuIeBIbeBH TOTMHOMHI

> OOMYHHU TOJTMHOMH

27 v ¢ o 5 1;
10
w = 1001 w = 2001 w = 300\
oo

w=5021
w=ni,ne{,2510,20}

0 500 1000 1500
N
Cruka 3.41. [IponieHa MakcUMallHEe peslaTUBHE TPELIKE I'YCTHHA CTpYja Ha 3aKPUBJHEHUM TpaKkama
Pa3IMYMTHX €JIEKTPUYHUX [IMPHHA 338 TPH BpcTe 6a3ucHuX GyHkuuja [14].

Hexa je u nasbe pacejad y o0amky 3akpuBibeHe Tpake nodyhen TM Ttanacom. I'yctune cTpyja
Ha Tpakama anpoKCHMHpaHE Cy JIMHEapHOM KoMmOuHammjoMm [ ereHOayepoBHX NOJMHOMA Kao
O0asucHuX (QyHKIMja 3a Hekonmmko mapamerapa o €9{0,5,1,5,7,10}, nok cy mupuHe Tpaka
w/ A e{5, 20, 50,100} . [IporeHe MakcumManHuX penaTuBHuUX rpemaka (3.73) gare cy Ha ciuiy 3.42

[69].

-1L ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ]
10 0 50 100 150 200 250 300 350 400
N
Cruka 3.42. [IponieHa MakcHUMallHE pellaTUBHE IPELIKe I'YCTHHA CTPYja Ha 3aKPUBJbEHUM Tpakama
Pa3IMYUTUX ENIEKTPUYHUX IIMPHHA KaJia ¢y OasucHe QyHKIuje ['erendayepoBr MOIMHOMH Pa3IHYUTOT

napameTtpa o. [69]
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Ca cnuke ce BUAM Ja je MpoleHAa MaKCHUMallHE Tpenike Mama of 1 % 3a cBe pa3marpaHe
mupuHe Tpaka kana je oo =0,5, 1j. kana cy 6a3ucHe ¢pyHkuuje JlexxkaHIpoBU MOJIMHOMH. 3a Maje
BPEHOCTH MapaMeTpa o U Majie pepoBe anpokcumaija N , pasnuke cy IpakTHUYHO HE3HATHE, JIOK
ca mopactom o u N, pesynratu auBeprupajy. Crora mocToju OrpaHuyeme y Kopuiihemy
I'erenbayepoBux monuHOMA Kao 0asucHux QyHkimja. Ca ciauke 3.42 MOXe ce 3aKJbYUUTH 14, aKO je
3axTeBaHa rpemka Mamwa o 1 %, 3a tpake mupune 10 100 A 'ereHO6ayepoBu MOJMHOMH MOTY OUTH

0asucHe QyHKIHjE ca TapaMeTPOM O HAjBHUIIE jeTHAKUM 7.
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4. POTAIUOHO CUMETPUYHE METAJIO-TUEJEKTPUYHE
CTPYKTYPE

VY mornaBipy 3 MpeANIOKEHE Cy CMEHE KOj€ TOHUINTABajy CHHTYJapuTeTe Koju ce cpehy mpu
aHanu3u 2-D enekTpomarHeTckux mpobiemMa METoJoM MoMmeHaTa. Ako Tpeha nuMmeH3uja Huje
MHOTO Beha Ol mpBe JBE WU aKo Ce IMOJbe MEHma y CBE TPH JAMMEH3HWje, roBopumo o 3-D
€JIEKTPOMArHeTCKUM npodiemuMa. [Ipu BUXOBOj aHAIM3H METOIOM MOMeHaTa Takohe ce cpehemo
ca CHUHTYJApHUM [OJAMHTErpaiHUM (yHKIMjaMa Kojuma Tpeba TOCBETUTH TOCEOHY MaXKIby.
IToce6Ho, ako 3-D crpykrype uMajy portanuony (0CHY) cuMeTpHjy, 3BahieMo UX poTarroHo (OCHO)
cUMETpUUHNM CcTpykTypama (enriiecku: body of revolution, ckpaheno: BOR). ¥ oBom moriaBiby
0aBuheMo ce HyMEpHUYKOM aHAJIM30M POTAIIMOHO CUMETPHYHUX CTPYKTYypa, KOje MOTY UMaTH, OCUM
METaJHUX [IeJIOBA, U JICO-N0-Ie0 XOMOTCHE IHeJeKTpuuHe naenoBe. BehuHa pesynrara u3 oBor
noriaesba o0jaBibeHa je y [66].

4.1. MOTUBAIIUJA 3A HYMEPUYKY EJJEKTPOMATHETCKY
AHAJIN3Y POTAHMOHO CUMETPUYHUX CTPYKTYPA

Tayna mepema penaTUBHE NEPMUTUBHOCTH €', Pa3IMYUTHUX AMEICKTPUYHUX MaTepujaia Ha
MHUKpOTaJIJaCHUM y4E€CTaHOCTHMA 3Ha4ajHa Cy U y IPUMEHEHO], U Y TEOPU]CKO] €JIEKTPOMArHeTHIIH
u uMmajy ayry wucropujy [99], [100]. Texuuke onpehuBama peraTHBHE MEPMHUTUBHOCTH €'
peannsyjy ce KopUIIhemeM eJIeKTPOMAarHeTcKe aHajdu3e U Y BPEMEHCKOM, M y (DPEKBEHIIH]CKOM
(dbasopckom) momeny [101]-[114]. Kako ce y okBHpYy OBe aucepranuje O0aBUMO TEXHHUKaMa y
(pEeKBEHIIN]CKOM JI0MEHY, TO he OUTH NMPUCTYT U OBOM IIpOOIIEMYy.

IToctoju MHOrO pa3IMUUTHX TMOCTAaBKU EKCIIEpUMEHaTa 3a Mepema pellaTUBHE
NEPMUTHUBHOCTH €', y (PEKBEHIMJCKOM TOMEHY, 3aBHCHO O]l OICera y4eCTaHOCTH, arperaTHor
CTama, BeIMYMHE U o0nuka y3opaka. Dokyc y OKBHpPY OBEe aAucepTalije je Ha YBPCTUM
MaTepHjaluMa KOju Cy JMHEapHH, XOMOT€HU M M30TPOIHHU, Ha MHUKPOTAJACHUM YYECTAaHOCTHMA.
PenatuBHa MepMHUTHBHOCT €', W TaHreHC yria ryOutaka tand caapkaHu Cy Yy KOMIUIEKCHO]

NePMUTUBHOCTH €,, Kao ITO je naro jeaHadnHoM (2.14). HMcnutuBaHu MaTtepujaan Cy
HEMAarHeTCKH, 1a je IepMeaduIHOCT CBAKOT L.

Mepeme nepMUTUBHOCTH Hajuenrhe uMa JBa Kopaka: (1) Mepeme BelMYMHE Koja je MoBe3aHa
ca nepmutuBHouIhy u (2) onpehuBame NEPMUTUBHOCTH HA OCHOBY M3MEpPEHUX MojaTaka. 3a Ipyru
KOpaK KOpHUCTE C€ IITO TAaYHUjU EJIEKTPOMArHETCKH MOJEIM MEpHE MOCTaBKE MM MOJEIH ca
oJpeheHnM anpokcuMariijama.

VY 0BOj aucepraiuju, y OKBUPY APYror Kopaka KopultheH je MeToJ MoMeHaTa ca 0a3MCHUM
dbyuknujama Buier peaa (earaecku: higher-order basis functions).
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[lIto ce Tnue mpBOT KOpaka oapehuBama MEPMUTHBHOCTH, OBJE je KopuIlnheHa KoMopa 3a
Mepeme Koja MMa pOTallMOHY (OCHY) CUMETPH]Y, & CaCTaBJbEHA je O/l METATHUX U JUEICKTPHUHUX
7en0Ba. AHaIM3aTOPOM Mpeka MEpU Ce KOMIUIEKCHU KOSQHIIMjeHT pedIIeKCHje KOMOpE ca Y30pKOM
U3 Kor ce, ymnopehuBameM ca KOMIUIEKCHHUM KOoepUIMjeHTOM pediekcuje no0HjeHuM U3
HYMEPUYKOT MOJIeNa, W3/Baja pesIaTUBHA MEPUMHTUBHOCT y30pka. [Ipu Tome ce M3 HyMepudkor
Mozena n00ujajy KOMIUIGKCHH Koe(dulMjeHTH pedieKcuje KOMOpe 3a HEKOJIHUKO BPEIHOCTH
penaTHBHE TEPMUTHUBHOCTH €', y30pKa, a OHJa MpHUMElyje HHTepronanuja. W3nBojeHoM

BpenHomhy penaTMBHE NEPMUTUBHOCTH €', cMaTpa ce OHa Koja Jaje HajOoJpe ciarame MEpeHOr U

pauyHaror koedunmjeHata peduiekcuje. 3a OBaKaB Ha4yMH oJpehuBamba TNEPUMUTHUBHOCTH
HEOIXOJHA je BHUCOKAa TAauyHOCT HYMEpPHUYKE aHalIM3e, a THME U BHCOKAa TaYHOCT U E(PHKACHO
pauyHame HHTEerpaiia Koju ce cpehy mpu MeToau MoMeHaTa.

CTpykType ca pOTallMOHOM CHMETPUjoM moceban cy cnydaj 3-D enextpomarnerckumx
CTPYKTypa Koje Cy mpeaMeT HyMepHuuke aHanu3e Beh Buie oj mona Beka [58]-[61], [63]. Kana ce
KOpuCTH (opMyranyja ca TOBPIIMHCKUM CTpyjaMa, TyCTHHA CTpyja je (yHKIHja camo jeaHe
koopauHate. CTora je eJIeKTpOMAarHeTcKa aHajih3a OBaKBUX CTPYKTypa ciuvHa aHamu3u 2-D
CTPYKTypa Koje cMo Beh neTasbHOo oOpahuBaiii y mpeTxoaHoM mnoriaeiby. Ca apyre cTpaHe, CMEHe
KOje Cy MPETXOJHO MPEI0KEHE HE MOTY OUTH JMPEKTHO MPUMEHECHE Ha POTAIIMOHO CUMETPUYHE

cTpyKType jep ce y 3-D mpoGiemnma cpehy u HOBH cuHIyIapuTeTH, 0ommka 1/ R?

V TeXHHIM KOjy HpeUIa)keMO y OBOM IOIJaBJby, a Koja je u o0jaBibeHa y [66], Ouhe
kopuinhenu JlexaHIpOBU MOJMHOMH Kao 0a3ucHe (yHKIMje BUILET pejia, CiudHo Kao y [7], [14],
[50]. ¥V [50] cy ananmu3mpaHe pOTALIOHO CUMETPHYHE CTPYKTYpE CACTaBJbEHE O] CAMO METaTHUX
elleMeHara, JIOK Cy JOMEHH O0a3uCHUX (YHKIHMja CYCEJIHU EJNEMEHTH CTPYKType, Tj. Oa3ucHe
GbyHKIMje MpUNaaajy eleMeHTUMa KOjU MMajy 3ajelHHYKy MBHILY. 3a Pa3lIMKy O] TOra, OBJE CY
pPOTAllMOHO CHMETPHYHE CTPYKTYpPE METAJIO-IUEICKTPUYHE, JOK Oa3ucHe (YHKIUje TPHITAIajy
TaYHO jeTHOM EJIEMEHTY CTPYKTYype.

[IpBu 1MJB OBOT TOTJIaBJba je J1a MPEAIOKH YHUPHUIMPAH HAYMH padyHama WHTETpaja ca
CHUHTYJIApHUM TOJMHTErpaJHUM (YyHKIMjaMa ca BUCOKOM TauyHouthy, a koju ce cpehy npu
HYMEPHUKO] €JIEKTPOMArHeTCKOj aHAJIM3W METOJO0M MOMEHAaTa POTAIlOHO CHUMETPUYHUX, METAJO-
JIUENeKTPUYHUX CTPYKTypa. Y Te CBpXe IMpe/UIoKeHA jeé CMEeHa Koja IOHMIITaBa IOMEHYTE
CHHTYJIApUTETE.

Jlpyru 1usb OBOI' MOIVIaBJ/ba j€ NMPHUMEHAa METOJa MOMEHaTa ca IMpEasoKEHOM CMEHOM 3a
onapehuBame penaTMBHE MEPMUTHBHOCTH €', M3 Mepema KoeuiujeHTa pediekcHje poTalloHO

CUMETPUYHE KOMOpPE Yy KOJy J€ CMEIITeH Yy30paK Marepujaja HEeMO3HATHX JIUENEKTPUYHUX
napamerapa. [TomeHyta komopa je HamorpalieHa Bep3uja komope obOjaBibeHe y [115], a 3a kojy
y3opiu Tpeba aa Oyay obiuKa IIMHAPA KPY>KHOT TMOMPEYHOT mpeceka. [IpBu HymMepuuku Moaen
MOMEHyTe KOMOpe je KBasuctaThukd [65] u kopumihen je 3a oxapeljuBambe MEPMHUTHBHOCTH
kepamuukux Matepujana [116], [117] na yuecranoctima 10 oko 1 GHz . Mopen npe/ioxeH y oBoj
JHcepTaluju, 3Ha4ajHO [TOMepa Tropky IpaHUILy (PEKBEHIMCKOT orcera 1y00oKo y MHUKPOTaJacHU
orcer. [Ipu Tome, kaga ce KOPUCTH UHTErpalllja ca BUCOKOM TauyHOIINY, HECUTYPHOCT HyMEPUUKOT
MoJiella je HEKOJMKO pEeIoBa BEJIWYMHE HCIOJ HECHUTypHOCTH Mepema. CTora, HECHUTYpHOCT Y
U3/IBOJEHO] peNaTMBHOj MEPMUTUBHOCTH €', Tpe CBera MoTHYe O] CaMHMX Mepema KoeduiujeHTa

peduiexcuje KoMope ca y3opkom [66].

4.2. I'EOMETPUJA AHAJIMBUPAHUX CTPYKTYPA

[TocmatpajMo MPOU3BOJBHY POTALMOHO CUMETPUYHY CTPYKTYPY CAUMIbEHY OJf METAHUX U
JICO-TI0-7ICO JIMHEAPHHUX, XOMOTCHHX JUCIICKTPUYHHUX eJieMeHaTa. [IpuMep jeaHor eJeMeHTa
CTPYKType TnpuKka3aH je Ha ciuiu 4.1. CBaku €IeMEeHT je y OmIuTeM ciiydajy moBpm S; (o0ojeHa
cuBoM 0ojoM Ha cimiu 4.1) y 061Ky oMoTaua 3apy0sbeHe KyIie.
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Cpaka moBpm S; aeduHucaHa je TPBUM (IOHHM) MOJIYNPEYHUKOM @, APYTHMM (TOPHHUM)
nojynpedHukoM b u BucuHoM L . CnenwjanHo, kana je3a L=0 u a=0, S; je kpyr, 10K Kana je
a#0, S; je kpyxHu npcreH. 3a BUCHHY Koja je L # 0, nok cy momynpeununu ucty, 1j. a=b, S;

je mpaB Kpy»XHH IHIHHIAp. JIOKaIHU KOOpAMHATHY cUCTeM (TpuKa3aH Ha ciuiu 4.1) nepunucas je
koopauHatama t, —1<t<1, m ¢, —n<¢<m. Ilpu ToMe HpPBM MOJYNPEYHUK & OJrOBapa

KoopauHaTH t=—1, NOK Ipyru moidynpeuyHuKk b onrosapa koopamHaTu t=1. 3a cBaky Tauky Ha
€IIEMEHTY, ca JIOKATHUM KoopauHatama (t,¢), MocToje jeqMHCTBEHE KoopauHaTe y JlekapToBoM,

Takol)e JJOKaJTHOM, KOOPJMHATHOM cHcTeMy (TpuKazaHoM Ha ciunu 4.1)

. (lb—a)t+b+a)cosd
2

yz((b—a)ter+a)sin<|>I/I 4.0)

Ha cBe xoopnunare Ouhe goaar 3HaK MpUM Kaza ce OJHOCE Ha TauKy M3BOpa moJba. Bese m3mely
KoopauHaTHHX cuctema (4.1) ocrajy popMaiHo ucre.

Cnvika 4.1. Porarioso (0CHO) CHMETpUYaH eJieMeHT. [66]

4.3. IHOBYJA: TEM NPCTEH MATHETCKHUX CTPYJA

MortuBanuja 3a yBohewe TEM mnpcTeHa MarHeTcKuX CTpyja Kao MOOyAe pOTalloHO
CUMETPUYHHX CTPYKTypa MOTHUYE O] MPUMEHEe KOAKCHjaJTHUX BOJOBA Ka0 HAIMOJHUX. YHU(POPMHUM
KOaKCHjaJIHUM BOJIOM C€, JTAJIEKO O] TeHepaTopa (Kao M OCTAIUX JUCKOHTUHYUTETA), MPOCTUPE
TEM Ttanac. Jla He OuMcMO yna3uiu y aHalM3y caMmor reHepaTropa, rnocMarpahemMo camo A€o
KOaKCHjaJIHOT BOJA OJ] jeJJHOT MOIPEeYHOr IMpeceka 10 Komopuie. Taaa je moTpeOHO, Ha OCHOBY
TeopeMe KOMITEH3aIlije, Ha MECTy Ipeceka IMOCTABUTH EKBHUBAJCHTHE MAarHETCKE M EJIEKTPUYHE
CTpyje, a UCIOJ HUX CaBpIIEHU MPOBOJHUK. Pacmosiena MarHeTcKux CTpyja je Kpy»Ha U JI0BOJHHO
je ma mocMmarpaMo X, JO0K he enektpuuHe moduti cBoje BpemHoctu [13]. Tume cy jemna
MOJIOBUHA KOAKCHjaJHOT BOJAAa M TeHeparop 3aMewmeHn TEM npcTeHOM MarHeTckux crpyja
(eurnecku: TEM frill) y oBom ciyuajy.
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Cnuika 4.2. TEM npcTeH MarHeTCKUX CTpyja y JIOKalTHOM JIeKkapTOBOM U TOJIAPHOM KOOPJIUHATHOM CHCTEMY.

Heka je moOyna nocraBisena y OXy paBaH JlexkapTOBOT JIOKaJHOT KOOPAMHATHOI CHCTEMa
Tako na je neHrap TEM mpcreHa y KOOpAWHATHOM IMOYETKY, kao Ha ciwmwm 4.2. Oarosapajyhu
IMHIPUYHN KOOPJMHATHU CHCTEM Ca HWCTHM KOOPJIMHATHHM ITOYETKOM Takohe je yupraH Ha
ciuiy 4.2. Ilomenyta noOyna onpeheHa je yHyTpalllbUM MOJYNPEYHUKOM &, CHOJbALIBUM

MOJYIPEYHUKOM D, m HamoHoM u3Mel)y yHyTpallllber M CIOJbAllbEr MPOBOIHUKA KOAKCHjaTHOT

Bojma V . IloBpmMHCKa TYyCTHMHa MAarHeTCKux CcTpyja, M uMa caMO ¢ KOMIIOHEHTY Y

si
[UIHHIPUYHOM KOOPAMHATHOM CHCTeMy. 3a mpetrnoctaB/benn TEM Tanac y paBHU IpCTEHA, Kaja
je & <p <Dy, enexrpuuno nosse uma camo p kommounenty E; (p) =—Mg(p), omHocHo Baxku 1a je

\% .
Eip(p):p ), JIOK MarHeTcKo IOJb€ MMa caMO ¢ KOMIIOHCHTY I0Jba M BaXkH Ja je

In(b; / a,
Hiy (P) :#p' rae je | jaumna ctpyje Ha mecty TEM mpcreHa marnerckux crpyja. Taga cy y

Taukd ca koopauHatama (X, 0,Z) HeHydTe KOMIIOHEHTE EJIEKTPUYHOI TMojba jaaTe cienehum
u3pasuma [13]

A b; T ' -vR
Eix(x,z):i PAVARRN ot .[ Cosd (1+yR2)e do'dp’
nin(bi/a) 2 2,4 R R
1V noooR P 2
E,(x2)=—= [ S—do]
n In(b; / &) 4= R .
P =9
JAOK CY HCHYJITC KOMIIOHCHTC MAarHE€TCKOr 110Jba y I/ICTOj Ta4YKUu jenHaKe
H. (x,z) =—jos v b-a j ﬂs,inqyolq)'d '
b rin®/a) 2 2, .00 R P
4.3)
V  b-a & TewW
H., (X,2)=] L ——cos¢'d¢'dp’,
y () =J0t ey 2 J ] ~gcostrdddp

p'=a; §'=0
rae je R pacrojame m3melyy tauke m3Bopa nosba (Ha TEM mpcTeny) u Tauke y K0joj ce pauyHa
nosbe. KoMIoHenTa Y eNeKTpUIHOT T10Jka je Y TIOCMaTpaHoj TauKu jennaka nym, 1j. By (X,2) =0,

Ka0 ¥ Z KOMIIOHEHTa MarHerckor mosba, Tj. H;,(X,z)=0. ¥V HacraBky hemo wu3 pasiora
JEIHOCTaBHOCTH, a 0e3 ryOuTKa reHepaHoCcTH, cMarpatu faje V =1V .
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Ha ocHOBY TeopeMe MOBPIIMHCKE €KBUBAJICHIIM]E U Y OBUM Tpobiemuma he mocrojatu camo
MOBPIIMHCKE CTPYje M HaeleKTpucama. Kako cy y muramy CTPYKType Koje uMajy U JUeNeKTPUKE,
To he y elleKTpOMarHeTCKMM MOJIeJIMMa TI0CTOjaTH M €JIEKTPUYHE, U MarHeTCKe CTpyje, O 4eMy je
Beh Owino peun y mnornasiby 2. Llub HyMmMepuuke eJNEKTPOMArHeTCKe aHaiu3e pOTAIOHO
CHUMETPUYHHX CTPYKTypa, nodyhernx TEM mpcTeHOM MarHeTcKux cTpyja, Cy MakCHMAaJIHO TauyHe
anpOKCHMAIlije TIOBPIIMHCKHUX CTPYja Ha €JIeMEHTHMa CTPYKTYpE.

4.4, ATMPOKCUMALMJE CTPYJA U HAEJIEKTPUCAILA HA
POTAIMOHO CUMETPUYHUM CTPYKTYPAMA

300r poranuoHe CHMETpHje KOjy IMOCEAyjy W CTPYKTypa W MmoOy/a, MOBPIIUHCKE CTPYje U
HaeJIeKTpHUCama He3aBUCHE cy o koopauHare ¢ . Kako mobyna (TEM mpcreH MarHeTcKux cTpyja)

UMa caMO ¢ KOMIIOHEHTY (BHAM CIHKY 4.2), TO ¥ MOBPIIMHCKE MAarHETCKe CTPyje Ha eleMEHTUMA
CTPYKType HMajy caMO ¢ KOMIIOHEHTY, JIOK MOBPIIMHCKE EJIEKTPHYHE CTpyje HMMajy camo t

KOMIOHEeHTy (ciuka 4.1). Opatie cinequ Ja ce anpoKCHMaluje I'yCTHHA IMOBPIIMHCKUX CTpyja
(2.29) mory 3anmcatu Kao

N-1 N-1
Js =2 a,L, (i, Mg = > b,L, ()i, (4.4)
n=0 n=0

e cy iy u i, jenmHuynM BeKTOpH y npasity t u ¢ koopmuHata, penom, L, (t) Gasuche dpynkumje,
N je MakcHMMaJIHU pejl anpokcuManuje (MCTH U 3a eJIeKTPUYHE U MarHeTcKe CTpyje), 0K ¢y a, U
b, Hemo3HaTtu (KOMIUIEKCHHM) KoeduuujeHTH. 3a 0a3ucHe QyHKIuje u3abpanu cy JlexaHapoBu

TIOJIMHOMM jep Cy ce JJ0OpO MOKa3anu MpH aHainu3u 2-D cTpyKTypa OnrcaHoM y MoriaBiby 3.

Ca mo3HatuM ampokcumaijama crtpyja (4.4) Mory ce Wu3pa3suTH M anpoKCcUMaIluje
MOBPIIMHCKUX, OJHOCHO JIMHH]CKUX HaeJeKTpHucama M3 AudepeHIMjatHuX OONMHKa jeIHauynHa
koHTuHyHTeTa (2.13) 1 (2.18). Y Ty cBpXy HOTpEOHO je u3pauyHaTH AUBEPTEHIIHje CTPYja.

[MpernoctaBUMO, y OINIITEM Clly4ajy, KPHBOJMHHjCKA KoopauHatH cuctem (Ug, U,).
[ToBpiunHCKa AMBEpreHnuja BekTopa u3 Tor koopaumHatHor cucrema W =Wi; +W,i, moxe ce
u3padyHaty kao [118]

) 1 0 0
div.W=— —(W,h, )+ —(W,h, )|, ,
Vg hoh, [6u1( 1 2)+6u2( 2 1)} (4.5)

rae ¢y i, W i, jeIMHWYHH BEKTOPU MpBE U Jpyre koopauHate, peaom, aok cy dl, =hdu, u
dl, =h,du, onromapajyhe enemenrapue ayxune. ¥ (t,¢) koopauHaTHOM cuctemy ca ciuke 4.1,

YL+ (b—a)®
(2 ) u h,=(b-ajt+a+b.
Opatiie cieau Ja je MOBPIIMHCKA AuBepreHnuja OasucHe ¢ynkumje L, (t) u3 ampoxcumanuje

KOjH je jeljaH MpUMep KPHBOJMHH]CKOT CHCTeMa, je hy =

TYCTHHE CTpYja jeHaKa
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. . 2 0
div,(L, (0)i, )= (L M)((-a)t+a+b))=
)= e A OO ataso)

2 (8"&“) (b-a)t+a+b)+(b-a)L, (t)j (46)

(b-ayt+a+byL2+(b-af

[ToBpmmHCKa TUBEpreHIMja ucte 0a3ucHe PyHKIMje Y apOKCUMAIj1 TYCTUHE MarHeTCKUX CTpyja
j€ jeHaka HyJH, jep MarHeTCKe CTpyje He 3aBHUCe O ¢ KOOpAWHATE, IITO CICIU U3

. . 2 d > +(b—af
div (L, (t)i,) = —| L)X ———=|=0. 4.7
’ (b-a)t+a+bh/L2+(b—a) 5¢{ 0 2 J (4.7)

Crora, Ha POTallMOHO CHUMETPHYHO] CTPYKTypH, modyhenoj TEM mpcreHOM MarHeTcKux
cTpyja, Hehe OMTH MarHeTCKMX MOBPUIMHCKUX HACNICKTPHCAma, OJHOCHO BAXU Ja je Py, =0.
JlonaTHO, Kako Cy MarHeTcKe CTpyje IMapajellHe HBHILAMa CTPYKTYpe, a HBHUIE CTPYKType
napajeiHe ¢ OCH, TO Cy U MarHeTcKa JIMHHjCKa HaeJleKTpucama jenHaka Hymu, Q; =0, Ha cBuM
MBHUIAMA.

4.5, ITOCTABJBAIBE CUCTEMA JEJJHAYUHA KOJ POTAIIMOHO
CUMETPUYHUX CTPYKTYPA

Kana je nepunucan tun moOyae W Kajxa Cy NPETHOCTaBJbEHE alpOKCHUMAIUje pPacIioene
€JIEKTPUYHUX U MarHeTCKUX CTpyja M HaeJeKTpHcama, cienehu KOopak je peliaBame jeHauhHa
(2.37) u (2.38) TecTupamem TeKHUHCKAM (QyHKIHjama W, . Y Marpu4dHoj Gopmu J00UjeHH CHCTEM

je AX=Db, rme je A matpuna cucrema, b kosioHa coOOMHUX WIAHOBA KOja MOTUYE O] MOOYIE U
X BEKTOp Y KOjU Cy CMEIITEH! HEMO3HATH KOe(PULIMjeHTH.

VY mocmarpanom ciydajy ce jennaumne (2.37) u (2.38) momaTHO 1MOjeIHOCTAaBIBY]Y, CXOIHO
TOME LITO HEMAa MarHeTCKUX HaeNeKTPHCamba, Ka0 U TOME ILITO eIEeKTPHYHE CTpyje umajy camo t
KOMITOHEHTY, OJJHOCHO MarHeTcke umajy camo ¢ koMrmnoHeHTy. DyHKuMje W, KojuMa Cy jeJHAYUHE
TeCTHpaHe, ca LuJbeM J00Hjama CUcTeMa JIMHEApPHUX jeIHaYMHa, UCTE Cy Kao U Oa3ucHe (pyHKIHje
(JIexxanapoBu TONMHOMH), Tj. HpuMermeH je [amepkuHoB Mmeton. Y [7] je HyMmepuykum
eKCIIepUMEeHTHMA IT0KA3aHo Ja je 3a BeJMKU Opoj mpobiema, 3a ucTU Opoj Hemo3HaTHX, [ allepKuHOB
MeTo/ HajeMKaCHU]U OJ1 CBUX METO/Ia KOJH CYy pa3MaTpaHHu.

Kana ce mpuMeHe rpaHUYHU YCIIOBH, 100HMjajy ce jeaHaunHe oonuka (2.37) u (2.38). Henynre
uHTerpaie koju ce cpehy y (2.37) u (2.38) Mmoxkemo 3anucatu u Kao

1 T
L= [ [f(t.¢)ds'(t.¢'). k=123,
t'=—1¢'=—n

(4.8)
L®)= [f,)dl,

o'=—mn

r7ie Cy MoAUHTErpagHe PyHKIHje, ca H30CTaBJhbeHUM KOHCTaHTaMma, 00JIrKa
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Ly (1)ie ™)

) = (4.9)
flt4) = T v (L)) *.10)
P VRS;'(?")J)‘?;RW L ()i, xig(t', ), (4.11)
()= LTREL O D (4.12)

R*(t.", ")

HNako Qu3MYKM JHMHUjCKAX HaeleKTpHUcama HeMa, INPHUMEHEHH METOJ| 3axTeBa JIMHHUjCKa
HaeJIeKTpUCama 3aTo ITO je cBaka OaswcHa (pyHKIMja NedUHUCAHA caMO Ha jETHOM CIIEMEHTY,
OasucHa (yHKIMja KOja ampOKCHMHUpPa HEUUPKYJapHY KOMIIOHEHTY IOBPIINHCKE EIEKTPUYHE
CTpyj€ HE TEXH HYyJIM Ha TpaHUIIaMa eJIEMEHTa U HUCY ITOCTaBJbEHH YCIOBU 10 IpBoM Kupxodosom
3akoHy. JInHUjCcKa (eNeKTpUYHA) HaeJIeKTPHCamha MOCTaBJ/beHA Cy Ha KpajeBUMa EIEMEHTa, OJTHOCHO
t'. = +1. Kopumhemem 6a3sucHux QpyHKIHMja YHjU Cy JOMEHHU Ha JIBa CErMEHTa, 0a3uCHUX (PyHKIHMja
KOje Ha KpajeBHMa eJIEMEHTa UMajy HYJTY BPEIHOCT, Ka0 U MOCTaBJbalkheM JIOJATHE jeHAUYMNHE TI0
npBoMm KupxodoBom 3akoHy, OCTOjamke TUHUJCKAX HAETEKTpHCama ce Moxe n3dehu, kao mTo je
To ypaheno y [68], [119].

JenuundHM Bektop i, oxpehyje mpaBam u pedepeHTHH cMep TyCTHHE CTpyje, na je I, =1,
KOJI €NIEKTPUYHUX CTPYyja, OJHOCHO |, =i, KOJA MarHerckux. JlomaTHo, y HOJMHTETPATHAM
dbyukimjama (4.9)—(4.12) nojaBibyje ce KOMIUIEKCHH KOS(DHIIMjEHT MPOCTHPama Y = oL+ P, jep ¢y
aHaJM3UpaHe CTPYKType y OIIITEM cly4ajy ca ryournuMa. Y IHeNeKTPUYHUM CpeJrHama TIJie
MOCTOje TYOWIH, MEPMHUTHBHOCT je KOMIUIEKCaH Opoj, Kao WTO je Aato jeaHaunHoM (2.14), a
KOoe(UIIMjEHT MPOCTHPaha MOXE C€ JJOOUTH U3 Y = jw\/a [120].

Jla 6ucmo unterpane (4.8) u3padyHanu, Hajupe je MOTPEOHO Ja U3PA3UMO EICMEHTApHY
noBpmnHy dS' u enemenTapHy ayxkuny dl' mpeko nokamHMX koopaumHata t' w ¢’ Be3aHHX 3a
eJIEMEHT CTpYKType. EnemenTapHa noBpiuuHa je

05"t ) = (b-a)t+a+b)y/L? +(b—af dodt (4.13)

4

JIOK j€ eJIeMEeHTapHa Ty >KuHa

g (4.14)

JloMeH TeXMHCKUX (PYHKIHMja UCTH je Kao U 0a3MCHUX, OJTHOCHO €JIEMEHT MOBPILIH 110 K0jOj ce
unterpaan y tpehoj (I"agepkunoBoj) uaTerpamuju aat je jennauntuom (4.13). (IToacetumo ce aa cy
KOOp/AMHATE Koje opel)yjy Tauky u3Bopa IoJba O3HAUEHE ca MPUM, a KOOpJIUHATE TayKe y K0joj ce
padyHa 1oJjbe 03HaueHe 0e3 mpuM.) 300T poTalMoHe CUMETPH]e, TT0JhE HE 3aBUCH Of] ¢ KOOpJHUHATE,
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a je mpu TecTupamy jenHadnHa (I'anepkuHOBO] HHTETpaIMji) TOBOJFHO HYMEPUYKH UHTETPATUTH
camo 1o t koopauHaTH. Tume je eMMUHUCAHA je[JHa MHTETpallija y OJHOCY Ha HAjONIUTHjU CIIy4aj
HymMepuuke aHaimi3e 3-D emekTtpomarHerckux mpobnema. Kako je Ry moaguHTerpamHum
dynkuujama f, pacrojame m3Mel)y Heke Tauke Ha eieMeHTy oapeleHe koopauHatama t U ¢ U
Ta4Ke Ha elleMeHTy ojnapeheHe koopmuHatama t' m ¢', To Hymepuuyka BpEeIHOCT pacrojama R
3aBHCH O] m30opa koopauHate ¢. Mako oHa Moke OWUTH NPOW3BOJFHO W3abpaHa W3 pas3iora
poTanMoHe cuUMeTpuje, KoopauHata ¢ je Qurcupana 300r yTHIaja HA HYMEPUYKY BPEIHOCT
pactojama R.

EnemenTn Martpuiie cucreMa JUHEapHUX jenHaunHa A 100ujajy ce permaBajyhu mHTErpaie
o0nuKa

)(b—a)t+a+b

1Lm(t) i f (t',¢")dS'(t', ¢' >+ (b—a)?dt, k=123,
J

t=-1 t=—1¢'=—n 4
(4.15)
1 T
Tl [ f@)ar O=DERED 2y g
t=—1 d=n

Jenan (cBaku) elEMEHTH MaTpHIe Cy cyma oaroBapajyhux uHrerpaia oosmka (4.15) koju notuuy
0J1 eEKTPUYHHX CTPYja, OMHOCHO CyMa OHHMX KOjU TIOTHYY OJ] MarHETCKHX cTpyja. O Tora Kako cy
y MaTpHIM KOJOHH X, OJHOCHO MaTpulln KojoHM D pacrnopehenu Hemo3nath koeduiyjeHTH
3aBUCH U Koju uHTerpainu (4.15) nonpuHoce cymu oaroapajyhux enemeHara Matpuie cuctema A .
AKO je CTpyKTypa cacTaBJbeHa OJ1 jeJIHOT METAJTHOT EJIEMEHTa Y XOMOTCHOM JHEJICKTPHKY, Ha TheMy
MIOCTOj€ caMO ENIEKTPUYHE CTPYje, Ma BPCTa MAaTPUYHOT €JIEMEHTa OAroBapa pefay TecT (YyHKIHje
M, TOK KOJOHa ofroBapa peay OasucHe ¢QyHKuuje N. AKo, Mak, MeTajlHa IJioya pas3jBaja JBa
IueneKTpuka 1 u 2, oHa ce Ha OCHOBY TeOpeMe MOBPIIMHCKE €KBUBAJICHIIM]E MOXKE €KBUBAJIIEHTHO
MIPE/ICTaBUTH Kao JBE IJI0YE, 0/ KOJUX j€ JeJiHa 3apOeHa Y XOMOTeHH JIeNeKTPUK 1, oK je apyra
3apomeHa Y XOMOTeHH JienekTpuk 2. Taga ce MaTpuiia cucrema A cacToju ol 4eTHpH OJyioka. Jenan
0JIOK TOTHYE OJ] YTUIIaja CTPYja MPBE IIOYE Ha MO0JbE Ha MPBO]j IJIOYUHU, Tj. CIEMEHTH MaTPHUIE OBOT
0JI0Ka TOTUYY Of CTPyja MpBe IUIoYe, 0K je koopaunata t tpehe unTerpanuje y (4.15) takohe na
npBoj 1wiouu. [pyru OM0K 4YMHE €IeMEHTH MaTpHIle KOjH MOTHYYy OJ CTpyja Apyre miode, ma je
KoopauHaTa t Tpehe uHTerpamnyje je Ha Apyroj miaouyn. Tpehu u yeTBpTH OJIOK OJHOCE C€ Ha YTHIIA]
CTpyja MpBe IUIOYEe Ha APYTy oYY, OJHOCHO CTpyja JApyre Iulode Ha mpBy miody. Kako cy nBe
IUI0Ye Yy Pa3IMYUTHM CpelHaMa, TO Cy MAaTPHYHU eJIeMEHTH Tpeher W 4eTBpTOr OJIOKa jeJHaKH
Hynu. [Ipu ToMe je cBaku OJIOK JMMEH3H]ja KOje OJroBapajy peay anpoKCHUMalije CTpyja Ha MJI0YH.
VYKOMUKO ce CTPYKTypa CacToju OJ jeJHOT HEMETAJHOT €JIEMEHTa KOjU pa3/iBaja JBa XOMOTEHA
JMETIeKTPUKA, Ha leMY MTOCTOj€ U eJIEKTPUYHE, U MarHeTcKe cTpyje. Martpuiia cucrema ce 'y OBOM
Clly4ajy MO>K€ pasJIo’KUTH Ha YeTHpH OJIOKa, Kao y IPeTXoJHOM npuMepy. Pasnuka je y mocrojamy
U MarHeTCKuX CTpyja IOpesa eNeKTpUYHHMX, Na je Opoj HemoszHaTHX JBa myta Behu. Ako ce
CTPYKTypa Kojy aHaju3upamo cactoju o1 M o0jexara u Ha cBaKOM 00jJ€KTY IOCTOj€ M MarHeTcke,
U eJeKTpUYHE CTpYje, AOK CBaka oJ Oa3MCHUX (YHKIIM]ja MPHUIaJa caMo jeTHOM €JIeMEHTY, OH/a je
numensuja marpuie cucremMa 2NM .

CnoOonHa KOJIOHAa CUCTEMa jeTHauYMHa J100Mja ce TeCTUpambeM TaHTE€HLHJaTHUX KOMIIOHEHTH
nojba Koje notudy on mobyna. Ako je F iy, €{E;n, Hiwn} jeIMHCTBEHA 03HAKa TaHTEHIIUjallHE

KoMroHeHTe Tosha TEM mpcTeHa MarHeTCKux CTpyja, OHAA j€ €JIEeMEHT CI000JHE KOJOHE JaT
HWHTETPAIIOM O0JIHKa
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1 1 = -
| tn@® [ [Fandse,) O824 0-a)2at, (@.16)

t=—1 t'=—1¢'=—n

AKO je CTpyKTypa cacTaBJbeHa O]l jJeHOT METAJHOT €JIeMEHTa Y XOMOTE€HOM JMEICKTPUKY, OHJa
MaTpUYHU €JIEMEHT OJAroBapa peay M cio0oiHE KOJOHE M MpEACTaB/ba TaHTEHIMjalIHY
KOMITOHEHTY enekTpudHor mojba TEM mpcrena. Kama je crpykrypa cacraBjbeHa OJ jEIHOT
METaJIHOI esleMeHTa u3Mel)y 1Ba nuenektpuka, npBux N eremMeHaTa y KOJIOHU CIIOOOJHHUX UYJIaHOBA
OJIHOCE C€ Ha TaHTCHIMjaTHE KOMIIOHEHTE eJeKTpuyHor mosha TEM mpcreHa Ha MpBoj
€KBUBAJIEHTHO] TI0uH, a Ipyrux N eneMeHaTa Ha TaHN€HIMjaJHE KOMIIOHEHTE €JIeKTPUYHOT 10Jba
TEM mnpcTeHa Ha Ipyroj eKBUBAJICHTHO] TUIOYH. Y CIIydajy Ja CTPYKTYpY YMHHU jelaH HEMETaIHU
eJleMeHT u3Mel)y /1Ba nueneKTpuka, jeaH HauuH pacnopehuBama eleMeHara KOJOoHEe CI000JHUX
yraHoBa je na npBux N enemeHara OyJy TaHTeHIMjaTHE KOMIIOHEHTE eNeKTpU4HOr mosba TEM
IIpCcTeHa Ha MPBOj €KBUBAJIEHTHO] IJI04M, Ipyrux N TaHreHIujalHe KOMIIOHEHTE MarHeTCKOT 10Jba
TEM npcTeHa Ha MpBOj €eKBUBAJICHTHO] TUIOYH, TOK MocieAmux 2N eneMeHara YnHe TaHTeHIIjaTHe
KOMIIOHEHTE €JIEKTPUYHOI U MarHeTckor nosba o TEM npcrena Ha Apyroj MmioyH.

Henosnatu xoeduiujeHTH anpoKCHUMalija CTpyja y MaTpULU KOJIOHH X pacropelheHu cy y
CKJIJIy Ca pacriope/ioM elieMeHaTa y MaTpHULU cucTeMa A ¥ KOJIOHU CJI00O0JHUX YiIaHoBa b .

Kana ce pauyHajy MaTpuuHu elleMEHTH u3Mely [Ba yjajbeHa eleMEeHTa CTPYKTYpe,
HyYMEpHUYKE METOJIe 3a WHTETPalujy MOTY Ce IUPEKTHO MpuMeHHTH. Mehytum, kaga cy Tauka y
KOjO] Ce padyyHa IO0Jb€ M TayKa W3BOPA 10Jba HAa UCTOM EJIEMEHTY CTPYKType, MOJIUHTErpaiHe

dyukimje (4.9)—(4.12) cy cBe cuHTynapHe ca cuHTYIapuTernMma obimka 1/R, ommocmo 1/RZ.
Haunme, kaga ce Tauka y K0joj ce padyHa MoJbe MPHOIMKH TayKH M3BOpa mojba, oHna R — 0, ma
MOMEHYTe (YHKIIHje Teke OSCKOHAYHOCTH. JelaH O] padyHCKH HajTEXHX 3aaaTaka y (GopMUpamy
CHCTeMa JIMHeApHUX jeJHauYnHa jecTe oapehuBame MaTpuyHux enemenara (4.15). Oxespak 4.6, koju
cienu, nocseheH je pemaBamy TOr mpobiieMa, mpelaralkbeM CMeHa Koje oMoryhasajy pauyHame
MHTErpaja ca BUICOKOM TadHouIhy.

4.6. CMEHA 3A UHTETPALINJY BUCOKE TAYHOCTH

WuTerpanu xoje Tpeba pemmtu na OM OUIM U3padyHATH €EMEHTH MaTpulle, CUCTeEMa Cy
TPOCTPYKH | TO 110 IpoMeHJbrBama t', ¢' u t. [IpBa u Tpeha uHTErpanuyja cy CymruHCKU 0 UCTUM
KOOpJMHATaMa, OCUM IITO ce Yy MPBOj UHTETpalHji MPOMEHIbIBA OJTHOCH HAa TayKy U3BOpa M0Jba, a
y JIpyroj HHTETrpalyji NPOMEHIJbMBA CE€ OJTHOCH Ha TAuKy y KOjoj C€ padyHa MoJbe.

Wneja cnenehe cMeHe, clIMYHO Kao M CMEHA 3a MOHUUITaBame€ CHUHTyJIapurera koj 2-D
npobsiemMa, je Ja pacTerHe pEeruoH OKO CHHIYJapuTeTa Tako Jnaa Oyne (3HayajHO) BHIIE
MHTErpallMoOHUX Tayaka y Aeny (QyHKIHje rjae ce oHa Op30 Mema. Kako caga CymITHHCKH MOCTOje
JIB€ IPOMEHJBUBE, TO MPEIOKEHA CMEHA UMa JIBE jeJHAUYMHE U TO

t'=|s' ™t s'@-sgn(s)t..) +t ,
|s'| ) _1( on(s')ty) +t, 4.17)
o'=n|p" p',

rne cy S'e[-1,1] u p'e[-1 1] HOBe mpoMeHIbHBE (KOOPIUHATE), IOK Cy My ¥ M, MapamMeTpu OBe
tpanchopmanuje. Oarosapajyhu JakoOujanu ce no0ujajy nudepeHuupamem u3pasa y (4.17)

: dt’ My :
Js(s 1tm)=£=mllslml " (L-sgn(sty,), (4.18)
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1 d I 1 —.
Jp(p)=—dg’,=m2n|p|m2 3
. ' 1 dt'd I 1 1
JIOK je ‘Jsp(s , P ’tm)ZEd_:I))'ZJS(S ,tm)Jp(p )

Ha ciuim 4.3 je na npumepy cunryiaputera t,, = 0,5 mrycrpoBaHa npeanoxkeHa cMeHa Kaja

Cy mapameTrpu M; U M, Bapupanu y omcery ox 2 mo 11. Ca ciamke ce MOXe BUACTH Ja je

CHHTYJIQpPUTET MOMEPEH y HYJy, Ko U JIa je PaCTeTHYT Y HCHOj OKOJIMHU. ATICOJYTHE BPEIHOCTH
onroBapajyhux JakoOwjana mare cy Ha ciuiu 4.4, omakie ce BUAM Ja Y HYJNH, Tj. Tayku
CHHTYJIapUTETa, OHU Texke Hyu. CIAMYHO Kao ¥ y nornasipy 3.7, Tpanchopmariuja (4.17) onakimahe
HYMEpPUYKO padyHame MHTETpalia ca CHHTYJIAPHUM MOJUHTETpaIHUM (yHKIMjaMa U OMOTYhUTH
BHCOKY Ta4yHOCT, Kao0 1TO he OMTH TIOKa3aHO Y OBOM OJICJBKY.

= /2

¢ [rad]

1-m/2

-1 -0,5 0 0,5 1
S, p
Cnuka 4.3. Unyctpanyja npejiokeHNX cMeHa.

®dyukumje f (t',¢'), k=1,2,3, ce cmenama (4.17) tpanchopmumy y f, (t'(s'),¢'(p"))
3aMEHOM CBake MmpoMeHsbrBe t' u3pasom t'(S'), oHOCHO cBake mpoMeHsbHBe ¢ m3pazom ¢'(p').
Cmununo, dynkimja f,(¢') ce mpyrom cmenom u3 (4.17) tpanchopmume y f,(¢'(p')) 3ameHom
npomeHsbuBe ¢' m3pazom ¢'(p'). VY ckmamy ca Tpancdopmaiijama, eaemMeHntapHa mospin y (4.8)
dS'(t',¢') mema ce y dS'(t'(s'),¢'(p')) 3amenom cBakor t' ca t'(s') u cBakor ¢' ca ¢'(p') u3
(4.17), nox je dt'd¢’ samemeno ca Jg,ds'dp’, rue je Jg, JakoGujan ose Tpanchopmaiuje. Konauno,

H3pa3s 3a NOBPUINHY CIICMCHTAPHEC ITOBPIIX Y HHTCIpaJIMMa Ca HOBUM IIPOMCHJbUBaMa HOCTaje

dsaxyxw(pnzJw«b—mr@o+a+b%n?+®—afdﬁfg, (4.19)

JIOK j€ eJeMEeHTapHa Ty>KHHa Y UCTUM WHTErpajiiMa

dP@KU»=JNH?+®—af9E, (4.20)

2

rae je J, onrosapajyhu Jakobujan. Tume cy unrerpanu (4.8) tpancpopmucann y
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1 1
L®= [ [f®E),¢(p))dS'E ), ¢'(p), k=123,

s'=—1p'=—

(4.21)
1
()= [f,(¢'(p))dl'(¢'(p")),

p=-1

110 HOBUM IIpOMEHJpMBaMa S' U p'.

Ha cmukama 4.5-4.12 npukazaHu Cy peajHW M HMMarkHapHH JACJIOBU TOJWHTETPATHUX
¢dynkuumja fy (t',¢') npe u mocie npumene cmeHe. CUHIYJIAPUTET MOJUHTErPATHUX (QYHKIH]A, Tj.
Tauka IoJelaBama, uMa koopauHaty t=0, nmok cy Bpennoctu ¢yukuuje f,(t',¢'), koja je
npukasaHa Ha ciaukama 4.11-4.12, wuspauynare 3a t,'=0. Ca ciumka ce MOXe BUAETH Ja Cy
dyHKIMje HAa KOje HHje MPUMCHCHA CMCHA CUHTYJIApHE, Tj. CHHTYJAPHH Cy PEalHU JICIOBH, a y
HEKHM ClydYajeBUMa M wuMardHapHu. Hakon mnpumemene cmene (4.17), dyHkuuje Hemajy
CUHTYJIAPUTET, Kao INTO j¢ WIyCTpoBaHO Ha ciukama 4.5-4.12, Te ce Ha BUX MOXE TUPEKTHO
npumennTn ["ayc-Jlexxannposa Hymepudka unterpamuja. [lapamerap t,, y cmenu (4.17) onpelen je
caMOM Ta4yKOM CHHTYJapuTeTa, ma je y oBoMm ciydajy t. =0. Kako je cTpykTypa poTammoHO
CHUMETPHYHA, TO je U300p ¢ KOoOpIuHATEe MPOM3BOJbaH. M3 ekcriepruMeHaTa je 3aK/bydeHo Jia je Ipu
tpanchopmanuju ¢pyukiuja f; u f, morogno uzadbparn ¢ =0, nox dpynkuujama f; u f, omrosapa
u3bop ¢=m/2. Hcro ce mobuja W jeAHOCTAaBHUM JI0JIaBarbeM KOHCTaHTe —7/2 CMEHH ¢
KoopauHare npu tpanchopmanuju pynknuja f; u f,.

OmnucanoMm TpaHchOpMAIMjOM YBEICHA je CMEHa y MpBe IBe MHTerpanuje, Tj. y (4.8), ma
octaje jom jenHa uHTerpanuja (I"anmepkunosa nnterpaiuja) y (3.2). Ipe Hero mro ce mo3abaBuMo

BOMe, ncnuTaheMo KOHBEPreHIM]y W NMPOLEHUTH TayHOCT MpBE JBE MHTErpaluje, Tj. MHTerpaia
(4.21).

(a) (©)

Cnuka 4.4. Unyctpauuje Jakobujana tpancopmanyje (a) t-koopannare u (6) ¢-koopauHare.
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Cruka 4.5. Peanmnu neo noguaterpante Gyukiwmje (a) mpe u (6) mocie cMene nmoauuTerpanue yukiwmje fi 3a
pen 6azucHe pyHkumje N = 4.
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(a) (6)
Cnuika 4.6. Umarunapuu geo noguaTterpainde GyHkmmje (a) mpe u (0) 1mociie cMeHe MoUHTerpaHe
¢dyukuuje f1 3a pen 6asucHe pyHkuuje N = 4.
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Cnuxka 4.7. Peannu neo nogunTerpande ¢pyukimje (a) npe u (6) mocie cMeHe noauHterpaine Gpyunkuuje f> 3a
pen 6a3ucHe pyHKIHje N = 4.

(a) (6)
Cnuka 4.8. Umarunapuu aeo noguHTterpante GyHkumje (a) mpe u (0) mociie cMeHe MoJUHTerpasHe
dynkumje f2 3a pex 6azucue pynkuuje n = 4.
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Ciuka 4.9. Peannu neo nogunTerpande ¢pyHkimje (a) npe u (6) mocie cMeHe noauHrerpaine Gyunkuuje f3 3a
pen 6a3ucHe pyHKIHje N = 4.
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Cnuka 4.10. Umarunapau aeo noauHTerpaite GpyHkumje (a) npe u (0) mocie cMeHe MOANHTErpaiHe
dynkumje f3 3a pex 6azucue pynkuuje n = 4.
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Cnuka 4.11. Peannu neo noaunTterpanue Gynkuuje (a) mpe u (0) mociie cMeHe noaunaTerpante GyHkiuje fs
3a pez OasucHe QyHKIMje N = 4.
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Cnuka 4.12. UmaruHapHu Jieo nmoauHTerpaiHe GpyHkmje (a) npe u (6) mocie cMeHe MoJAWHTErpaHe
¢dyukuuje f4 3a pen 6asucue pynkuuje n = 4.

4.6.1. KOHBEPTEHIIMJA NPBE JIBE UHTET' PALINJE

VY unspy UCIMTHBakba KOHBEPIeHIMje HHTErpaja, YBOJAUMO NPOIEHY pellaTUBHE Tpelke, J, ,
Kao

Mgt~ I |
5, = Nt N | (4.22)

| I Nint +1 |
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rae je |y~ (KOMIUIEKCHA) BPEJHOCT HHTerpaia uspadyHaror ca Ni, HMHTCrPalliOHUX Tadaka, 10K
je Iy, 1 BpenHocT ucror mHTerpana uzpadyHaror ca N, +1 nHTerpanmonux rtadaka. AKo je
MHTErpall MOBPIIMHCKH, Kao mTo ¢y To uHrerpamu (4.21), onma N;; mpencrasiba Opoj Tauaka Io
JeIHOj MHTETpalyju, Tj. yKynaH Opoj Tauaka MHTErpaiyje je Niﬁt . 3a cBaku ox uHTerpana (4.21)
uspadyHare cy npouene 8, , ke{l, 2,34}, a satum je mspauyHara u IpoLeHA MaKCHMAlHE

peaTUBHE IPEIIKE 3a CBA YCTUPU MHTETPajia Kao
Srax = 109, (mMax (8,k ). kefl 2,3, 4} (4.23)

Kopucrehu ce mporieHoM MakCHUMaiIHe TpelKe, alpOKCHMAaTUBHO C€ MOXKE OJIPEIUTH U OpOoj TaYHO
<107,

u3pauyHatux 1udapa kao —O., . AKO je HHTerpan Onu3y Hyse, Tj. ako je ‘INint i

cmaTtpahemo Ja je mpolieHa pellaTUBHE TpeIIKe 107 . OBa rpanuua je m3abpaHa ¢ 003upoM Ha
YHILCHHUILY J1a je KopuliheHa JBOCTPYKa TAYHOCT y UMILIEMEHTAIjH, 1a ce u3 (4.23) nobuja na je
MPOLICH-EH MaKCUMaJIaH Opoj TauHuX nudapa 15.

Kao jeman on mpumepa HajTeXUX MHTETpaja 3a MHTErpanyjy nmocmarpaheMo HHTErpajie ca
CHHTYJIADHUM TOJMHTErpasHuM ¢yHkuujama. Ctora he y cBHUM HapegHUM NpuUMepuMa Tayka
pauyHama IoJba OUTH Ha WCTOM EJIEMEHTY Ha KOM Cy W H3BOpH TOT MMoJba. CBU HYyMEpHUKH
pe3yaTaTh y OBOM OJIEJbKY JIaTH Cy Ha MpHUMEpy Mmarepujaia 0e3 ryOuraka y kome je €, =, =1.
Kanma y marepmwjanuma moctoje ryOuiy, MHTErpaaud he OUTH camMo CKalupaHu OAroBapajyhum
koHcTaHTama. DOKycC Je cTaBJbEeH Ha CICKTPUYKH MaJie eJIeMeHTe, jep he Ham TakBU OUTH MOTPEOHM
Opyd HYMEPUYKOj aHaau3W Mojena Beh MoMeHyTe Komope, ma je mpoiieHa (4.23) mpakTU4HO
HE3aBUCHA 0] yuecTaHocTd. Ha kpajy, CIMYHO Kao IITO je MOKa3aHo y Moriasiby 3.9, ako je Tauka
cuarynaputera t, =0,95, wHTerpamm cy BpIO TENIKM 3a HWHTErpandjy, nma he HyMepHUKH

eKCIIEpUMEHTH OUTH MOCTaB/bEHM Oall 3a Ty Tauky noJba. KoHBepreHuuja MHTErpaga 3aBUCH U 0J1
caMHUX MapamMerapa Tpancopmanuje My u M, , Kao u peaa 6a3ucHe pyHKuuje N .

4.6.1.1. TIAPAMETPA TPAHC®OPMAIIAJE

[Mporiena makcumainHe penatuBHe rperike (4.23) y ciydajy oMoTadya MpaBoOT HUJIMHAPA
(mumensuja a=b=0,6 mm u L =15,25mm) y ¢byHkiuju napamerapa Tpanchopmanuje m, u m,
npeacTaBbeHa je Ha ciuiu 4.1. CaM nuiauHAap yMETHYT je Ha ciauky 4.1. YdectaHOoCT Ha K0joj je
HyMepuukH excriepuMenT crpoBeneH je f =3 GHz , pen 6asuche dynkumje je n=2, 10k je 6poj
tayaka wuHTerpauuje N,; =300. OnucaHu HyMEpUUKH EKCIIEPUMEHT IOCTaB/bEH j€ y IIMJbY
oapehuBama ONTUMATHUX BPETHOCTH MapaMerapa Tpanchopmanuje m; u m, . Ca cauxe 4.13 moxe
ce BHJETH Ja ako je M; >5 u 5<m, <10, Opoj TauHux 3HauajHUX Ludapa je oko 12. JlomatHu
eKCTIEpUMEHTH TI0Ka3yjy Jia Cy U 3a OCTaJie eIeMEHTe CIIMYHHX AUMEH3Hja (KPYKHH MTPCTEH, OMOTad

3apyOsbeHe KyTie, Kpyr) pe3yjiTaTH KBaJUTAaTUBHO HCTH, Na TU pe3ynTtatn Hehe OuTH moceOHO
MPUKa3aHU.
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Cruka 4.13. TIporieHa MakCHMAJTHE TPEIIKE y CIIy4dajy OMOTa4a MpaBor KPy>KHOT HUIHHApa. [66]

4.6.1.2. YTHIAJ PEJA BABUCHE ®YHKIIUJE

VY nornasiby 3 nmokaszaHo je na Behu pen OazucHe (QyHKLHMje 3aXTeBa BUILE WHTETPALIUMOHUX
Tavyaka 3a MaKCHUMaJIHy Ta4HOCT. [IpolieHe MakcuMaHuX rpemaka (4.23) y ciaydajy Tpu ejleMeHTa
pa3nuuuTuX o0sMKa, kaaa je pen 6asucHe ¢pynkuuje N=4 u n=0, nate cy Ha ciuuu 4.1. [TpBu
eneMeHT je Beh TmOMeHyTH oMmoTad mpaBor mwimHapa (mumensuja a=b=06mm wu
L =15,25 mm), npyru eneMeHT je oMoTay 3apyOsbeHe Kyme (aumeHsuwja a=1mm, b=15mm u
L =15mm), a mocieamy je KPy)KHH TpCcTeH (aumensuja a=3mm, b=122mm u L=0). Csu
MMOMEHYTH €JIEMCHTH YMETHYTH Cy Ha ciiuky 4.1. Kao monmatak, Ha CIUIy Cy pHKa3aHe U MPOIICHE

MaKCHUMAJIHUX Tpemiaka O., Kkanga je l'ayc-JlexxanapoBa mHTerpanuja npuMemeHa JTUPEKTHO Ha

unrerpaie (4.8), ogHocHo kama je Tpancdopmanumja (4.13) u3ocTaBbeHa. YUECTaHOCT Ha KO0jOj je
excriepuMeHT cripoBesieH je f =3 GHz . [lapamerpu uHTErpanuje y OBOM eKCIepuMenTy ¢y m; =7
u m,=9. OHu cy wu3abpaHu M3 OICera KOJUM C€ IOCTHKE MHHMMAlHa TpelIKa, OJHOCHO
MaKCHUMalTHa TAYHOCT.

Ca cnuke 4.14 mMoxke ce 3akJby4UTH Ja je KopulnhemeM IMpeioxkeHe TpaHcopMmaliuje
no0ujeHa 3Ha4yajHO OoJba TAYHOCT 3a UCTH OpOj MHTErpallMOHMX Tadaka Hero kajxa je Iayc-
JlexxanipoBa MHTErpalyja TUpeKTHO npuMemeHa. Ha mpumep, ca oko N;; =400 cBu unHTerpanu
Cy u3pauyHaTH ca 6ap 12 3HauajHux nudapa, 10K ca UCTUM OpOjeM MHTETpallMOHUX Tadyaka U 0e3
TpaHchopMalyje, UHTErpaly Cy U3padyHaTH ca caMo jeIHOM TauHoM Ludpom. Tpeda npumeTuTu U
Ja ce, Kaja Cy WHTErpajlu padyHaTH HW30cTaBibajyhu Tpanchopmanujy, m1o0ujajy U MO3HUTHBHE

BPEIHOCTH 8 C OO3MPOM Ha CHHI'YJIapuTeTe y HHTerpanauma. To 3Haum na ce nurerpam Iy —n

INinﬁl Ppa3yinKyj]y 3a HCKOJIMKO pPEAOBa BCIIMYMUHEC. O,[[aTJ'Ie CJIeaAu Oa C€ 3a padyyHam<C HHTCrpajia

(4.8) Mmopa nmpuMeHUTH cMeHa Koja he MOHMIITUTH (WK yOIaXUTH) CUHTYJapUTET MOJUMHTETPATHE
(dbyHKIMje WK HeKa Apyra HyMepuiKa TeXHUKa (Ha pUMep eKCTpakiija CHHTYJIapUTeTa).

Ha cymupamo pesyartare u3 ozesbka 4.6.1: kama cy ampokcuMmaliuje eJIeKTPUYHHUX H
MarHeTCKMX CTpyja ca MO HajBHUIIE MET HEMO3HATUX, Tj. KaJa jeé MaKCUMAaIHHU PeJl allpOKCHMAIIH]e
crpyja n=4, unrerpanu (4.21) mory OuTHM u3padyHatd ca 12 3Ha4yajHUX LUdapa ako je
IpUMeeHa MpeyIoKeHa CMeHa ca mapamerpuma My =7, m, =9 u N, =250 y ciydajy omoraua

MPaBOT IWJIMHPA U KPYXHOT TpcTeHa, oqHocHO N;; =400 y ciydajy omorada 3apyOspeHe KyTIe.
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Cnvka 4.14. TIporieHa MaKCHUMAJTHE TPEIIKE 3a PasHuuTe peaoBe 0asucHux GyHkimja. [66]

4.6.2. TAJJEPKHHOBA UHTEIPALINJA

Hakon mro cy unrerpamu (4.21) u3pauyHatd ca BHCOKOM TadHolnhy, ocTaje jomr jeaHa
unrerpanyja (FajepkuHOBa), IO MPOMEHJbUBO] t, 1a OM elneMeHTH MaTpuile, Tj. uHTerpanu (4.15)
OWIIM M3padyHaTH ca BUCOKOM TayHoIIhy.

Kama cy nomenu tect ¢ynkumje L, (t) u Oasuche ¢ynkuumje L,(t) wuctu, wHTErpann
[anepkuHOBOr HWHTErpajia, Tj. cyma oaroBapajyhux wunterpana us (4.21), umMa CHHIYJIApHO
MOHAaIIalke Ha KpajeBuMa, 3a t=-1 u t=1. ¥V cynporHoM, Kama Cy JOMEHH TeCT U Oa3MCHUX
¢yHKIMja Ha pa3IMUUTUM €JEeMEHTUMa CTPYKType, MoJuHTerpaiHa ¢yHkuuja lanepkuHOBe
WHTETpalldje HUje CHHTYyJapHa, Ma TaJa Hema mpobjemMa ca IUPEeKTHOM mpuMmeHoMm [ayc-
JlexxanapoBor mocTtynka 3a MHTerpanujy. Kako cy MHTerpamu ca CHHTYJIapUTeTUMa TEXHU 3a
HYMEpHUKYy MHTETpaInujy, oBae he onu out y ¢pokycy. Y THM cirydajeBuma cy, npe npumene ["ayc-
JlexxanmpoBe HyMepUYKe HMHTErpaiuje, MHTerpaHau Tpancopmucanu cmeHoMm (4.17). Kako je
WHTETpalyja caMo Mo MPOMEHJBHBO] t, TO je JOBOJbHA MPBA jeIHAYMHA U3 TIPEITIOKEHE CMEHE.

Yeenumo cnenehe osnake: Heka je Ny o Opoj Tauaka y T'anepkunosoj unterpammju, Xg (1)

cy ancuuce u Wg (1) Texune y Tayc-Jlexannposoj nymepuukoj unterpammju (1=1,2, ..., Niy o), t
je KoopauHaTa Tayke y KOjoj ce padyHa moJee, Aok je |(t,n) mHTerpann koju ce nqobmja cymom

oaroeapajyhux unrerpaia u3s (4.21).

Kako cy uHTerpanu CHHTyJapHM Ha WBHIAMa, TO je cmeHa (4.17) Hajmpe mprMermeHa 3a
cuHrymaputer y t=-1, a 3atum 3a cunrynapurer y t=1. 3a Ty npumeHy yBeaeHH cy Tpehu
napamerap M, u HOBa koopauHata S; = Xg, (1) Ha cnenehu naunn. Hajnpe je y jennaunnu (4.17) 3a

TauKy CHHTYyJapuTeTa u3abpana Tauka t, =Xg (1), koja je y Onusunn t =1, onHOCHO M3BpLIEHA
je 3amena mpomensbuBe t, u3 (4.17) nmpomMeHJbUBOM ty > . ty=t, . YMecro mapamerpa m
YBEJIEH je HOB mapaMeTrap M,, ma je oarosapajyha 3ameHa y cMeHn M; =mM;. /logatHo, 3aMemeHe
Cy W MHTErpaIoHe MPOMEHJbUBE yBolermeM HoBe S = Xg, (I) kao t=s u s=s,. Hakon npumene

CMEHEe Ha CHHTYJApUTET OKO jeIHOr Kpaja Tpake, MOTPEOHO je CIpPOBECTH HCTY CMEHy M 3a
pacTezame CHHTYJIapUTeTa y OKOJIMHH JPYyror Kpaja Tpake, Tj. t=1. 3a Tauky cuHTrymapurera
u3albpana je tauka i =XoL (Nj, g) y OnusuHM Jpyror kpaja Tpake, Tj. JIOIUIO j€ 10 3aMEHE

tn =ty y cmenn (4.17). lonatHo cy ciposesiene u cnesiche 3amene npomensbuBux t=t u S=s,
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I0K je xopuinheH ucTu napamerap TpaHcdopmanuje Mg, Tj. M =M;. Caga ce eIeMEeHT MaTpulle

cUCTeMa y peAy I' U KOJIOHH ( MOXE MU3payyHaTu Kao

N int,

9
Aq= 2 Wor (NLn ()1t Mg (81, ty, ) Is (S, tm,), (4.24)
(=
rae cy Jo (St ) m Jg(s,ty,, ) JakoOujannu (4.18).

OnrumanHa BpeAHOCT Mapamerpa M; MOXKE €€ OAPEOUTU M3 CKCIIEPUMEHTa KOju je
CYUITUHCKHU CIMYaH €KCIEPUMEHTY 3a ojpehBame ONTUMAIHUX BPEIHOCTH mapamerapa My u m,.
Ceu wmuTerpamu | (t,n) wm3pauyHaTH Cy ca MakCHMajdHOM TadHOIINy, Kao IITO je OIHCaHO Y
IIPETXOAHOM OJIeJbKY, 0K j€ mapamerap M, Bapupad y omcery 1<m,; <11 ca kopakom jenaH, a
Opoj wuHTerpauronnx Tayaka Ny, y omcery 100 <N, , <300 ca xopakom nuBa. Ako je
UCIUTHBAHU CJIIEMCHT Beli MOMEHYTH KpYyXHM OpcTeH (auMenswja a=3mm, b=122mm u
L=0), mok cy pen 6a3ucHe QyHKIMje U pea TecT QYHKIHUje UCTH U U3HOCE M =N=4, mporeHa

rpemike (4.22) (wro je y ciydajy ['aepkuHOBE HHTETpaIje HCTOBPEMEHO M MPOIIEHA MAKCHMAITHE
rpenike (4.23)) y gynxkimju on My u Niy o npukasana je na cimim 4.15. U3 oBor pesynrara cinenu

na ce 3a 3<M; <8 moxe no6uTH BHCcOKa TauHOCT. [Ipu Tome, mosehaBamem Opoja HHTErPALTMOHUX
Tadaka nosehaBa ce M TaYHOCT M3padyyHAaTHX MHTErpaja, JOK M300p ONTHUMAJIHOT Mapamerpa Ms

ocTaje UCTH. Bpiio cy CiauuHHM pe3y/TaTH M y CliydajeBUMa OMOTaya MpaBoOr IHJIMHIPA, OJHOCHO
3apy0JbeHe Kyne crora oHu Hehe OUTH MOCeOHO NPUKa3aHHu.

-10
200

250 5

300 10
int,g m3

Cauka 4.15. IIponena penatuBHe rpemike HakoH [ anepkuHoBe nHTerpauuje y GyHkuuju ms 1 Nintg.

Ha cruin 4.16 nara je nporena penaruBHe rperike (4.22) [NanepkMHOBUX HHTErpajia Kajaa cy
padyHaTH ca u 0e3 npeyioxeHe cMeHe Y GpyHKIMju of Opoja uHTEerpanuonnx tayaka Ny, o 3a cBa

TPU aHATM3UpaHa eJeMeHTa (OMOoTada MpaBoOr IMIMHIpPA, 3apyOJbeHe KyIe M KPY>KHOT TPCTEHA).
IIpu Tome je 3a cBakuM HM3abpaHa BpPEAHOCT MapaMeTpa TpaHcopmauuje M; =7, JOK Cy CBHU

unterpanu | (t,n) m3pauyHatu ca MakCHMaaHOM TayHOIINY, Kao IITO je OMHCaHO Yy ofebKy 4.6.1.
VYuecranoct je f =3 GHz , nok cy pen 6azucHe u Tect pyHKIMje UCTH, Tj. M=N=4.
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Crnuxka 4.16. Ipouena penatuBHe rpemike ['anepkuHoBe nHTerpanuje. [66]

Uako je 3a 12 3navajunx uudapa norpedHo Ny o =700 uHTErpannoHnx tayaka, wro je u

JBa myTa BHIIe Hero 3a uHterpaie |(t,n), kopurrhemeM npeaiokeHe CMEHE ¢e MIaK 100Hjajy 10

YeTHpH TauHe 3HavyajHe Hudpe BUIlle y OAHOCY Ha CiIy4aj Kaja TpaHnchopmaliija Hije MpUMemheHa.
Ha ocHOBy mperxojgHe aHain3e MOXKEMO Ja 3aKJbydnMO Jia C€ 3a padyHame elieMeHara
MaTpHlle CHUCTEMa Cca BHUCOKOM TayHOIINy MOXE HCKOPUCTH IPEUIOKEHa CMEHa 3a CBE TpHU
WHTETpanyje. Y OmmTeM Cclydajy, ©u300p Iapamerapa HHTerpanmje u ToTpedan Opoj
MHTETpallMOHUX Tayaka 3aBUCH Of OONMKa eJeMeHTa, Kao W merope HajBehe emexkTpuune
TUMEH3Wje, OJHOCHO Hajpeher pema ampokcmmanmje crpyja. 3a moTpebe oxapehuBama
JMENeKTPUYHUX MTapaMeTapa MaTepyjaia noMohy nomMeHyTe KOMope, OJHOCHO KOHKPETHE PUMEHe
KOjy UMamo y BUJY, CBM MaTpU4HHU napameTpu he OutH pauyHatuca my=7, m, =9 u my =7, mwro

00e36ehyje BUCOKY TaUHOCT MHTErpajia y HyMEPUUKO] aHAIU3U KOMOPE.

Konauno, kama cy u3pauyHaTH eJEMEHTH MaTpulle cuctemMa A U BEKTOpa CIOOOIHHX
yjmaHoBa D, BeKTOp Hemo3HaTuX KoeduimjeHata X Moxe ce m3pauyHatu LU nmexommosuiujom.
Tume cy oapehene amnpoxcumaiuje CTpyja Ha eJIeMEHTUMA aHAM3UPAHE CTPYKTYpE, a OJaKje ce
MOTy, IpUMEHOM oJiroBapajyhux omeparopa, 10OUTH M OCTaje €IEKTPOMAarHeTCKe BEJIMYMHE OJf
MHTepeca (eIEKTPUYHO M MarHeTCKO M0Jbe, yiia3Ha uMIeaanca, KoeuiiujeHT pedaekcuje utT.).

4.7, XAPJIBEPCKA IOCTABKA EKCIIEPUMEHTA

3a Mepeme TUeNeKTpUYHUX MapameTapa Marepujaia kopuiiheHa je nmperxonHo (adpukoBaHa
KoakcujaiHa komopa [65]. Ckuia momnpeyHor nmpeceka KoMope, ca JUMEH3HjamMa y MIITUMETpUuMa,
npukasana je Ha ciuiu 4.17, ok je gororpaduja packionibeHe KOMOpPEe YMETHyTa Ha CiuKy 4.18.
Ha cnuim 4.17 ckunypas je u Mpou3BOJbHM Y30paK Ha MECTY TIJie Ce OH MOCTaBJba MPHU MEpemhUMa.
Komopa je mampaB/beHa 0] MECHHra W Hamaja ce craHgapaauM SMA KOHEKTOpPOM (CHIJIECKH:
SubMiniature version A, ckpaheno: SMA) ca teduonom (enrmecku: polytetrafluoroethylene,
ckpahieno: PTFE) kao auenekTpukoM, KOjU je MPOAYKEH M JEJIOM H3JIa3d HM3BaH KOHEKTOpA.
Criospanimy MPOBOJAHUK KOHEKTOPA EIEKTPHUKH j€ MOBE3aH Ca CIOJbAllbUM 3U10M KOMOPE, J0K je
MCTAJIHU AUCK KOMOPE CICKTPHUYKH ITOBE3aH Ca YHYTpAIIHBLUM IMPOBOJHUKOM KOHEKTOpPA. Meraman
JIMCK TTOCTaBJbEH j€ Ha MoAMeTay oJf TepJioHa paau MeXaHW4Ke CTaOUITHOCTH.
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CTIOJhAITEHH
311 KOMOpE

3,50

y30paK
S SMA koHekTop

Cnuka 4.17. Ckuna ocHOT IIpeceka KOMOpe ca IMMEH3HjaMa y MAIHMETPUMA.

[IpBu kopak mpu oxapehuBamy peraTHBHE NMEPUMHTUBHOCTU €', M TaHTEHCa yriia ryOMTaKa

tan & jecte mMepeme KOMIUIEKCHOT KoeuIljeHTa peduieKcrje KOMOpe Y KOjy jeé CMEUITeH y30paK.
MepHa mocTaBka cacTOjH Ce OJ1 OIKMCaHe KOMOPE M BEKTOPCKOI aHamu3aTopa Mpexka (Mapke Agilent
E5061A). Ormcer yuecranoctu wmepewma je onx 2MHz mo 3GHz, oapehen moryhnoctuma

a”Hanmu3aTopa. dotorpaduja MepHe MOCTaBKe NpuKazaHa je Ha ciauiu 4.18. Y3sopuu cy obiuka
KPY>KHUX OWIMHZAapa, mpeynuka 1o 20 MM u BucuHe A0 14 MM, a mocraBibajy ce Ha METaIHH

JUCK Y KOMOPY M MPHUTHCKA]y KIUIMOM, Kao IITO je MpUKa3aHo Ha ciuiy 4.17, kao U y monpeyHoM
npeceKky Mojiea komope Ha cymnu 4.19.

CIIOJBAIIBLHI
31 KOMOpE

KoMopa

Cnuka 4.18. ®ororpaduja aHanmaTopaiMpe Ha KOj MoBe3aHa Koopa. CDOTorpa(b PpackJoIbeHe
KOMOpE yMETHYTa je Ha GoTorpadujy. [66]

AHanuzatop Mpexa Koju je KopumrheH 3a Mepewma uMa craHgapaHu N KoHekTop Ha
npucrynuma. Kako je Ha komopu yrpahlen SMA koHekTop, KOpHITheH je M CTaHAapIHH Ipelia3
SMA na N. [Ipe mepema ypaheHa je moTnyHa jeJHONOPTHA KanuOpaluja yuMe je U pedepeHTHa
paBaH 3a Meperme KoeduIrjeHTa pedieKcHje ocTaBJbeHa Ha mouetak SMA KoHEeKTopa, Kao IITo je

npukazaHo Ha ciuiy 4.19.
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4.8.  HYMEPHUYKH MOJEJ KOMOPE

Jla 6u u3 u3MepeHux pesyiarara (mapamerapa pacejama, Tj. S-TlapameTapa) OWIM W3BOjCHH
JMETICKTPUYHNA TapaMeTpu MaTepujajia, pelaThBHA MEPMUTHBHOCT €', M TaHTEHC yrjia ryOuTaka

tan 6 wiaM, €KBUBAJEHTHO KOMIUIEKCHA peJIaTUBHA MEPMUTHUBHOCT €., MOTpebaH je WTO O0JbH

HYMEpUYKH MOJeN Komope. HymMepudykoMm eneKTpOMarHeTCKOM aHalM30M Mojelia Moryhe je
M3payyHaTH KOMIUIEKCHH KoeduiujeHT peduiekcuje [' 3a pa3nuuuTe JUENIEKTPUYHE MapamMeTpe
y30pKa, KOjU ce 3aTuM ynopelyjy ca u3MepeHUM KOMIUIEKCHUM KoeduiujeHToM peduiekcuje I, -

OHM JMENneKTpUYHM MapaMeTpu Koju o0e30ehyjy HajOoosme cinarame u3mehy ' u I,

mporJjaiiaBajy ce 3a (M37BojeHe) mapaMmeTpe MepeHor MaTepujaa.

Kako cy komopa, y30pak M Hamajamke pOTAlMOHO CHMETPUYHH, KOPHUCTHheMO pOTaIlOHO
CUMETpPUYHE eJIeMeHTe 3a MojenoBame cTpykrype. llompeunn mnpecek 3-D momena xomope
MpuKasaH je Ha cauim 4.19.

Kao mro je Beh peueno y onesmky 4.3, TEM npcTeH MarHeTcKuxX CTpyja HAaCTao je Kao HaYMH
MojIeNoBama 1nodyze peannzoBaHe koakcujamHuM BogoMm [13]. Crora je on u3abpan 3a moOyay u y
HyMEpUYIKOM Mojeny komope. [loOyma je mocTtaBibeHa y pedepeHTHY paBaH. YHYTpaIllbd H
criospantku nomynpedHuk TEM mpcreHa uctu ¢y kao oaromapajyhu momynpeynuny kopunrheHor
SMA konekropa, Tj. & =0,6 mm u b, = 2,025 mm.

noaMeTaqy

TEM npcren
MarHeTCKUX CTpyja

(petdhepenTHa paBaH)
Cnvika 4.19. TTonpeunu mpecek Mozeaa komope. [66]

VY HyMEpHUYKOM MOJIENy, Ka0 M FHEroBOj (M3WYKO] peaH3alHjd, MOCToje TpU JoMeHa (Tj.
paznuunrta matepujana): tedaon (PTFE), Bazayx u marepujan o Kora je HalpaBJbeH Y30pak.
Tedmnon je nuenextpuk y SMA KoHEKTOpY M MoAMeTady MeTaiaHor aucka. Cam MEpHH y30pak je
HETI03HaTe KOMIUIEKCHE pellaTHBHE MEPMUTHBHOCTH €, , Tj. HETIO3HATE pellaTHBHE TIEPMUTHBHOCTH

€', W TaHreHca yria ryoutaka tand. Ba3myx ucmymaBa ocTaTak KOMOpeE, Kao M HEHY OKOJIHHY.
CBH TIOMEHYTH JOMEHH Cy HEMarHeTCKH, jeép CMO C€ y EeKCIIepUMEHTHMa OaBWJIM CaMO TaKBUM
MaTepujaiuMa, Ia je HHHUXOBa NepMEabUIHOCT W, = 4n-107"Hm . JIMeneKTpuuHH TyOHIH
VKIJbYYEHH Cy yBOHEHEM KOMIUIEKCHE TIEPMUTHBHOCTH, JIOK Cy TYOHIIM Y METaanuMa YKJbYYeHH Y
HYMEpHYKH MOJIe] TMPEKO MOBPIIMHCKe uMMenance Z,=.Tl,f/c, rme je o enexrpuyna

npoBoAHocT. Ha enemeHTHMMa Koju cy O]l MeTajla ca TryOMIMMa, T'PaHUYHH YCJIOB j€THAKOCTH
TaHTEHIMjaJTHUX KOMIIOHEHTH €JIEKTPUYHOT 110Jba MOJU(PHUKOBAH je Y

Etan (‘]s’Ms)+Zs‘]s = Ei,tan (4-25)

100



rae je E TaHTeHIIMjaJlTHAa KOMIIOHEHTA EJICKTPHYHOI Tojha Koja motuue on TEM mpcrena

i,tan
MarHeTcKux crpyja, a E,(Js, M) je TaHreHmujaiHa KOMIIOHEHTA EIEKTPHYHOT 110Jba KOja MOTHYE

Ol MHIYKOBaHWX cTpyja. [Ipym HyMepuuko] aHAIU3M C€ MOCIEIHU YCIOB CBOAM Ha MIPOMEHY
eJIeMEHaTa caMO Ha TJIAaBHO] JMjaroHajld MaTpHIle CUCTeMa y OJHOCY Ha Mojel 0e3 ryOouraka y
merany [7].

HymepuukuMm ekcriepuMeHTHMa Jia je IOKa3aHO Jia HYMEPUYKH MOJeNl KOMOpe KOju ce
cacToju ce o 23 eleMeHTa I0BOJhAH 3a pauyHame KoehuijeHTa pediekcuje, OMHOCHO 1a GuHM]je
moJiesie MPOBOJIHMKA BOJA, KAa0 M JIPYTHX eJeMeHaTra CTPYKType, He JONpPUHOCE 3Ha4YajHHjeM
no0oJbllIarby TAa4HOCTU KoeduimjeHta peduexcuje. CBaku ereMeHT cTpykType je BOR, m To
KPY)KHH TIPCTCH, KPYT WIA OMOTa4 MMPaBor KpyHOT muiuHapa. Ha cimnm 4.20 npukaszana je jeqHa
MOJIOBMHA TOMPEYHOT Tpeceka TJe Cy HW3[BOjEHH IMOjeIMHAYHH CIIEMEHTH CTpyKType. HbeHom
pOTAIMjOM OKO 0CE€ CUMETpHje 1I00HMja ce MOJE]I KOMOPE ca YMETHYTHM y30pkoM. Kako je y metaiy
1oJbe jemHako Hynu, To cy Ha ciunu 4.20, y omgnocy Ha cnuke 4.17 u 4.19, u3aBojeHe camo
YHYTpAIIbE TOBPIIU KOMOpPE, Tj. OHE n3Mel)y KOjUX MOCTOjH HEeHYITO mosbe. C 003upoM Ha TO Ja
nocroje Op3e MpOMEHe 10Jba, a CAMUM TUM U CTpyja, y 6mu3uan TEM npcTeHa MarHeTCKux cTpyja
(mobyne) motpebaH je Behu pen ampokcumaliuje CTpyja Aa TadyHUje HCIpaTe T€ MPOMEHEe. Y MECTO
nosehama pefa cTpyja, YHYTpaIIlbH U CIIOJbALIBHA MPOBOJHHUIM BOJA JAOAATHO CY TMOAEC/HEHU Ha
YeTUPH TpaBa HWIMHIPA, JOK j€ Pel anmpoKCHMAaIMje CTpyja ocTao MCTH. Ha ciaumu cy npHHM
Kpy>KuhrnMa O3Ha4eHU KpajeBU CEerMeHara.

ITopen mnonynpeunuka a, b wu BucuHe L (Bumm ciwky 4.1), 3a HyMepHuKy
SJIIEKTPOMArHETCKy aHaIM3y MOTpeOHO je jomr aeduHHMcaTH M w3Mel)y KOjUX JOMEHa ce Halla3H
CBaKH €JIEMEHT. Y TOM IHJbY YBEIIeHO je ciezehie o3HadaBame [7]. Hajmpe cy Tpu momena y mojeny
KOMOpe 03HaueHu ca 1, 2, omHOCHO 3. AKO je eleMeHT O] MeTalla KOJI Kora je ca 00e CTpaHe HCTH
JIOMEH I, OH je o3HaueH ca i 0. AKo je elleMeHT 0/ MeTajla KOjHu pa3/Baja JBa JOMEHa | U j, 03HaKa je

—i— j. KoHauHo, ako eeMEHT pa3/iBaja JBa JUEIICKTPHKa, O3Ha4YeH je ca | j. Ha ciumm 4.20 je

Opojem 1 o3Ha4YeH JOMEH BaH KOMOpE, Ka0 U Y MECUHTAaHOM JHCKY U Y YHYTpAIIkheM MPOBOIHUKY
KOaKCHjaJHOT BOJa, OpojeM 2 TOMEH JUENIEKTPUKa y KOAaKCHjaIHOM BOJTy, a OpojeM 3 JJOMEH y30pKa
HEMo3HaTe KOMILJIEKCHE IEPMUTHUBHOCTH.

20
° c
'S 3
15}
E ®
g 10r
= ! ? 1: Tedpon
$ 2: Ba3myx —21
5t : 32
! 3: INENEeKTPUK y30pKa 10
1 —-2-1
-3 -1
O 1 L Il 1 I ]
0 2 4 6 8 10 12 14

x [mm]
Cauka 4.20. [Tonpeunu mpecek HyMepHUKOr Mozea Komope. ExemenTn cTpykrype nusMel)y pasnnautux
JoMeHa 00eIe)KeHH Cy Pa3InuuTHM 0ojama.

[Tomro je koMopa (uaeasHO) 3aTBOPEHA, TO j€ EJIEKTPOMAarHeTCKO MOoJbe BaH KOMOpE
TEOPHjCKH jeIHAKO HYJH. Y MpaKCH je MoJbe BaH KOMOpe 3aHeMapsbuBO Mano. Ha ocHOBY Teopeme
EKBUBAJICHIIM]E CJICIN Ja BAaH KOMOpe Moxke OuTu Ouio koju nqomeH. Mako je y pusnyukom momeny
BaH KOMOpE Ba3lyX, y HyMepuukoM Mojeny je TeduioH. Ha Taj HaumH mobuja ce HEITo
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JEMHOCTAaBHUJM HYMEPHYKH MOJIe] (Ca Mame HEMO3HATHX) jep MMa Mamke METATHUX IMOBPIIMHA
u3mely nBa pasznuumra auenekTpuka. CIMYHO, Y MECHHTAaHOM JHUCKY, Ka0 M Y YHYTpallkheM
MIPOBOJIHUKY KOAKCHJAJTHOT BOJIA, TI0JbE j€ HyJIa, Ma je M Ta] MpOCTOp Takohe MCIYHEeH Te(IOHOM.
Ha ciiunim 4.20 6pojem 1 o3HadeH je TedioH, a OpojeM 2 Ba3ayX.

Hakon Hymepuuke ananmm3e komope mMeroaoMm momenara ca PMCHWT dopmynamujom, kao
MTO je TO omucaHo y mnornaripy 2.10, Guhe mo3Hare ampokcumanuje TyCTHHA MOBPIIMHCKHX
€JIEKTPUYHUX M MAarHeTCKUX CTpyja Ha CBaKOM O] elleMeHaTa CTpykrType. [a 6ucmo uzpauyHamu
KOMIUIEKCHU KoeduiujeHT peduiekcuje, Hajmpe hemMo u3padyyHATH KOMIUIEKCHY HMMIIENAHCY Ha
Mecty TEM npcreHa MarHeTCKuX CTpyja Kao

z-— 4 4.26
27taiJs(t=—1)’ (4.26)
rae je J,(t=-1) rycTMHa NOBPHIIMHCKE EJEKTPUYHE CTPyjeé Ha YHYTPAIlBEM I[POBOAHUKY

koakcujanHor Boga (SMA xonektopa) Ha mecty TEM mpcrena marnerckux crpyja. Kanma je
Mo3HaTa UMIIEJaHca, KOMIUIEKCHU Koe(puiujeHT pediexcuje Moxe ce u3padyHaTH H3

Z-7
r=——2=2, (4.27)
Z+7Z,

rae je Z, KapakTepHCTHYHA MMIICAaHCa KOAKCHjaJIHOT BOJIA, OJHOCHO HOMHHAJIHA HMMIIC/IaHCa
MPUCTYTIa, Koja je y cinydajy koputhenor SMA xonekropa jennaka Z, =50 Q.

IIpe ompehuBama IuENEKTPUUHUX IapaMeTapa U3 HM3MEpeHOr KoeduiujeHra pediekcuje
KOMOpE ca y30pKOM, TIOTPEeOHO je (PMHO MOAECUTH HyMEPHUYKHA MOJAET KOMOpE, OJTHOCHO OJIPEIUTH
notpebaH pej anpoKcUMallMje CTpyja Ha eJeMEeHTUMa M Opoja MHTETpalMOHUX Tayaka Tako Ja
Koe(ULHUJEeHT peduieKcrje KOHBEPTUpa, a J1a TAYHOCT HyMEPUUYKU U3pavyyHATOr KoepuiyjeHTa oyae
Beha oJ TauHocTH wu3MepeHor. JlomaTHo, MCIUTaH je M YTHUIQ] Bapujanyja pelaTUBHE
MEPMUTUBHOCTH €', Ha KoeduuujeHT pediaekcuje ' ga GUCMO MOTIM MPOLEHUTH U PEJIATUBHY
TpEeIlKy M3/BOJEHMX JHUENeKTpUYHMX mapamerapa. Ca TUM LUJbEBUMA IOCTaBJBEHH CY
eKCIIEPUMEHTH TTpHKa3aHu y oaesbiimma 4.8.1-4.8.3.

4.8.1. KOHBEPI'EHIIUJA KOE®UIIMJEHTA PE®JIEKCUJE

[{nsb excriepuMeHTa OMMCAaHOT Y OBOM OJIEJbKY j€ TIO/ICIIaBamke Pe/ia alpoKCUMaIlfje cTpyja y
HYMEpPHUYKOM MOJielly M Opoja Tayaka MHTErpalyje Tako Ja U3padyHaTH KoepHUIHjeHT peduiekcuje
I koHBeprupa Ha CBUM Y4E€CTAaHOCTHMA U3 MEPEHOT OTICEera.

ExcniepumeHT ce cactoju of1 pauyHama [ 3a pa3nuuuTa nojenaBamba MoJIeNa, Ha HaJHUXKO) U
HAjBHIIIO] YIECTAaHOCTH Mepema, Tj. Ha 2 MHz u 3 GHz , 1 To kasa je y KOMOpy IMOCTaB/bEH y30paK
Mo3HaTe peslaTUBHE MEepMHUTHUBHOCTU €', =3,5 u &', =10,85-10°, umju je npeunnk d =10 mm u
BucuHa h =16 mm. Y3opak je HampaBibeH o1 Marepujana Rogers 4350B, koju ce yecTo KOpUCTH y

MHUKpPOTAIaCHOj TEXHHUIIH, Ma CY M EroBH mnapamerpu nodpo mo3natu [121]. Bpoj Hemosnatux
Koe(UIMjeHaTa y CBaKOj allPOKCHUMAIIMjU CTPYja Ha CBAKOM O] €JIeMEHaTa CTPYKTYpe BapHpaH |e u3
ckyna N €{4, 5, 6}, nox je Opoj unrerpaumonux tragaka N;; MemaH y omncery o 60 mo 160.

Monayn 1 apryMeHT M3padyHaTHX KOMIUIEKCHHX KoeduiumjeHata pediexcuje npencTaBbeHn
cy Ha ciuuu 4.21 u TO Ha ropmeM maHeny Ha ydecraHoctm f =2MHz , a Ha nomem Ha

yuectanoctn f =3 GHz . Ca ciuke 4.21 moxe ce 3akbyduTdH Ja KoehHuIHjeHT pediekcuje
KOHBeprupa Ha o0e pasmatpane ydecrtaHocT kama je N =5 u N,, =120. Crora he 6am oBakaB

HYMEPHYKH MOJIeNl Y HACTaBKy OWTH KOpHIINEH 3a eKCTPAKIHMjy AUETCKTPUUHUX MTapaMeTapa.
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Cnuka 4.21. Moayn u apryMeHT KOMIUIEKCHOT KoeduirjeHTa pediekcuje komope Ha: (a) f = 2 MHz (ropwu
nanen) u (0) f = 3 GHz (momu manen). [66]

4.8.2. ITIPOLIEHA TAYUHOCTHU KOE®UIUIJEHTA PE®JIEKCUJE: IOPEBEE CA

AHAJIMTUYKUM PEHIEILEM

VY muspy mMpolleHe TAa4yHOCTH HW3padyHaBama KOMIUIEKCHOT KoedwuimjeHTa pediekcuje u3
HYMEpPUYKOT MOelia KOMOope, Tj. Ja OMCMO MPOBEPUIIH J1a JIK je TAYHOCT HyMepu4yKor mMojena Beha
0J1 TAYHOCTH MEPEHHa, CIIPOBEJICH j€ clefiehr eKCIIepUMEHT.

AHanu3upaHa je pefHa Be3a JBa KOAKCHjalHAa BOJAAa HUCTHX MOJIYNPEYHHKA, HCIYHEHHUX
pa3NMYUTAM AHETeKTPUIIMMa, TpHUKa3aHa Ha ciuiy 4.22. Paznor 300r kojer je m3aOpaH OBaKaB
MOJIeT 32 MPOIEHY TAYHOCTH HyMEpUYKEe aHAIIM3€ j€ MITO 33 Hhera MOXeMO aHAIUTUYKU U3padyHaTH
koeduijeHt pedrekcuje. JomatHO cy TOJYNPEUHUIIM, IYKUHE W PEJIaTUBHE MEPMHUTHBHOCTH
pelHe Be3e KOaKCHjaJIHUX BOJOBAa M3a0paHM Tako Aa OyAy HCTOr peAa BEJIWYMHE Kao y MOJENy
komope. IIpBa ceknuja WCIymeHa je Ba3dayxoMm, a Apyra HEMarHeTCKUM JHEJICKTPUKOM 0e3
ryOuTaka penaTUBHE NEPMUTHBHOCTH €, =¢'.. llodympeyHuuu cy HCTH Kao MOJYNPEeYyHHUIH

HamojHOr BoAa kKomope, Tj. SMA konekropa (yHyTpammu @; =0,6 MM, a chnosbammu
b, = 2,025 mm), 1ok je myxkxuHa cBake cekuuje L =6 mm. Ha modyerky mpBe Cekiuje je mpuctyi
HoMHHaNHEe ummnenance 50 Q, 0K je Kpaj Apyre cekuuje Kpartko crojed. L{usb je 6uo ynopeauru

TEOPHjCKY BPEIHOCT KOMILJIEKCHOT KOoe(HIMjeHTa peduiekcrje Ha pa3IndMTUM y4ecTaHOCTUMa, 32
pa3M4YnTe BPEIHOCTH PEIATUBHE TIEPMUTHBHOCTH IHEICKTPUKA APYTe CEKIHje, ca KOMIUIEKCHUM
KOe(pHIMjEeHTOM JOOUjEeHUM U3 OAroBapajyher HyMepHuuKor MOJIena.

Teopujcka BpeAHOCT KOMIUIEKCHOT KoeuIMjeHTa pedieKCHje MOXKe Ce€ H3padyyHaTu
cnenehum nmocrynkoM. Kako je kpaj npyre cekiuje KpaTko CIIOjeH, TO je UMIIelaHca Koja ce BUIU
IJIeIaHO y Kpaj APYror Boja jeHaKa HyJIH, Ta je UMIEJIaHca Koja c€ BUIW TJIEAaHO Y Kpaj TpBe
nmpeMa JIpyroj cekiuju jeanaka [99], [120]

Z, =—Z tanh(-y,l), (4.28)
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rae je KOe(QHUHUjeHT TPOCTUparma y JPYroM BOAY JEAHAK Y, = JO,/€yEly, a Herona

1

b, . )
KapakTCpuUCTHYHA UMIICIaHCa ZCZ = 2— ﬂ In—. Ta,ua J€ yl1asHa UMIICJaHCa KaCKaJHEC CCKIH)EC
T SOST ai

nBa Boja jemnnaka [99], [120]

Z,—Z tanh(-y,L)

Z= ,
%2, -7, tanh(=y,L)

(4.29)

rae je KoeuIMjeHT IpocTHpama Yy IpPBOj CEKIHMjU jeAHAK Y; = JO,/gyll, , a oarosapajyha

_ 1k | by

KapakTepUCTUYHA HMIeJaHca Zy = n—.

T\ e a
0 i

Cama ce TeopujcKka BPEIHOCT YJIA3HOT

xoepunmjenta pediexcuje [ye,, Moxe uspadynaru us (4.27), rme je Z,=50Q nHomunanna

UMIIeIaHCca IPUCTYTIA.

KommnekcHu koedunujeHt pedraexcuje ' u3padyHaT je U U3 HyMEpUUYKOT MOJIena KacKaiHe
BE3€ OBUX BOJIOBa KOpUcCTehM MpenyoKeHu HyMEpHUKH MpUCTyH. Y HyMmepuukoM mojneny TEM
MIPCTEH TOCTaBJbEH j€ Ha IOYeTaKk IpBE CEKIMje, OJHOCHO HAa MECTO MPUCTYMa. 3a pauyyHame
uHTerpana kopumiheHa je mpemioxena cmena (4.17) ca mapamerpuma my =7, m, =9 u my=7.

HakoH enekTpoMarsercke aHajln3e, KOMIUICKCHH Koe(QUuIMjeHT pediexcuje u3padyyHar je Ha
ocHOBY (4.26) u (4.27).
PenatuBHa mnepMMTUBHOCT JApYror AMENEKTpHKa BapupaHa je y omcery 1<g' <100 ca

KOPaKOM jellaH, a pe3yJITaTH Cy MOHOBJbeHU Ha Tpu yuectanoctu: f =30MHz , f =300 MHz u
f =3 GHz . Penatnpna rpemxa nymepudkor pesynrara, Tj. | —Tipeory | /| Tipeory |, Mpukasana je y

GYHKIMjH peNaTHBHE TEPMHTUBHOCTH JPYTOT IHUENeKTpHKa €, Ha ciuiu 4.22 Ha CcBe TpH

yuectaHoctu. Ca ciuMke ce MOXKe BHJETH Jia je penaTuBHa rpemka Mama ox 0,1 % Ha cBe Tpu
YYECTaHOCTH 3a CBaKy OJI pa3MaTpaHUX NMEPMHUTHBHOCTH. Kako je oBa pelaTHMBHA TpEIIKa HCIIOJ
rpeuike Mepema (0 kojoj he Outu peun y onesbky 4.9), 3akibydyjeMo Ja je U MOJeld KOMope ca
WCTUM TOJIeIIaBabuMa JOBOJFHO TauaH 3a MPUMEHY 32 KOJy j€ HaMEH-EH.

HonatHo ce Ha ciui| 4.22 Moxe MPUMETUTH U NoBehame pelaTuBHE Tpelike ca MopacToM
yuectaHocTU. Kako je ucto monemiaBamke Mojena (MCTU pejl alpokcumaluje U Opoj Tadaka
UHTerpalyje) KopuirheHo 3a cBe TpU yUeCTaHOCTH, OBAKBO MOHAIIamke je U ouekuBaHo. Haume, npu
BUIIMM YYECTAaHOCTHMA Cy W €JIEKTpHYHE AyXHHE y Mozaeny Behe, ma je moTpebaH M BHIIH pef
arnpoKCcHMallija CTpyja 3a UCTY TauHOCT.

Y mwpy yTrBphuBama KOJMKO je TayHUX Iudapa P marpuile cuctemMa MoTpeOHO na Ou
penaTuBHa rpemika koeduuujeHta peduiekcuje O6una wucnox 0,1 %, cnposeneH je crneaehu
excriepuMeHT. [lonasehu o MaTpuile cucreMa y K0joj Cy eJIeMEHTH u3padyHaTH ca 6ap 12 tauHux
nudapa, y cBakoM HapeIHOM KOpaky jeaHa nudpa je mocraBjbeHa Ha Hyiy, nonasehu on mudpe
HajMame TexkuHe. Ha Taj HauuH je Opoj TauHuX nudapa Ha jeqHOCTaBaH HAUMH CMAambEH 3a je/laH.
OBaj KOpak je MOHaBJbaH JIOK €JIEMEHTH MAaTpHIle HE OCTaHy ca caMO jeHOM Ta4HO M3pauyHaTOM
3HauajHoM Luppom. HcroBpemeHo je wucra mpoueaypa MNpPUMEHEHa U Ha €JIEMEHTE BEKTopa
cnoboaHuX wiaHoBa b. Y cBakom kopaky, Tj. 3a cBaku OpOj TauHO U3pavyHATHX 3HAYAjHHUX HU(apa
P, cCHCTEM JIMHEapHUX jeJHaYMHA j€ PelIeH, HAKOH Yera je u3padyHar u oaroapajyhu xoeduuujeHt
peduexcuje u3 (4.26) u (4.27), Ka0 W peNaTHBHA TPEIIKa Y OJHOCY Ha TEOPHJCKO pEIICHE

| - 1—‘theory | / | 1—‘theory | .
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Crnuka 4.22. PenatuBHa rpeuika koeduimjenta pediekcrje KackaJHe Be3e JBa KOaKCHjalHa Boaa y
GYHKIMjH peaTUBHE IEPMUTUBHOCTH apyror Bogaa Ha 30 MHz, 300 MHz u 3 GHz. [66]

VYdectaHocT Ha Ko0joj je ekcrnepumeHT crmpoBeneH je f =300 MHz , nok je penatuBHa
NEePMUTUBHOCT JUENEKTpUKa Yy JApyroM Boay Bapupana y omncery 1<g, <100. Ha cauum 4.23

MpUKa3aHe Cy peJIaTUBHE Tpenike KoepuiujeHTa peduieKchje HW3padyHaTe HaKOH aHalu3e ca
¢dynkiujama Oasuca Bumer pega ca p =1 2,...,14 mudapa koje y eleMEeHTUMa OpPUTHHAIHE

MaTpHIle HUCY TMPOMEHCHH Ha Hyiy. Kako Cy elleMeHTH MaTpuile CHUCTeMa Hu3padyHath ca 12
TayHUX IUdapa, To Cy penatuBHe rpemke 3a P €{14,13,12} npaktuuno ucre. Kama je p =11,

[ocToje Maja oJcTymnama. Jlajke cMamuBamwe Opoja 3HadajHMX LUdapa BOAM Ka CMambUBaBY
TaYHOCTU KoeuuMjeHTa peduekcuje, Tj. TNoBehaBamwy pelaTHBHE TpEUIKe H3padyHaTor
koepunmjeHTa pediaekcuje y 0OHOCY Ha TeopHjcKy BpemaHocT. Ca ciuke 4.23 MOXe ce 3aKJbYIUTH
Jla je JI0OBOJbHO H3pauyyHaTH elleMeHTe MaTpule ca P =9 TayHUX 3HaYajHUX Ludapa ga Ou

penaTtuBHa rpemrka koeduijenta pediekcuje ouna ucnon 0,1 %.

KonauHo, a 6ucMo yTBpIWIN Jla JIU j€ 3a aHaIu3y e(UuKacHUje KOPUCTUTH QyHKLHMje Oa3uca
HIDKET WJIM BUIIIET peJia, CIPOBEICH je U cheaehu excriepumenT. Pe3ynraTu ananuse ca pyHKIMjama
6a3uca BuLIer pefa ynopehenu cy ca pesyararuma aHaiause ca pyHKIujama 0a3zuca HIKET pena. 3a
ampokcumMarije GyHkijama 6a3rca HIKET pefa n3abpanu Cy MOJTUHOMH pefia HyJia Wi jelaH, T0K
Cy 3a anpokcumalgje ¢pyHKirjama 6a3uca BUILIET pesia n3adpaHu MOJUHOMH pejia BUIIET O]l jeaH.
JonatHo, 3a moTpebe aHanu3e (yHKIMjaMa Oas3wca HIDKET pena Ouio je MOTPeOHO TMOACIUTH
eJIEMEHTE HyMEpPHUYKOI MOJejla KOMOpe Ha CUTHHje, Y OJHOCY Ha OHE npukazaHe Ha ciuiu 4.20.
Hajpeha nyxxuna y TtakBom Mmogmeny je |=1mm. Kako je pamHa y4ecTaHOCT €KCIEpHUMEHTA

f =300 MHz , To je enektpuuHa nyxxuHa HajBeher cermenta | /A =0,01 3a ¢, =100. Pesynraru
Cy 00MjeHH ca MHTerpajuMa U3payyHaTHM ca JIBE€ WM TpU TauHe 3HauyajHe uudpe. Haume, Bpeme
aHaim3e ca (yHknmjama Oa3uca HWKEr pema ca P =3 TayHO HM3padyHaTe 3HA4YajHE MHPpe
MPAaKTUYHO j€ UCTO Kao U BpeMe Koje je MOTpeOHOo 3a aHanu3y (yHKIMjama Oa3uca BUILET peaa ca

p =12. Pasznor je y moBehanoM Opojy eleMeHaTa MOJela, Ma je U YKyImaH Opoj HeMmo3HATHX MPH
aHau3u QyHKIMjama 0a3uca HUXKeT pefa Behu Hero npu aHaiau3u QpyHKIMjama 6a3uca BULIET peaa.
Pesynratu mpeacrtaBibeHn Ha ciauny 4.23 mokasyjy Ja, 3a UCTO BpEeMe aHalM3e, anmpoKCcHMalldja
¢yHkuujama 6a3uca BUIIET pesia Aaje jefaH pell BeIUYMHE Mamby PEeJaTUBHY IPELIKy Koe(puIijeHTa
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pednekcuje. OTyna ciaeau aa je 3a aHaau3y ca BHCOKOM mpenu3Homihy edukacHUje KOPUCTUTH
¢byHkuuje 6a3uca BUILET pera.

10 ] T T T
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Crnuka 4.23. PenaTuBHa rpenika koeduirjeHTa peduiekcrje Kaaa cy MaTpUIHU eIEMEHTH H3padyHaTH ca
pasnuuuTUM OpojeM TauHuX Idapa P y ciiydajy anpokcumanuje GpyHkimjama 6asuca sumier peaa (h.0.) u
uiwker pena (1.0.). [66]

4.8.3. YTULIAJ BAPUJALIMJA PEJIATUBHE IEPMUTUBHOCTH Y30PKA HA

KOE®OUIHNJEHT PE®JIEKCUJE

Ca uusipeM gajbe NpUIpPEME NOCTyNKa ojapehuBama pelaTUBHE NEPMUTHBHOCTH Y30pKa
Kopuctehn HyMepHdyKH MOJENT KOMOpEe, HCIHMTaHa j€ 3aBHCHOCT KOMIUIEKCHOT Koe(uilujeHTa
pebnexcuje I’ ox penaTMBHE NMEPHUMUTHUBHOCTH y30pka €., Tj. (pyHkuuja I'(g,). AHanuTHYKH

oomuk pyunkiuje ['(e,) Huje mo3uar. Mnak, ako cy Bapujanuje y €, maie, TO je Ha OCHOBY IpBa JBa
yiiaHa TejopoBor pa3Boja y OKOJUMHU €, , MOryhe HanucaTu cieaehy anpokcuManujy

I'(e, +Ag,) = I'(g,)+I"(g,)Ag,, (4.30)

jep je odUeKkmBaHO Ja ojromapajyhe Bapujanmje y [ Oyay JuHEapHO NPOMOPIMOHATHE, TJ.
Al = T"(g,)Aeg, .

[IperxomHo TBpheme WIyCTpoBaHO je HW Ha pesynratuma cieaeher eKcliepruMeHTa.
W3pauynare cy arconmyTHe mpoMeHe y [' HOpManu3oBaHe Ha pellaTHBHY MPOMEHY €,, Tj. OJHOC

|AF/ Ag,
&

r
BpenHOCT. Ta ce BpeAHOCT pa3iIMKyje 3a pa3IMuuTe yU4eCTaHOCTH M pa3nuuuTo ¢, . Ha ciumm 4.24

. Ha jennoj yuectanoctu u 3a Maye Bapujaldje y € 0Baj OJHOC UMa KOHCTaHTHY

JaTa je HopMaJlM30BaHa MpoMeHa KoeduiMjeHTa pediekcuje y ciayyajy nomenyror Rogers 43508
y30pKa koju je Beh ucriutuBan y oaesbky 4.8.1. Ca rpaduka ce Moke BHJICTH JIa aKO j& peIaTHBHA

Ag,
€

npomena mepumuruBHOCTH y omcery 1070 <|Ag /g, |<107?, omma je omHOC |A1"/

r
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KOHCTaHTaH, IITO je MOTBpAa mpermocrtaBke koja cieau u3 (4.30). Ca apyre crtpaHe, Kaga je
|Ag, /€, |<107"°, npucyram je Hymepuukm uIyM NpoOLEHE H3BOAA, Tj. AM(EpeHIHpama, ma
nponopuuoHanHocT u3 (4.30) Bume He Baku. Kanma je, mak, peraTHBHA NMPOMEHA BEJHMKa, Tj. 3a
| Ag, /'€, [>1072, nuneapua anpokcumanuja (3.2) BHIe HHje TOBOJBHO J0OPA, jep BUIIM PEIOBH y
TejmopoBom pa3Bojy umajy cBe Behm ytunaj Ha KoeguuujeHT pedrekcuje, Ma MOHOBO
MPONOPIIMOHATHOCT HE Baxkk. Mmak, Kako je y MIMPOKOM OIICeTy HOPMajM30BaHE IPOMEHE
penaTHBHE IEpMHTHBHOCTH |Ag,/g,| HopMamu3oBaHa TmpoMeHa KoeduimjeHra pediekcuje

|AF/A

€
Pesynratu ca crnuke 4.24 Mory ce MCKOPUCTHTH 3a MPOLIEHY pelaTHBHE TPEIIKe M3BOjEHUX
pelaTUBHUX HMEPMUTHBHOCTH Ha cienehu HauumH. AKO NpPETIIOCTaBUMO Jia j€ y30paKk ca MajluM
ryounuma, ma je ||l (kao mTO je TO cCiy4aj KOJ HCIUTHBAHOTr y3opka Rogers 4350B

€y

KOHCTaHTHA, TO OBaj EKCIIEPUMEHT NOTBphyje HyMepHUUKy CTaOMITHOCT MOJIeIa KOMOPE.

r

marepujana), onga je |Ae /g, |5|Al|/K, rmne je K koHCTaHTa KOjy MOXEMO OJIPSIHTH Ca
ciuke 4.24. Ha npumep Ha ydyectanoctu f =300 MHz koncranTa je K = 0,3. Ako mpermnoctaBuMo
na je HecurypHoct mepema |Al|/|T|=15% [122], 3a y3opke ca maiuM ryOuinmMMa je Tajaa
| AT |=1,5%, 10 je nHa f =300 MHz penaruBHa rpeiika U3IBOjeHE MEPMHUTUBHOCTH TPUOIUKHO
jenHaka | Ag, /g, || AI' | IK =5 %.

T T T T T T T

—&— (=30 MHz
—<¢— /=300 MHz
—®— (=3 GHz

|AT|/|Agred
=

_2 1 1 1 1 1 1 1 1
10
10 107 1021071 10® 10° 10* 102 10° 10?

|A8r/8r|

Cruka 4.24. AniconyTHa IpoOMeHa KOMILUIEKCHOT Koeduijerta komope I HopMann3oBaHa Ha pelaTUBHY
NPOMEHY pelaTUBHE IIEPMUTHBHOCTH y30pKa Ag//gr. [66]

4.9. MEPEE PEJJATUBHE IEPMUTUBHOCTU MATEPUJAJIA

Kopucrehu npencraBibeHn HyMEepUUKU MOJIEN KOMOpe, YKJbY4yjyhu U npe/uioskeHe cMeHe 3a
HYMEpHUYKY HHTETpalHjy, ca jelHe CTpaHe, Kao W XapJBEPCKy IOCTaBKYy Mepema Koe]HInjeHTa
pediiexcuje, onMcaHoM y 0/1eJbKy 4.7, ca Apyre cTpaHe, U3BOjE€HE Cy peslaTUBHE MEePMUTHBHOCTH
teduiona, kao u marepujana Rogers 4350 u FR-4, koju ce yecto cpehy y MUKpOTaTaCHUM KOJIMMA.
JlogatHo, U3/IBOjEH je U TaHT'eHC yria ryouTtaka y3opka FR-4 marepujana.
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Tedmon (PTFE) je uzabpan 3a mpoBepy MOCTyIKa ¢ 003UPOM Ha TO Ja j¢ HeroBa pellaTHBHA
HNEPMUTHBHOCT €', = 2,1 mo3HaTa, JOK je UMaruHapHH €0 KOMIIJIEKCHE peJIaTUBHE IEPMUTUBHOCTH

g". <107 [123]. C 0631poM Ha TO Ja MMATHHAPHH €0 PEIaTHBHE IEPMUTHBHOCTH MMa BPJIO MAITy

BPEIHOCT, TO TYOHIIM OBOT MaTepujana Hehe Outu aHanmu3upaHu. Y HyMEpUIKOM MOJEITy U3 KOra je
u3aBOjeHo &', TedoHa, AMETEKTPUK y30pka je Oe3 ryburaka, JOK Cy TyOMIM Yy MeTaliuma

yKJby4YeHH. PenaTBHA NEPMUTHBHOCT y30pKa €', BapupaHa je y okoJuHHu €', = 2 ca kopakom 0,01.

Mepeme penaTuBHEe IEPMUTUBHOCTH Te(IIOHA j€ M3a30BHO C 003MPOM Ha TO Ja je OHa OJHcKa
pelaTHBHOj MEPMHUTUBHOCTH Bakyyma (Tj. ONHMCKa jeIMHUIM), a U MPEYHHUIM Yy30pKa KOje CMO
KOPUCTHJIM Cy JBa IyTa MamM OJ MPEYHUKAa KOMOpEe, Ma OBaj MaTepujaJl CTBapa BPJIO MalH
KOHTPACT y OAHOCY Ha OCTaTak KOMOpE, OJHOCHO Ipa3zHy Komopy. OTyaa ciieu a je yTUllaj OBOT
y30pKa Ha KOMIUIEKCHH KOe(hHUIIH]eHT pediekcrje KoMOpe PEIaTHBHO MAJIH.

MepeHa cy 4eTUpH y30pKa pa3IMuyuTHX TUMeH3U]ja uctor Tedona. CBY y30pIH Cy IPEUHUKA
10 mm, mox cy BucHMHE pa3nuuuTe W u3Hoce Z2mm, 3mm, 4mm u 5mm. PenatuBHa

NMEPMUTHBHOCT €', H3/BOjeHa je Ha ocaM ydecraHocTH y omcery onx 300 MHz no 2,4 GHz u
pe3yJITaTu Cy yrnopeno npukasaHu Ha cinunu 4.25.

2,5 . . .

1,5

Ey

—¢—y30pak TeduoHa =2 mm
1r —e—y30pak Tedona £=3 mm
—<—y3opak teduoHa ~=4 mm
—=—y30pak Tedyona ~=5 mm

O L 1 1 1
0 0,5 1 15 2 2,5

/[GHz]

Cnuka 4.25. PenatuBHa nepMUTHBHOCT Te(iIoHa JOOHMjeHA MEPEHEM y30paKa UCTHUX MTPEYHUKA U
Pa3IHYMTHX BUCHHA. [66]

W3 npukazaHux pesyaTara MOXKE€ c€ BHUJETH Jla je pelaTUBHA T'pelllka M3JBOJEHOT €', OKO
+5%, mTo je wmmycrtpoBaHo Ha ciuuu 4.25. IlponemeHa rpemka Mepema KoepulMjeHTa
pednexcuje je oko 1,5%. Ona motude oj BuIlle pazauUUTUX (AKTOpa, Kao MITO Cy Tpelika y
Mepemy IUMEH3Wja KOMOpe M Y30pKa, MOBpIIMHCKAa XpamaBocT (eHriecku: surface flatness)
y30paka, Kao M caMe Komope (IITO HMMa 3HayajaH yTHUI[A] HAa Mepema y30paka BEIUKUX
MEPMUTHUBHOCTH), Ta4aH I0JIOKAj] Y30pKa Y KOMOPH, OJJHOCHO KOJIMKO je TIOMEPEeH O] IeHTpa (IITO
MMa 3HayajaH YTUlaj] HA MEpema Ha BUCOKUM yYeCTaHOCTHMMA), MEpHA HECUTYPHOCT KOpUIIhEeHOT
aHanmu3aTopa Mpexa u Jp. Kopucrehu ce npouenom koHctante K ca ciuke 4.24, nobuja ce aa je u
OYeKWBaHa Tpemka oko +5%, Ha cIMYaH HAaYMH Kao IMTO je TO ONUCaHO y onesbKy 4.8.3.
OmnpaBaaHoct kopuiihema pesyirara ca ciuke 4.24 3a NpOILEHY IpEelIKe Y OBOM EKCIIEPUMEHTY
JISKU Y YHEHUIIM Ja je €', Te(IIoHa CIMYHOT pesla BeMUYMHE, TOK €, MMa jako Maje BpeIHOCTH.

C 003upom Ha TO J1a Cy JOOHWJEHU PE3YNTAaTH, KAa0 U MPOICHEHE TPEIIKe OYEeKMBaHU, OBa
Mepema Tedona BepuduKyjy npeioxkeny npoueaypy 3a oapehupame pernatuBHE TEPMUTUBHOCTH
Marepujana.
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Crnenehm y3opiu Koju Cy McCUTHBaHU cy o Matepujaita Rogers 4350B u FR-4. [Ipeunuiu
y3opaka cy takohe 10 mm. Bucuna Rogers marepujana je 1,52 mm, a marepujana FR-4 0,8 mm.

JluMeH3uje y30paka Cy MEpeHe MHKpOMETapcKuM 3aBpTimeM. O0a MmaTepujajia MMajy U CJOj
MeTau3alyje, Koja je 3aHeMapeHa NPUINKOM Mepermha JTUMEH3Hja U HyMepHUiKe aHaIIn3e.

OBu Mmarepujanu cy 4yecTo KOpumIheHn y MHKpPOTaJIaCHO] TeXHHUIM Npu u3paau koia. Crora
Cy mapameTpHu IUeNeKTpuKa A00po mo3HaTtu. PematuBHa mepmMuTHBHOCT ROQeErs marepujana je
3,48+0,05 ma 10 GHz [121], mok je ouekuBaHa penaTHBHA nepMUTUBHOCT FR-4 Matepujana (oko)
4,5 [109]. Hajupe cy onpeheHe penaTHBHE NMEPUMHTUBHOCTH y30paka IpU 4YeMy Cy TyOHLHU Yy
JHMEIEeKTPUIIIMA 3aHEMapeHH, Kao M y eKCIIEPHUMEHTY ca Te(IIOHOM.

PenaruBHe mepMuTUBHOCTH y omcery ydectaHoctd ox 2 MHz no 3 GHz mpukaszane cy Ha
cum 4.26. 13 peynrara ce MOKe BUJICTH J1a Cy OCLMJIAIH]E pelaTUBHE NEPMUTUBHOCTH OKO 0,1,
IITO Cy yKJana y OYeKHMBaHY IpemKy oa oko +5%, ciuyHo Kao M Ipu Mepemy mapamerapa

tediiona.
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Cnuka 4.26. Penatusna nepmutuBHocT Rogers 4350B u FR-4 martepujana.

OcuM penaTHBHE MEPMUTHUBHOCTH, KOja je Ha ciauiM 4.26 nmpuKa3zaHa Ha JIEBOj OCH, Ha JIECHO]
je Jata W JneBHWjanMja u3padyHaror koedwumujeHta pediekcuje I, moOujeHOr KopuuThemem
HYMEpPHUUYKOI MOjieJla 3a PeJaTHBHY MEPMUTHUBHOCT KOja je M3JBOjE€HA, y OJHOCY Ha HM3MEpEeHU
koepuuujeHt pednekcuje I, . JeBujanuja je uzpauyHara kao

— |F_Fmeas | .

4.31
T | (431)

r

VYV cnydajy Rogers marepujana, AeBujandja je Mama o1 1 % Ha I1eJIOM HCIHUTHBAHOM OTICETY
yuecTaHocTH, 10K 3a FR-4 marepujanm oHa M3HOCH 70 HEKOJIMKO TpolieHaTa. I'pemika 3a apyru
Matepujan je Beha jep cy ryounu FR-4 matepujana Behu, ma mmajy M 3HayajHUjU yTHIQ] Ha
koepuimjeHt peduekcuje. Kao mro he 6utu nokazaHo y HapeIHOM €KCIEPUMEHTY, JeBUjaluja he
OWTH Mama aKo ce Y HyMEpHUYKH MOJIEN YKIbyde U TYOHUIIN Y JUETCKTPHUKY.

Kako cy ryounm Rogers 4350B marepujana Bpsio Maiu, OTHOCHO HUMarvuHapHU J1€0 pellaTHBHE

MIEPMUTHUBHOCTH € 8"rS9,8-1074 Ha 10 GHz [121], To OHM HHCY HU3ABOjeHH KOpHIINCHEM

npeaioxeHor meroga. OuekuBanu ryounm matepujana FR-4 cy 3a pen Benmumae Behu, ma hemo
TaHIeHC yTia ryOuTaKka oOBOI MaTepHjaia U3ABOJUTH.
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Exkcrpakimuja je u oBne cnpoBeneHa ynopehuBameM koeduijeHTa peduiekcrje u3padyyHaTor
Ha OCHOBY HyMepHuKor mozaena [’ u m3mepeHor I ... OBaj myT cy y HyMEpPHUUKH MOJIEI, TIOPEn

ryouTaka y MeTaly, YKJbYYCHH U TYOWIH y JIUEICKTPUKY, JOK Cy 3a PEIaTHBHY MEPMUTHUBHOCT
HMCKOpUITNEHW PE3yJITaTH M3 MPETXOJHOT EKCIIEPUMEHTA, NMpuKa3zaHu Ha ciunu 4.26. M3aBojenn
TaHINeHC yIiia TyOuTakKa JaT je Ha JieBoj ocu ciuke 4.27, OK je Ha JecHOj ocu neujanuja (3.2)
koeduijenTa peduiekcuje, Koja je cajaa y 1ejioM OICery YU4eCTaHOCTH Mama o1 1 %.
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Crnuka 4.27. Tarrenc yria ryoutaka FR-4 marepujana.

OBUM eKCIepUMEHTHMA MOTBphEeHO je Ja ce MPEeMIOKEHUM METOJO0M MOTY H3JABOJUTH
penaTUBHA NEPMUTHBHOCT W TAHI€HC yIya TyOWTaka, Tj. KOMIUIEKCHA pelaTMBHA NEPMUTHBHOCT
y30paka HeMarHeTckux wmarepujana. [Ipm Tome y3opuum Mopajy OUTH y OOJIMKY KpPYKHHUX
LHWINHAApa, TaKBUX JAMMEH3HUja Jla cé MOTY CMECTUTH Yy KOMopy. 3a oJpehuBame TaHTeHca yria
ry6uTaKa moTpe6Ho je u aa 6yae tand >1072.
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5. BAK/JbYUYAK

VY  naucepranju cy IHpeJIOKEHE HOBE CMEHE KOje IIOHUINTaBajy CHHIYyJIApUTEeTe
MOJUHTETPATHUAX (YHKIHMja KOjU ce cpehy Mmpu eleKTpoMarHeTcKoj aHAJIM3W METOJIOM MOMEHATa.
Omne 00e30ehyjy HyMepHuKy WHTETpaljy CUHTyJIapHUX (yHKIMja ca BUCOKOM TayHolnhy (61uCKOj
MAIIIMHCKO]) Ha pauyHapcKu edukacan HaunH. Kana cy uHTErpany, Tj. €JIeMEHTH MaTPUIE CUCTEMA,
U3payvyHaTH ca BUCOKOM TauHOIINy, Taja U pellemhe CUCTEMA JIMHEApHUX jelHaunHa Jaje pe3yaTar
ca BUCKOM TauHomhy. JIpyrum peunmma, TyCTHHE MOBPIIMHCKHX CTpyja H3padyHare cy ca
MUHHMAJIHOM TpeuIkoM HMajyhu y BuAy Ja je MMIUIEMEHTalMja MeTojJa Ha padyHapy ca
IpeIcTaBOM OpojeBa y IBOCTPYKOj TAYHOCTH, Tj. Jla je MaKCUMallaH Opoj TauyHux nudapa 15.

IIpu HyMepuUKoO] eleKTpOoMarHeTckoj aHaau3u 2-D cTpykTypa meromoM MoMmeHaTa Lusb je€
O0MO ca BHCOKOM TadyHOIINY HM3padyHATH LEIOAOMEHCKY alpOKCHMAaIlHjy TyCTHHE TOBPIIUHCKUX
crpyja. Tpake koje cy pa3MaTpaHe HalpaBJbEHE Cy OJ CaBPLICHOI MPOBOJHUKA, OECKOHAYHO CY
TaHKe W OECKOHAYHO Cy JOyrayke, a pasIYUTUX Cy TONPEYHHX Tpeceka. AHaIM3HpaHe Cy Kao
pacejauM Ha Koje Hauja3u paBaH, yHudopMmaH Tanac y TM uwnmu TE mony. Meronom MoMeHarta ca
HEYHHU(OPMHHM IOJICIIABAEM Y TauyKaMa cucTeM MaKCBEeNOBUX jeHaYMHA TPaHC(POPMIUCaH je y
CHCTEM JIMHEapHUX jeJHauMHa Cca HEMO3HaTUM Koe(UIMjeHTUMa W3 pa3Boja CcTpyja. PauyHcku
Haj3aXTEeBHUJU KOpaK Ipu (opMmupamy cucTeMa JUHEapHUX jeJHauMHa je pauyHame eJeMeHara
MaTpulle CHUCTeMa, a KOjUu TMPeJCTaBJbajy MHTErpajie ca CHUHTYJIAPHUM IOJMHTETPATHUM
¢ynkuujama. Kana je matpuna cucrema popMupana, CUCTEM JIMHEApHUX jeqHaunHa pemeH je LU
JIEKOMITO3UIIM]OM U 3aMEHOM YHa3ajl.

VY je3rpy uHTerpajga Koje je MoTpeOHO Hu3paduyHaTH HpU (QOpMHUpamy MaTpUlle cHUcTeMa
JMHEApHUX jeTHauMHa, M0jaBJbyjy ce XaHKenoBa (yHKIH]ja JApyre BPCTE€ M HYJITOT peAa, OJHOCHO
apyre Bpcre W mpBor pena. IlomeHyre XaHkenoBe (YHKIHjE Cy CHHTYJapHE Kaga Cy HHUXOBU
apryMeHTH jeHaku Hynu. HakoH paszBujama y TejiopoB pes y OKOJIMHHU HyJe, IOKa3yje ce Ja je
CHHTYJIapUTeT XaHKeJoBe (QYHKIMje Apyre BpcTe W HyaTor peraa obmumka logR, mok je
CHHTYJapuTeT XaHKeJoBe QyHKIHMje Ipyre BpcTe U npBor pena odauka 1/ R . [Ipeanoxero je mect
Pa3IMYMTHX CMEHA M 3a CBaKy je TEOPH)CKH J0Ka3aHO Jia MOHMIITaBa CHHTyIapuTeTe ooauka 10g R

u 1/R. Tume je o0e30eheno na ce Hymepuuka MHTErpanuja TPaHC(HOPMUCAHUX MOJUHTETPATHUX
¢dyHIIKH]ja clipoBeie ca BUCOKOM TayHoIihy. ¥ 0Boj nucepranuju kopuiiheHa je crannapasa ['ayc-
JlexxaHipoBa HyMepriKa WHTETpaIrja HaKOH CMEHa.

Pesynratu cy Bepu¢ukoBanu ynopehuBameM anmpokcuMalMja TyCTHHA CTpyja Ha Tpakama
TOOMjeHUM IIeJIOIOMEHCKOM aHAJIM30M ca TPEJIOKEHHM CMEHaMa W aHAJIM30M KOMEPIIHjaTHIM
codrepom. [Ipu Tome je mporieHa AeBHjainuje u3Mely pesynrara oko 1 %, mTO MOTHYE 0/ TOMAJIO
Pa3IMYUTUX BPEAHOCTH KOjUMa JBE MPEIOKEHE almpoKCHMalldje KOHBEprupajy ¢ o03MpoM Ha
paznuuute 6a3ucHe GpyHKIH]e.

HymepnukuMm excriepuMeHTHMa TIOKA3aHo je | J1a Cy MPeJIoKEeHe CMEHE MOTOIHE 33 aHAIIN3Y
Tpaka MPAaKTUYHO IPOU3BOJHHOI OOJMKa MOIMpPEeYHOr Ipeceka (paBHa, mHapaboisia, pa3IUyUTH
OTBOPEHH M 3aTBOpPeHHM 00jumm). 3axBabyjyh BHCOKOj TAa4yHOCTH HHTErpajia, TpaHHIIC
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eNeKTPUYHUX TUMEH3H]ja IeroomMeHcke ananmse 2-D cTpykrypa momepene cy Ha 4000 TamacHUX
nyxuHa. [Ipu Tome je pen OaszucHe pynkiuje 6uo 14000. Hakon nobujama mogaraka U3 BEIUKOT
Opoja HyMEpUUYKHX eKcliepuMeHara (opMupaHe cy aHaTUTHUKE (popMylie 3a mapamerpe cMeHEe U
noTpedan Opoj MHTETPAIIMOHUX TayaKa 3a MHTETPaIlfjy ca BUCOKOM TayHOIThy y (yHKIIUJU OJ1 CaMO
enexktpuuHe mupuHe 2-D crpykrype. Tume je npemioxkena ayroMaTcka nporeaypa 3a ananusy 2-D
CTPYKTYpa ca BUCOKOM TauHouIhy.

MortuBanyja 3a TPOMHUPEHE OBOI' HCTPaXKHMBamka JIOJIA3W W3 aHalM3e POTAIMOHO
CUMETPUYHHUX CTpyKTypa. KoHKpeTHO, OMII0 je MOTpeOHO HAampaBUTH IITO TAYHUJU HYMEPHUKU
MOJIEJI KOMOPE 32 MEpeHhe MapaMerapa AUEICKTPUKa, TIe KOMopa U y30pIH MaTepujalia moceryjy
poramony cumerpujy. OpnpehuBame IHENEKTpUYHMX IapaMerapa y3opaka peaiusyje ce
ynopehuBamem wu3MepeHor koedunujeHTa pediekcuje ca OHUM JOOUJEHHUM W3 HYMEPHYKOT
mojena. [Ipu Tome je Omno noTpedHo 00e30enuTH Ja TAYHOCT HyMEPHUKOT Mozena Oyae 6oJpa on
TayHOCTH Mepema. Crora je mpemioKeHa M CMEHa JBejy MPOMEHJBHBHX, KOje TPEACTaBIbajy
JIOKaJTHE KOOpJAMHATE POTAIMOHO CHMETPUYHHX CTPYKTypa, unMme je obezbeheHa BHUCOKa TayHOCT
HYMEpHUYKE €JICKTPOMAarHeTCKe aHalli3e POTAIMOHO CUMETPUYHUX CTypKTypa. Ha Taj HauuH cy
rpaHHIle Mepema IHENCKTPUYHHUX IapaMeTapa Marepujaja KOMOpPOM IIOMEpeHEe ca J0cCa/allmbe
yuectanoctd o 1 GHz, muktupane KBa3MCTaTHUYKUM HYMEPHUYKUM MOJIEIIOM KOMOPE, JI0 yOOKO y
OTICeT MUKPOTAJIACHUX YYECTAaHOCTH.

Y [OpeTxogHMM eKCIepUMEHTMMa je HaKOoH ojaroBapajyhux cmeHa, kopumihen [ayc-
JlexxaHIpoB METOJ 32 HyMEPUUKY MHTETPAIH]y, IOK Cy MapaMeTpu CMEHA ONITUMAITHO MOICIIaBaHN
TaKo Ja noTpedan Opoj MHTETpaIlMOHUX Tayaka 3a HajBehy TauHocT Oyae MuHuManan. Kao npeamer
JaJbeT UCTPAKUBAKHA OCTAje UCTTUTHBAE J1a JIM TPUMEHA JPYTUX HYMEPUYKHX METOJ[a HHTETPAIIH]e
HAKOH MPEUIOKEHUX CMeHa 00e30eljyje NCTy TaYHOCT ca Mame MHTErpallMoHuX Tadaka. JlonatHo,
ayromaTm3alyja MHTerpanydje je ypaljeHa Ha mpuMepy jeaHe OJ MIECT CMEHa, OJ KOJHX CBaka
MOHHUIIITaBa CUHTYJIAPUTETE O/ MHTepeca 3a 2-D Hymepuuky ananu3y. Hamehe ce nurame nga mu ou
ayToMaTH3alfja MHTETpalrje ca HEKOM OJf APYTrMX CMEHa pe3yJTOBala 3HAYajHO APYTadydjuM
aHAIMTUYKUM  QopMyllamMa 3a TMPOIEHYy TMapaMeTapa CMeHe, OJHOCHO moTpebHor Opoja
WHTETPAIMOHUX TayaKa.

[Ipennoxxenu moctynak ojapehuBama JUENEKTPUYHUX MapaMeTapa MarepHjaia mojapazymena
Mepeme HEMarHeTCKUX Y30paka. 3a MOTIyHHUje OMUCHUBAKE Yy30paka MaTepujaia, MOTPeOHO je
OCMHUCIUTH U HANpPaBUTU MOCTYMaK Mepema M MAarHETCKUX OcoOWHA MaTepujana, y MPBOM peay
pernaTHBHE TEepMEaOMIIHOCTH JIMHEApHHUX Yy3opaka. llpemnmo3m y nuTepaTypu TOCTOje, a 3a Ta
Mepema ce MOXKe HCKOPUCTH UCTH WU BPJIO CIIMYaH HYMEPHUYKH MOJIEN Ka0 MOJIEN Pa3BHj€H Y OBOj
JUCEPTAIIH]jH.
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1. AyropcTBo. /[03BoJbaBaTe YMHOXKaBamke, TUCTPUOYIIM]Y 1 JABHO CAOTIIITABALE JIeia, U TIpepase,
aKo ce HaBeJle M€ ayTopa Ha HAYMH o/ipel)eH o]l CTpaHe ayTopa WIH JaBaolia JIUIICHIIS, YaK U Y
KoMmepuujaHe cBpxe. OBO je HajcI000IHU]ja O CBUX JIUIICHIIH.

2. AyrtopcTBO — HekoMepuujadaHo. J[lo3BospaBaTe yMHOXKaBame, AUCTPUOYIU]y U jaBHO

caolllITaBame Jea, U Mpepaje, ako ce HaBelle MMe ayTopa Ha HauMH ofpelheH o cTpaHe ayTopa
WM aBaolia auneHie. OBa JIMIIeHIIa He 103B0JbaBa KOMEPIIUjaliHy yHoTpeOy nena.

3. AyTOpCTBO — HeKOMepIHjajiHo — 0e3 mpepajaa. /[03BoJbaBaTe YMHOXKaBamke, TUCTPUOYIH]Y U
JaBHO caomIlTaBame Jiena, 6e3 mpoMeHa, IpeodIMKoBama WK YIoTpede Jefia y CBOM JIeNy, ako ce
HaBe/le Me ayTopa Ha HauuH oapeheH on cTpaHe ayTopa wiu naBaoua jureHne. OBa JUIeHIA He
JI03BOJbaBa KOMEPLUjAIHy yIOTpeOy /ena. Y 0JHOCY Ha CBE OCTaJle JUIICHIIE, OBOM JIULIEHIIOM Ce
orpanuyasa Hajsehu oOuM npasa Kopuiihema aena.

4. AyTOpCTBO — HEKOMEPUMjaJHO — AeJIUTH IO/ HCTHM YCJI0BUMA. J[03BOJbaBaTE YMHOXKABAKE,
TUCTpUOYLIMjy U jaBHO CaoIIITaBame JeNa, W IMpepae, ako ce HaBele MMe ayTopa Ha HAaYyuH
onpeheH ox cTpaHe ayTopa WM JaBaolia JIMILIEHIE U aKo ce Mpepaja JUCTpUOyHpa Moja UCTOM WU
ciruyHoM JuieHoM. OBa JTUIEeHIa HE T03BOJbaBa KOMEPIIHjaIHy YIIOTpeOy Aela U nmpepaja.

5. AyropcTBo — 0e3 mpepaje. Jl03BoJbaBaTe yMHOXKaBamke, AUCTPUOYIIM]Y U jJABHO CAOIIITABAHE
nena, 6e3 MpoMeHa, IpeoOIMKOBamka WIH yIoTpede /iesia y CBOM JIelly, ako C€ HaBeJe MMe ayTopa
Ha HauuH onapeheH ox crTpaHe ayTtopa wiIM JAaBaoua JjuieHne. OBa JMIIEHLA J103BOJbaBa
KOMEpIHjaiHy yrnoTpely nena.

6. AyTOpCTBO — AeJUTH MO MCTHM YcjaoBHMA. Jl03BOJbaBaTe yMHOXKABame, JAUCTPUOYLHU]Y U
JaBHO caomIlTaBame Jeja, U Mpepaje, ako ce HaBele MMe ayTopa Ha HauuH ofpeheH o cTpaHe
ayTopa WM J1aBaolla JMIEHIE U aKo ce Mpepaga IUCTpUOyupa Mo UCTOM WU CIIMYHOM JIUICHIIOM.
OBa nuIleHIIa /03BOJbAaBA KOMeEpLHMjalHy ynorpeOy naena u mpepaga. CiuyHa je copTBEpPCKUM
JUIEHIIAMa, OJIHOCHO JIMIIEHIIaMa OTBOPEHOT KOJIa.
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