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Naslov: Algoritmi za povrġinsku segmentaciju optimizovani za efikasnu elektromagnetsku analizu  

 

 

Saģetak 

Jedna od najļeġĺe koriġĺenih metoda za 3D elektromagnetsku (EM) analizu metalnih i dielektriļnih 

struktura u frekvencijskom domenu jeste metoda momenata primenjena na reġavanje povrġinskih 

integralnih jednaļina. Pokazuje se da koriġĺenje bilinearnih ļetvorougaonih umesto ġiroko koriġĺenih 

trougaonih elemenata zajedno sa upotrebom funkcija bazisa viġeg reda omoguĺava znaļajno 

poveĺanje efikasnosti ove metode. S obzirom da EM modelovanje najļeġĺe poļinje od odgovarajuĺeg 

CAD modela, nameĺe se potreba za razvojem metode za automatsku ļetvorougaonu segmentaciju 

CAD geometrije koja je pogodna za efikasnu EM analizu. 

U ovom radu ĺe biti detaljno opisana nova metoda za segmentaciju CAD geometrije proizvoljnih 

topoloġkih i geometrijskih osobina, koja je optimizovana za efikasnu EM analizu. Nova metoda se 

sastoji od sledeĺih, meĽusobno gotovo nezavisnih, celina: 

¶ Podela CAD povrġina na kvazi-planarne delove primenom nove heuristiļke metode. 

¶ Kreiranje optimalne poligonske aproksimacije ivica kvazi-planarnih povrġina. 

¶ Preslikavanje kvazi-planarnih povrġina na poligone u osnovnom domenu uz dodatne korekcije 

kako podele povrġina tako i poligonske aproksimacije ivica, u cilju dobijanja kvalitetne i 

usaglaġene mreģe. 

¶ Finalna ļetvorougaona segmentacija ravnih poligona i njeno preslikavanje na odgovarajuĺe 

CAD povrġine. 

Pokazuje se da se metoda odlikuje velikom robusnoġĺu i brzinom, a da kreirana mreģa pokazuje sve 

poģeljne osobine: usaglaġenost, adaptivnost i anizotropiju elemenata. 

Taļnost geometrijskog, i poslediļno EM modelovanja, je potvrĽena poreĽenjem rezultata simulacije 

sa analitiļkim i merenim rezultatima. U radu je takoĽe pokazana superiornost nove metode nad ġiroko 

koriġĺenom metodom baziranom na kreiranju kvalitetne mreģe trouglova i njenoj konverziji u mreģu 

ļetvorouglova. 

 

Kljuļne reļi: elektromagnetsko modelovanje, metoda momenata, funkcije bazisa viġeg reda, CAD 

model, mreģa ļetvorouglova, automatska segmentacija 
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Title:  Surface meshing algorithms optimized for efficient electromagnetic analysis  

 

 

Abstract 

Full-wave electromagnetic (EM) analysis of metallic and dielectric structures in the frequency 

domain is often performed using the method of moments (MoM) applied to surface integral equations 

(SIE). It is shown that using bilinear quads instead of widely used triangular mesh elements, together 

with higher order basis functions, significantly increases the efficiency of the method. Having in mind 

that EM modelling usually starts with an appropriate CAD model, there is a need for developing a 

fully automatic method for quadrilateral meshing of CAD geometry, which is optimized for efficient 

EM analysis. 

A new method for quadrilateral meshing of a CAD geometry of arbitrary topological and geometrical 

properies, optimized for efficient EM analysis, is described in this dissertation. The new method 

consists of the following, mutually almost independent, parts: 

¶ Subdivision of all CAD faces into quasi-planar sub-faces using a new heuristic method. 

¶ Calculation of optimal polygonal approximation of all edges. 

¶ Mapping of the quasi-planar faces to polygons in the base domain, with additional corrections 

in subdivisions of the faces and polygonal approximation of the edges, to increase mesh 

quality while maintaining conforming mesh. 

¶ Final quadrilateral meshing in the base domain and mapping the mesh to the CAD geometry.  

It is shown that the new method is very robust and fast, and that it creates conforming, adaptive, and 

anisotropic meshes. 

The accuracy of geometrical and, consequently, EM modeling is proven by comparing simulation 

results with analytically calculated and measurement results. The superiority of the method when 

compared with a widely used method based on the creation of a high-quality triangular mesh and its 

conversion to a quadrilateral mesh is also presented in the dissertation. 

 

Key words: electromagnetic modeling, method od moments, higher order basis functions, 

quadrilateral mesh 
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1. Uvod 

U ġirokom spektru aplikacija iz oblasti primenjene elektromagnetike postoji rastuĺa potreba za 

preciznim 3D elektromagnetskim (EM) analizama, koje se vrġe primenom neke od numeriļkih 

metoda. Jedna od najļeġĺe koriġĺenih metoda za 3D elektromagnetsku analizu proizvoljnih metalnih 

i dielektriļnih struktura u frekvencijskom domenu jeste metoda momenata (Method of Moments -

MoM) primenjena na reġavanje povrġinskih integralnih jednaļina (Surface Integral Equations - SIE) 

[1], [2].  

Kako bi problem mogao biti reġen primenom ove metode, sam model mora biti predstavljen mreģom 

osnovnih gradivnih elemenata, koji su u praksi najļeġĺe trouglovi ili ļetvorouglovi. Sa druge strane, 

u najveĺem broju sluļajeva, te u svim najġire koriġĺenim komercijalnim alatima, model ļija se 

elektromagnetska analiza vrġi zadat je kao CAD (Computer-Aided Design) model, ļije su povrġine 

definisane analitiļkim ili NURBS funkcijama. Kako bi se ovakav model prilagodio reġavanju 

primenom pomenute numeriļke tehnike, mora se izvrġiti njegova segmentacija1 na osnovne elemente. 

Metode za trougaonu segmentaciju su daleko jednostavnije i bolje razvijene od metoda za 

ļetvorougaonu segmentaciju [3]. Pokazuje se meĽutim da se primenom mreģe ļetvorouglova broj 

nepoznatih koeficijenata smanjuje pribliģno dva puta, ġto donosi znaļajno smanjenje raļunarskih i 

vremenskih resursa potrebnih za analizu [4]. Dodatno, upotreba funkcija bazisa viġeg reda 

omoguĺava dodatno smanjenje broja nepoznatih koeficijenata, te poslediļno podizanje efikasnosti 

analize [4]. 

Na strani geometrijskog modelovanja ravni ļetvorouglovi nisu podesni za modelovanje zakrivljenih 

povrġina [5], [6]. U cilju prevazilaģenja ovog problema, u praksi se umesto ravnih koriste bilinearni 

ļetvorouglovi. Osim navedene prednosti vezane za smanjenje broja nepoznatih koeficijenata u 

odnosu na trougaone elemente, bilinearni ļetvorouglovi pokazuju i znaļajne prednosti na strani 

modelovanja geometrije. Ukoliko se bilinearni ļetvorouglovi postave paralelno glavnim pravcima 

zakrivljenosti povrġina, oni prirodno modeluju povrġinu sa manjom greġkom modelovanja u odnosu 

na trougaone elemente [7]. TakoĽe, anizotropiju elemenata, koja je veoma pogodna kod modelovanja 

povrġina koje imaju veliku razliku u radijusu glavnih zakrivljenosti, moguĺe je postiĺi bez smanjenja 

faktora kvaliteta pojedinih elemenata. Na drugoj strani u sluļaju trougaone mreģe, uvoĽenje 

anizotropije neminovno vodi smanjenju faktora kvaliteta elemenata mreģe. 

1.1. Predmet i znaļaj istraģivanja 

Predmet istraģivanja ovog rada jesu tehnike za ļetvorougaonu segmentaciju CAD geometrije. Zbog 

svega prethodno reļenog, poseban fokus je na tehnikama koje generiġu mreģu koja je pogodna za 

primenu u elektromagnetskoj analizi baziranoj na metodi momenata koja koristi funkcije bazisa viġeg 

reda. Kako bi mreģa bila pogodna za navedenu primenu ona mora zadovoljiti sledeĺe zahteve: 

¶ Usaglaġenost, odnosno potpuna povezanost mreģe. 

¶ Minimalan broj elemenata za zadatu taļnost geometrijskog modelovanja.  

¶ Visok faktor kvaliteta svih elemenata mreģe.      

                                                 

 

1 Pod pojmom segmentacije geometrije podrazumeva se kreiranje mreģe koja se sastoji od elemenata 

odreĽenog oblika (obiļno su to trouglovi ili ļetvorouglovi), a koja reprezentuje geometriju sa zadatom 

taļnoġĺu.  



2  

 

Sama oblast tehnika za segmentaciju je veoma ġiroka i veoma atraktivna u poslednjih nekoliko 

decenija [3], [8], [9]. U ovom istraģivanju je primarni fokus na metodi koja je optimalna za oblast 

elektromagnetske analize, ali su tehnike segmentacije veoma znaļajne i za druge oblasti, kao sto su 

geometrijsko modelovanje, kompjuterska grafika i animacija, kartografija, kao i numeriļka analiza u 

oblastima poput arhitekture ili dinamike fluida.   

Znaļaj istraģivanja se ogleda u razvoju nove metode za ļetvorougaonu segmentaciju koja ĺe 

omoguĺiti znaļajno poveĺanje efikasnosti elektromagnetskih analiza zasnovanih na metodi 

momenata, a koje se pre svega ogleda u: 

¶ Poveĺanju taļnosti analiza zahvaljujuĺi visokoj taļnosti modelovanja geometrije i visokom 
faktoru kvaliteta elemenata mreģe. 

¶ Smanjenju zahtevanih raļunarskih i vremenskih resursa kroz minimizaciju broja elemenata 

mreģe.    

1.2. Ciljevi disertacije  

Ciljevi disertacije jesu najpre izbor optimalne metode za segmentaciju, te zatim razvoj i 

implementacija algoritama za ļetvorougaonu segmentaciju koja zadovoljava sve gore navedene 

zahteve. Dodatno, kako bi bila praktiļno primenjiva, metoda treba da bude: 

ω Robusna, tako da kreira mreģu i za modele sa geometrijskim nekorektnostima. 

ω Efikasna, tako da trajanje segmentacije bude znaļajno kraĺe od trajanja elektromagnetske 

analize. 

1.3. Polazne hipoteze  

Kao ġto je veĺ napomenuto algoritmi za trougaonu segmentaciju su znaļajno jednostavniji i bolje 

razvijeni od onih za ļetvorougaonu segmentaciju, te veĺina tehnika za ļetvorougaonu segmentaciju 

poļiva na kreiranju trougaone mreģe1 kao meĽukoraka. Na drugoj strani, pokazuje se da metode koje 

poļivaju na direktnoj konverziji trougaone u ļetvorougaonu mreģu pokazuju sledeĺa ograniļenja: 

velika zavisnost kvaliteta finalne mreģe od kvaliteta ulazne trougaone mreģe, te veoma je teġko 

dobijanje anizotropne mreģe [10], [11].  

Tehnike koje pokazuju znaļajno veĺi potencijal jesu one koje se zasnivaju na kreiranju 

makro-elemenata [12], [13] i tehnike koje se zasnivaju na globalnoj parametrizaciji [14]-[16]. 

Osnovni problemi ovih grupa tehnika odnose se na kompleksnost postupka, te ļinjenicu da je vreme 

segmentacije kompleksnih modela nepraktiļno dugo, pa da ne moģe zadovoljiti veoma znaļajan 

zahtev da je trajanje segmentacije znaļajno kraĺe od trajanja elektromagnetske analize.  

Algoritmi za direktnu segmentaciju (bez trougaone segmentacije kao meĽukoraka) ravnih poligona, 

koji ispunjavaju uslove neophodne za efikasnu elektromagnetsku analizu dobro su poznati [17], [18]. 

Polazimo stoga od hipoteze da je kvalitetnu mreģu proizvoljne CAD geometrije moguĺe dobiti 

                                                 

 

1 Korektniji termin bi bio ñmreģa trouglovaò, jer se termin odnosi na mreģu proizvoljnih topoloġkih i 

geometrijskih osobina, ļiji su gradivni elementi trouglovi. MeĽutim, kako je termin ñtrougaona mreģaò ġiroko 

koriġĺen i prihvaĺen u ovom radu ĺe ova dva termina biti koriġĺena kao sinonimi. Isto se odnosi na termine 

ñmreģa ļetvorouglovaò i ñļetvorougaona mreģaò, odnosno u opġtem sluļaju ñmreģa poligonaò i ñpoligonska 

mreģaò. 
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algoritmom koji ovu segmentaciju svodi na segmentaciju ravnih poligona, te primeni neke od 

poznatih tehnika za segmentaciju ravnih poligona.  

Povrġine od kojih se CAD model sastoji potrebno je bijektivno preslikati na ravan poligon, a kako bi 

sam postupak preslikavanja bio vremenski efikasan preslikavanje bi trebalo da bude definisano 

jednostavnom funkcijom. Takvo jedno preslikavanje jeste ortogonalna projekcija taļaka 

kvazi-planarne povrġine na odgovarajuĺu ravan. Iz tog razloga je sve povrġine CAD modela potrebno 

najpre podeliti na kvazi-planarne povrġine.  

Ovu podelu je moguĺe izvrġiti na viġe naļina, meĽutim kako se pokazuje da je optimalna orijentacija 

elemenata mreģe ona koja odgovara glavnim pravcima zakrivljenosti povrġina [7], pretpostavka je da 

je i podelu povrġina na kvazi-planarne optimalno izvrġiti na sliļan naļin.  

Metode koje su u literaturi predloģene za identifikaciju glavnih pravaca zakrivljenosti CAD povrġine 

zasnivaju se na finoj trougaonoj segmentaciji, te raļunanju direkcionih polja po njoj [19], [20]. 

Pokazuje se da su ove metode vremenski veoma zahtevne kada je reļ o veoma sloģenim povrġinama. 

Pretpostavka je meĽutim da je na osnovu analize izvesnog broja izoparametarskih linija i normala na 

povrġ u izvesnom broju taļaka moguĺe doĺi do znaļajno jednostavnije heuristiļke metode koja 

omoguĺava veoma brzo kreiranje kvalitetne podele proizvoljne povrġine.   

1.4. Oļekivani nauļni doprinos 

Polazeĺi od prethodno navedenih hipoteza izvrġeno je kreiranje referentne baze elektromagnetskih 

modela na kojima je izvrġeno poreĽenje razliļitih algoritama ļetvorougaone segmentacije. Definisani 

su kriterijumi za poreĽenje kvaliteta ļetvorougaonih mreģa, koji obuhvataju poreĽenje: taļnosti 

elektomagnetske analize, efikasnosti analize u smislu zahtevanih raļunarskih i vremenskih resursa, 

te robusnosti i brzine samog postupka segmentacije.  

Razvijena je metoda povrġinske segmentacije koja se sastoji iz viġe nezavisnih celina, te kao takva 

omoguĺava dekompoziciju poļetnog sloģenog problema na viġe jednostavnih pod-problema. 

Algoritam za reġavanje svakog od pod-problema optimizovan je na osnovu definisanih kriterijuma.  

Imajuĺi u vidu uspeġnost koju je opisani postupak pokazao na referentnoj bazi elektromagnetskih 

modela, mogu se oļekivati sledeĺi doprinosi:   

ω Razvoj nove metode za ļetvorougaonu povrġinsku segmentaciju CAD geometrije, koja je 

optimizovana za efikasnu elektromagnetsku analizu primenom metode momenata i 

funkcija bazisa viġeg reda. 

ω Razvoj efikasne heuristiļke metode za ekstrakciju oblika CAD povrġine i njenu podelu po 

glavnim linijama zakrivljenosti. 

ω Modifikacija algoritma za segmentaciju ravnog poligona kako bi se omoguĺila njegova 

primena na segmentaciju zakrivljenih poligona. 

ω Nova metoda za dodavanje taļaka za parnost poligona povezanih u proizvoljnu, 

manifoldnu1 ili nemanifoldnu, geometriju.  

                                                 

 

1 Za 3D geometriju se kaģe da je manifoldna ukoliko se okolina svake taļke date geometrije moģe 

homeomorfno preslikati na topoloġki disk. Homeomorfnim preslikavanjem nazivamo preslikavanje koje je 

neprekidno i bijektivno, a ļije je inverzno preslikavanje takoĽe neprekidno. 

Jednostavnije reļeno, geometrija je manifoldna ukoliko se u svakoj ivici date gometrije sustiļu najviġe dve 

povrġine. Ukoliko ovo nije zadovoljeno u makar jednoj ivici, geometrija je nemanifoldna.  
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ω Ekstenzija razvijene metode za segmentaciju tako da se omoguĺi kreiranje kvalitetnih 

mreģa koje se sastoje od zakrivljenih krivolinijskih elemenata. 

1.5. Pregled disertacije po glavama  

U drugoj glavi je dat opis metode za elektromagnetsko modelovanje, za koju je optimizovana metoda 

za segmentaciju predloģena u ovom radu. Radi se o metodi momenata primenjenoj na povrġinske 

integralne jednaļine, a u kojoj se koriste specijalne tehnike za podizanje efikasnosti elektromagnetske 

analize: ļetvorougaoni povrġinski elementi i funkcije bazisa viġeg reda.   

U treĺoj glavi je najpre dat pregled formata koji se koriste za opisivanje trodimenzionalne geometrije. 

Uvedena je zatim osnovna terminologija vezana za mreģe ļetvorouglova, kao i klasifikacija mreģa po 

viġe kriterijuma. Opisane su osnovne klase metoda za ļetvorougaonu segmentaciju, sa neġto 

detaljnijim opisom metoda koje se najļeġĺe koriste u praksi ili su znaļajne za razumevanje metode 

predloģene u ovom radu. Kako se metoda opisana u ovom radu zasniva na generalizaciji segmentacije 

ravnih poligona, u ovoj glavi je dat i pregled metoda za ļetvorougaonu segmentaciju ravnih poligona. 

Poseban fokus stavljen je na metodu koja se zasniva na dekompoziciji kompleksnih poligona na 

poligone jednostavne topologije i njihovoj segmentaciji primenom predefinisanih obrazaca. 

Konaļno, na kraju treĺe glave dat je kratak osvrt na metode za obradu ļetvorougaone mreģe, od kojih 

su nama najznaļajnije one koje se odnose na rafinaciju podele u cilju podizanja kvaliteta pojedinih 

elemenata.    

Kratak opis metode za ļetvorougaonu segmentaciju predloģene u ovom radu dat je u ļetvrtoj glavi. 

Detaljan opis algoritma za poligonsku aproksimaciju krive, koji se koristi u viġe faza predloģene 

metode dat je u glavi 5. Glave 4 i 5 veoma su znaļajne za razumevanje pojedinih faza segmentacije, 

koje su detaljno opisane u narednim glavama, i to: 

¶ U glavi 6 je opisana podela svih povrġina od kojih se razmatrana CAD geometrija sastoji na 

kvazi-planarne povrġine, koje je moguĺe jednoznaļno projektovati na referentnu ravan. 

¶ Preslikavanje povrġina u osnovni domen, koji predstavlja poligon u ravni, te dodatna obrada 

poligona odnosno odgovarajuĺe povrġine opisani su u sedmoj glavi. 

¶ Umetanje pomoĺnih segmenata za parnost, koje je neophodno za kreiranje ļiste 

ļetvorougaone mreģe, opisano je u osmoj glavi.  

¶ U devetoj glavi je opisana segmentacija u osnovnom domenu i kreiranje finalne mreģe. U 

ovoj glavi je dat i osvrt na generalizaciju metode, tako da se umesto bilinearnih kreiraju 

zakrivljeni krivolinijski  ļetvorouglovi.  

Primeri primene nove metode za segmentaciju na realistiļnim elektromagnetskim modelima, te 

poreĽenje ove metode sa nekim drugim komercijalno dostupnim metodama, dati su u desetoj glavi 

ovog rada.  

Konaļno, u jedanaestoj glavi su dati zakljuļci, te navedeni uoļeni nedostaci nove metode i date 

smernice za dalje istraģivanje.    
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2. Elektromagnetsko modelovanje zasnovano na metodi 
momenata i povrġinskim integralnim jednaļinama 

U ovoj glavi je opisano elektromagnetsko modelovanje proizvoljne metalne ili kompozitne 

(metalno-dielektriļne) strukture primenom metode momenata primenjene na povrġinskim 

integralnim jednaļinama. U prva dva poglavlja su date integralne jednaļine koriġĺene za opisivanje 

metalnih odnosno dielektriļnih struktura, da bi u treĺem poglavlju bilo opisano njihovo reġavanje 

primenom metode momenata.  

Posebna paģnja posveĺena je tehnikama koje omoguĺavaju efikasnu elektromagnetsku analizu. U tom 

smislu, poglavlje 2.4 posveĺeno je geometrijskom modelovanju, sa fokusom na generalizovanim 

ļetvorougaonim elementima. U poglavlju 2.5 je opisana aproksimacija struja, gde je posebna paģnja 

posveĺena funkcijama bazisa viġeg reda.  

Konaļno, u poslednjem poglavlju je data analiza osobina koje elementi mreģe treba da zadovolje da 

bi mreģa bila podesna za efikasnu elektromagnetsku analizu primenom prethodno opisane metode.      

2.1. Integralna jednaļina elektriļnog polja      

Posmatrajmo savrġeno provodno telo u beskonaļnom domenu ispunjenom homogenim, linearnim i 

izotropnim materijalom ļije su permitivnost i permeabilnost date sa Ů i ɛ. Pretpostavimo da je telo 

pobuĽeno prosto-periodiļnim elektromagnetskim poljem kruģne uļestanosti ɤ, elektriļnog polja Ἇ  

i magnetskog polja ἒ , kao ġto je prikazano na slici 1. Pod uticajem ovog pobudnog polja na 

povrġini savrġeno provodnog tela indukuju se struje povrġinske gustine ἔ.  

  

a) b) 

Slika 1. Savrġeno provodno telo u homogenoj, linearnoj i izotropnoj sredini (a), i ekvivalentni model (b).  

Jednom kada se izraļunaju indukovane struje na povrġini tela sve ostale veliļine je moguĺe 

jednostavno izraļunati. Naime, kako je polje u unutraġnjosti savrġeno provodnog tela jednako nuli, 

polje unutar i van tela se neĺe promeniti ukoliko se savrġeno provodni materijal zameni materijalom 

okolne sredine, uz zadrģavanje povrġinskih struja ἔ po povrġi koja odgovara povrġi provodnog tela 

(slika 1b).  U tako postavljenom ekvivalentnom problemu struje ἔ se nalaze u beskonaļnoj 

homogenoj, linearnoj i izotropnoj sredini, te se polje ovih struja moģe izraziti u zatvorenoj formi u 

integralnom obliku. Ovo polje nazivamo rasejanim poljem, i oznaļiĺemo ga kao Ἇἔ  i ἒἔ . 

Na osnovu teoreme jedinstvenosti reġenja [4] rasejano polje je jednoznaļno odreĽeno pobudnim 

poljem i jednim od uslova na povrġini provodnika:  

¶ Poznata raspodela tangencijalne komponente elektriļnog polja, ili 

¶ Poznata raspodela tangencijalne komponente magnetnog polja. 
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Polazeĺi od prvog uslova dobija se integralna jednaļina elektriļnog polja (Electric Field Integral 

Equation ï EFIE) [21], a polazeĺi od drugog uslova dobija se integralna jednaļina magnetnog polja 

(Magnetic Field Integral Equation ï MFIE) [21]. Kombinovanjem ovih uslova moģe se dobiti 

kombinovana integralna jednaļina polja (Combined Field Integral Equation ï CFIE) [22], [23]. U 

nastavku poglavlja ĺemo se fokusirati na integralnu jednaļinu elektriļnog polja (EFIE), jer se 

pokazuje da ona obezbeĽuje veĺu taļnost u odnosu na druge dve jednaļine [24], [25], a za razliku od 

njih se moģe primeniti i na otvorene PEC strukture. TakoĽe, EFIE jednaļina je implementirana u 

programskom paketu WIPL-D [26], koji ĺe biti koriġĺen za simulaciju svih modela prikazanih u ovom 

radu.         

Totalna vrednost tangencijalne komponente elektriļnog polja na granici savrġeno provodnog tela 

jednaka je nuli, a kako je totalno polje dato zbirom incidentnog i rasejanog polja, vaģi sledeĺe: 

Ἇἔ Ἇ π (1) 

gde indeks ñtanò oznaļava tangencijalnu komponentu, odnosno jednaļina po nepoznatim stujama 

postaje: 

Ἇἔ Ἇ   (2) 

Rasejano polje se moģe predstaviti u obliku: 

Ἇἔ ὤ︡ἔ. (3) 

Linearni operator ︡  definisan je sa: 

ἔ︡ ἔἺᴂὫὙ
ρ

ɾ
ᶯϽἔἺᴂɳ ὫὙ ὨὛᴂ

 

Ȣ  (4) 

Gde je Z karakteristiļna impedansa sredine data sa ὤ
ʈ
ʀ, dok je ɔ koeficijent prostiranja 

elektromagnetskog polja, dat sa ɾ ὮʖЍʀʈ. Vektor r  je vektor poloģaja taļke u kojoj se raļuna polje, 

a Ἲᴂ je vektor poloģaja izvora polja. Simbolom R je oznaļeno rastojanje izmeĽu izvora polja i taļke u 

kojoj se raļuna polje, tj. Ὑ ȿἠȿȟἠ Ἲ Ἲᴂ. Grinova funkcija ὫὙ data je sa: 

ὫὙ
Ὡ

τʌὙ
Ȣ (5) 

Nabla operator (ɳ) predstavlja vektorski diferencijalni operator, dok je sa ᴂɳ oznaļen ovaj operator 

koji deluje na koordinate izvora (Ἲᴂ). 

Na osnovu jednaļina (1) i (3) integralna jednaļina elektriļnog polja moģe se zapisati kao: 

ὤ︡ ἔ Ἇ  Ȣ (6) 

2.2. Integralna jednaļina PMCHWT  

Posmatrajmo telo naļinjeno od homogenog, linearnog i izotropnog materijala ļije su permitivnost i 

permeabilnost date sa ʀ i ʈ, koje je postavljeno u beskonaļni domen ispunjen homogenim, 
linearnim i izotropnim materijalom parametara ʀ i ʈ. Pretpostavimo da je telo pobuĽeno 

prosto-periodiļnim elektromagnetskim poljem kruģne uļestanosti ɤ, elektriļnog polja Ἇ  i 

magnetskog polja ἒ , kao ġto je prikazano na slici 2. Oznaļimo sa S graniļnu povrġinu posmatranog 

tela. Oznaļimo takoĽe telo ispunjeno materijalom parametara ʀ i ʈ sredinom 2, a okolni prostor 

sredinom 1.  
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Slika 2. Dielektriļno telo u homogenoj, linearnoj i izotropnoj sredini.  

Na osnovu teoreme povrġinske ekvivalencije, polje je u svakoj taļki posmatranog domena potpuno 

odreĽeno izvorima koji se nalaze unutar datog domena i ekvivalentnim elektriļnim i magnetskim 

strujama, ἔ i Ἑ , na granicama domena [27]. U posmatranom primeru, originalni problem se 

dekomponuje na dva ekvivalentna problema (slika 3): 

¶ U prvom problemu je uticaj sredine 2 ekvivalentiran povrġinskim strujama ἔ i Ἑ  na 

povrġini S. Polje u sredini 1 ima taļne vrednosti (odreĽene ekvivalentnim strujama i 

incidentnim poljem), dok je polje u sredini 2 jednako nuli.  

¶ U drugom problemu je uticaj sredine 1 i izvora unutar nje ekvivalentiran povrġinskim 

stujama ἔ i Ἑ  na povrġini S. Polje unutar sredine 2 ima taļne vrednosti (odreĽene 

ekvivalentnim strujama), dok je polje unutar sredine 1 jednako nuli.  

  

a) Ekvivalentni problem za sredinu 1. b) Ekvivalentni problem za sredinu 2. 

Slika 3. Povrġinska teorema ekvivalencije za pobudu u sredini 1.  

Kako je polje unutar delova prostora koji se ekvivalentiraju plaġtom povrġinskih struja jednako nuli, 

ovaj deo prostora se moģe ispuniti proizvoljnim materijalom, bez uticaja na polje u ma kojoj taļki 

prostora. Zahvaljujuĺi tome moguĺe je izvrġiti homogenizaciju celog prostora u oba gore opisana 

problema, te se oni svode na probleme u jednom domenu. U opġtem sluļaju elektriļno  i magnetsko 

polje usled elektriļnih i magnetskih struja u homogenom, izotropnom i linearnom domenu se moģe 

napisati u obliku: 
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ἏἔȟἙ ὤ︡ἔ ︠Ἑ
 

ἒἔȟἙ ︠ἔ ὣ︡Ἑ
. (7) 

Gde je Y karakteristiļna admitansa odgovarajuĺe sredine, data sa ὣ ρ
ὤ. Operator ︡  definisan je 

jednaļinom (4), dok je operator ︠  dat sa: 

︠ἔ ἔἺᴂ ÇɳὙὨὛᴂ

 

Ȣ (8) 

Jednaļine na osnovu kojih se dobijaju ekvivalentne elektriļne i magnetske struje dobijaju se na 

osnovu graniļnih uslova za tangencijalne komponente elektriļnog i magnetnog polja na granicama 

sredina 1 i 2: 

Ἇ ἔȟἙ Ἇ Ἇ ἔȟἙ
 

ἒ ἔȟἙ ἒ ἒ ἔȟἙ
. (9) 

Ovako postavljeni graniļni uslovi predstavljaju PMCHWT formulaciju, koja je u praksi najļeġĺe 

koriġĺena formulacija. Ovu formulaciju uveli su Poggio i Miller  [28], dok su je Chang i Harrington 

primenili na cilindriļna tela [29], a Wu i Tsai na tela sa rotacionom simetrijom [30]. Naziv formulacije 

su dali Mautz i Harrington [31] na osnovu poļetnih slova u prezimenima njenih autora. Uvrġtavanjem 

izraza datih jednaļinom (7) u jednaļinu (9) dobijamo sledeĺi zapis PMCHWT formulacije: 

ὤ︡ἔ ὤ︡ἔ ︠ Ἑ ︠ Ἑ Ἇ
 

︠ ἔ ︠ ἔ ὣ︡Ἑ ὣ︡Ἑ ἒ
 (10) 

gde su ὤ i ὤ impedanse, ὣ i ὣ admitanse, ︡  i ︡  su ︡  operatori, a ︠  i ︠  su fi operatori u 

sredinama 1 i 2, respektivno.  

U opġtem sluļaju problem koji se sastoji od N razliļitih sredina, dekomponuje se na N problema gde 

je u svakom od njih ceo prostor ispunjen homogenim materijalom. Jednaļina (10) se u tom sluļaju 

usloģnjava, jer se u obzir moraju uzeti sve graniļne povrġine, ali sam oblik jednaļine ostaje identiļan 

onom za najjednostavniji sluļaj dveju sredina.  

2.3. Metoda momenata  

Integralne jednaļine elektromagnetskog polja opisane u prethodnim poglavljima predstavljaju 

poseban sluļaj linearnih operatorskih jednaļina. U opġtem sluļaju linearna operatorska jednaļina se 

moģe napisati u obliku: 

ὒἮ Ἧ (11) 

gde je g poznata funkcija (pobuda), f je nepoznata funkcija (odziv), a L predstavlja linearni operator 

koji deluje po funkciji f.  

Metoda momenata je opġta numeriļka metoda za reġavanje linearnih operatorskih jednaļina, 

integralnog ili diferencijalnog tipa. MeĽutim, kada govorimo o elektromagnetskoj analizi pojam 

metode momenata uglavnom vezuje za integralne jednaļine. Sama primena metode momenata na 

reġavanje problema elektromagnetskog polja prvi put je sistematski istraģena od strane 

Harrington-a [1].  

Numeriļko reġavanje linearne operatorske jednaļine zasniva se na aproksimaciji nepoznate funkcije 

f konaļnom sumom: 
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Ἦ Ἦ ὥἮ (12) 

gde su Ἦ poznate meĽusobno nezavisne funkcije, koje se nazivaju funkcijama bazisa, ὥ su nepoznati 

koeficijenti, dok je N red aproksimacije. Na ovaj naļin se problem odreĽivanja beskonaļnog broja 

nepoznatih vrednosti funkcije f svodi na problem odreĽivanja N nepoznatih koeficijenata, koji 

definiġu aproksimativnu funkciju Ἦ.  

Taļnost i efikasnost analize zavise od broja i tipa funkcija bazisa. Izbor funkcija bazisa podrazumeva 

dva koraka. Prvi predstavlja geometrijsko modelovanje, gde analiziranu strukturu treba predstaviti 

kombinacijom osnovnih gradivnih elemenata (linijskih, povrġinskih ili zapreminskih). Drugi korak 

predstavlja aproksimaciju nepoznate funkcije u uģem smislu, i podrazumeva definisanje analitiļkih 

izraza funkcija bazisa sa svaki od gradivnih elemenata strukture.  

Funkcije bazisa mogu da pripadaju jednom ili veĺem broju elemenata, i mogu biti definisane samo 

najniģim redom aproksimacije ili razvojem koji ukljuļuje i viġe redove. Iako su teģe za 

implementaciju, funkcije bazisa viġeg reda pokazuju znaļajno veĺi potencijal u pogledu taļnosti i 

brzine elektromagnetske analize [4].  

Zamenom aproksimativne funkcije, Ἦ, u jednaļinu (11) dobija se aproksimativna linearna 

operatorska jednaļina data sa: 

ὒἮ ὒ ὥἮ Ἧ (13) 

a kako je operator L linearan, onda je: 

ὥὒἮ Ἧ (14) 

Da bi se iz ove aproksimativne linearne operatorske jednaļine odredilo N nepoznatih koeficijenata 

potrebno je ovu jednaļinu transformisati u sistem od N nezavisnih linearnih jednaļina. To se vrġi 

formiranjem unutraġnjih proizvoda1 teģinskih funkcija Ἷ , Ὦ ρȟςȣὔ, i aproksimativne jednaļine 

(11), kao: 

ὥộἿȟὒἮỚ ộἿȟἯỚȟ   Ὦ ρȟςȟȣὔ (15) 

U matriļnom obliku ova jednaļina se moģe zapisati kao: 

ἨἩ Ἶ (16) 

gde su elementi matrice Z dati sa ᾀ ộἿȟὒἮỚ, dok su elementi nizova v dati sa ὺ ộἿȟἯỚ. 

                                                 

 

1 Unutraġnji proizvod funkcija p i q, koji se oznaļava kao ộὴȟήỚ, je skalarna veliļina definisana sa: 

ộὴȟήỚ ὴᶻṥή

 

Ὠɱ ȟ 

gde * oznaļava operaciju konjugovanja, dok je ɋ presek oblasti definisanosti funkcija p i q. Operator ṥ 

predstavlja operator mnoģenja ukoliko su funkcije p i q skalarne funkcije, odnosno skalarni proizvod u sluļaju 

vektorskih funkcija.  
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Ovaj naļin transformisanja linearne operatorske jednaļine u sistem linearnih jednaļina naziva se 

testiranjem, a funkcije Ἷ  se nazivaju test funkcijama. Najġire koriġĺena test procedura u praksi je 

Galerkinova test procedura, kod koje se kao test funkcije koriste funkcije bazisa, tj. Ἷ Ἦ. U 

poreĽenju sa drugim test procedurama ona po pravilu zahteva manji broj nepoznatih koeficijenata za 

istu taļnost analize i pokazuje veĺu robusnost [32], [33].    

2.4. Geometrijsko modelovanje  

Osnovni zadatak geometrijskog modelovanja jeste predstavljanje originalne, u opġtem sluļaju 

kompozitne metalno-dielektriļne, strukture odgovarajuĺom kombinacijom osnovnih gradivnih 

elemenata (linearnih, povrġinskih i zapreminskih) na kojima je jednostavno definisati bazisne 

funkcije. Jasno je da ovakvo modelovanje zahteva definisanje bar dva koordinatna sistema. Prvi je 

globalni koordinatni sistem u kome je definisana originalna struktura, i u kome ĺe biti definisane 

taļke za raļunanje bliskog ili pravci za raļunanje dalekog polja. Drugi koordinatni sistem je vezan za 

gradivne elemente i koristi se za definisanje funkcija bazisa. Zapravo, kada govorimo o ovom drugom 

koordinatnom sistemu najļeġĺe se ne radi o jednom veĺ o veĺem broju koordinatnih sistema, gde po 

jedan odgovara svakom gradivnom elementu ili grupi susednih elemenata.    

Geometrijsko modelovanje moģe biti egzaktno ili aproksimativno. U sluļaju egzaktnog modelovanja 

gradivni elementi su tako definisani da egzaktno modeluju geometriju analizirane strukture. U praksi 

se egzaktno modelovanje veoma retko koristi, jer bi u opġtem sluļaju zahtevalo definisanje velikog 

broja razliļitih gradivnih elemenata koji bi bili podesni za razliļite strukture ili za geometrijski 

razliļite delove jedne iste strukture. Aproksimativno modelovanje podrazumeva modelovanje date 

geometrije sa zadatom taļnoġĺu, koriġĺenjem ograniļenog skupa gradivnih elemenata. Jasno je da je 

aproksimativno modelovanje znaļajno jednostavnije, te je stoga praktiļno iskljuļivo koriġĺeni naļin 

geometrijskog modelovanja u praksi.  

Kada je reļ o gradivnim elementima, svi linijski, povrġinski i zapreminski gradivni elementi koriġĺeni 

u numeriļkim metodama za elektromagnetsku analizu mogu se tretirati kao generalizovane ģice, 

ļetvorouglovi (ili trouglovi) i heksaedri (ili tetraedri). Kako je u ovom radu fokus na povrġinskim 

integralnim jednaļinama u narednom delu ovog poglavlja biĺe razmatrani elementi koji se baziraju 

na generalizovanim ģicama i ļetvorouglovima.  

2.4.1. Generalizovane ģice 

Generalizovana ģica je metalno telo oblika krivolinijskog cilindra kruģnog popreļnog preseka. Osa 

generalizovane ģice je definisana neprekidnom glatkom krivom, a promena radijusa ģice duģ ose 

definisana je neprekidnom glatkom funkcijom. Geometrija generalizovane ģice je potpuno odreĽena 

parametarskim jednaļinama za njenu osu i radijus: 

Ἲ Ἲίȟ     Á Áίȟ       ρ ί ρ (17) 

gde je s parametarska koordinata duģ ose ģice, pri ļemu vrednosti ί ρ i ί ρ odgovaraju poļetku 
i kraju ģice, respektivno, kao ġto je prikazano na slici 4. 
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Slika 4. Generalizovana ģica. [4]  

Generalizovane ģice se najļeġĺe koriste za opisivanje tankih ģiļanih antena i drugih struktura na koje 

se moģe primeniti aproksimacija tankih ģica [34]. MeĽutim, koriste se i za neke druge strukture poput 

aksijalno simetriļnih debelih antena [35], [36] ili modelovanje aksijalno simetriļnih krajeva ģica i 

uticaja nagle promene u radijusu ģice [37].     

2.4.2. Generalizovani ļetvorouglovi 

Za modelovanje metalnih i dielektriļnih povrġina se veoma ļesto koriste ravni trougaoni ili 

ļetvorougaoni elementi [2], [4]. Pokazuje se da se primenom ļetvorougaonih elemenata broj 

nepoznatih koeficijenata smanjuje pribliģno dva puta, ġto donosi znaļajno smanjenje raļunarskih i 

vremenskih resursa potrebnih za analizu [22]. Iz tog razloga ĺe fokus u ovom poglavlju biti na 

ļetvorougaonim elementima. MeĽutim, na strani geometrijskog modelovanja ravni ļetvorouglovi 

nisu podesni za modelovanje zakrivljenih povrġina [26], [27]. Iz tog razloga uvodimo pojam 

generalizovanog ļetvorougla koji nije nuģno planaran.     

Generalizovani ļetvorougao u ġirem smislu je zakrivljeni krivolinijski ļetvorougao. Parametarska 

jednaļina za ovaj ļetvorougao je:  

Ἲ Ἲὴȟίȟ       ρ ὴȟί ρ (18) 

gde su p i s lokalne parametarske koordinate. Funkcija Ἲὴȟί predstavlja preslikavanje kvadrata ļija 

je duģina stranice ὥ ς iz lokalnog ps-koordinatnog sistema na povrġ zakrivljenog ļetvorougla u 3D 

koordinatnom sistemu (slika 5). Kako parametri p i s uzimaju vrednosti izmeĽu -1 i 1, jasno je da su 

stranice ļetvorougla odreĽene parametrima ὴȟί ρ.  
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Slika 5. Generalizovani ļetvorougao definisan u lokalnom ps-koordinatnom sistemu. [4]  

U sluļaju aproksimativnog modelovanja geometrije veoma je pogodna parametarska jednaļina 

generalizovanog ļetvorougla data u sledeĺem obliku: 

Ἲὴȟί Ἄ ὴί (19) 

gde su Ἄ  vektorski koeficijenti koji se mogu izraļunati na razliļite naļine. Najjednostavniji naļin 

jeste da se krene od mreģe p- i s-koordinatnih linija, ὴ ὴ, Ὥ ρȟςȣ ὲ ρ, i ί ί, Ὦ

ρȟςȣ ὲ ρ. Ovo je ilustrovano na slici 6 gde je uzeto ὲ τ i ὲ τ. Ukoliko su poznate 

koordinate u ļvorovima ps-mreģe, Ἲ, dobija se sitem linearnih jednaļina: 

►ὴȟί Ἲȟ    Ὥ ρȟςȣ ὲ ρȟὮ ρȟςȣ ὲ ρ   (20) 

Koordinate ļvorova Ἲ se odreĽuju na osnovu analitiļke jednaļine za aproksimiranu povrġ ukoliko 

je ona poznata ili na neki drugi naļin. U poglavlju 9.3 ĺe biti neġto viġe reļi o naļinu odreĽivanja 

ovih koordinata u metodi predloģenoj u ovom radu. Sistem jednaļina (20) se reġava po nepoznatim 

vektorskim koeficijentima Ἄ . Konaļno, polinom (19) se moģe zapisati u sledeĺoj formi: 

Ἲὴȟί ὒ ὴὒ ίἺ (21) 

gde su ὒ ὴ i ὒ ί Leģandrovi polinomi. Leģandrov polinom ὒ ὴ je definisan kao: 

ὒ ὴ
ὴ ὴ

ὴ ὴ
Ȣ (22) 

Jasno je odavde da proizvod ὒ ὴὒ ί ima jediniļnu vrednost u interpolacionom ļvoru Ἲ i nultu 

vrednost u svim ostalim interpolacionim ļvorovima.  
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Slika 6. Polinomska aproksimacija generalizovanog ļetvorougla. [4]  

Red splajnova u ovoj aproksimaciji odreĽuje oblik generalizovanog ļetvorougla. Ukoliko se koristi 

prvi red dobija se bilinearni ļetvorougao, drugi red daje bikvadratni, a treĺi red bikubni ļetvorougao. 

Da bi se zaista postigla veĺa taļnost elektromagnetskog modelovanja splajnovi viġeg reda moraju biti 

koriġĺeni zajedno sa funkcijama bazisa viġeg reda [4]. U praksi se najļeġĺe koriste bilinearni 

ļetvorouglovi, pa ĺemo im na ovom mestu posvetiti neġto viġe prostora.     

Bilinearni ļetvorougao 

Parametarska definicija bilinearnog ļetvorougla u ps-koordinatnom sistemu data je sledeĺom 

jednaļinom: 

Ἲὴȟί
ρ

τ
Ἲ ρ ρὴρ ρ ίȟ   ρ ὴȟί ρ (23) 

gde su ἺȟὭȟὮ ρȟς, vektori poloģaja ļvorova ļetvorougla. Primenom jednostavnih manipulacija 
jednaļina (23) se svodi na sledeĺi oblik: 

Ἲὴȟί ἺἫ ἺἸὴ ἺἻί ἺἸἻὴίȟ ρ ὴȟί ρ (24) 

gde je ἺἫ vektor poloģaja lokalnog koordinatnog poļetka, Ἲ i Ἲ su vektori poloģaja srediġnjih 

taļaka stranica ļetvorougla u odnosu na lokalni koordinatni sistem, a Ἲ  vektori pomeraja ļvorova 

ļetvorougla u odnosu na poloģaj koji bi imali u sluļaju paralelograma, kao ġto je prikazano na slici 

7. U posebnom sluļaju, za ravan ļetvorougao, Ἲ  se moģe predstaviti kao linearna kombinacija Ἲ i 

Ἲ u obliku: 

Ἲ ɻἺ ɼἺȟ ɻ
Ἲ Ἲ

Ἲ Ἲ
ȟɼ

Ἲ Ἲ

Ἲ Ἲ
 (25) 
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Slika 7. Bilinearni ļetvorougaoni element. [38] 

Vaģne geometrijske veliļine generalizovanog ļetvorougla 

Geometrijske veliļine od interesa, poput elemenata duģine, povrġine, jediniļnih vektora i sliļno se 

jednostavno mogu dobiti polazeĺi od parametarske jednaļine (18). Pogodno je najpre uvesti pojam 

kovarijantnih unitarnih vektora Ἡ i Ἡ definisanih kao: 

Ἡ
ὨἺὴȟί

Ὠὴ
ȟ Ἡ

ὨἺὴȟί

Ὠί
Ȣ (26) 

Duģine Ὠὰ i Ὠὰ duģ odgovarajuĺih koordinatnih linija, koje odgovaraju inkrementima dp i ds u 

parametarskom prostoru po p- i s-koordinatama raļunamo kao: 

Ὠὰ ὩὨὴȟ  Ὠὰ ὩὨίȟ  Ὡ Ἡ ȟ  Ὡ ȿἩȿ  (27) 

gde su Ὡ i Ὡ takozvani Lameovi koeficijenti. Jediniļni vektori lokalnog koordinatnog sistema se u 

ma kojoj taļki na povrġini ļetvorougaonog elementa raļunaju na sledeĺi naļin: 

ἱ
Ἡ

Ὡ
ȟ ἱ

Ἡ

Ὡ
Ȣ (28) 

Konaļno, povrġina elementa na povrġini ļetvorougla koja odgovara povrġini pravougaonika stranica 

dp i ds u ps-parametarskom prostoru raļuna se kao: 

ὨὛ ὨὰὨὰÓÉÎɻ Ἡ Ἡ  Ὠὴ Ὠί (29) 

gde je ɻ  lokalni ugao izmeĽu p- i s-koordinatnih linija.  

2.5. Aproksimacija struja  

Kao ġto je reļeno na poļetku ove glave, nepoznate veliļine u integralnim jednaļinama su 

ekvivalentne elektriļne i magnetske povrġinske struje. U sluļaju generalizovanih (metalnih) ģica 

postoji samo elektriļna struja i to samo njena aksijalna komponenta, koja je data sa: 

Ὅί ὥὪί (30) 

gde su Ὢί bazisne funkcije, ὥ su nepoznati koeficijenti, dok je n red aproksimacije.   
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Za razliku od ģica koje su uvek metalne, povrġinskim elementima se mogu modelovati metalne ili 

dielektriļne razdvojne povrġine, kojima odgovaraju elektriļne i ekvivalentne elektriļne i magnetske 

struje, respektivno. Elektriļne i magnetske struje aproksimiraju na potpuno identiļan naļin, pa ĺe 

ovde biti dati izrazi samo za elektriļne struje.  

U ovom radu smo fokusirani na modelovanje povrġina generalizovanim ļetvorougaonim elementima. 

Kako su ovi elementi definisani u lokalnom ps-koordinatnom sistemu, nameĺe se i aproksimacija 

struja u istom koordinatnom sistemu preko p- i s-komponenata. s-komponenta povrġinske struje data 

je sa: 

ἔὴȟί ὐ ὴȟίἱὴȟί ὐ ὴȟίἱὴȟί (31) 

gde su ἱ i ἱ jediniļni vektori duģ p- i s- koordinatnih linija, respektivno. Izraz za p-komponentu se 

dobija prostom zamenom p- i s-koordinata u prethodnom izrazu.  

Kada je reļ o izboru funkcija bazisa koje ĺe biti koriġĺene za aproksimaciju struja, pokazuje se da se 

koriġĺenjem funkcija bazisa viġeg reda znaļajno smanjuje broj nepoznatih za istu taļnost analize 

[4], [34]. Iz tog razloga smo u ovom radu fokusirani na ove funkcije bazisa i ļetvorougaone elemente 

koji su im prilagoĽeni. Celo-domenska aproksimacija s-komponente povrġinske struje usvaja se u 

obliku: 

ἔὴȟί ὥἐ ὴȟί (32) 

gde su ὲ i ὲ redovi aproksimacije duģ p- i s-koordinata, ὥ  su nepoznati koeficijenti, dok je 

ἐ ὴȟί vektorska bazisna funkcija data sa: 

ἐ ὴȟί
ὖὴὛί

ςἩ Ἡ
Ἡȟ ρ ὴȟί ρ (33) 

gde su ὖὴ i Ὓί skalarne funkcije bazisa duģ p- i s-koordinata, dok su Ἡ i Ἡ kovarijantni unitarni 

vektori.  

Funkcije ὖὴȟὭ ρȟςȟȣὲ, moraju biti meĽusobno nezavisne. Naravno, isto vaģi i za funkcije 

ὛίȟὮ ρȟςȟȣὲ. Kako su raspodele struja i naelektrisanja po generalizovanim ļetvorouglovima 
glatke funkcije, poģeljno je da i bazisne funkcije budu kontinualne i da im bar prvi izvod bude 

kontinualna funkcija. Sa taļke glediġta implementacije i efikasnosti analize, poģeljno je da bazisne 

funkcije budu jednostavne i da im se vrednosti brzo izraļunavaju. Takozvane modifikovane funkcije 

bazisa implementirane u programskom paketu WIPL-D zadovoljavaju sve navedene uslove. Ove 

funkcije bazisa date su sa: 

ὖὴ ὴȟὛί

ρ ίȟ Ὦ π
ρ ίȟ Ὦ ρ

ί ί ȟὮ ς
. (34) 

Ovako definisane funkcije bazisa predstavljaju hijerarhijske funkcije, jer se izrazi za posmatrani red 

ne menjaju u zavisnosti od maksimalnog koriġĺenog reda aproksimacije. Oļigledno je da funkcije 

bazisa za Ὦ ς imaju nulte vrednosti na oba kraja elementa. Ove funkcije bazisa su definisane samo 

na jednom elementu, i nazivaju se singletima. Funkcije bazisa za Ὦ π i Ὦ ρ imaju nultu vrednost 

na jednom i jediniļnu na drugom kraju elementa, te zajedno sa odgovarajuĺom funkcijom bazisa na 

susednom elementu formiraju novu funkciju bazisa koja se naziva dublet (ili roof-top funkcija 

bazisa). Ovako definisani dubleti automatski zadovoljavaju jednaļinu kontinuiteta na spoju susednih 

elemenata.   
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Na slici 8 su prikazane modifikovane funkcije bazisa do reda 4, duģ tri povezana linijska elementa 

(ģice). Jasno je sa ove slike da funkcije bazisa reda 0 i 1 formiraju dublete sa odgovarajuĺim bazisnom 

funkcijama sa susednih elemenata. Sa druge strane, funkcije bazisa reda veĺeg od 1 imaju vrednost 

nula na krajevima elemenata.   

 

Slika 8. Modifikovane funkcije bazisa do reda 4, na 3 susedna linijska elementa. 

2.6.  Ļetvorougaona segmentacija optimalna za efikasnu EM 
analizu  

Karakteristike koje mreģa treba da zadovolji kako bi omoguĺila efikasnu elektromagnetsku analizu 

usko su povezane sa metodom koja je koriġĺena za analizu. Zato ĺe pojam optimalne mreģe biti 

razmatran u kontekstu metode momenata primenjene nad povrġinskim integralnim jednaļinama i 

primene funkcija bazisa viġeg reda. Poznato je da je matrica sistema koju daje ova metoda puna 

matrica, u opġtem sluļaju bez nultih elemenata. Ukoliko sa N oznaļimo broj nepoznatih koeficijenata, 

vreme raļunanja matriļnih elemenata ima sloģenost ὕὔ , dok je sloģenost matriļne inverzije u 

sluļaju da je primenjena neka od direktnih metoda inverzije data sa ὕὔ . Zahtevani memorijski 

resursi proporcionalni su broju elemenata matrice, koji iznosi ὔ . 

Ukoliko se koristi najniģi red funkcija bazisa, koje ne zadovoljavaju automatski jednaļinu 

kontinuiteta sa susednim elementima, maksimalna dimenzija elementa ograniļena je na ʇ
ρπ [22]. 

To dalje znaļi da ĺemo imati 100 elemenata i 200 nepoznatih koeficijenata na kvadratnoj metalnoj 

ploļi dimenzija ʇ ʇ. Broj nepoznatih koeficijenata moģe biti znaļajno smanjen ukoliko se koriste 
funkcije bazisa koje automatski zadovoljavaju jednaļinu kontinuiteta, kao ġto su roof-top bazisne 

funkcije. Sa ovakvim bazisnim funkcijama maksimalna dimenzija elementa se poveĺava na ʇ
φ, a 

broj nepoznatih koeficijenata se smanjuje na oko 70 po metalnoj ploļi dimenzija ʇ ʇ. Kada je 

ļetvorougaona segmentacija u pitanju, odavde proizilazi zahtev da ona bude potpuno povezana, tj. da 

susedni elementi dele zajedniļku ivicu. 

Kada je reļ o izboru bazisnih funkcija za dublete, poģeljno je izabrati ih tako da oni automatski 

zadovoljavaju sledeĺe uslove: 



17  

 

¶ Globalna kontinualnost, odnosno da na posmatranoj ivici koja predstavlja granicu dva 

ļetvorougla ukupna struja koja izlazi iz prvog bude jednaka ukupnoj struji koja ulazi u drugi 

ļetvorougao. 

¶ Lokalna kontinualnost, odnosno da u svakoj taļki ivice koja predstavlja granicu dva 
ļetvorougla normalna komponenta struje koja izlazi iz prvog bude jednaka normalnoj 

komponenti struje koja ulazi u drugi ļetvorougao. 

¶ Konstantna vrednost normalne komponente struje na graniļnoj ivici izmeĽu dva ļetvorougla. 

¶ Konstantna raspodela struje po povrġi ļetvorougla. 

¶ Konstantna raspodela naelektrisanja po povrġi ļetvorougla. 

Pokazuje se da dubleti definisani modifikovanim funkcijama bazisa, opisanim u prethodnom 

poglavlju, zadovoljavaju sve navedene uslove izuzev poslednjeg [39]. Uslov vezan za modelovanje 

konstantne raspodele naelektrisanja po povrġi ļetvorougla nije zadovoljen, a raspodela naelektrisanja 

je data sa: 

” ὴȟί
Ὦ

τ‫

ρ

ρ ɼὴ ɻί

ρ

Ἲ Ἲ
Ȣ (35) 

Iz ove jednaļine moģemo zakljuļiti da je konstantna raspodela naelektrisanja zadovoljena jedino u 

sluļaju paralelograma (ɻ ɼ π). U svim drugim sluļajevima postoji neģeljena varijacija gustine 
naelektrisanja po elementu. Faktor kvaliteta oblika ļetvorougla se zato definiġe kao odnos minimalne 

i maksimalne vrednosti povrġinske gustine naelektrisanja [4], [39]: 

ὗ
ρ ȿɻȿ ȿɼȿ

ρ ȿɻȿ ȿɼȿ
Ȣ (36) 

Ova definicija dodeljuje maksimalan faktor kvaliteta (jednak jedinici) paralelogramima, pozitivne 

vrednosti konveksnim ļetvorouglovima, vrednost 0 ļetvorouglovima koji imaju trougaoni oblik, tj. 

imaju jedan ugao od 180°, i negativne vrednosti konkavnim ļetvorouglovima. 

Kao ġto je veĺ napomenuto, efikasnost analize se dodatno poveĺava kada se pored roof-top funkcija 

bazisa uvedu i funkcije bazisa viġeg reda. Ukoliko se radi sa modifikovanim funkcijama bazisa do 

reda 7, maksimalna dimenzija elementa iznosi oko ςʇ, a broj nepoznatih koeficijenata se smanjuje na 

25 do 30 po ʇ za metalne povrġine [34], [40]. Pokazuje se da se koriġĺenjem maksimalno 

ortogonalizovanih bazisnih funkcija zasnovanih na Leģandrovim polinomima omoguĺava visoka 

taļnost analize sa redovima aproksimacije do 128 i elementima dimenzija do 10ʇ, te dalje smanjenje 

broja nepoznatih koeficijenata [35], [36].  

Red aproksimacije se odreĽuje adaptivno, u zavisnosti od dimenzije elementa u datom pravcu, koja 

se raļuna kao ὰ ςȿἺȿ i ὰ ςἺ . Prema tome, jednaki redovi aproksimacije, a time i jednak broj 

nepoznatih biĺe koriġĺeni za pravougaonik i kosougli paralelogram koji imaju jednake vrednosti za 

Ἲ  i ȿἺȿ. Kako je povrġina kosouglog ļetvorougla manja, ukupan broj nepoznatih koeficijenata po 

ʇ biĺe veĺi u odnosu na sluļaj kada su za segmentaciju koriġĺeni pravougaonici. Zato se ovde uvodi 

joġ jedan faktor kvaliteta, koji se odnosi na broj nepoznatih koeficijenata, a koji je dat sa: 

ὗ
Ἲ Ἲ

Ἲȿ►ȿ
 (37) 

Najviġu vrednost za ovako definisani faktor kvaliteta, 1, imaju kvadrati i pravougaonici, dok svi ostali 

ļetvorouglovi imaju vrednosti izmeĽu 0 i 1.  
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S obzirom da se redovi aproksimacije raļunaju nezavisno po p- i s- koordinati, poģeljno je koriġĺenje 

anizotropnih (izduģenih) ļetvorouglova za modelovanje delova geometrije koji imaju veliku razliku 

izmeĽu glavnih radijusa krivine.  

Ukupan faktor kvaliteta ļetvorougla raļuna se na osnovu prethodno definisanih faktora, tj. faktora ὗ 

koji se odnosi na taļnost i faktora ὗ  koji se odnosi na broj nepoznatih, kao: 

ὗ
ὗȟ            ὗᴂ π

ὗᴂὗᴂᴂȟ   ὗ π
 . (38) 

Ukupan faktor kvaliteta je maksimalan, ima vrednost 1, za kvadratne i pravougaone elemente, za 

ostale konveksne oblike ima vrednosti izmeĽu 0 i 1, dok je za konkavne ļetvorouglove manji od nule 

i jednak faktoru ὗ.  Svi faktori kvaliteta o kojima budemo govorili nadalje u radu raļunati su u skladu 

sa ovom jednaļinom, osim ako drugaļije nije eksplicitno reļeno. 
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3. Terminologija i pregled metoda za ļetvorougaonu 
segmentaciju 

U ovoj glavi je uvedena osnovna terminologija i dat je pregled metoda koje se koriste za 

ļetvorougaonu segmentaciju trodimenzionalne (3D) geometrije.  

Najpre ĺemo se u poglavlju 3.1 osvrnuti na formate koji se koriste za opis ulazne geometrije. U 

poglavlju 3.2 ĺe biti uvedena osnovna terminologija vezana za ļetvorougaone mreģe.  

U poglavlju 3.3 je dat kratak pregled metoda za aproksimaciju proizvoljne 3D krive poligonskom 

krivom. Ove metode su veoma znaļajne u procesu segmentacije, naroļito ako je ulazna geometrija 

zadata kao CAD geometrija ili kao povezana poligonska mreģa.  

Detaljan pregled metoda za ļetvorougaonu segmentaciju 3D geometrije dat je u poglavlju 3.4. Dok 

su neke metode samo pomenute, dotle je o metodama koje se ġiroko koriste u praksi ili je njihovo 

razumevanje vaģno za puno razumevanje metode predloģene u ovom radu dato znatno viġe detalja. 

Nakon prikaza metoda koje se koriste za segmentaciju proizvoljne geometrije, u poglavlju 3.5 je dat 

i pregled metoda za segmentaciju ravnog poligona. Ovo nam je veoma znaļajno za potpuno 

razumevanje metode predloģene u ovom radu, jer ona svodi segmentaciju proizvoljne geometrije na 

segmentaciju ravnih poligona.  

Jednom kada je mreģa kreirana moguĺe je primenom odgovarajuĺih tehnika znaļajno popraviti njene 

osobine kako u smislu kvaliteta pojedinih elemenata, tako i u smislu povezanosti i broja elemenata. 

Kratak pregled metoda za obradu ļetvorougaone mreģe dat je u poglavlju 3.6.  

3.1. Ulazna geometrija  

Postoji veliki broj formata za opis povrġina trodimenzionalne geometrije. Neki od najļeġĺe koriġĺenih 

u praksi su: 

¶ Oblak taļaka, rasporeĽenih po povrġini strukture.  

¶ ñSupaò trouglova, koja predstavlja skup trouglova rasporeĽenih po povrġini modela. Ovi 

trouglovi se mogu meĽusobno preklapati ili seĺi. 

¶ Range image, koja predstavlja funkciju udaljenosti povrġine od taļaka iz datog skupa 

fiksiranih taļaka. 

¶ Povezana poligonska, najļeġĺe trougaona, mreģa.  

¶ CAD geometrija. 

Oblak taļaka i range image se obiļno dobijaju kao izlazni podaci iz laserskih ili ultrazvuļnih skenera. 

Opisom oblakom taļaka geometrija se ne definiġe u potpunosti ni u smislu povezanosti, ni u smislu 

normala na geometriju, te je za potpunu rekonstrukciju potrebna dalja obrada. ñSupaò trouglova daje 

neġto bolji uvid u geometriju, jer sadrģi informaciju o normalama na povrġi, mada povezanost joġ 

uvek nije definisana. Konaļno range image omoguĺava rekonstrukciju geometrije, kako u smislu 

povezanosti, tako i u smislu normala na povrġi. 

Veoma ļesto koriġĺen format za opis geometrije jeste povezana trougaona mreģa, obiļno data kao 

STL [41] ili neki sliļan format. S obzirom da je mreģa povezana i da su povrġine geometrije opisane 

elementima mreģe, postoji potpuna definicija geometrije i u smislu povezanosti i u smislu normala. 

Razlog za veliku popularnost ovakve reprezentacije leģi u ġirokoj upotrebi 3D skenera i ġtampaļa, 

koji koriste ovaj naļin definisanja geometrije.  
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Konaļno, geometrijski modeli su najļeġĺe dati kao CAD modeli, u kojima su povrġi opisane 

analitiļkim ili NURBS funkcijama [42], [43]. Osnovni entiteti koji saļinjavaju CAD geometriju jesu: 

¶ Povrġina, koja predstavlja deo povrġi, ograniļen skupom zatvorenih petlji. Ukoliko je broj 

zatvorenih petlji jednak nuli, data povrġina nije ograniļena, te je u geometrijskom smislu 

ekvivalentna odgovarajuĺoj povrġi (primer za ovakvu povrġinu jeste povrġina sfere). Deo 

ravni ograniļen petljama koje su geometrijski izlomljene prave linije predstavlja poligon. 

¶ Petlja se sastoji se od jedne ili viġe ivica meĽusobno razdvojenih ļvorovima. Petlja moģe biti 

zatvorena (prvi i poslednji ļvor su identiļni) ili otvorena. Zatvorena petlja uvek predstavlja 

granicu ili deo granice neke povrġine, dok otvorena petlja moģe da se nalazi i unutar povrġine. 

¶ Ivica predstavlja segment krive, ograniļen ļvorovima. Ukoliko je broj ļvorova jednak nuli 

ili jedinici, ivica je geometrijski ekvivalentna odgovarajuĺoj krivoj, primer je krug, odnosno 

krug sa jednim ļvorom. 

¶ Ļvor predstavlja taļku u prostoru. On moģe biti izolovan ili pripadati jednoj ili veĺem broju 

ivica. 

Kada je ulazna geometrija zadata kao CAD geometrija, svakom ļvoru originalne CAD geometrije 

mora odgovarati ļvor u ļetvorougaonoj mreģi. TakoĽe, duģi nastale segmentacijom ivica CAD 

geometrije moraju predstavljati ivice ļetvorougaone mreģe. Od ovoga se moģe odstupiti jedino 

ukoliko je to eksplicitno definisano, na primer zadavanjem tolerancije za eliminaciju kratkih ivica ili 

malih i/ili uzanih povrġina, o ļemu ĺe viġe reļi biti u glavi 7. 

Za razliku od ivica CAD geometrije, ļvorovi i ivice trougaone mreģe mogu biti obrisani, na primer 

spajanjem susednih trouglova u ļetvorouglove brisanjem zajedniļke ivice. Ivice originalne 

geometrije ostaju strogo nepomiļne ili se sekvenca ovih ivica zamenjuje kraĺom sekvencom sliļne 

geometrije, u sledeĺim sluļajevima: 

¶ Ivice su graniļne ili nemanifoldne (pripadaju broju elemenata veĺem od 2). 

¶ Ugao meĽu trouglovima kojima posmatrana ivica pripada je takav da bi njihovo spajanje 

brisanjem ove ivice ugrozilo taļnost aproksimacije geometrije. 

¶ Trouglovi susedni u posmatranoj ivici razlikuju se po materijalu ili nekoj drugoj osobini koja 

onemoguĺava njihovo meĽusobno spajanje. 

Sa taļke glediġta ovog rada CAD geometrija je najvaģniji tip ulazne geometrije. Trougaona mreģa je 

takoĽe veoma vaģna, ne samo zbog njene ġiroke primene, veĺ i zbog ļinjenice da veĺina algoritama 

za ļetvorougaonu segmentaciju CAD geometrije podrazumeva kreiranje trougaone mreģe kao 

meĽukoraka. 

3.2. Terminologija  i klasifikacija  ļetvorougaonih mreģa 

Gradivni elementi povrġinske mreģe jesu: ļvor, ivica i povrġina, koja se ļeġĺe naziva elementom 

mreģe, te ĺemo je tako nazivati i u ovom radu. Ļvor predstavlja taļku u 3D prostoru. Ivica je linija 

koja spaja dva ļvora. Ova linija je obiļno prava linija, ali u sluļaju krivolinijske segmentacije ivice 

mogu uzimati i drugi oblik. Za sada ĺe fokus biti na segmentacijama u kojima su ivice prve linije, a 

tek ĺe u poglavlju 9.3 biti razmotrena generalizaciju predloģene metode na sluļaj zakrivljenih 

krivolinijskih elemenata. Kao ġto je u prethodnom poglavlju reļeno, povrġinske mreģe su najļeġĺe 

formirane od trougaonih ili ļetvorougaonih elemenata. U sluļaju pravih ivica trougaoni elementi su 

uvek planarni, dok ļetvorougaoni elementi ne moraju biti planarni. Sama duģina ivice moģe biti 

zadata kao preferirana duģina ili kao maksimalna dozvoljena duģina, i ta se duģina naziva dimenzijom 

elementa. Zbog izvesnog preklapanja terminologije sa onom vezanom za CAD geometriju, u ovom 

radu ĺe uvek, kada to iz konteksta nije oļigledno, biti eksplicitno naglaġeno da li se govori o entitetima 

mreģe ili entitetima CAD geometrije. 
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Ukoliko su svi elementi mreģe ļetvorouglovi, onda se za takvu mreģu kaģe da je ļista ļetvorougaona. 

Ukoliko osim ļetvorouglova u mreģi postoje i elementi drugaļijeg oblika, najļeġĺe trouglovi, mreģa 

nije ļista ļetvorougaona. Ako je broj ne-ļetvorougaonih elemenata u mreģi znaļajno manji od broja 

ļetvorougaonih elemenata, onda se takva mreģa naziva dominantno-ļetvorougaonom.  

Naļin na koji su elementi meĽusobno povezani odreĽuje da li je mreģa usaglaġena ili neusaglaġena. 

U sluļaju usaglaġene ili potpuno povezane mreģe dva elementa mogu deliti: celu ivicu (u kom sluļaju 

dele i dva ļvora koji definiġu datu ivicu) ili jedan ļvor. Sluļaj kada se elementi potpuno preklapaju 

takoĽe je dozvoljen, ali ne i poģeljan, u usaglaġenim mreģama. Ukoliko u mreģi postoji makar i jedan 

par ļetvorouglova za koje gore navedeni uslovi ne vaģe, za mreģu kaģemo da je neusaglaġena. 

Posebnu klasu neusaglaġenih mreģa predstavljaju T-mreģe, kod kojih se na ivici jednog elementa 

moģe naĺi jedan ili viġe ļvorova koji pripadaju drugim elementima. Same ivice na kojima se nalaze 

ļvorovi koji pripadaju drugim elementima nazivaju se T-spojevima. Ovakve mreģe se ļesto javljaju 

kod tehnika koje se zasnivaju na dekompoziciji originalne geometrije na viġe makro-elemenata, koji 

se zatim segmentiraju nezavisno jedan od drugog, bez uslova koji bi obezbedio punu povezanost 

elemenata na spojevima makro-elemenata [3].  

Vaģna osobina ļvora jeste broj ivica kojima dati ļvor pripada. Ovaj broj se naziva valenca ļvora. 

Skup svih ivica i elemenata kojima dati ļvor pripada naziva se zvezdom datog ļvora, dok se zvezdom 

ivice naziva skup svih elemenata kojima data ivica pripada. Ukoliko se u jednoj ivici stiļu dva ili viġe 

elemenata, ta ivica predstavlja unutraġnju ivicu date mreģe. Sa druge strane, ako ivica pripada samo 

jednom elementu, ona se naziva graniļnom ivicom mreģe. Ļvorovi graniļnih ivica su graniļni 

ļvorovi, a svi ostali predstavljaju unutraġnje ļvorove mreģe. Ukoliko jedan ļvor pripada samo 

graniļnim ivicama i ni jednoj unutraġnjoj ivici, on predstavlja ugaoni ļvor.  

Za mreģu kaģemo da je manifoldna ukoliko ni jedna ivica nema viġe od dva susedna elementa, u 

suprotnom kaģemo da je mreģa ne-manifoldna. Jasno je da je ovo pre svega karakteristika geometrije 

predstavljene datom mreģom. Drugim reļima, ukoliko je geometrija manifoldna, odnosno 

ne-manifoldna i njena reprezentacija odgovarajuĺom mreģom ĺe biti manifoldna, odnosno 

ne-manifoldna, respektivno.  

Mnoge tehnike za ļetvorougaonu segmentaciju [3] primenjive su samo na manifoldnu geometriju. 

Kada su u pitanju elektromagnetski problemi geometrija je najļeġĺe ne-manifoldna. Na primer, svaka 

viġeslojna ġtampana struktura je ne-manifoldna, dok su i jednoslojne ġtampe uglavnom ne-manifoldne 

bilo zbog modelovanja konaļne debljine metalizacije ili modelovanja napajanja. Strogo manifoldni 

su praktiļno jedino metalni rasejaļi, te se navedene metode direktno mogu primeniti samo na njih. 

Indirektno se takve metode mogu primeniti i na ne-manifoldne geometrije, jer se svaka takva 

geometrija moģe dekomponovati na manifoldne pod-entitete, podelom po ne-manifoldnim ivicama. 

Na taj naļin se i segmentacija cele strukture svodi na segmentaciju njenih manifoldnih pod-entiteta. 

Uslov koji mora biti zadovoljen, kako bi mreģa bila usaglaġena jeste da ivice po kojima je struktura 

podeljena budu segmentirane na identiļan naļin u svim manifoldnim pod-entitetima. Moguĺnost 

generalizovanja metode inicijalno primenjive samo na manifoldnu geometriju, tako da ona bude 

primenjiva i na ne-manifoldnim geometrijama svodi se na moguĺnost implementacije ovog uslova.    

Unutraġnji ļvor ļija valenca ima vrednost 4 naziva se regularnim ļvorom. Kada su u pitanju graniļni 

ļvorovi situacija je neġto drugaļija: ugaoni ļvor je regularan ukoliko ima valencu 2, dok je graniļni 

ļvor koji nije ugaoni regularan ukoliko mu je vrednost valence 3. Neki autori [44] predlaģu neġto 

drugaļije raļunanje valence za graniļne ļvorove, te se ona za ugaone ļvorove raļuna kao broj 

susednih ivica uveĺan za 2, a za ostale kao broj susednih ivica uveĺan za 1. Na taj naļin se dobija 

jednostavnija definicija regularnosti ļvora, gde se kaģe da su svi ļvorovi valence 4 regularni, bez 

ulaģenja u razmatranje da li je ļvor graniļni ili ne. Ļvorovi koji ne zadovoljavaju navedene uslove za 

regularnost nazivaju se neregularnim ļvorovima. Linija koja poļinje u jednom neregularnom ļvoru 
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i zavrġava se u drugom neregularnom ļvoru, prolazeĺi pri tome iskljuļivo kroz regularne ļvorove 

naziva se separatorskom linij om.    

Na osnovu klasifikacije ļvorova na regularne i neregularne uvodi se i sledeĺa klasifikacija 

ļetvorougaonih mreģa (klasifikacija je ilustrovana slikom 9): 

¶ Regularna mreģa predstavlja mreģu ļiji su svi ļvorovi regularni. Ovakve mreģe su u praksi 

veoma retke, jer su teorijski moguĺe samo za veoma ograniļen skup topologija.  

Kada je u pitanju zatvorena manifoldna geometrija, regularnu segmentaciju je moguĺe 

kreirati jedino na entitetima toroidalne topologije (topologija ļiji je genus1 jednak jedinici). 

Ovo se lako dokazuje, jer na osnovu Ojler-Poenkareove formule vaģi sledeĺe: 

ὔ ὔ ὔ ςρ Ὣ (39) 

gde je ὔ  broj ļvorova, ὔ  broj ivica, ὔ  broj elemenata, dok je sa g oznaļen genus mreģe. 

Ukoliko su svi ļvorovi regularni, onda je broj ļvorova jednak broju elemenata, a oba su 

jednaka polovini broja ivica, tj.: 

ρ

ς
ὔ ὔ

ρ

ς
ὔ π ςρ ὫȢ (40) 

Odakle proizilazi da je Ὣ ρ, odnosno da zatvorena manifoldna mreģa moģe biti regularna 

samo ukoliko je genus geometrije jednak jedinici. 

¶ Semi-regularna mreģa jeste ona koja se moģe dekomponovati na izvestan broj regularnih 

domena, pri ļemu je broj ovih domena znaļajno manji od ukupnog broja elemenata u mreģi. 

Svi unutraġnji ļvorovi pojedinih domena, kao i graniļni ļvorovi koji nisu ugaoni ļvorovi 

domena, jesu regularni. Jedino su ugaoni ļvorovi domena potencijalno neregularni. 

Semi-regularne mreģe predstavljaju veoma vaģnu i ļesto koriġĺenu klasu.  

¶ Valentno semi-regularne mreģe su one kod kojih je mali procenat od ukupnog broja 

ļvorova neregularan. Ove mreģe su sliļne semi-regularnim po broju neregularnih ļvorova, 

ali ne i po strukturi mreģe, jer se kod njih ne mogu jasno identifikovati regularni domeni ili 

je broj takvih domena veliki.     

¶ Nestrukturirane mreģe su one mreģe koje imaju veliki procenat neregularnih ļvorova. 

Generalno, konverzijom trougaone mreģe u ļetvorougaonu primenom Katmul-Klark 

postupka [45], tj. podele svakog trougla na tri ļetvorougla, dobija se nestrukturirana mreģa.  

 

Slika 9. Ļetiri vrste ļetvorougaonih mreģa: regularna (A), semi-regularna, sa boldovanim separatorskim linijama (B), 

valentno semi-regularna (C) i nestrukturirana (D i E). [3]  

                                                 

 

1 Genus povrġi predstavlja njenu topoloġku karakteristiku. Definisan je kao najveĺi broj zatvorenih krivih koje 

se meĽusobno ne seku, a koje je moguĺe nacrtati na povrġi bez da je podele na dve povrġi.  

Neformalno govoreĺi genus predstavlja broj rupa na povrġi. Tako sfera predstavlja povrġ genusa 0, torus ima 

genus jednak jedinici, dok povrġ oblika osmice ima genus 2, itd.    
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Oļigledno je da samo prva navedena klasa mreģa ima striktnu definiciju, dok su ostale definisane 

opisno te se stoga u svaku od njih moģe svrstati neograniļen broj mreģa sa razliļitim brojem i 

pozicijom neregularnih ļvorova. Tako na primer mreģe date na slikama 9(D) i 9(E) spadaju u grupu 

nestrukturiranih, ali je oļigledno da mreģa data na slici 9(D) ima manji procenat neregularnih ļvorova 

(ali isto tako i znaļajno viġe elemenata).   

Ne postoje eksplicitni zahtevi za regularnost mreģe, kada je efikasnost EM analize u pitanju. Zahtev 

za regularnoġĺu tek implicitno proizilazi iz zahteva za maksimizacijom Q-faktora, za koju je potrebno 

da uglovi ļetvorougla budu ġto bliģi pravim, ġto u taļkama u kojima povrġ nema veoma visoku 

apsolutnu vrednost Gausove zakrivljenosti implicira regularnost ļvorova.  

Na ovom mestu ĺemo se kratko osvrnuti na joġ neke vaģne osobine, kako pojedinih elemenata tako i 

cele mreģe, koje se obiļno uzimaju u obzir kada se govori o kvalitetu mreģe ili se vrġi poreĽenje dveju 

metoda segmentacije.  

Kada je reļ o kvalitetu pojedinih elemenata, zahtevi se znaļajno razlikuju u zavisnosti od aplikacije. 

MeĽutim, moģemo generalno reĺi da se zahteva da element bude planaran, sa uglovima ġto sliļnijim 

uglu od 90°, te meĽusobno jednakim naspramnim ivicama. Sliļno se u sluļaju trougaone mreģe moģe 

reĺi da je generalni zahtev da uglovi elementa budu ġto sliļniji uglu od 60°, tj. da element bude ġto 

sliļniji jednakostraniļnom trouglu. 

Veoma vaģna karakteristika mreģe jeste kvalitet aproksimacije oblika originalne geometrije. Jedna 

od najļeġĺe koriġĺenih veliļina za opisivanje odstupanja mreģe od originalne geometrije jeste 

Hausdorfovo rastojanje1, ļijoj se minimizaciji teģi. Oļigledno je da se veoma dobra aproksimacija 

originalne geometrije uz postizanje proizvoljno male vrednosti za Hausdorfovo rastojanje postiģe 

smanjivanjem dimenzija elemenata. MeĽutim, na taj naļin dolazi i do poveĺanja broja elemenata, 

                                                 

 

1 Oznaļimo sa X i Y dva neprazna skupa taļaka u metriļkom prostoru ὓȟὨ. Hausdorfovo rastojanje izmeĽu 
X i Y definiġe se kao: 

Ὠ ὢȟὣ άὥὼÓÕÐ
ᶰ
ÉÎÆ
ᶰ
Ὠὼȟώ ȟ ÓÕÐ

ᶰ
ÉÎÆ
ᶰ
Ὠώȟὼ  

Gde funkcija sup oznaļava supremum, a inf infimum. Definisaĺemo na ovom mestu i ova dva termina.  

Posmatrajmo delimiļno ureĽen skup P, i njegov podskup S. Supremum podskupa S predstavlja najmanji 

element skupa P koji je veĺi ili jednak od svih elemenata podskupa S. Suprotno tome, infimum podskupa S 

jeste najveĺi element skupa P koji je manji ili jednak od svih elemenata podskupa S.  

Kada govorimo o Hausdorfovom rastojanju dveju 

povrġi, rastojanja meĽu njihovim taļkama predstavljaju 

realne vrednosti, gde su minimalno i maksimalno 

rastojanje jasno definisani. Iz tog razloga u ovom sluļaju 

umesto supremuma i infimuma u definiciji 

Hausdorfovog rastojanja moģemo koristiti intuitivnije 

termine maksimum i minimum, respektivno. 

Neformalno govoreĺi, Hausdorfovo rastojanje izmeĽu 

povrġi X i Y predstavlja duģe od sledeĺa dva rastojanja:  

¶ Najveĺeg meĽu najkraĺim rastojanjima izmeĽu 
povrġi X i povrġi Y.  

¶ Najveĺeg meĽu najkraĺim rastojanjima izmeĽu 
povrġi Y i povrġi X. 

Slika desno predstavlja ilustraciju ove definicije za sluļaj 

dveju krivih.   
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ļijoj se minimizaciji takoĽe teģi. Kako bi se pomirili zahtevi za dobrom aproksimacijom geometrije 

i minimizovao broj elemenata, poģeljno je da mreģa bude: 

¶ Adaptivna, tako da se koriste mali elementi u delovima geometrije koji su veoma zakrivljeni 

ili sadrģe entitete malih dimenzija, a ġto je moguĺe veĺi elementi u delovima geometrije koji 

su ravni ili blago zakrivljeni. Prelaz sa elemenata malih na elemente velikih dimenzija zahteva 

dodavanje neregularnih ļvorova (osim ukoliko nije dozvoljeno postojanje T-spojeva kao u 

[46]), pa je potrebno ostvariti dobar kompromis izmeĽu regularnosti i adaptivnosti 

segmentacije.  

¶ Anizotropna, odnosno da se na mestima gde je to potrebno koriste izduģeni elementi. 

Pokazuje se da se za datu povrġ i dati broj taļaka segmentacije najbolja aproksimacija povrġi 

postiģe ukoliko se elementi postave paralelno glavnim pravcima zakrivljenosti i sa 

dimenzijama koje su proporcionalne radijusima krivina [7]. Tako na primer, u sluļaju 

cilindriļnih povrġi elemente treba postaviti paralelno sa aksijalnom osom cilindra, i izduģiti 

ih u pravcu te ose.    

Vaģno je ovde primetiti da se izduģivanjem ļetvorougaonih elemenata ne menjaju uglovi 

ļetvorougla (u sluļaju da se element izduģuje u pravcu ose koja je paralelna dvema njegovim 

stranicama) ili se menjaju malo (u sluļaju da osa u ļijem smeru se izduģivanje vrġi zaklapa 

male uglove sa dvema naspramnim stranicama ļetvorougla). Suprotno tome, kod trougaonih 

elemenata izduģivanje u pravcu neke ose uvek znaļi i nastanak uglova znaļajno razliļitih od 

60°. Kako je za veĺinu primena faktor kvaliteta elementa definisan kao odstupanje njegovih 

uglova od poģeljnog ugla (60° za trougaone i 90Á za ļetvorougaone elemente), jasno je da je 

anizotropiju ļetvorougaonih elemenata moguĺe postiĺi bez uticaja na njihov faktor kvaliteta, 

dok anizotropija trougaonih elemenata smanjuje njihov faktor kvaliteta.        

Na osnovu reļenog kada je kvalitet mreģe u pitanju, vidimo da ne postoji apsolutni optimum, veĺ da 

kvalitet dominantno zavisi od konkretne primene za koju se mreģa kreira. Optimalni oblik i dimenzije 

elemenata kada je u pitanju efikasna elektromagnetska analiza razmatrani su u poglavlju 2.6.   

3.3. Pregled algoritama  za poli gon sku  aproksimaciju krive  

U poglavlju 3.1 u kom je bilo reļi o tipovima ulazne geometrije naglaġeno je da se ivice CAD 

geometrije, kao i nepomiļne ivice poligonske mreģe, konvertuju u meĽusobno spojene pravolinijske 

segmente. Iz daljeg teksta ĺe biti jasno da odreĽivanje kvalitetne poligonske aproksimacije sa 

stanoviġta kreiranja kvalitetne ļetvorougaone mreģe daleko prevazilazi ovu, u ovom trenutku 

oļiglednu, primenu.  

Problem poligonske aproksimacije krive se u literaturi obiļno formuliġe na sledeĺi naļin: Za datu 

poligonsku krivu definisanu sa N ļvorova, treba odrediti poligonsku krivu definisanu sa M ļvorova 

(ὓ ὔ), koja originalnu krivu aproksimira sa zadatom taļnoġĺu. Taļnost aproksimacije se definiġe 
na razliļite naļine, a najļeġĺe se govori o odstupanju segmenata aproksimativne krive od originalne 

krive, koje je odreĽeno ὒ ili ὒ  normom.  

Jasno je iz ove definicije da je u metodama za poligonsku aproksimaciju fokus na diskretnim krivama, 

a ne na krivama definisanim analitiļkom funkcijom (kao ġto je sluļaj u CAD modelima). MeĽutim, 

ova se formulacija lako moģe generalizovati, bilo tako ġto se aproksimacija raļuna direktno za 

analitiļku krivu ili tako ġto se u prvom koraku aproksimacije analitiļka kriva predstavi kao 

poligonska kriva definisana sa jako velikim brojem segmenata, gde je duģina segmenta mnogo manja 

od definisane dimenzije elementa mreģe, a greġka aproksimacije mnogo manja od zahtevane greġke 

finalne aproksimacije.   
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Postoje dve postavke problema poligonske aproksimacije [47], [48]: 

¶ Problem minimalne greġke (min-Ů problem). Za dati broj ļvorova, M, treba odrediti 

aproksimaciju tako da se minimizuje greġka aproksimacije, Ů. 

¶ Problem minimalnog broja ļvorova (min-# problem). Za datu greġku aproksimacije, Ů, treba 

odrediti aproksimaciju sa minimalnim brojem ļvorova, M. 

Algoritmi za poligonsku aproksimaciju krive mogu se podeliti u dve velike grupe: optimalne i 

heuristiļke.  

Optimalni algoritmi se zasnivaju na pretrazi polaznog skupa od N ļvorova u cilju pronalaģenja 

optimalnog podskupa od M ļvorova, kako bi se reġio postavljeni min-Ů ili min-# problem. Jasno je da 

je broj moguĺnosti za izbor M ļvorova dat sa 
ὔ
ὓ

. Pokazuje se meĽutim da se primenom 

odgovarajuĺih optimizacionih algoritma i/ili  algoritama zasnovanih na teoriji grafova sloģenost 

algoritma moģe redukovati na kubnu za sluļaj 3D krivih [49], [50]. Iako ovo predstavlja znaļajno 

smanjenje sloģenosti algoritma u odnosu na inicijalnu, i ova sloģenost je nepraktiļno velika za 

primenu u metodama za povrġinsku segmentaciju, gde je poligonsku aproksimaciju potrebno 

izraļunati za veoma veliki broj (potencijalno sloģenih) krivih. Iz ovog razloga se u praksi po pravilu 

koriste heuristiļki algoritmi. 

Generalna karakteristika heuristiļkih algoritama jeste da daju sub-optimalnu poligonsku 

aproksimaciju krive, ali da isto tako imaju znaļajno manju sloģenost u odnosu na optimalne 

algoritme. Postoji jako veliki broj heuristiļkih algoritama, ali se praktiļno svi svode na direktnu 

primenu ili kombinaciju sledeĺa tri algoritma: 

¶ Algoritmi sekvencijalne pretrage. Osnovna ideja kod ovih algoritama jeste da se poĽe od 

poļetne taļke krive, te da se analiziraju duģi koje ovu taļku spajaju sa sukcesivnim taļkama 

na krivoj, sve dok se ne pronaĽe taļka kojoj odgovara duģ za koju definisani kriterijum 

greġke aproksimacije nije zadovoljen. Taļka koja prethodi datoj se uzima za kraj segmenta i 

od nje kreĺe dalja pretraga po opisanom algoritmu. Proces se zavrġava kada se doĽe do kraja 

krive.  

Iako je jednostavan za implementaciju i ima linearnu sloģenost, ovaj algoritam ima neke 

oļigledne nedostatke. To je najpre zavisnost od poļetne taļke, jer je greġka na poslednjem 

segmentu poligonske krive po pravilu manja od greġke na ostalim segmentima. Drugi 

nedostatak je ġto algoritam ne garantuje da ĺe ļvorovi aproksimacije biti u takozvanim 

dominantnim taļkama, odnosno taļkama u kojima je radijus krivine minimalan i koje nose 

najviġe informacije o obliku krive [51].  

¶ Algoritmi zasnovani na podeli. Ļesto se svi algoritmi iz ove grupe nazivaju 

Douglas-Peucker algoritmom [52], i predstavljaju najļeġĺe koriġĺene algoritme za 

poligonsku aproksimaciju krive. Posmatrana kriva se aproksimira duģi koja spaja njene 

krajnje taļke, a zatim se odreĽuje ļvor krive koji je najudaljeniji od ove duģi. Ukoliko je 

rastojanje ovog ļvora od duģi manje od definisane greġke aproksimacije zadrģava se 

inicijalna aproksimacija, a ukoliko je veĺe ļvor se usvaja za ļvor aproksimativne krive, a 

dve novonastale krive se dalje dele primenom istog postupka.  

Pokazalo se da ovaj algoritam daje veoma dobre poligonske aproksimacije krivih [53], [54]. 

Minimalna sloģenost algoritma je ὕὔ, maksimalna sloģenost je ὕὔ , dok je oļekivana 

sloģenost ὕὔ ÌÏÇὔ . 

¶ Algoritmi zasnovani na spajanju segmenata. Za razliku od prethodno opisanih algoritama 

u kojima se odreĽuju ļvorovi inicijalne krive koje ĺe predstavljati ļvorove aproksimativne 

krive, algoritmi iz ove grupe zasnivaju se na detekciji i eliminaciji ļvorova inicijalne krive 

koji neĺe predstavljati ļvorove finalne aproksimacije. Ovo se radi u iterativnom postupku u 

kom se analiziraju ļvorovi i eliminiġu oni ļija eliminacija izaziva minimalno poveĺanje 
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greġke aproksimacije ili alternativno svi ļvorovi ļija eliminacija izaziva poveĺanje greġke 

koje je manje od zadatog praga za datu iteraciju. Postupak se zaustavlja u trenutku kada je 

dosegnuta zadata greġka aproksimacije ili zadati broj segmenata.  

Sloģenost algoritma je tipiļno ὕὔ ÌÏÇὔ  [55]. 

Na kraju treba napomenuti da se kod raļunanja poligonske aproksimacije krive za potrebe povrġinske 

segmentacije, osim parametra koji definiġe greġku aproksimacije, javlja i dimenzija elementa koja 

definiġe maksimalnu duģinu pravolinijskog segmenta. Ovo dodatno ograniļenje se ne uzima u 

razmatranje u generalnim algoritmima opisanim u ovom poglavlju.  

3.4. Pregled metoda za ļetvorougaonu segmentaciju 
proizvoljne geometrije  

U ovom poglavlju ĺe biti data klasifikacija metoda za ļetvorougaonu segmentaciju, kao i detaljan 

opis nekoliko najļeġĺe koriġĺenih metoda. Kako su metode za trougaonu segmentaciju daleko 

razvijenije od onih za ļetvorougaonu segmentaciju, bez obzira na to kako je ulazna geometrija 

opisana, ļetvorougaona segmentacija obiļno poļinje od trougaone segmentacije [3].  

U veĺini algoritama za ļetvorougaonu segmentaciju opisanih u literaturi pomoĺna trougaona mreģa 

kreira se primenom Delanijevog kriterijuma [56]. Ovaj kriterijum nalaģe da se unutar sfere opisane 

oko datog trougla, ļiji se centar podudara sa centrom kruga opisanog oko trougla, ne sme nalaziti 

ļvor koji pripada nekom drugom trouglu. Jasno je iz navedenog da Delaunay kriterijum ne predstavlja 

zaokruģen algoritam, veĺ samo definiġe naļin na koji se trougaona mreģa kreira nad zadatim skupom 

ļvorova ili naļin na koji se vrġi odabiranje u sluļaju segmentacije CAD geometrije. Obiļno se polazi 

od inicijalnog seta ļvorova koji su sa izvesnom gustinom rasporeĽeni po povrġima od interesa i njima 

odgovarajuĺe trougaone mreģe. Zatim se u oblastima u kojima geometrija nije modelovana sa 

zadovoljavajuĺom taļnoġĺu umeĺu dodatni ļvorovi [57], [58]. Umetanje ļvorova se vrġi tako da je 

Delaunay kriterijum zadovoljen u svakom ļvoru.   

Grubo gledano, metode za ļetvorougaonu segmentaciju se mogu podeliti u tri velike grupe:  

¶ Metode koje poļivaju na direktnoj konverziji trougaone u ļetvorougaonu mreģu.  

¶ Metode zasnovane na podeli na makro-elemente i njihovoj nezavisnoj segmentaciji. 

¶ Metode zasnovane na parametrizaciji. 

3.4.1. Konverzija trougaone u ļetvorougaonu mreģu 

Metode koje se baziraju na (direktnoj) konverziji trougaone u ļetvorougaonu mreģu su najranije 

metode ļetvorougaone segmentacije. Metoda koja je predloģena u [45] podrazumeva podelu svih 

trouglova originalne mreģe na tri ļetvorougla, gde se tri ļvora dodaju na ivicama trougla, a ļetvrti u 

njegovoj unutraġnjosti1, kao ġto je prikazano na slici 10. Ova metoda je jednostavna za 

implementaciju, garantovano daje ļistu ļetvorougaonu mreģu i zadrģava sve ivice originalne mreģe, 

pa ne postoji potencijalni problem sa dobijanjem mreģe koja ima slabiju aproksimaciju geometrije u 

odnosu na inicijalnu. Oļigledan nedostatak metode je to ġto rezultuje mreģom sa velikim brojem 

elemenata, tj. broj ļetvorouglova u finalnoj 3 puta je veĺi od broja trouglova u inicijalnoj mreģi.  

                                                 

 

1 U generalnom sluļaju ova metoda podrazumeva kreiranje ļetvorougaone mreģe konveksnog poligona 

dodavanjem po jednog ļvora na svim stranicama poligona i jednog ļvora u njegovoj unutraġnjosti. 

Ļetvorougaona mreģa se zatim kreira tako da svaka duģ koja spaja ļvor dodat u unutraġnjosti poligona i ļvor 

originalnog poligona predstavlja dijagonalu jednog elementa mreģe.  
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Slika 10. Katmul-Klark podela trougla i ļetvorougla (crveni ļvorovi su originalni, zeleni su dodatni). 

Veĺina metoda za konverziju trougaone u ļetvorougaonu mreģu zasniva se na spajanju susednih 

trouglova u ļetvorouglove. Oļigledno je da se brisanjem ivice izmeĽu dva susedna trougla dobija 

ļetvorougao. Da bi dobijena mreģa bila ļista ļetvorougaona, broj trouglova u inicijalnoj mreģi mora 

biti paran. Za zatvorene manifoldne geometrije to je uvek sluļaj, dok se u sluļaju otvorenih koje se 

sastoje od neparnog broja trouglova parnost lako postiģe podelom jedne graniļne ivice na dve i 

podelom odgovarajuĺeg trougaonog elementa na dva. Nemanifoldnu mreģu uvek moģemo podeliti, 

podelom po nemanifoldnim ivicama, na viġe otvorenih i/ili zatvorenih manifoldnih mreģa za koje 

vaģe gore navedene konstatacije, te se zakljuļak da se ļista ļetvorougaona mreģa moģe dobiti za 

svaku ulaznu trougaonu mreģu lako generalizuje i na sluļaj nemanifoldnih mreģa (geometrija).  

Osnovni problem kod ovih metoda predstavlja izbor redosleda spajanja trouglova u ļetvorouglove. 

U [59] je predloģeno koriġĺenje Blossom perfect-matching algoritma, koji se primenjuje na celom 

modelu i daje globalni optimum kada je u pitanju kvalitet finalne mreģe. Iako ovaj algoritam daje 

optimalnu sekvencu spajanja trouglova, njegova kompleksnost je velika, ὕὔ , gde je N broj 

trougaonih elemenata u mreģi. Iz tog razloga je ovaj algoritam primenjiv samo na relativno 

jednostavnim modelima, dok je nepraktiļan za velike modele.  

Kao zamena za vremenski zahtevne algoritme koji se zasnivaju na odreĽivanju globalno optimalne 

sekvence spajanja trouglova, razvijen je niz heuristiļkih metoda [10], [11], [60]. U [11] se odreĽuje 

duģina svih ivica koje su deljene izmeĽu dva trougaona elementa. Ivice se zatim rasporede po 

opadajuĺoj vrednosti duģine, pa se brisanje ivica, tj. spajanje susednih trouglova u ļetvorouglove, 

vrġi po ovom redosledu. Pokazuje se meĽutim, da se na ovaj naļin ne postiģu visoki faktori kvaliteta 

elemenata, a da se u oblastima velikog zakrivljenja geometrije ļesto spajaju trouglovi koji zaklapaju 

veliku ugao. Iz tog razloga se umesto ovog kriterijuma uvode [60] kriterijumi bazirani na:  

¶ Uglu izmeĽu normala na susedne trouglove, gde se raļunaju uglovi izmeĽu svaka dva suseda, 

a u spajanju trouglova prednost se daje onima koji zaklapaju manji ugao. 

¶ Faktoru kvaliteta ļetvorouglova nastalih spajanjem susednih trouglova. Za svaki trougao se 
razmatra njegovo spajanje sa svakim susedom i raļuna se faktor kvaliteta tako dobijenog 

ļetvorougla. Na taj naļin se svakoj ivici dodeljuje faktor kvaliteta, koji predstavlja faktor 

kvaliteta ļetvorougla koji ĺe nastati njenim brisanjem. Na osnovu ovoga se zatim vrġi brisanje 

ivica po opadajuĺem faktoru kvaliteta. Sliļan kriterijum predloģen je u [10]. 

Alternativni pristup je da se za svaki trougao izraļuna diferencijalni faktor kvaliteta, koji 

predstavlja razliku dva najbolja faktora kvaliteta za ivice datog trougla. Zatim se spajanje sa 

susedima najpre vrġi za trouglove sa najviġim diferencijalnim faktorom kvaliteta, brisanjem 

njihovih ivica sa najviġim faktorom kvaliteta. Time se u spajanju trouglova prednost daje onim 

trouglovima koji imaju manji broj potencijalno dobrih suseda.    

Pokazuje se da meĽu navedenim kriterijumima, neġto bolji rezultat daju oni koji se zasnivaju na 

faktoru kvaliteta novonastalih ļetvorouglova.  
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MeĽutim, koji god kriterijum da je primenjen, dobijena mreģa je samo u specijalnim sluļajevima ļista 

ļetvorougaona, a najļeġĺe sadrģi veliki broj trougaonih elemenata. Razliļite metode se koriste za 

eliminaciju zaostalih trouglova. Oļigledno je da se Katmul-Klark metoda [45] moģe primeniti i na 

ovom nivou. Problem, kao i u sluļaju direktne primene Katmul-Klark metode nad inicijalnom 

trougaonom mreģom, predstavlja veliki broj elemenata u finalnoj mreģi, jer se svaki ļetvorougao deli 

na 4, a svaki trougao na 3 elementa. Kako bi se broj elemenata u finalnoj mreģi smanjio, umesto 

podele elemenata i ovde se uvodi spajanje, ovoga puta nesusednih, trouglova u ļetvorouglove. 

Algoritam predloģen u [61] podrazumeva da se svi elementi dobijeni nakon spajanja susednih 

trouglova ponovo izdele na trouglove, ali podelom koja podrazumeva dodavanje taļke u unutraġnjost 

elementa i njeno spajanje sa ļvorovima elementa. Nakon toga se ivice koje su postojale pre ove podele 

briġu, a novonastala mreģa je ļista ļetvorougaona ukoliko je geometrija zatvorena manifoldna. U 

sluļaju da geometrija sadrģi graniļne ivice ili ivice koje ne smeju biti obrisane trougaoni elementi ĺe 

biti prisutni duģ ovih ivica. Algoritam kojim se u [61] eliminiġu ovi elementi unosi veliki broj 

dodatnih elemenata, i praktiļno svodi podelu na ovom mestu na Katmul-Klark podelu. Oļigledno je 

meĽutim da na ovom mestu moģemo jednostavno dodati po jedan ļvor na sve ivice koje su graniļne 

ili predstavljaju ivice koje se nisu smele brisati. Nedostatak drugog pristupa je ļinjenica da se na taj 

naļin dobijaju ļetvorouglovi niskog faktora kvaliteta, jer sadrģe po jedan ugao od 180°. TakoĽe, ļak 

i u sluļaju zatvorene manifoldne geometrije bez oġtrih ivica algoritam donosi znaļajno poveĺanje 

broja elemenata.    

Algoritam predloģen u [10] i [11] podrazumeva pronalaģenje najkraĺih putanja meĽu parovima 

nesusednih trouglova, koji se zatim spajaju u ļetvorouglove nizom operacija rotacije i jednim 

brisanjem ivice, kao ġto je prikazano na slici 11. Pretraga mreģe se vrġi po Breath First Search 

principu [62]. U svakoj iteraciji se razmatra okolina trouglova, definisana duģinom putanje u broju 

ļetvorouglova, sve dok se ne pronaĽe drugi trougaoni element. Ukoliko svi trouglovi nisu upareni, u 

narednim iteracijama se maksimalna duģina putanje poveĺava. Na ovaj naļin se najpre eliminiġu 

trougaoni elementi koji su meĽusobno bliski, a zatim udaljeniji elementi.   

 

Slika 11. Spajanje nesusednih trougaonih u ļetvorougaoni element. 

U do sada opisanim metodama ļvorovi originalne mreģe opstaju i u finalnoj mreģi. Postoje meĽutim 

situacije kada je, osim puke konverzije trougaone u ļetvorougaonu mreģu, potrebno izvrġiti i izvesno 

uproġĺavanje originalne mreģe. To se pre svega odnosi na eliminaciju veoma kratkih ivica i veoma 

malih elemenata. Obiļno se zadaje tolerancija u odnosu na maksimalnu dimenziju razmatrane 

strukture, pa se svi entiteti ļije su dimenzije manje od zadate tolerancije pomnoģene maksimalnom 

dimenzijom strukture eliminiġu iz mreģe [60]. Ovu eliminaciju je bolje izvrġiti na nivou trougaone 

mreģe, gde je moguĺe izvrġiti prostu kompresiju ivice ili elementa u ļvor, uz brisanje elemenata ļija 

je bar jedna ivica komprimovana. Slika 12 ilustruje opisane operacije. U sluļaju da se ovakve 

operacije ne izvrġe pre konverzije, kratke ivice ĺe postojati i u ļetvorougaonoj mreģi, gde je njihova 

eliminacija znaļajno sloģenija [3], o ļemu ĺe viġe reļi biti u poglavlju 3.6. 
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Slika 12. Kompresija ivice i elementa u ļvor u trougaonoj mreģi. 

Dodatno, ukoliko je trougaona mreģa kreirana sa veoma malim dimenzijama elemenata ili sa malom 

vrednoġĺu brzine rasta mreģe, tj. malim gradijentom poveĺanja dimenzije elementa kada se ide od 

veoma sitnih prema krupnijim elementima, onda u toku konverzije treba izvrġiti i ukrupnjavanje 

elemenata i poveĺanje brzine rasta. Prethodno opisane metode za uproġĺavanje ovakvih mreģa nude 

samo delimiļno reġenje. U algoritmu predloģenom u [63] najpre se vrġi ukrupnjavanje trougaone 

podele eliminacijom unutraġnjih ili graniļnih ļvorova u iterativnom postupku. U sluļaju unutraġnjih 

ļvorova, razmatrani ļvor se eliminiġe u sluļaju da je ugao izmeĽu normala na trouglove koji dele dati 

ļvor manji od zadatog. Poligon koji je nastao brisanjem ovog ļvora deli se zatim primenom ear 

clipping (odsecanje trouglova) algoritma [64] na trouglove. Ukoliko ma koji od novonastalih 

trouglova ima ivicu duģu od zadate dimenzije elementa, vraĺamo se na originalnu podelu. Za graniļne 

ļvorove se osim opisanog kriterijuma vezanog za ugao meĽu trouglovima, primenjuje i kriterijum 

vezan za ugao koji zaklapaju graniļne ivice. Samo ukoliko su oba ugla manja od zadatih tolerancija, 

vrġi se brisanje datog ļvora. Primer ukrupnjavanja trougaone mreģe za dve vrednosti dimenzije 

elementa dat je na slici 13. Kada je ukrupnjavanje trougaone mreģe primenom ovog algoritma 

zavrġeno, ļetvorougaona mreģa se kreira spajanjem trouglova u ļetvorouglove, primenom neke od 

opisanih metoda.    

   

a) Inicijalna mreģa b) Ukrupnjena mreģa, sa dimenzijom 

elementa veĺom od duģine najduģe 

ivice 

c) Ukrupnjena mreģa, sa dimenzijom 

elementa jednakoj ļetvrtini duģine 

najduģe ivice 

Slika 13. Ukrupnjavanje trougaone mreģe. [63] 

Treba napomenuti da metode opisane u ovom poglavlju u opġtem sluļaju daju nestrukturiranu 

ļetvorougaonu mreģu. Veliki problem svih ovih metoda jeste ļinjenica da kvalitet finalne 

ļetvorougaone mreģe u velikoj meri zavisi od kvaliteta inicijalne trougaone mreģe. Kako se u 

algoritmima za trougaonu segmentaciju uglavnom teģi dobijanju trouglova ġto sliļnijih 

jednakostraniļnom trouglu, oļigledno je da primena metoda opisanih u ovom poglavlju nad takvom 

trougaonom mreģom neĺe rezultirati kreiranjem ļetvorougaonih elemenata visokog faktora kvaliteta.        
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3.4.2. Metode zasnovane na podeli na  makro -elemen te  

Metode opisane u ovom poglavlju zasnivaju se na dekompoziciji inicijalne geometrije na 

makro-elemente i daljoj ļetvorougaonoj segmentaciji makro-elemenata. Na taj naļin se problem 

kreiranja ļetvorougaone mreģe cele, potencijalno veoma sloģene, geometrije dekomponuje na niz 

jednostavnijih problema koji podrazumevaju segmentaciju makro-elemenata. U odnosu na oblik 

makro-elementa, metode se mogu podeliti na one koje zahtevaju striktno ļetvorougaone 

makro-elemente i one kod kojih je oblik makro-elementa proizvoljan.   

U sluļaju kada je makro-element ļetvorougaonog oblika, njegova segmentacija je veoma jednostavna 

i svodi se na kreiranje mreģe zadate gustine na ļetvorougaonom makro-elementu i projektovanje date 

mreģe na originalnu geometriju. Naravno, granice susednih makro-elemenata moraju biti podeljene 

na istovetan naļin, kako bi finalna mreģa bila usaglaġena. Ovako kreirana mreģa je semi-regularna, 

sa separatorskim linijama koje odgovaraju granicama izmeĽu makro-elemenata.  

U sluļaju da oblik makro-elementa nije ļetvorougaoni, sam se makro-element najpre deli na 

ļetvorougaone elemente. Ovi elementi predstavljaju ili finalnu mreģu ili se posmatraju kao novi 

makro-elementi, a dalja segmentacija se vrġi na prethodno opisani naļin.  

Kreiranje makro-elemenata vrġi se direktno nad originalnom geometrijom, bez prethodne 

parametrizacije. U ovom poglavlju ĺemo opisati metode koje su ġiroko koriġĺene u praksi.     

Hijerarhijsko mapiranje  

Ova metoda je najpre razvijena za trougaonu segmentaciju [65], a zatim je njeno koriġĺenje proġireno 

na ļetvorougaonu segmentaciju [12].   

U metodi opisanoj u [12] inicijalna trougaona mreģa najpre se konvertuje u ļistu ļetvorougaonu 

primenom Katmul-Klark postupka. Ļetvorougaonu mreģu dobijenu na ovaj naļin oznaļavamo kao 

polaznu mreģu, M. Ova mreģa se zatim uproġĺava primenom metode za ukrupnjavanje opisane u [66], 

o kojoj ĺe viġe reļi biti u poglavlju 3.6. (Uproġĺavanje mreģe se moģe vrġiti i primenom nekog drugog 

postupka.) Polazna mreģa M se u nizu koraka ukrupnjavanja transformiġe u mreģu ὓ , koja se naziva 

osnovnim domenom. Finalnu mreģu dobijamo segmentacijom osnovnog domena i preslikavanjem 

ove segmentacije na polaznu mreģu.  

Potrebna nam je, dakle, bijektivna funkcija koja ļvorove mreģe M preslikava u osnovni domen ὓ , 

 ȡὓᴼὓ Ȣ Ova funkcija se konstruiġe hijerarhijski, tako ġto se pamti niz mreģa kreiranih u postupku 
ukrupnjavanja od mreģe M do mreģe ὓ , i njima odgovarajuĺih preslikavanja, te se preslikavanje   

konstruiġe kao suma ovih preslikavanja (slika 14). Preslikavanje ļvorova se vrġi kao normalna 

projekcija ļvorova jedne na elemente druge mreģe. Ukoliko preslikavanje mreģe ὓ  na mreģu ὓ  

nije bijektivna funkcija dolazi do preklapanja slika pojedinih elemenata mreģe ὓ  na mreģi ὓ . 

Elementi ļije se slike delimiļno ili potpuno preklapaju nazivaju se invertovanim elementima.   

Ne pamte se sve mreģe kreirane u opisanom hijerarhijskom postupku, veĺ samo takozvane kljuļne 

mreģe (keyframe), koje ĺemo oznaļavati kao ὑ , gde ά π odgovara osnovnom domenu. 

Pretpostavimo da smo ukrupnjavanjem od polazne mreģe M, doġli do kljuļne mreģe ὑ . Dalje 

ukrupnjavanje mreģe ὑ  dalo je mreģu ὓ . Mreģa ὓ  se proglaġava za kljuļnu i biva oznaļena sa 

ὑ , ukoliko je zadovoljen jedan od sledeĺih uslova: minimalno Hausdorfovo rastojanje izmeĽu 

mreģa ὑ  i ὓ  veĺe je od specificiranog praga, ili postoje invertovani elementi. Opisana provera se 

ne mora izvrġiti za sve elemente posmatranih mreģa, veĺ samo za one na koje je postupak 

ukrupnjavanja imao uticaja. 
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Slika 14. Kljuļne mreģe i odgovarajuĺa preslikavanja. [12] 

Invertovani elementi se eliminiġu u procesu relaksacije, u kom se pozicije susednih projekcija 

iterativno menjaju dok se ne eliminiġe preklapanje elemenata. Ovaj postupak je ilustrovan na slici 15, 

gde je prikazan 2D dijagram procesa projekcije i relaksacije.    

  

a) b) 

Slika 15. Konstruisanje preslikavanja  ά kroz operacije projekcije (a) i relaksacije (b). [12] 

Finalna mreģa se kreira tako ġto se izvrġi uniformna podela elemenata u osnovnom domenu, ļiji se 

ļvorovi kroz niz preslikavanja (  ȟά ὓȟὓ ρȟȣπ) preslikaju na originalnu mreģu, M. Problem 

sa uniformnom segmentacijom leģi u ļinjenici da preslikavanje  ȡὓᴼὓ  u opġtem sluļaju nije ni 

konformalno ni ekvipovrġinsko, jer sam naļin konstrukcije preslikavanja to ne obezbeĽuje. Kako bi 

se smanjile distorzije po uglu i povrġini, potrebno je izvrġiti adaptivnu segmentaciju u osnovnom 

domenu (slika 16), gde se pozicije ļvorova iterativno menjaju dok se ne postigne ģeljeni stepen 

distorzije po povrġini i uglu.  

Smanjenje distorzije uglova i dobijanje elemenata veĺeg faktora kvaliteta moģe se postiĺi i 

rafinacijom finalne mreģe primenom postupaka opisanih u poglavlju 3.6. 

Ova metoda se moģe primeniti za segmentaciju topologija proizvoljnog genusa, kao i za 

nemanifoldne topologije. Pokazuje se da daje ļiste mreģe sa visokim kvalitetom elemenata.  
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Glavni problem jeste veoma dugo trajanje, pre svega postupka relaksacije kod kreiranja preslikavanja 

   i procesa adaptivne segmentacije radi smanjenja ugaonih i povrġinskih distorzija. Primera radi, 

segmentacija modela ñStenford zekaò [67] prikazanog na slici 16 traje oko 23 minuta na maġini sa 

procesorom sa 2 jezgra koja radi na 2.16 GHz. TakoĽe, metoda ne postavlja elemente paralelno 

glavnim linijama zakrivljenosti povrġi.         

 

Slika 16. PoreĽenje uniformne i adaptivne segmentacije. [12] 

Preslikavanje na mreģu kocki ( Poly -cube maps ) 

Posmatrajmo zatvoreno manifoldno telo, oko ļijeg je teģiġta konstruisana kocka proizvoljne duģine 

ivice. Kreiranje uniformne ļetvorougaone segmentacije kocke je trivijalno i svodi se na podelu svake 

od njenih ivica na zadati broj, oznaļimo ga sa ὔ, segmenata, te podelu strana kocke na ὔ ὔ 

elemenata. Svaki ovako kreirani element moģemo preslikati na povrġ tela od interesa, prostim 

preslikavanjem u odnosu na centar kocke. Drugim reļima, svaki ļvor na povrġi tela od interesa 

odreĽen je presekom te povrġi sa polupravom koja polazi iz centra kocke i prolazi kroz odgovarajuĺi 

ļvor u mreģi kocke. Opisani metod za segmentaciju moģemo primeniti za svako telo za koje je ovo 

preslikavanje bijektivno.  

Kako bi se metoda generalizovala tako da je njena primena moguĺa za proizvoljnu geometriju, umesto 

jedne kocke koristi se sistem od veĺeg boja kocki iste veliļine koje se spajaju tako ġto im se strane 

ñlepeò jedna za drugu [68]. Ovaj sistem kocki treba da ima oblik koji je sliļan obliku geometrije koja 

se segmentira, tako da izmeĽu strana sistema kocki i povrġi geometrije postoji bijektivno 

preslikavanje. Pokazuje se da postoje taļno 63 konfiguracije preseka manifoldne geometrije i 

pojedine kocke iz opisanog sistema, ali se sve ove konfiguracije svode na 6 elementarnih kada se u 

obzir uzmu rotacije i preslikavanja u ogledalu [68]. Ovi obrasci su ilustrovani na slici 17, gde je 

prikazano preslikavanja mreģe iz osnovnog domena (gornji red) na geometriju od interesa (donji red).  
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Slika 17. Elementarne konfiguracije (gore) i preslikavanje mreģe iz osnovnog domena na zakrivljene povrġine, sa 

naznaļenim linijama projekcije (dole). [68] 

Pokazuje se da je ugaona i povrġinska distorzija veoma mala, te da se dobijaju elementi visokog 

faktora kvaliteta. MeĽutim, postoji nekoliko problema koji znaļajno ograniļavaju ġirinu primene ove 

metode. Automatsko ili polu-automatsko kreiranje sistema kocki koji dobro reprezentuje geometriju 

modela i omoguĺava konstrukciju bijektovnog preslikavanja veoma je komplikovano [68]-[70]. Kako 

su sve kocke u sistemu jednakih dimenzija, joġ veĺi problem predstavlja primena na geometrijama 

koje imaju delove veoma razliļitih dimenzija (primera radi stohastiļko drvo sa velikom brojem 

grananja [71]), jer broj kocki postaje nepraktiļno veliki. Konaļno, generalizacija metode na 

nemanifoldne geometrije i kreiranje neizotropne segmentacije veoma su problematiļni.          

Metode bazirane na centroidnoj Voronoijevoj teselaciji  

U literaturi se metode koje su bazirane na centroidnoj Voronijevoj teselaciji najļeġĺe izdvajaju u 

posebnu grupu metoda [3]. MeĽutim, kako ove metode imaju za cilj podelu geometrije na 

makro-elemente, a kako se kreiranje makro-elemenata vrġi direktno nad originalnom geometrijom, 

smatramo da je njihovo svrstavanje u grupu zasnovanu na dekompoziciji geometrije na 

makro-elemente sasvim opravdano. 

Kao ġto je pokazano kod hijerarhijskog mapiranja, pojava invertovanih elemenata u projekcijama 

ļvorova originalne mreģe na osnovni domen znaļajno produģava vreme segmentacije, jer se 

invertovani elementi eliminiġu u zahtevnom postupku relaksacije preslikavanja. Kako bi se ovo 

izbeglo, kreiraju se kvazi-planarni makro-elementi. Drugim reļima, susedni trougaoni elementi se 

grupiġu tako da je ugao izmeĽu normale na element i srednje normale na makro-element manji od 

zadatog praga. Problem koji se u generalnom sluļaju javlja kada se makro elementi kreiraju na opisani 

naļin jeste njihov veoma sloģen i ļesto nepravilan oblik [72]. Dodatni problem predstavlja izbor 

taļaka oko kojih ĺe makro-elementi biti kreirani. Nazovimo ove taļke semenskim taļkama. Kao 

reġenje za oba navedena problema u literaturi se predlaģe metoda zasnovana na centroidnoj 

Voronoijevoj teselaciji [73].  

Osnovna ideja algoritma jeste da se semenske taļke uniformno ili sluļajnim izborom rasporede po 

elementima polazne trougaone mreģe. Nakon toga se u iterativnom postupku: najpre izraļunaju 

Voronoijeve ĺelije oko ovih taļaka, zatim se odredi centroid za svaku ĺeliju, te se konaļno semenska 

taļka za sledeĺu iteraciju pomeri u centroid. Postupak se zavrġava kada se sve semenske taļke 

poklope sa centroidima u okviru zadate tolerancije. Opisani algoritam se naziva Lojdovom 

relaksacijom [74], i ilustrovan je na slici 18.    

Finalni oblik makro-elemenata zavisi od naļina na koji su kreirane Voronoijeve ĺelije. Tako na 

primer, ukoliko je koriġĺena uobiļajena ὒ norma makro-elementi imaju dominantno ġestougaoni 

oblik (slika 18d). Ukoliko se koristi norma ὒЊ makro-elementi su dominantno ļetvorougaonog oblika 

(slika 18e).  



34  

 

U opġtem sluļaju ĺe makro-elementi imati oblik prostog poligona sa parnim ili neparnim brojem 

stranica. U [13] se predlaģe prosta podela ovih poligona bez dodavanja taļaka u unutraġnjosti, i to: 

poligon sa ςὯ stranica deli se na Ὧ ρ ļetvorouglova, dok se poligon sa ςὯ ρ stranica deli na Ὧ
ρ ļetvorouglova i jedan trougao. Ovako dobijeni elementi se zatim dele primenom Katmul-Klark 

postupka, te se na taj naļin dobija ļista ļetvorougaona mreģa. Ova mreģa moģe predstavljati finalnu 

nestrukturiranu mreģu ili osnovni domen za dalju rafinaciju u cilju kreiranja finije semi-regularne 

mreģe.     

Metoda je primenjiva na manifoldnu i nemanofoldnu geometriju, i omoguĺava kreiranje mreģa sa 

visokim faktorom kvaliteta elemenata. MeĽutim, iako generalno poģeljan, pravilan oblik 

makro-elemenata onemoguĺava kreiranje anizotropne mreģe i to predstavlja glavni nedostatak ove 

metode.    

   

a) Poļetne pozicije semenskih 

taļaka i centroida 

b) Pozicije nakon nekoliko 

iteracija Lojdove relaksacije 

c) Pozicije nakon ġto je Lojdova 

relaksacija iskonvergirala 

  

d) ὒ norma e) ὒ  norma 

Slika 18. Kreiranje makro-elemenata zasnovano na centroidnoj Voronoijevoj teselaciji. [3] 

3.4.3. Metode zasnovane na parametrizaciji   

Metode opisane u ovom poglavlju predstavljaju najġire koriġĺenu klasu metoda za ļetvorougaonu 

segmentaciju. Za razliku od metoda opisanih u prethodnom poglavlju, parametrizacija se ovde 

eksplicitno raļuna, tako da budu zadovoljeni zadati kriterijumi, kao ġto su konformalnost ili 

orijentacija elemenata u skladu sa orijentacijom glavnih linija zakrivljenosti ili pozicijama i 

orijentacijom nepokretnih ivica geometrije. Osnovni pojmovi vezani za parametrizaciju povrġi dati 

su u Dodatku 1.  

Metode bazirane na parametrizaciji poļivaju na ideji preslikavanja povrġine definisane u 

trodimenzionalnom prostoru, ὛṒὙ , u dvodimenzioni domen koji nazivamo parametraskim 

prostorom ili osnovnim domenom, ὛᶻṒὙ, u kome je ļetvorougaona segmentacija trivijalna. 
Jednom kada je ļetvorougaona mreģa kreirana u osnovnom domenu, njeno preslikavanje na 

originalnu geometriju daje finalnu mreģu.  
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Zajedniļko za praktiļno sve metode zasnovane na parametrizaciji jeste da bez obzira na naļin na koji 

je ulazna geometrija zadata, najpre kreira trougaona mreģa date geometrije [3], [75], [76]. Podela 

originalne glatke povrġine, S, na trougaonu mreģu, Ὓ, svodi i kontinualno preslikavanje ὫȡὛO Ὓᶻ 
na deo po deo linearno preslikavanje ὪȡὛᴼὛᶻ, koje je linearno po svakom trougaonom elementu. 

Ovo preslikavanje potpuno je odreĽeno slikama svih ļvorova mreģe Ὓ, ὪὺṒὛᶻȢ  

Zahtevi koje preslikavanje (parametrizacija) treba da zadovolji odreĽeni su zahtevanim osobinama 

same mreģe. U nastavku ĺemo navesti neke od zahteva, kao i naļine na koje se oni zadovoljavaju. 

Osnovni zahtev jeste kreiranje usaglaġene (potpuno povezane) mreģe. Postoje dva pristupa u 

konstruisanju parametrizacije koja obezbeĽuje ispunjenje ovog zahteva. Prvi je da se cela geometrija 

razmatra kao jedna celina, te da se konstruiġe globalna parametrizacija na nivou cele geometrije. Ovaj 

pristup je primenjiv samo na topologije koje su homeomorfne na osnovni domen. Tako se topologije 

homeomorfne na disk mogu preslikavati na ravan, kao ġto je prikazano u [77], topologije ļiji je genus 

jednak nuli na sferu [78], a topologije genusa 1 na torus [79]. Drugi pristup podrazumeva podelu 

geometrije na veĺi broj makro-elemenata koji imaju topologiju diska, te odreĽivanje parametrizacije 

za svaki od njih. Skup svih makro-elemenata jedne geometrije naziva se atlasom date geometrije. 

Ovaj pristup je generalno primenjiv na geometriju proizvoljne topologije, kao i na nemanifoldnu 

geometriju. MeĽutim, primena ovog pristupa unosi i sledeĺe probleme: 

¶ Parametrizacija za jedan makro-element se ne moģe raļunati nezavisno od njegovih suseda, 

kako usaglaġenost mreģe ne bi bila ugroģena, tj. parametrizacija mora biti globalno 

kontinualna. 

¶ OdreĽivanje optimalne podele na makro-elemente je veoma sloģen problem.   

Pozabavimo se najpre problemom konstrukcije globalno kontinualne parametrizacije. Posmatrajmo 

dva trougaona elementa, m i n, prikazana na slici 19. Pretpostavimo da ivica e predstavlja granicu 

ovih elemenata, ali i deo granice susednih makro-elemenata. S obzirom da elementi pripadaju 

razliļitim makro-elementima, ļvorovi v i w koji pripadaju graniļnoj ivici e u opġtem sluļaju nemaju 

istu parametrizaciju u dva makro-elementa, Ὢ ὺ Ὢὺ i Ὢ ύ Ὢύ . Prema tome, i podela 

ivice e u opġtem sluļaju nije identiļna u dva susedna makro-elementa. Uvodimo sada pojam 

tranzicionog preslikavanja ὸ ȡὙ ᴼὙ , koje predstavlja preslikavanje izmeĽu slika ivice e u 

slikama trouglova m i n u parametarskom prostoru.  

 

Slika 19. Susedni trougaoni elementi m i n, i tranziciono preslikavanje ὸάὲ. 

Jasno da ĺe mreģa na granici dva makro-elementa biti povezana ukoliko odgovarajuĺe tranziciono 

preslikavanje predstavlja identiļko preslikavanje. MeĽutim, ovaj uslov svodi parametrizaciju na 

globalnu parametrizaciju ļije smo ozbiljne nedostatke veĺ naglasili. Pokazuje se da se globalno 

kontinualna parametrizacija dobija i sa neġto relaksiranim zahtevom za tranzicione funkcije [80], koji 

je dat sa: 

Ἲ ὸἺ Ὑ Ἲ Ἤ. (41) 
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Gde je Ἲ slika taļke ἺṒὩ koja odgovara prvom makro-elementu, dok je Ἲ ὸἺ  slika iste taļke 

dobijena preslikavanjem njemu susednog makro-elementa. Ὑ  je rotacija za  u parametarskom 

prostoru, a Ὥ je celobrojna konstanta. Drugim reļima dozvoljena je rotacija za celobrojni umnoģak . 

Vektor d predstavlja celobrojnu translaciju, tj. pomeraj za ceo broj ĺelija u ļetvorougaonom gridu u 

parametarskom prostoru. Ovakva transformacija je ilustrovana slikom 20.  

  

a) Nekontinualna parametrizacija - nije zadovoljen 

uslov dat jednaļinom (41)   

b) Kontinualna parametrizacija - zadovoljen uslov 

dat jednaļinom (41) 

Slika 20. Parametarska mreģa susednih trougaonih elemenata.  

Svaki unutraġnji ļvor inicijalne trougaone mreģe pripada izvesnom broju elemenata. Ukoliko 

tranziciona preslikavanja zadovoljavaju uslov dat jednaļinom (41), suma unutraġnjih uglova slika 

trougaonih elemenata u parametarskim prostoru je u svakom unutraġnjem ļvoru jednaka , gde je Ὧ 

ceo broj. Ļvorove u kojima je ova suma razliļita od 2ˊ (Ὧ τ) nazivamo singularnim taļkama. 

Pokazuje se da je za direktno dobijanje ļiste ļetvorougaone mreģe podelu u parametarskom prostoru 

potrebno izvrġiti tako da se parametarske linije seku u singularnim taļkama [81]. U takvoj mreģi ĺe 

valenca ļvora biti jednaka konstanti Ὧ iz prethodne jednaļine. Ukoliko podela nije izvrġena na ovaj 

naļin, u finalnoj mreģi ĺe se u okolini svake singularne taļke pojaviti element ļiji je broj stranica 

jednak konstanti Ὧ.  

Kao ġto je reļeno u poglavlju 3.2 regularnu mreģu je moguĺe kreirati samo za toroidalne topologije, 

a ļak je i za takve topologije potrebno uvesti neregularne ļvorove u oblastima promene dimenzije 

elemenata, tako da je izvestan broj singularnih taļaka neizbeģan u ogromnoj veĺini mreģa. Optimalna 

parametrizacija treba ne samo da minimizuje broj singularnih taļaka, veĺ i da obezbedi njihovo dobro 

pozicioniranje.  

Kako bismo imali dobru podelu na makro-elemente, te parametrizaciju koja garantuje kreiranje 

kvalitetne mreģe, potrebno je na izvestan naļin izvrġiti ekstrakciju oblika geometrije. U naredna dva 

poglavlja su opisane tehnike koje se najļeġĺe koriste u praksi. 

Podela konstrukcijom Morse -Smale  kompleksa  

Metode iz ove grupe koriste osobinu Morse-Smale kompleksa da deli manifoldnu geometriju na 

makro-elemente koji imaju ļetvorougaoni oblik, te se zatim parametrizacija vrġi po ļetvorougaonim 

makro-elementima.  

Polazna geometrija je zadata trougaonom mreģom. Ma koja skalarna funkcija definisana na svim 

ļvorovima mreģe, a koja omoguĺava kreiranje Morse-Smale kompleksa, moģe se iskoristiti za podelu. 

MeĽutim, neĺe svaka funkcija rezultirati Morse-Smale kompleksom koji obezbeĽuje kvalitetnu 
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podelu na makro-elemente. U [14] se pokazuje da skalarna funkcija dobijena na osnovu Laplasovih 

sopstvenih funkcija daje veoma dobru podelu. Diskretni Laplasijan deo-po-deo linearnog 

preslikavanja, f, trougaone mreģe je u ļvoru Ὥ dat sa: 

ЎὪ ύ Ὢ Ὢ

ᶰ

ȟ (42) 

gde je ὔ skup ļvorova susednih ļvoru Ὥ, dok je ύ  teģinski koeficijent koji odgovara ivici ὭȟὮ. 

Vrednost koeficijenta ύ  zavisi od tipa preslikavanja, a pokazuje se da se Dirihleova energija (videti 

Prilog A) minimizuje sa [82], [83]:  

ύ
ÃÔÇɻ ÃÔÇɼ

ς
ȟ (43) 

gde su ɻ i ɼ uglovi naspramni ivici ὭȟὮȢ Funkciju f moģemo predstaviti kao vektor vrednosti 

funkcije u ļvorovima mreģe, koji ĺemo oznaļiti sa f.  Imajuĺi u vidu linearnost Laplasijana, primenu 

ovog operatora na funkciju f moģemo napisati u obliku matriļnog proizvoda:  

 ЎἮ ἘἮ ȟ (44) 

gde je L  kvadratna matrica ļiji je broj vrsta i kolona jednak broju ļvorova, a vrednosti elemenata date 

sa: 

ὒ

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ ύ

ᶰ

ȟ Ὥ Ὦ

ύ  ȟ éÖÏÒÏÖÉ Ὥ É Ὦ ÐÒÉÐÁÄÁÊÕ ÉÓÔÏÊ ÉÖÉÃÉ 

π ȟ ÉÎÁéÅ

 (45) 

Za ovako definisanu matricu L, izraļunava se izvestan broj sopstvenih vrednosti (‗ π ‗
Ễ ‗) i njima odgovrajuĺih sopstvenih vektora (Ἥ, Ἥ, é Ἥ). Sopstveni vektori predstavljaju 

vrednosti deo-po-deo linearnih funkcija u ļvorovima mreģe. Ove funkcije nazivamo Laplasovim 

sopstvenim funkcijama mreģe. One predstavljaju prirodne harmonike date mreģe i prirodno opisuju 

oblik mreģe.  

S obzirom da se Laplasove sopstvene funkcije i njima odgovarajuĺi Morse-Smale kompleks ne koriste 

za direktno kreiranje ļetvorougaone mreģe, veĺ samo relativno skromnog broja makro-elemenata, 

nije potrebno raļunati veoma veliki broj sopstvenih vrednosti/vektora. Pokazuje se da je za veĺinu 

geometrija dovoljno izraļunati prvih 40 do 80 sopstvenih vrednosti/vektora [14]. Korisniku se 

omoguĺuje kontrola koja ĺe funkcija biti iskoriġĺena za kreiranje Morse-Smale kompleksa. Jednom 

kada je funkcija izabrana, na osnovu njene vrednosti u ļvorovima, ļvorovi se klasifikuju na sledeĺi 

naļin: 

¶ Maksimum je ļvor u kome je vrednost funkcije veĺa nego u ma kom od njegovih suseda, 

¶ Minimum je ļvor u kome je vrednost funkcije manja nego u ma kom od njegovih suseda, 

¶ Regularni ļvor je onaj koji ne predstavlja ni minimum ni maksimum, a ļiji susedi u kojima 

je vrednost funkcije veĺa, odnosno manja nego u datom ļvoru formiraju neprekidni lanac,  

¶ Ostali ļvorovi predstavljaju sedlaste taļke.  

Linije podele se kreiraju tako ġto se polazi od sedlastog ļvora, a zatim se linija povlaļi kroz ivice po 

kojima postoji najbrģi rast, odnosno opadanje Laplasove sopstvene funkcije sve dok se ne doĽe do 

ļvora koji predstavlja maksimum, odnosno minimum, respektivno. Na taj naļin se kreira podela na 

ļetvorougaone makro-elemente, od kojih je svaki definisan sa dva naspramna sedlasta ļvora, te po 

jednim minimumom i maksimumom. Ova podela se naziva primarnim kompleksom. Ovo je samo 

jedan iz familije kompleksa koji se mogu dobiti na osnovu vrednosti Laplasove sopstvene funkcije. 
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Primera radi, eliminacijom sedlastih taļaka i spajanjem minimuma i maksimuma po linijama 

najveĺeg rasta funkcije, dobija se kvazi-dualni kompleks.     

Nakon podele inicijalne mreģe na makro-elemente, konstruiġe se globalno kontinualna harmonijska 

parametrizacija, gde se makro-elementi preslikavaju u osnovni domen koji predstavlja kvadrat 

jediniļne stranice u lokalnom όὺ koordinatnom sistemu, π όȟὺ ρ. Samo su koordinate ļvorova 
kompleksa unapred poznate, dok se koordinate za ostale ļvorove, ukljuļujuĺi i graniļne ļvorove 

makro-elemenata, naknadno odreĽuju. Parametrizacija se dobija reġavanjem sistema linearnih 

jednaļina, dimenzija ςὔ ςὔ , gde je ὔ  broj ļvorova. Jednaļine sistema dobijaju se kao:   

ό ύ ὸ ό

ȟ ᶰ

ό

ᶰ

Ȣ (46) 

Gde su ό  i ό  ό-koordinate ļvora Ὥ u makro-elementima ὲ i ά. ύ  je teģinski koeficijent dat 

jednaļinom (43), ὸ  je tranziciona funkcija izmeĽu makro-elemenata ὲ i ά, ὅ su ļvorovi 

kompleksa koji su susedni ļvoru Ὥ, dok su ļvorovi iz skupa ὃ ostali susedi ļvora Ὥ. Analogno se 

postavlja jednaļina po ὺ koordinati.     

Kako samo ļvorovi kompleksa imaju fiksirane koordinate u osnovnom domenu, reġenje sistema 

jednaļina moģe podrazumevati pomeranje granice izmeĽu elemenata. To se radi u iterativnom 

postupku, gde se nakon svake promene granica vrġi ponovno reġavanje sistema jednaļina. Pomeranje 

granica izmeĽu makro-elemenata prikazano je na slikama 21b i 21c. Oļigledno je da ovaj postupak 

moģe biti vremenski veoma zahtevan, naroļito ukoliko se poļetna podela ne kreira na pravi naļin. 

Naime, suviġe gruba inicijalna podela moģe onemoguĺiti  kreiranje validne parametrizacije. U tim 

sluļajevima se pribegava lokalnoj rafinaciji, koja podrazumeva dodatnu podelu kompleksa, bez 

podele njegovih granica, kako se ne bi ugrozila usaglaġenost mreģe. 

Iako metoda poļiva na spektralnoj analizi geometrije, granice kompleksa nisu uvek dobro usaglaġene 

sa glavnim pravcima krivina povrġi. UnapreĽenje metode, gde se ovi pravci, kao i pozicije 

nepomiļnih ivica uzimaju u obzir kod kreiranja Morse-Smale kompleksa predloģeno je u [84]. 

Dodatno unapreĽenje, koje podrazumeva kreiranje anizotropne mreģe, ali koje ukljuļuje veoma 

zahtevan optimizacioni postupak, opisano je u [85]. Sve opisane metode se mogu primeniti samo na 

manifoldnoj geometriji.  

    

a) Ulazna geometrija b) Poļetni kompleks c) Finalni kompleks d) Finalna mreģa 

Slika 21. Segmentacija geometrije primenom metode zasnovane na kreiranju Morse-Smale kompleksa. [14] 
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Direkciona  i Dimenziona polja    

Ranije smo naglasili znaļaj pravilne orijentacije elemenata, gde je za optimalnu segmentaciju 

elemente potrebno orijentisati paralelno sa glavnim pravcima zakrivljenosti povrġi [7]. Osim toga, 

kako bi se dobila mreģa koja aproksimira ulaznu geometriju sa malom greġkom, ivice elemenata 

mreģe treba da se poklapaju sa oġtrim ivicama geometrije. Konaļno, anizotropna segmentacija, gde 

je duģina elementa proporcionalna radijusu krivine u datom pravcu, je poģeljna u cilju smanjenja 

broja elemenata za zadatu taļnost aproksimacije. Kao naļin da se odgovori svim ovim zahtevima, 

uvode se dva vektorska polja: 

¶ Direkciona polja, koja odreĽuju pravce izoparametarskih linija u osnovnom domenu, 

odnosno orijentaciju elemenata mreģe.  

¶ Dimenzina polja, koja sadrģe informaciju o lokalnim dimenzijama elemenata mreģe. 

Navedena polja predstavljaju pomoĺne entitete u segmentaciji, a sama segmentacija se kreira ili 

direktno na osnovu ovih polja ili na osnovu globalne parametrizacije, o ļemu ĺe viġe reļi biti kasnije 

u ovom poglavlju. 

Treba napomenuti da je problem odreĽivanja direkcionih i dimenzionih polja usko povezan sa 

problemom odreĽivanja optimalnih linija podele povrġina na kvazi-planarne povrġine u metodi 

predloģenoj u ovom radu. Za razliku od metoda predloģenih u literaturi koje uvek podrazumevaju 

trougaonu segmentaciju ulazne geometrije, u ovom radu je predloģena heuristiļka metoda koja se 

primenjuje direktno na ulaznoj CAD geometriji.       

Direkciona polja 

Postoji viġe tipova direkcionih polja, sa razliļitim brojem vektora koji definiġu polje u svakoj taļki i 

sa razliļitim nivoom simetrije (dobar pregled je dat u [19]). Kada je u pitanju ļetvorougaona 

segmentacija, najznaļajnija su direkciona polja odreĽena sa dva meĽusobno upravna vektorska polja, 

koja su u svakoj taļki tangencijalna na povrġ geometrije, i u ovom radu ĺemo govoriti iskljuļivo o 

takvim direkcionim poljima.  

Posmatrajmo geometriju zadatu trougaonom mreģom, M. Direkciono polje je konstantno na svakom 

elementu mreģe i opisano je sa ļetiri meĽusobno normalna jediniļna vektora, Ἤ, Ἤ, Ἤ i Ἤȟ kao ġto 

je prikazano na slici 22. S obzirom da su vektori jednakog intenziteta i zaklapaju ugao od  jasno je 

da je definicijom jednog od njih definisan ceo sistem vektora. U literaturi je ġiroko prihvaĺeno 

definisanje ovog vektora preko ugla koji zaklapa sa ivicom koja je proglaġena referentnom ivicom 

trougaonog elementa (ugao ɗ na slici 22). 

Direkciona polja se raļunaju tako ġto se polazi od zadatih ili automatski odreĽenih poļetnih vektora, 

a zatim se odreĽuju polja koja glatko ekstrapoliraju zadate vektore po celoj geometriji (slika 23). 

Poļetni vektori mogu biti odreĽeni otvorenim ivicama geometrije ili unutraġnjim ivicama u kojima 

susedni elementi zaklapaju veliki ugao. TakoĽe, u paraboliļnim oblastima je jednostavno 

identifikovati glavne pravce zakrivljenosti, pa oni predstavljaju direkciona polja u ovim oblastima 

modela. Pronalaģenje polja koje na globalno optimalan naļin ekstrapolira poļetne vektore predstavlja 

sloģen optimizacioni problem. Naļin na koji se ovaj problem postavljen odreĽuje i pripadnost metode 

jednoj od sledeĺe dve grupe: nelinearna formulacija je karakteristiļna za ranije radove iz ove oblasti 

[86], dok se danas najļeġĺe koriste metode koje poļivaju na linearnoj formulaciji problema [16], [87]. 
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Slika 22. Ļetiri meĽusobno normalna direkciona vektora i njihovo predstavljanje preko ugla u odnosu na referentnu 

ivicu trougaonog elementa.   

Kako bismo odredili polje koje glatko ekstrapolira zadate vektore, potrebno je najpre kvantifikovati 

samu glatkost polja. Glatkost polja se raļuna kao integral kvadrata zakrivljenosti datog polja. U 

sluļaju diskretne definicije na trougaonoj mreģi ovo se svodi na sumu datu sa:   

Ὁ ʖ Ўʃ

ᶰ

Ȣ (47) 

Gde su sa Ὥ i Ὦ oznaļeni susedni trougaoni elementi, koji dele zajedniļku ivicu Ὡ . Koeficiejnt ʖ  

predstavlja teģinski koeficijent, ļija se vrednost najļeġĺe postavlja na 1 [16], [88]. Pokazuje se 

meĽutim da je za neuniformne trougaone mreģe ovaj koeficijent bolje postaviti na reciproļnu 

vrednost koeficijenta datog jednaļinom (43) [89]. Ўʃ  predstavlja ugaonu razliku izmeĽu 

odgovarajuĺih direkcionih vektora u dva susedna trougla.   

Treba primetiti da su uglovi ʃ i ʃ definisani u razliļitim elementima, pa ugaona razlika izmeĽu 

vektora nije prosta razlika izmeĽu uglova ʃ i ʃ. Kako bismo izraļunali ugaonu razliku izmeĽu 

vektora, potrebno je izraziti vektore iz tangentnog prostora elementa Ὥ u tangentnom prostoru 

elementa Ὦ. To se radi prostom rotacijom elementa Ὥ oko orijentisane zajedniļke ivice Ὡ  tako da se 

elementi Ὥ i Ὦ dovedu u istu ravan. Oznaļimo ovaj ugao rotacije sa ʕ .  

Imajuĺi na umu da je trougaona mreģa koju analiziramo samo aproksimacija glatke geometrije, te da 

i diskretna direkciona polja predstavljaju samo odbirke direkcionih polja koja postoje na originalnoj 

geometriji, potrebno je kod raļunanja ugla Ўʃ  uzeti u obzir i eventualnu dodatnu rotaciju vektora 

polja. Ova se rotacija uzima u obzir kroz ļlan dat sa ς“ὴ , gde se ὴ ᶰὤ naziva ugaonim skokom 

na ivici Ὡ . S obzirom da je polje rotaciono simetriļno na svakom elementu, sasvim je svejedno da li 

ĺe vektor Ἤ iz elementa Ὥ zaklapati mali ugao sa vektorom Ἤ ili sa nekim drugim vektorom iz 

elementa Ὦ. Iz tog razloga se prethodno definisana ugaona promena deli faktorom 4, te dobija vrednost 

ὴ .  

Na osnovu svega reļenog, jednaļina za glatkost polja postaje: 

Ὁ ʖ ʃ ʃ ʕ
ʌ

ς
ὴ

ᶰ

Ȣ (48) 

Maksimalno glatko polje se dobija minimizacijom vrednosti ovog izraza. Ovako definisan 

optimizacioni problem je dodatno oteģan ļinjenicom da su uglovi ʃ i ʃ realni brojevi, dok ugaoni 

skok ὴ  uzima celobrojne vrednosti. Iz tog razloga se u [87] predlaģe predstavljanje polja preko tzv. 

reprezentativnih vektora oblika ÃÏÓτʃȟ ÓÉÎτʃ, umesto preko ugla u odnosu na referentnu ivicu 

elementa. Ovakva reprezentacija eliminiġe potrebu za uvoĽenje ugaonog skoka. MeĽutim, u ovom 

sluļaju ne postoji direktna linearna veza izmeĽu direkcionog polja i odgovarajuĺeg reprezentativnog 
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vektora, te se uvode dodatna ograniļenja kako bi se spreļila izobliļenja u konstrukciji direkcionog 

polja.            

    

a) Poļetni vektori b) Direkciona polja dobijena ekstrapolacijom 

Slika 23. Kreiranje direkcionih polja. [3] 

Pokazuje se da je regularnost ļvora u finalnoj mreģi direktno odreĽena vrednostima ugaonih skokova 

u zvezdi ļvora inicijalne trougaone mreģe [88]. Jasno je odavde da se i pozicije neregularnih taļaka 

mogu direktno podeġavati odgovarajuĺim izborom ugaonih skokova u okviru postupka optimizacije 

koja podrazumeva minimizaciju izraza (16).  

Dimenziona polja 

Direkciona polja odreĽuju orijentaciju elemenata mreģe, ali ne sadrģe informaciju o poģeljnim ili 

maksimalnim/minimalnim dozvoljenim dimenzijama elemenata. Iz tog razloga se uvode dimenziona 

polja, koja zajedno sa direkcionim daju punu informaciju o ģeljenim parametrima mreģe.  

Dimenziona polja se mogu kreirati na razliļite naļine, a njihove karakteristike su usko povezane sa 

zahtevanim karakteristikama mreģe. Najjednostavnija dimenziona polja su konstantna polja, gde je 

maksimalna dimenzija elementa (odnosno duģina ivice) jedini parametar koji je njima definisan. 

MeĽutim, ovakva dimenziona polja mogu uneti veliku greġku u modelovanju geometrije, naroļito u 

okolini sitnih detalja ili u oblastima sa malim radijusima zakrivljenosti. Iz tog razloga je korisno 

uvesti zavisnost dimenzionog polja od radijusa krivina povrġi i ivica [90]. Kako bi se taļnost 

modelovanja geometrije dodatno poveĺala na ovu zavisnost se dodaje i lokalna zavisnost od 

dimenzija sitnih detalja geometrije [91].    

Oblik elemenata u finalnoj mreģi takoĽe diktira karakteristike polja, tako da u sluļaju da anizotropni 

elementi nisu poģeljni imamo izotropna dimenziona polja. U sluļaju kada je anizotropija elemenata 

poģeljna osobina uvode se anizotropna polja, gde je magnituda vrednosti polja odreĽena oblikom 

geometrije. Tako je u [85] magnitude direkcionih polja proporcionalne lokalnom radijusu krivine 

povrġi u datom pravcu.  

Dimenzionim poljima je potrebno pokriti i maksimalnu dozvoljenu brzinu rasta dimenzija elemenata 

mreģe. Ukoliko maksimalna brzina rasta nije zadata, dimenziona polja se kreiraju na osnovu nekog 

od gore navedenih parametara. MeĽutim, ukoliko je brzina rasta zadata, dimenziono polje je potrebno 

je dodatno modifikovati, kako bi se zadovoljio zahtev nametnut ovim parametrom [92]. 
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Kreiranje mreģe 

Jednom kada su izraļunata direkciona i dimenziona polja, kreiranje ļetvorougaone mreģe se vrġi na 

osnovu njih. Ovde se izdvajaju dve grupe metoda: 

¶ Eksplicitne metode, koje se zasnivaju na direktnom podeli geometrije na elemente na osnovu 

direkcionih i dimenzionih polja. Linije podele se kreiraju tako da njihova orijentacija 

odgovara direkcionim poljima, a meĽusobno rastojanje dimenzionim poljima.   

¶ Metode zasnovane na raļunanju globalne parametrizacije koja poġtuje zahteve za 

orijentacijom i dimenzijama elemenata definisane direkcionim i dimenzionim poljima.  

Eksplicitne metode su znaļajno jednostavnije, ali generalno zavrġavaju kreiranjem dominantno 

ļetvorougaone, a ne ļiste ļetvorougaone mreģe. Strogo gledano ove metode ne spadaju u metode 

zasnovane na parametrizaciji, jer se mreģa kreira direktno, a ne preslikavanjem iz osnovnog domena. 

U odnosu na direkciona polja, razlikujemo dve grupe povrġina:  

¶ Povrġine na kojima se jasno razlikuju dva dominantna pravca krivine, kao ġto su cilindriļne 

ili paraboliļne povrġine. 

¶ Povrġine na kojima ne moģemo jasno razlikovati dva dominantna pravca krivine, kao ġto su 

sferiļne ili ravne povrġine. 

S tim u vezi se i segmentacija ovih povrġina vrġi na razliļit naļin. U sluļaju prve grupe povrġina 

ļvorove segmentacije dobijamo direktno, u preseku linija ļija orijentacija odgovara direkcionim, a 

meĽusobno rastojanje dimenzionim poljima (slika 24). Na povrġinama na kojima nije moguĺe jasno 

izdvojiti glavne linije zakrivljenosti ļetvorougaona segmentacija se vrġi primenom neke od metoda 

za konverziju trougaone u ļetvorougaonu mreģu.  

Jasno je da se na oba opisana naļina, tj. na obe vrste povrġi, u opġtem sluļaju moģe dobiti samo 

dominantno ļetvorougaona mreģa, koja se primenom tehnika opisanih u poglavlju 3.4.1 moģe 

konvertovati u ļistu ļetvorougaonu mreģu.   

Sa druge strane metode bazirane na globalnoj parametrizaciji diktiranoj dimenzionim i direkcionim 

poljima daju dodatni stepen slobode kada je u pitanju optimizacija mreģe. TakoĽe, ove metode 

omoguĺavaju direktno kreiranje ļiste ļetvorougaone mreģe. Pokazuje se da se konstrukcijom 

kvalitetne parametrizacije dobijaju veoma kvalitetne ļiste ļetvorougaone mreģe [3].   

MeĽutim, radovi u kojima se opisuju ove metode uglavnom potiļu iz oblasti kompjuterske grafike, 

te je stoga i fokus na glatkim geometrijama, bez velikog broja oġtrih ivica ili sliļnih ograniļenja kakva 

postoje u CAD modelima. Ļak i za takve geometrije raļunanje globalne parametrizacije predstavlja 

vremenski veoma zahtevan problem [15]. Pokazuje se da je primena metoda globalne parametrizacije 

na sloģene CAD modele potpuno nepraktiļna, a u pitanje se dovodi ļak i teorijska moguĺnost 

adaptacije ove metode tako da bude primenjiva za sloģene CAD modele [20].  
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a) Ulazna geometrija (trougaona 

mreģa) 
b) Direkciona polja 

   

c) Linije podele  
d) Elementi odreĽeni presecima 

linija podele  
e) Finalna mreģa 

Slika 24. Eksplicitna segmentacija na osnovu direkcionih i dimenzionih polja. [90] 
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3.5. Pregled metoda za ļetvorougaonu segmentaciju ravnog 
poligona  

U ovom poglavlju je dat pregled metoda koje se koriste za nestrukturiranu ļetvorougaonu 

segmentaciju ravnog poligona.  

Fokus ĺe biti na metodama baziranim na dekompoziciji poligona, jer ove metode prirodno kreiraju 

anizotropnu mreģu, uz minimizaciju broja elemenata i visok Q-faktor ļetvorouglova [38].  

Sam poligon moģe imati proizvoljan broj unutraġnjih otvorenih i zatvorenih petlji, kao i nultih petlji, 

tj. pojedinaļnih, izolovanih ļvorova, kao ġto je ilustrovano na slici 25. Lako se pokazuje [93] da se 

ļista ļetvorougaona mreģa poligona moģe dobiti jedino ukoliko je ukupan broj stranica na njegovim 

zatvorenim petljama paran broj. U sluļaju da je ovaj broj neparan, a makar jedna od stranica koja 

pripada jednoj od zatvorenih petlji predstavlja graniļnu ivicu strukture, podelom ove stranice, 

dodavanjem jednog ļvora, postiģe se zahtevana parnost. Ukoliko ni jedna od ovih stranica ne 

predstavlja graniļnu ivicu strukture, problem je sloģeniji, a detaljno razmatranje reġenja ovog 

problema dato je u glavi 8. 

 

Slika 25. Poligon sa po jednom unutraġnjom otvorenom i zatvorenom, i dve nulte petlje. 

Metode za ļetvorougaonu segmentaciju ravnog poligona se generalno mogu podeliti u dve grupe 

[94]:  

¶ Indirektne, koje podrazumevaju trougaonu segmentaciju, a zatim konverziju trougaone 

mreģe u ļetvorougaonu. 

¶ Direktne metode. 

3.5.1. Indirektne metode  

Ideja da se najpre kreira trougaona mreģa poligona proizaġla je iz ļinjenice da su metode za trougaonu 

segmentaciju znaļajno jednostavnije od metoda za ļetvorougaonu segmentaciju. Ove metode se 

takoĽe dele na dve grupe:   

¶ Metode zasnovane Katmul-Klark algoritmu, tj. podeli svih trouglova na tri ļetvorougla 

[45]. Kao ġto je veĺ reļeno u poglavlju 3.4.1, prednosti ovakve podele leģe u jednostavnoj 

implementaciji algoritma i ļinjenici da se svaka trougaona mreģa moģe konvertovati u ļistu 

ļetvorougaonu. Oļigledni nedostaci su znaļajno poveĺanje broja elemenata, te skroman 

Q-faktor dobijenih ļetvorouglova, kao i veliki broj neregularnih ļvorova.  

¶ Metode koje se zasnivaju na kreiranju ļetvorougaonih elemenata spajanjem dva susedna 
trougla. Jasno je da ove metode daju znaļajno manji broj ļetvorouglova u finalnoj mreģi, 

ali kvalitet ļetvorouglova u velikoj meri zavisi od oblika trouglova u inicijalnoj mreģi, kao 

i od naļina njihovog spajanja. TakoĽe, u zavisnosti od redosleda spajanja trouglova 

moguĺe je da finalna mreģa ne bude ļista, veĺ da sadrģi veliki broj trougaonih elemenata.  

Algoritmi za eliminaciju zaostalih trouglova opisani u poglavlju 3.4.1 primenjivi su i za 

sluļaj segmentacije poligona. Ovde ĺemo pomenuti joġ jedan pristup, koji je zasnovan na 
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algoritmu propagirajuĺih frontova [95]. Inicijalni skup frontova predstavljaju stranice petlji 

koje definiġu poligon. Spajanje susednih trouglova u ļetvorouglove vrġi se duģ frontova, a 

sami frontovi se pomeraju prema unutraġnjosti poligona i u svakoj iteraciji front predstavlja 

granicu izmeĽu oblasti sa ļistom trougaonom i oblasti sa ļistom ļetvorougaonom mreģom. 

Nakon dovoljnog broja iteracija oblast sa trougaonom mreģom nestaje, te se dobija ļista 

ļetvorougaona mreģa.   

3.5.2. Direktne metode  

Ove metode podrazumevaju direktno kreiranje ļetvorougaone mreģe, bez trougaone segmentacije 

kao meĽukoraka. Direktne metode se dele na tri grupe, koje su opisane u naredna tri poglavlja.  

Quadtree  algoritam  

Quadtree algoritam predstavlja jedan od najstarijih algoritama za automatsku segmentaciju 3D [96] 

i 2D [97] geometrije.  

Poligon ļija se segmentacija vrġi smeġta se u kvadrat koji ga potpuno okruģuje. Ovaj kvadrat 

predstavlja koren stabla koje se generiġe u narednim iteracijama. Kvadrati koji sadrģe neki 

geometrijski entitet rekurzivno se dele, dok se ne postigne zadata rezolucija, kao ġto je ilustrovano na 

slici 26. Radi  ograniļavanja brzine rasta elemenata uvodi se ograniļenje u razlici nivoa podele 

susednih kvadrata. Obiļno se ne dozvoljava razlika veĺa od jednog nivoa u odnosu na susede po ivici 

[97] ili po ivici i ļvoru [98].  

Kada se inicijalna podela zavrġi razlikuju se dve grupe poligona: unutraġnji poligoni koji imaju 

pravilan kvadratni oblik, i graniļni poligoni ļiji je oblik diktiran oblikom stranica poligona koji se 

deli. Unutraġnji poligoni se dele primenom jednostavnih obrazaca, dok je podela spoljaġnjih poligona 

neġto sloģenija [97].        

 

Slika 26.  Quadtree dekompozicija modela. 

Za razliku od algoritama koji su opisani u naredna dva poglavlja, ovaj algoritam ne polazi od stranica 

poligona, pa direktno i ne daje mreģu koja se potpuno slaģe sa stranicama. Joġ jedan znaļajan problem 

ove metode jeste odreĽivanje pravilne orijentacije kvadrata koji okruģuje poligon, tj. grida koji se u 

rekurzivnoj podeli formira, a od koje presudno zavisi kvalitet dobijene mreģe. Zbog svega navedenog, 

ovaj algoritam se danas veoma retko koristi u kodovima za automatsku segmentaciju [94].  

Paving  algoritam  

Paving algoritam je prvi put predloģen u [99]. Osnovna ideja je da se ļetvorougaoni elementi ubacuju 

iterativno duģ celog fronta, koji se inicijalno sastoji od stranica poligona. U svakoj iteraciji se elementi 

dodaju duģ celog fronta. Novi front na poļetku svake sledeĺe iteracije odreĽen je slobodnim ivicama 

elemenata dodatih u prethodnoj iteraciji. (Pod pojmom slobodne ivice podrazumeva se ivica koja 

pripada samo jednom elementu.) S obzirom da algoritam polazi od stranica poligona, ne postoji 

problem sa poravnanjem grida kakav je postojao kod quadtree algoritma. TakoĽe, postoji potpuna 

kontrola oblika elemenata, ġto omoguĺava kreiranje veoma kvalitetne ļetvorougaone mreģe. 

Problem predstavlja robusnost algoritma u radu sa kompleksnim poligonima, gde algoritam lako ulazi 

u beskonaļnu petlju u situacijama kada dolazi do presecanja i/ili preklapanja frontova [100]. Ovaj 



46  

 

problem je reġen modifikacijom algoritma, koja podrazumeva da se u jednoj iteraciji umesto 

dodavanja elemenata duģ celog fronta dodaje samo jedan element. Nakon dodavanja ovog elementa 

vrġi se provera postojanja preseka (slika 27), kao i odreĽivanje njegovog rastojanja od drugih 

elemenata, te se na osnovu toga sam element: ili ostaje nepromenjen ili se dodatno modifikuje tako 

da se spoji sa nekim od postojeĺih elemenata, ili se pak briġe, a novi element se dodaje na mestu koje 

je procenjeno kao povoljnije. Ovom modifikacijom je robusnost algoritma znaļajno poveĺana [100].    

 

Slika 27. Provera preseka na nivou celog fronta (levo) i na nivou jednog elementa (desno). 

Algoritmi zasnovani na dekompoziciji poligona  

Ovi algoritmi se zasnivaju na podeli originalnog poligona na poligone jednostavne topologije, ļija se 

segmentacija zatim vrġi primenom jednostavnih algoritma i/ili predefinisanih obrasca. Naravno, kako 

se ne bi naruġio uslov za parnost broja stranica, u toku procesa podele osnovnog poligona sve vreme 

se mora odrģavati parnost broja stranica novonastalih poligona. 

Neki autori svrstavaju i quadtree algoritam u ovu grupu algoritama [94]. On je ovde ipak izdvojen u 

posebnu grupu, jer za razliku od algoritama opisanih u ovom poglavlju, ne polazi od ļvorova i stranica 

poligona, veĺ je baziran na kreiranju grida nad poligonom [101]. 

Jedan od najranijih algoritama za dekompoziciju kompleksnog poligona zasnovan je na ekstrakciji 

oblika poligona raļunanjem njegovih medijalnih osa [102]. Medijalne ose poligona predstavljaju 

skup taļaka koje imaju viġe od jedne najbliģe taļke na stranicama poligona, kao ġto je ilustrovano na 

slici 28. Jednom kada su medijalne ose izraļunate, originalni poligon se deli na konveksne poligone, 

u skladu sa oblikom i meĽusobnim poloģajem medijalnih osa u pojedinim delovima poligona 

[103], [104]. Segmentacija ovako dobijenih konveksnih poligona se zatim vrġi primenom 

predefinisanih obrazaca. Glavni nedostatak ovog algoritma jeste numeriļka sloģenost, jer je i samo 

odreĽivanje medijalnih osa kompleksnih poligona veoma sloģen problem [105], [106]. 

 

Slika 28. Medijalne ose poligona (boldovane linije). 
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Algoritam predloģen u [107] podrazumeva podelu originalnog poligona na konveksne poligone, u 

skladu sa unapred zadatom duģinom segmenata po stranicama poligona (slika 29). Podela se vrġi tako 

da dimenzije segmenata budu pribliģno jednake unutar svakog novonastalog poligona, a da se ne 

razlikuju viġe od dva puta izmeĽu susednih poligona. Svaki od ovako kreiranih konveksnih poligona 

se dalje nezavisno deli primenom algoritama koji se zasnivaju na algoritmima ranije predloģenim za 

trougaonu segmentaciju [108]. Glavni nedostaci ovog algoritma jesu ļinjenice da se prirodno ne 

dobija anizotropna mreģa, te da se nakon inicijalne podele ne dobijaju elementi visokog Q-faktora, 

pa se veoma kvalitetna mreģa dobija tek nakon rafinacije inicijalne podele (viġe o metodama za 

rafinaciju dato je u sledeĺem poglavlju). Razlog za ovakvo ponaġanje algoritma leģi u izboru linija 

kojima se originalni poligon deli na konveksne poligone. Naime, ne forsira se uslov da uglovi 

konveksnih poligona budu pravi, te uglovi razliļiti od 90° dalje propagiraju kroz mreģu.  

 

Slika 29. Dekompozicija poligona na 5 konveksnih poligona, ὖ, ὖ, ὖ, ὖ i ὖ. [107] 

Kako bi se reġio problem sa neoptimalnim uglovima, razvijen je veĺi broj algoritama 

[17], [18], [109], [110], koji meĽu linijama koje su kandidati za liniju podele poligona prednost daju 

onim linijama koje sa stranicama poligona zaklapaju uglove bliske pravom uglu. Tako se u [17] uvodi 

teģinski koeficijent za svaku razmatranu liniju podele. Koeficijent se raļuna kao proizvod ugaonog i 

duģinskog koeficijenta: 

ɿ ɿɿ . (49) 

Ugaoni koeficijent se raļuna kao: 

ɿ
В ɻ

ʌ
ς

υʌ
 

(50) 

dok se duģinski raļuna kao: 

ɿ
ȿὨȿ

Ὠ
 (51) 

gde su ɻ, ɻ, ɻ i ɻ uglovi koje linija podele, d, zaklapa sa stranicama poligona, kao ġto je 

ilustrovano na slici 30, dok je Ὠ  maksimalno rastojanje izmeĽu dva ļvora poligona. Podela se 

najpre vrġi po liniji koja ima najmanju vrednost teģinskog koeficijenta.  

U [109] pored uglova i duģine linije, u izrazu za teģinski koeficijent linije figuriġe i odstupanje duģine 

segmenata na podeli linije od preferirane dimenzije segmenta. Forsiraju se linije sa malim 

odstupanjem duģine segmenata od ģeljene duģine. U [18] i  [110] predloģen je dodatni parametar kod 

izbora linije podele, a to je odnos povrġina poligona na koje data linija deli originalni poligon. 

Prednost se daje linijama koje kreiraju poligone pribliģno jednakih povrġina.  
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Slika 30. Linija podele poligona izmeĽu ļvorova A i B. 

Vaģno je takoĽe napomenuti da se u svim navedenim radovima, sloģeni poligoni najpre dele na 

poligone sa jednom spoljaġnjom petljom, pa se nakon toga vrġi dalja podela ovih poligona. Podela 

poligona se vrġi do nivoa tzv. jediniļnih poligona, ļija se segmentacija vrġi primenom obrazaca. Osim 

ļetvorougla u jediniļne poligone spadaju i ġestougao [17], [18], [109], odnosno osmougao [110]. U 

[18] se podela poligona do nivoa jediniļnih ne vrġi sve vreme opisanom dekompozicijom poligona, 

veĺ se dekompozicija kombinuje sa paving tehnikom. Naime, dekompozicija posmatranog poligona 

se zaustavlja kada njegov oblik postane relativno pravilan, tj. ima mali odnos obima i povrġine, i 

predstavlja topoloġki trougao ili topoloġki ļetvorougao. Ovo znaļi da su svi uglovi meĽu stranicama 

posmatranog poligona kreĺu u opsegu izmeĽu ʌ ʀ i ʌ ʀ, osim za tri ili ļetiri ļvora u kojima su 

unutraġnji uglovi poligona manji od ʀ. Segmentacija ovakvih poligona se dalje vrġi primenom 

paving algoritma, sve do nivoa ġestougla, kada se primenjuju obrasci za ļetvorougaonu segmentaciju. 

Zbog topoloġke jednostavnosti poligona na kojima se primenjuje, paving algoritam ovde nema 

problem sa robusnoġĺu o kom je bilo reļi ranije.     

Oblik jediniļnih poligona je u [18], [109], [110] ograniļen na konveksne ġestouglove, odnosno 

osmouglove [110], a kada su u pitanju konkavni dozvoljava se da samo jedan unutraġnji ugao bude 

veĺi od 180°. Obrasci podele ovakvih ġestouglova i osmouglova dati su u [110].  

Opisano ograniļenje za oblik jediniļnih ġestouglova ne postoji u [17]. Prvi pokuġaj generalizacije 

segmentacije proizvoljnog ġestougla na konveksne ļetvorouglove dat je u [111]. Tu je pokazano da 

se svaki ġestougao moģe podeliti na m konveksnih ļetvorouglova (gde je ά ςȟσȟτȟυ), ubacivanjem 

ά ς ļvora, uz koriġĺenje jedinstvene procedure za svako m. Generalizacija algoritma data je u [17] 

i [38], a primeri podele nekih topologija konkavnih ġestouglova dati su na slici 31.  

   

a) Topologija ñzvezdaò b) Topologija ñskakaļò c) Topologija ñkriloò 

Slika 31. Segmentacija nekonveksnog ġestougla na konveksne ļetvorouglove. [38] 
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3.6. Metod e za obradu ļetvorougaone mreģe 

Jednom kada je segmentacija zavrġena ili u toku procesa segmentacije, kvalitet ļetvorougaone mreģe 

u smislu kvaliteta pojedinih elemenata, broja elemenata, kvaliteta aproksimacije geometrije i 

regularnosti mreģe moģe biti popravljen primenom razliļitih operacija. Sa stanoviġta segmentacije 

optimizovane za efikasnu elektromagnetsku analizu, od interesa su pre svega operacije koje dovode 

do poboljġanja faktora kvaliteta elemenata i smanjenja broja elemenata.  

Sve operacije koje se primenjuju kako bi se popravio faktor kvaliteta elemenata mogu se podeliti u 

dve velike grupe: 

¶ Operacije koje ne menjaju povezanost mreģe. 

¶ Operacije koje menjaju povezanost mreģe.  

Najļeġĺe koriġĺena metoda iz prve grupe jeste Laplasova relaksacija [112], gde se razmatrani ļvor 

pomera u taļku koja je dobijena kao aritmetiļka sredina pozicija ļvorova sa kojima dati ļvor deli 

ivice. Ovaj postupak se ponavlja iterativno nad svim ļvorovima mreģe, sve dok rastojanje izmeĽu 

trenutnih pozicija ļvorova i novih pozicija, odreĽenih opisanim postupkom, ne postane manje od 

predefinisanog praga. Ova metoda je jednostavna za implementaciju, i pokazuje veoma dobre 

rezultate u zonama u kojima su elementi mreģe konveksni. MeĽutim, njena primena u okolini 

nekonveksnih elemenata ne samo da ne popravlja, veĺ moģe i pokvariti kvalitet elemenata [112]. Iz 

tog razloga je razvijen veĺi broj modifikacija metode, od kojih ĺemo ovde navesti samo neke od njih. 

U [113] se kod raļunanja pomeraja ļvora predlaģe uvoĽenje teģinskih koeficijenta koji zavise od 

duģine ivica kao i oblika i dimenzija elemenata kojima dati ļvor pripada. Neki autori primenjuju 

opisani postupak za ļvorove koji pripadaju konveksnim elementima, a predlaģu poseban tretman 

ļvorova u nekonveksnim zonama [114].  

U metodama koje se baziraju na optimizaciji pozicija ļvorova umesto heuristiļkog pristupa koji se 

koristi u Laplasovoj relaksaciji pozicija ļvora se dobija optimizacijom tako da se maksimizuje faktor 

kvaliteta elemenata koji sadrģe dati ļvor [115], [116]. Iako se pokazuje da ova metoda daje bolje 

rezultate od Laplasove metode, posebno u zonama oko konkavnih elemenata, problem predstavlja 

vreme izvrġavanja, posebno u modelima koji se sastoje od velikog broja elemenata. Iz tog razloga se 

ona obiļno koristi u kombinaciji sa Laplasovom relaksacijom [117], [118], gde se Laplasova 

relaksacija koristi u konveksnim oblastima, dok se optimizacija primenjuje samo u okolini 

nekonveksnih elemenata.  

Kada su u pitanju metode koje menjaju povezanost mreģe, pozabaviĺemo se najpre njihovom 

primenom u cilju poboljġanja faktora kvaliteta pojedinih elemenata. U [10] su predloģene lokalne 

operacije koje se primenjuju na nivou manifoldne ivice ili ļvora ļije su sve ivice manifoldne. 

Operacije optimizacije oblika elementa nazvane rotacijom ivice, odnosno rotacijom ļvora prikazane 

su na slici 32. Oļigledno je da ove operacije ne menjaju broj elemenata u mreģi, pa svaku od operacija 

moģemo primeniti uvek kada njena primena doprinosi poboljġanju faktora kvaliteta elemenata.  

Lokalna operacija opisana u [38] podrazumeva spajanje susednih ļetvorouglova u ġestougao, 

brisanjem zajedniļke manifoldne ivice. Dobijeni ġestougao se zatim segmentira na konveksne 

ļetvorouglove primenom predefinisanih obrazaca. Kao ġto je reļeno u prethodnom poglavlju, 

ġestougao se deli na ά ļetvorouglova (gde je ά ςȟσȟτȟυ), ubacivanjem ά ς ļvora u unutraġnjost 

ġestougla. S obzirom da se dobijeni ġestougao segmentira na optimalan naļin, poveĺanje faktora 

kvaliteta je veĺe nego u [10], ali se ukupan broj elemenata moģe poveĺati. Kako bi se spreļilo da broj 

elemenata znaļajno poraste uz malo poveĺanje faktora kvaliteta, podela se vrġi jedino ukoliko su 

zadovoljeni sledeĺi uslovi: 

ὗ π  i  ὗ ὅ ὗ  (52) 



50  

 

gde je ὗ  minimalni faktor kvaliteta ļetvorouglova spojenih u ġestougao, ὗ  minimalni 

faktor kvaliteta novonastalih ļetvorouglova, dok je C konstanta ļija vrednost treba da bude veĺa od 

1 (u [38] se preporuļuje vrednost 1.2). Osim uslova definisanog ovom jednaļinom, uvodi se i dodatni 

uslov koji proizilazi iz ļinjenice da poboljġanje faktora kvaliteta iznad neke vrednosti, oznaļimo je 

sa ὗ  ὗ π, ne doprinosi znaļajnom poboljġanju taļnosti elektromagnetske analize [39]. Ovaj 

uslov predviĽa da u posmatrani proces spajanja u ġestougao i dalje podele ġestougla, ulaze samo oni 

ļetvorouglovi ļiji je faktor kvaliteta manji od ὗ . Opisani postupak primenjuje se iterativno dok god 

u mreģi postoje elementi nad kojima primena postupka ima smisla u skladu sa definisanim 

kriterijumima.   

Metode koje smanjuju broj elemenata moģemo podeliti na lokalne i globalne. Lokalne metode se 

zasnivaju na primeni predefinisanih operacija nad grupom susednih elemenata. Pokazuje se da se 

primenom skupa lokalnih operacija predloģenih u [10] (slika 32), moģe postiĺi znaļajno smanjenje 

broja elemenata, uz istovremeno poveĺanje faktora kvaliteta. Operacije prikazane na slici 32 

oznaļene su kao elementarne operacije, jer se ni jedna od njih se ne moģe dobiti kombinovanjem 

ostalih. Pokazuje se da je redosled primene operacija veoma vaģan, pa se najpre primenjuju operacije 

ukrupnjavanja, zatim operacije optimizacije oblika, i na kraju operacije ļiġĺenja nekorektnih 

elemenata. Navedene operacije se primenjuju iterativno nad svim entitetima u mreģi, sve dok se ne 

postignu zadati uslovi ili dok se ne pokaģe da njihova dalja primena ne doprinosi znaļajno poboljġanju 

kvaliteta mreģe. 

  

 

saģimanje ivice rotacija ivice brisanje ļvora valence 1 

   

saģimanje dijagonale rotacija ļvora brisanje ļvora valence 2 

a) Operacije ukrupnjavanja b) Operacije optimizacije c) Operacije ļiġĺenja 

Slika 32. Lokalne operacije za popravljanje kvaliteta mreģe. [10] 

Globalne metode imaju uticaj na mnogo veĺe zone mreģe ili ļak na celu mreģu. Najļeġĺe koriġĺena 

globalna metoda jeste saģimanje sekvenci ivica [66], [119]. Moramo najpre definisati pojam dualne 

mreģe, kroz definiciju entiteta dulanog svakom od osnovnih entiteta mreģe. Elementu mreģe je dualan 

njegov centroid. Ivici je dualna duģ koja spaja centroide elemenata kojima data ivica pripada, a koju 

ĺemo nazvati spojem. Konaļno, ļvoru je dualan poligon definisan centroidima elemenata kojima dati 

ļvor pripada. Ukrupnjavanje mreģe sastoji se od pronalaģenja neprekidnih sekvenci spojeva koje su 

zatvorene ili ļija oba kraja izlaze na graniļne ivice. Za svaku sekvencu spojeva koja zadovoljava 

jedan od ovih uslova moģe se izvrġiti saģimanje svake ivice koju ona seļe u taļku, a da se pri tome 

ne ugrozi povezanost mreģe (slika 33).  
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a) mreģa (crna) i dualna mreģa 

(siva) 
b) eliminacija sekvence spojeva c) pojednostavljena mreģa 

Slika 33. Smanjenje broja elemenata saģimanjem sekvence spojeva. [66]  

Glavni nedostatak ove metode predstavlja ļinjenica da sekvence spojeva mogu biti veoma duge, 

obuhvatajuĺi ponekad celu mreģu. Saģimanje dugih sekvenci moģe dovesti do kreiranja mreģe koja 

reprezentuje originalnu geometriju sa velikom greġkom, kao i do nastanka elemenata veoma niskog 

faktora kvaliteta. Iz tog razloga se pre saģimanja sekvenci uvode lokalne operacije koje skraĺuju 

duģinu sekvenci. Primera radi, u [66] se predlaģu sledeĺe lokalne operacije:  

¶ Saģimanje dijagonale, na elementima gde se ļetiri spoja stiļi u centroidu, i  

¶ Brisanje ļvora valence 2, ukoliko sekvenca spojeva seļe obe ivice koje dele dati ļvor.  
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4. Kratak opis metode 

Kako je u uvodnoj glavi veĺ reļeno, cilj rada na razvoju nove metode za ļetvorougaonu segmentaciju 

jeste razvoj metode koja ĺe za zadatu CAD geometriju kreirati ļistu i usaglaġenu ļetvorougaonu 

mreģu. Dodatno, radi poveĺanja taļnosti analize i smanjenja broja nepoznatih koeficijenata, broj 

elemenata mreģe se mora minimizirati uz visoke vrednosti faktora kvaliteta pojedinih elemenata 

mreģe.   

U ovoj glavi je dat kratak opis predloģene metode, koji ļitaocu treba da da grubu sliku o osnovnim 

idejama na kojima se metoda zasniva i omoguĺi bolje razumevanje detaljnog opisa pojedinih faza 

segmentacije, koji ĺe biti dati u sledeĺim glavama ovog rada. Pre nego ġto preĽemo na opis same 

metode u poglavlju 4.1 ĺemo se osvrnuti na format zapisa geometrije, kao i parametre koje mreģa 

mora da zadovolji kada su u pitanju taļnost modelovanja geometrije i kompatibilnost sa metodom 

koriġĺenom za elektromagnetsku analizu.  

4.1. Ulazni parametri  

Geometrija ļija se segmentacija vrġi zadata je kao CAD geometrija, dok kao izlaz metoda treba da da 

ļetvorougaonu mreģu pogodnu za efikasnu elektromagnetsku analizu.      

U svim modelima prikazanim u ovom radu, za opis CAD geometrije i sve geometrijske i topoloġke 

manipulacije nad njom koristimo Parasolid tehnologiju [120]. Kao ġto ĺe iz opisa metode biti 

oļigledno, sama metoda nije ograniļena na Parasolid tehnologiju, ali je Parasolid tehnologija izabrana 

kao jedna od najġire koriġĺenih tehnologija u oblasti CAD modelovanja. Svi modeli prikazani u radu 

su modeli iz WIPL-D Pro CAD softverskog paketa [26].     

Najvaģniji parametri mreģe koje zadaje korisnik su sledeĺi: 

¶ Dimenzija elementa. Ovaj parametar se zadaje kao maksimalna dozvoljena dimenzija, tj. 

duģina stranice, elementa mreģe. Kako je minimizacija ukupnog broja elemenata u mreģi 

jedan od zahteva, maksimalna dozvoljena dimenzija elementa predstavlja i poģeljnu 

dimenziju u svim delovima mreģe gde ova dimenzija nije ograniļena nekim drugim 

parametrom (kao ġto je mali radijus krivine ili postojanje sitnih povrġina u modelu). 

Kada govorimo o elektromagnetskoj analizi (ili ma kojoj drugoj numeriļkoj analizi) 

maksimalna dimenzija elementa je ograniļena tehnologijom koja se koristi. Kao ġto je reļeno 

u poglavlju 2.6, maksimalna dimenzija elementa u WIPL-D numeriļkom kernelu iznosi ςʇ 
kada se koriste modifikovane funkcije bazisa do reda 7 [34], [40]. Iz tog razloga je 

podrazumevana vrednost za ovu dimenziju jednaka ςʇ.  
¶ Povrġinska i iviļna ugaona tolerancija. Ova dva parametra su meĽusobno veoma sliļna i oba 

se zadaju kako bi se zadala taļnost sa kojom ļetvorougaona mreģa modeluje CAD geometriju. 

Povrġinska ugaona tolerancija definiġe maksimalni dozvoljeni ugao izmeĽu normala na 

elemente mreģe koji dele zajedniļku ivicu, a koji su nastali podelom iste povrġine CAD 

modela. Iviļna ugaona tolerancija definiġe maksimalnu ukupnu promenu ugla tangente duģ 

krive koja odgovara jednom segmentu u poligonskoj aproksimaciji ivice CAD geometrije. 

Kao ġto je to sluļaj sa dimenzijom elementa, i za ova dva parametra maksimalno dozvoljena 

vrednost predstavlja i poģeljnu vrednost parametra.  

¶ Tolerancija za ukrupnjavanje. U CAD modelima, a naroļito onim importovanim koji nisu 

inicijalno kreirani za potrebe EM analize, veĺ za neke druge namene kao ġto je maġinska 

izrada sloģenih sklopova i njihovih delova, obiļno postoji veliki broj detalja koji nisu od 

interesa sa stanoviġta EM analize. Kako se ne bi dobila mreģa sa jako velikim brojem 

elemenata koji nemaju uticaj na elektromagnetske parametre od interesa, uvodi se tolerancija 
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za ukrupnjavanje. Ova se tolerancija definiġe u odnosu na maksimalnu dimenziju modela. 

Ukoliko su dimenzije elemenata u nekom delu mreģe, koje su diktirane oblikom geometrije i 

ugaonim tolerancijama, manje od tolerancije za ukrupnjavanje, onda se dozvoljava 

segmentacija sa neġto grubljim ugaonim tolerancijama. 

¶ Faktor relaksacije parametara podele. Prethodno navedeni parametri podele u potpunosti 

odreĽuju maksimalnu dimenziju elemenata mreģe i taļnost modelovanja geometrije. 

MeĽutim, postoje situacije u kojima je potrebno blago odstupiti od zadatih parametara zarad 

poveĺanja kvaliteta mreģe, kako u smislu smanjenja broja elemenata, tako u smislu poveĺanja 

faktora kvaliteta pojedinih elemenata. Faktor relaksacije parametara podele definiġe ovo 

odstupanje, i zadaje se u procentima u odnosu na zadate duģinske i ugaone parametre.  

¶ Minimalna dimenzija povrġine. Ovaj parametar se definiġe u odnosu na najveĺu dimenziju 

povrġine, koja se moģe definisati kao duģina dijagonale kvadra opisanog oko povrġine ili na 

neki dugi naļin. Cilj definisanja ovog parametra jeste da se ograniļi minimalno rastojanje 

izmeĽu dva ļvora koja ne pripadaju istoj ivici ili minimalno rastojanje izmeĽu ļvora i ivice. 

Pokazuje se da postojanje suviġe bliskih entiteta uzrokuje pojavu elemenata veoma niskog 

faktora kvaliteta, te se stoga uvode dodatne podele povrġina u cilju zadovoljenja ovog 

parametra, odnosno u cilju podizanja faktora kvaliteta elemenata mreģe.       

Po definiciji se ovi parametri zadaju globalno i vaģe za celu geometriju. MeĽutim, ļesto je neophodno 

izvrġiti neġto finiju podelu u pojedinim delovima modela, na primer u okolini napajanja. Iz tog razloga 

je dimenziju elementa, povrġinsku i iviļnu ugaonu toleranciju moguĺe zadati i lokalno na ma kojoj 

povrġini, a dimenziju elementa i iviļnu ugaonu toleranciju je moguĺe zadati i na ivicama modela. 

Kako ne bi doġlo do neģeljenog smanjenja taļnosti modelovanja na delovima modela koji su veoma 

znaļajni za elektromagnetsku analizu, na izabranim povrġinama i ivicama je moguĺe iskljuļiti 

primenu tolerancije za ukrupnjavanje.            

4.2. Kratak opis metode  

Metoda za ļetvorougaonu segmentaciju opisana u ovom radu moģe se svrstati u grupu metoda 

zasnovanih na podeli geometrije na makro-elemente. Metoda predviĽa da se mreģa kreira za svaku 

povrġinu zasebno, a jedini zahtev koji postoji na granici dveju povrġina jeste povezanost mreģe. 

Ļinjenica da se u procesu kreiranja ļetvorougaone mreģe ne kreira trougaona mreģa kao meĽukorak 

svrstava metodu u grupu direktnih metoda za ļetvorougaonu segmentaciju.  

Dijagram toka predloģene metode dat je na slici 34. Na ovom mestu ĺemo dati kratak opis pojedinih 

faza metode, a detaljan opis svake faze dat je u narednim glavama. 

Podela na kvazi-planarne povrġine, predstavlja prvi korak u procesu segmentacije CAD geometrije. 

Kvazi-planarnom nazivamo povrġinu koja se moģe bijektivno preslikati na ravan, ortogonalnim 

projektovanjem taļaka povrġine. Zadovoljenje zahteva za kvazi-planarnost je potrebno kako bi 

povrġine mogle da uĽu u naredne faze algoritma, ali nije dovoljno sa stanoviġta dobijanja kvalitetne 

mreģe. U tom smislu je linije podele originalnih povrġina potrebno izabrati tako da odgovaraju 

glavnim pravcima zakrivljenosti povrġi, te izbeĺi kreiranje suviġe kratkih ivica. Sama referentna ravan 

se odreĽuje posebno za svaku povrġinu. U [121] je predloģeno koriġĺenje ravni minimalnog 

kvadratnog odstupanja. MeĽutim, kako se pokazalo da je raļunanje ove ravni suviġe vremenski 

zahtevno, umesto nje se koristi ma koja ravan ļija normala odgovara normali na povrġinu u njenom 

parametarskom centru [122].    

U sledeĺoj fazi algoritma kreira se poligonska aproksimacija svih ivica. Ova aproksimacija se kreira 

u skladu sa zadatom dimenzijom elementa i iviļnom ugaonom tolerancijom, tako da:  

¶ duģina pojedinih pravolinijskih segmenata ne sme biti veĺa od zadate dimenzije elementa,  
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¶ ugao meĽu vektorima definisanim susednim segmentima ne sme biti veĺi od ugaone 
tolerancije za posmatranu ivicu.    

Vaģno je ovde napomenuti da se ivice koje pripadaju veĺem broju povrġina dele samo jednom i ista 

poligonska aproksimacija ivice se koristi u svakoj povrġini kojoj data ivica pripada. Na ovaj naļin se 

automatski obezbeĽuje povezanost mreģe.    

Ļvorovi ovako kreirane aproksimacije ivica se zatim projektuju na referentnu ravan posmatrane 

povrġine, gde kreiraju ravan poligon. Na ovom mestu se najpre vrġi kontrola poligona u smislu 

njegove regularnosti i oblika. Neregularne poligone i poligone ļiji je oblik takav da onemoguĺava 

kreiranje kvalitetne podele dodatno procesiramo na jedan od dva naļina: 

¶ Rafinacijom podele ivica odgovarajuĺe povrġine, ili 

¶ Dodatnom podelom same povrġine. 

Kako bi se postupak segmentacije ubrzao, na ovom mestu se vrġi i dodatna podela kvazi-planarnih 

povrġina koje su preslikane u poligone sa suviġe velikim brojem stranica.   

Kao ġto je ranije reļeno broj segmenata na zatvorenim petljama poligona mora biti paran, da bi bilo 

moguĺe kreiranje ļiste ļetvorougaone mreģe. Na drugoj strani, naļin na koji je kreirana poligonska 

aproksimacija ivica ne obezbeĽuje automatski ovu parnost, te je u opġtem sluļaju potrebno dodati 

izvestan broj pomoĺnih segmenata u poligonsku aproksimaciju pojedinih ivica strukture. Kako se ne 

bi naruġila povezanost mreģe, dodavanje segmenata za parnost se ne moģe vrġiti na jednoj povrġini 

nezavisno od njoj susednih povrġina.     

Kada su kreirani poligoni sa parnim brojem segmenata na zatvorenim petljama za sve kvazi-planarne 

povrġine, moģe se uĺi u proces segmentacije ravnih poligona. U predloģenoj metodi se koristi 

modifikacija algoritma za segmentaciju ravnih poligona predloģenog u [17] i  [38]. Modifikacija se 

odnosi na uzimanje u obzir ļinjenice da je ravni poligon koji se segmentira dobijen projektovanjem 

na ravan poligonske aproksimacije ivica, u opġtem sluļaju, zakrivljene povrġine. Iz tog razloga je 

svaku liniju podele koja se povlaļi u toku segmentacije poligona potrebno najpre projektovati na 

odgovarajuĺu CAD povrġinu, odrediti poligonsku aproksimaciju ovako dobijene krive, te konaļno 

projektovati ļvorove ove aproksimacije nazad na ravan poligona. 

Konaļno, nakon ġto je ravan poligon segmentiran, ļvorovi njegove ļetvorougaone mreģe projektuju 

se na odgovarajuĺu povrġinu CAD modela. Suma ovako dobijenih mreģa pojedinih kvazi-planarnih 

povrġina ļini finalnu ļetvorougaonu mreģu CAD modela.          

Kao ġto je veĺ naglaġeno, ļetvorougaona segmentacija kompleksne CAD geometrije veĺ sama po 

sebi predstavlja veoma sloģen problem. Kada se u vidu imaju i specifiļni zahtevi koji proizilaze iz 

potrebe za segmentacijom koja ĺe omoguĺiti efikasnu EM analizu, ovaj problem se dodatno 

usloģnjava. U metodi izloģenoj u ovom radu ovaj sloģeni problem je podeljen na viġe faza od kojih 

svaka predstavlja relativno jednostavan pod-problem. Pojedine faze su meĽusobno gotovo nezavisne, 

ġto predstavlja dodatni kvalitet metode, jer se svaka faza moģe unapreĽivati i optimizovati nezavisno 

od ostatka algoritma.  
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Slika 34. Dijagram toka metode za ļetvorougaonu segmentaciju. 
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5. Poligonska aproksimacija krive  

U prethodnoj glavi je pomenuto da jednu od faza metode za ļetvorougaonu segmentaciju predstavlja 

kreiranje poligonske aproksimacije svih ivica geometrije. Kreiranje poligonske aproksimacije 

proizvoljne krive linije predstavlja, meĽutim, mnogo znaļajniji problem nego ġto se iz dijagrama toka 

predloģene metode da naslutiti. Naime, osim u pomenutoj fazi algoritma kreiranje ove aproksimacije 

veoma je znaļajno i u procesu podele povrġina na kvazi-planarne, kao i u procesu segmentacije 

ravnog poligona gde se u obzir uzima i oblik povrġine ļija je ovaj poligon slika.   

Na slici 35 prikazan je jednostavan primer poligonske aproksimacije krive linije. Kriva linija je 

prikazana u crvenoj boji, i sastoji se od jednog polukruģnog segmenta. Izlomljena prava linija, koja 

predstavlja njenu poligonsku aproksimaciju prikazana je u crnoj boji. Na slici su oznaļeni i najvaģniji 

parametri ove aproksimacije: 

¶ d ï maksimalna duģina pravolinijskog segmenta u poligonskoj aproksimaciji; 

¶ ű ï ugaona tolerancija, koja definiġe maksimalnu ukupnu promenu ugla tangente na delu 

krive koji odgovara jednom segmentu u poligonskoj aproksimaciji krive. U daljem tekstu 

ĺemo ovaj parametar nazivati ukupnom zakrivljenoġĺu posmatranog dela krive. U 

jednostavnom primeru uniformno zakrivljene krive prikazane na slici 35, ova tolerancija 

odgovara spoljaġnjem uglu izmeĽu susednih segmenata u poligonskoj aproksimaciji krive.   

¶ t ï tolerancija tetive, koja predstavlja maksimalno dozvoljeno normalno rastojanje izmeĽu 

segmenta u poligonskoj aproksimaciji krive i njemu odgovarajuĺeg dela krive. 

 

Slika 35. Poligonska aproksimacija polukruģne krive linije. 

Iz prethodno reļenog je jasno da je maksimalna duģina pravolinijskog segmenta odreĽena zadatom 

dimenzijom elementa, dok je ugaona tolerancija definisana zadatom povrġinskom ili iviļnom 

ugaonom tolerancijom, u zavisnosti od toga da li se vrġi aproksimacija ivice ili krive dobijene na 

nekoj od povrġina. Kada je reļ o toleranciji tetive, ovaj se parametar ne zadaje u metodi opisanoj u 

ovom radu, a ovde ga navodimo radi kompletnosti izlaganja i razumevanja parametara koji su od 

interesa u odgovarajuĺoj Parasolid API funkciji.  

S obzirom da se implementacija algoritma vrġi u Parasolid tehnologiji, za odreĽivanje poligonske 

aproksimacije krive nameĺe se koriġĺenje Parasolid API funkcije ñPK_CURVE_output_vectorsò. 

Ova funkcija kao ulazne argumente prima krivu, interval u parametarskom prostoru krive za koji je 

potrebno izraļunati poligonsku aproksimaciju, kao i tri gore navedena parametra: maksimalnu duģinu 

pravolinijskog segmenta, ugaonu toleranciju i toleranciju tetive. Izlaz iz funkcije su taļke koje 

predstavljaju ļvorove poligonske aproksimacije, koji su dati odgovarajuĺim koordinatama u 3D 

prostoru, ali i odgovarajuĺim vrednostima parametra u parametarskom prostoru krive. Poligonska 
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aproksimacija data na slici 35 dobijena je koriġĺenjem ove funkcije, sa ugaonom tolerancijom od 45Á, 

te duģinskom tolerancijom i tolerancijom tetive koje su jednake radijusu polukruģnog segmenta. 

Jasno je da ugaona tolerancija ovde predstavlja najstroģiji uslov, te da ona diktira izgled poligonske 

aproksimacije.  

MeĽutim, direktna primena funkcije ñPK_CURVE_output_vectorsò za kreiranje poligonske 

aproksimacije krive nije se pokazala dobrom iz sledeĺih razloga: 

¶ Funkcija garantuje da ĺe svi zadati parametri (duģina segmenta, ugaona tolerancija i 

tolerancija tetive) biti zadovoljeni, ali ne postoji garancija da ĺe ma koja od zadatih 

maksimalnih vrednosti biti ostvarena. Iz tog razloga ne postoji garancija ni da ĺe broj 

segmenata u poligonskoj aproksimaciji krive biti minimalan. 

¶ Funkcija poļiva na algoritmu sekvencijalne pretrage, te poligonska aproksimacija stoga 
pokazuje zavisnost od izbora polazne taļke.  

Bez obzira na navedene nedostatke, funkcija ñPK_CURVE_output_vectorsò ima neke oļigledne 

dobre strane koje treba iskoristiti. Najpre je to linearna sloģenost algoritma, ġto omoguĺava praktiļno 

trenutno izvrġavanje funkcije i za veoma sloģene krive. Ļinjenica da je zadovoljenje svih zadatih 

parametara poligonske aproksimacije garantovano veoma je znaļajna u posrednoj primeni ove 

funkcije u algoritmu koji je opisan u ovom poglavlju. Naime, umesto direktne primene ove funkcije 

sa zadatim parametrima segmentacije, funkcija se najpre primenjuje sa parametrima segmentacije 

koji su znaļajno smanjeni, odnosno: 

Ὠ
Ὠ

Ὧ
 ȟ    ʒ

ʒ

Ὧ
 (53) 

gde su Ὠ i ʒ  zadata dimenzija elementa i ugaona tolerancija, respektivno, dok su Ὠ i ʒ  dimenzija 

elementa i ugaona tolerancija, respektivno, sa kojima se raļuna inicijalna poligonska aproksimacija 

krive, pozivom funkcije ñPK_CURVE_output_vectorsò. Koeficijenti Ὧ i Ὧ su konstante ļija 

vrednost odreĽuje finoĺu inicijalne poligonske aproksimacije i ļija vrednost treba da bude znaļajno 

veĺa od 1. U svim primerima prikazanim u ovom radu vrednost ovih konstanti je Ὧ Ὧ υπ.  

Na opisani naļin se dobija inicijalna fina poligonska aproksimacija, koja se sastoji od veoma velikog 

broja segmenata veoma male duģine i veoma male zakrivljenosti, nazovimo ove segmente 

mikro-segmentima. Oznaļimo broj mikro-segmenata sa ὔ, duģinu svakog od njih sa ὰȟὭ ρȟςȣὔ , 

a ukupnu zakrivljenost svakog od njih sa ʒȟὭ ρȟςȣὔ . S obzirom da je poligonska aproksimacija 

izraļunata sa veoma malom vrednoġĺu za ugaonu toleranciju, zakrivljenost posmatranog 

mikro-segmenta odreĽuje se kao apsolutna vrednost ugla izmeĽu tangenti na krivu u njegovim 

krajnjim taļkama. (Tangente na krivu izraļunavaju se pozivom Parasolid API funkcije 

ñPK_CURVE_evalò.) 

Poligonska aproksimacija krive koja zadovoljava zadate duģinski i ugaoni kriterijum, Ὠ i ʒ , sa 

minimalnim brojem segmenata kreira se primenom algoritma sekvencijalne pretrage na 

aproksimaciju koja se sastoji od mikro-segmenata. Polazi se od prvog ļvora inicijalne aproksimacije, 

te se analiziraju sukcesivni ļvorovi sve dok se ne pronaĽe ļvor za koji ugaoni ili duģinski kriterijum 

nije zadovoljen. Kada je reļ o duģinskom kriterijumu, duģina segmenta se odreĽuje kao rastojanje 

izmeĽu poļetnog i posmatranog ļvora. Ukupno zakrivljenje na analiziranom delu krive raļuna se kao 

zbir zakrivljenja mikro-segmenata koji mu pripadaju. Ļvor koji prethodi onom u kom ugaoni ili 

duģinski kriterijum nije zadovoljen uzima se kao krajnju ļvor datog segmenta i od njega kreĺe dalja 

pretraga po opisanom algoritmu. Proces se zavrġava kada se doĽe do kraja krive. 

Primenom opisanog postupka dobijaju se segmenti ļije su duģina i ukupna zakrivljenost 

odgovarajuĺeg dela krive veoma bliski zadatim parametrima Ὠ i ʒ . (Jedino poslednji segment moģe 

imati proizvoljno malu duģinu i zakrivljenost odgovarajuĺeg dela krive.) Maksimalno odstupanje 
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duģine, odnosno zakrivljenosti, segmenta od zadatih vrednosti ne moģe prelaziti vrednosti Ὠ i ʒ , 

date jednaļinom (53). Kako je sloģenost opisanog algoritma linearna (ὕὔ ), dok se odreĽivanje 

zakrivljenosti segmenta svodi na sabiranje zakrivljenosti mikro-segmenata, a odreĽivanje rastojanja 

izmeĽu dva ļvora predstavlja operaciju niske sloģenosti, jasno je da je ceo postupak veoma efikasan, 

te da se moģe raditi sa veoma niskom vrednostima za Ὠ i ʒ. Kao ġto je veĺ reļeno, u ovom radu se 

radi sa Ὠ  i ʒ . Kako su segmenti i po duģini i po uglu veoma bliski maksimalnim zadatim 

vrednostima za Ὠ i ʒ , jasno je da je broj segmenata jednak minimalnom potrebnom za date 

parametre poligonske aproksimacije krive. Oznaļimo ovaj broj sa ὔ  .  

Na ovaj naļin je reġen problem vezan za broj segmenata u poligonskoj aproksimaciji krive, ali ne i 

problem zavisnosti aproksimacije od izbora polazne taļke, koji je inherentni problem algoritma 

sekvencijalne pretrage. Kao ilustraciju ovog problema posmatrajmo krivu prikazanu na slici 36a. Radi 

se o kruģnom luku polupreļnika 1 mm i ugla od 82°. Poligonska aproksimacija luka dobijena 

primenom opisanog postupka, za dimenziju elementa jednaku polupreļniku luka i ugaonu toleranciju 

od 20°, prikazana je na slici 36b. Poligonska aproksimacija se sastoji od 5 segmenata, ġto je i 

oļekivano s obzirom da je τȢρ, ali dok je zakrivljenost prva 4 segmenta1 20° poslednji segment 

ima zakrivljenost od 2° i proporcionalno manju duģinu.  

  
a) Kruģni luk. b) Poligonska aproksimacija. 

Slika 36. Kruģni luk ugla 82° i poligonska aproksimacija za ugaonu toleranciju od 20°.  

Radi ilustracije problema koji zavisnost poligonske aproksimacije krive od izbora polazne taļke moģe 

da stvori u finalnoj mreģi, posmatrajmo model prikazan na slici 37. Radi se o cilindriļnoj povrġini 

visine 1 mm koja je dobijena kretanjem krive prikazane na slici 36 duģ vektora normalnog na ravan 

u kojoj se kriva nalazi. Na slikama 37b i 37c prikazana je mreģa ove povrġine koja se dobija kada se 

koristi opisani algoritam za kreiranje poligonske aproksimacije krive. Na slici 37b je prikazana mreģa 

koja se dobija kada se zakrivljene ivice u modelu segmentiraju poġavġi sa suprotnih strana. Srednja 

vrednost faktora kvaliteta elemenata mreģe iznosi 0.702. Na slici 37c prikazana je mreģa koja se 

dobija kada se zakrivljene ivice segmentiraju poġavġi sa iste strane. Iako su svi elementi pravougaoni, 

faktora kvaliteta jednakog jedinici, poslednji element je znaļajno uģi od ostalih, te iako je struktura 

rotaciono simetriļna nemamo simetriļnu mreģu.    

Jasno je iz svega reļenog da se primenom opisane metode moģe odrediti minimalni broj segmenata 

potreban za aproksimaciju krive sa zadatom dimenzijom elementa i ugaonom tolerancijom, ali da je 

dobijena podela zavisna od izbora poļetne taļke, te stoga neuniformna kada je u pitanju raspodela 

duģina i zakrivljenosti pojedinih segmenata. U narednim poglavljima opisane su metode koje 

                                                 

 

1 Segmenti u poligonskoj aproksimaciji su prave linije, a pod pojmom zakrivljenosti segmenta podrazumeva 

se zakrivljenost dela krive koji odgovara datom segmentu. 
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omoguĺavaju delimiļno ili potpuno reġavanje problema zavisnosti aproksimacije od izbora poļetne 

taļke i uniformnosti podele.         

 

a) CAD model cilindriļne povrġine. 

  

b) Podela zakrivljenih ivica poļevġi sa razliļitih strana. c) Podela zakrivljenih ivica poļevġi sa iste strane. 

Slika 37. CAD model i dve mreģe cilindriļne povrġine. 

5.1. Uniformna podela u parametarskom prostoru  

Ova metoda zasniva se na uniformnoj podeli krive u parametarskom prostoru, sa brojem segmenata 

koji je odreĽen metodom opisanom u prethodnom poglavlju, ὔ . Oznaļimo granice parametarskog 

prostora krive sa ὴ ȟὴ . Parametarski prostor krive deli se uniformno na ὔ  segmenata, tj. 

duģina segmenta u parametarskom prostoru data je sa . Jednom kada su taļke podele u 

parametarskom prostoru odreĽene na ovaj naļin, odgovarajuĺi ļvorovi na krivoj odreĽuju se pozivom 

Parasolid funkcije ñPK_CURVE_evalò. 

Ovakva podela je uniformna u parametarskom prostoru krive, meĽutim niġta ne garantuje 

uniformnost duģina segmenata i zakrivljenosti odgovarajuĺih delova krive, kao ni zadovoljenost 

uslova vezanih za maksimalnu duģinu i zakrivljenost segmenata, te se ovo mora naknadno proveriti. 

Za svaki segment raļuna se njegova duģina, kao rastojanje izmeĽu njegovih krajnjih taļaka. Ukupna 

zakrivljenost dela krive koji odgovara jednom segmentu raļuna se tako ġto se dati deo krive podeli 

na mikro-segmente pozivom funkcije ñPK_CURVE_output_vectorsò. Maksimalna duģina ovih 

mikrosegmenata moģe biti ma kolika, na primer moģe biti jednaka dimenziji elementa Ὠ, dok je 

ugaonu toleranciju potrebno postaviti na neku malu vrednost, pa je ona u svim primerima prikazanim 

u ovom radu podeġena na 5°. Ukupna zakrivljenost segmenta raļuna se zatim kao zbir apsolutnih 

vrednosti uglova meĽu tangentama u krajnjim taļkama odgovarajuĺih mikro-segmenata.  

Oznaļimo duģine segmenata u poligonskoj aproksimaciji krive sa ὰȟὭ ρȟςȣὔ , a ukupnu 

zakrivljenost odgovarajuĺih delova krive sa ʒȟὭ ρȟςȣὔ . Da bi poligonska aproksimacija bila 

prihvatljiva najpre mora biti zadovoljen sledeĺi osnovni uslov: 
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ὰ Ὠȟ ʒ ʒȟ    Ὥ ρȟςȣὔ  (54) 

gde su Ὠ i ʒ  zadata dimenzija elementa i ugaona tolerancija, respektivno. Ukoliko je ovaj uslov 

zadovoljen proverava se uniformnost aproksimacije po duģini i uglu, gde treba da bude zadovoljen 

bar jedan od sledeĺih uslova:  

ὰ ὧὰ ȟ    Ὥ ρȟςȣὔ
 

ʒ ὧʒ ȟ    Ὥ ρȟςȣὔ
 (55) 

gde su ὰ  i ʒ  duģina najduģeg i ukupna zakrivljenost najzakrivljenijeg segmenta u poligonskoj 

aproksimaciji krive, respektivno. Vrednost konstanti ὧ i ὧ odreĽuje nivo uniformnosti poligonske 

aproksimacije, i u svim primerima datim u ovom radu njihova vrednost je ὧ ὧ πȢωυȢ  

Ukoliko su svi navedeni uslovi zadovoljeni poligonska aproksimacija kreirana na ovaj naļin 

proglaġava se uniformnom i usvaja se kao finalna. U sluļaju da neki od navedenih uslova nije 

zadovoljen poligonska aproksimacija krive kreira se primenom metoda opisanih u narednim 

poglavljima.  

Tipovi krivih koje postoje u Parasolid tehnologiji i njihove parametarske definicije dati su u 

Prilogu B. Oļigledno je da ĺe metoda zasnovana na uniformnoj podeli u parametarskom prostoru dati 

uniformnu poligonsku aproksimaciju za pravu, kruģnicu i elipsu, dok se za B-krive i krive preseka to 

ne moģe znati pre nego ġto se izvrġi provera zadovoljenosti uslova datih jednaļinama (54) i (55). 

Pokazuje se da se primenom ove metode dobija uniformna poligonska aproksimacija za ogromnu 

veĺinu krivih u modelima sa kojima se sreĺemo u praksi. U modelima koji su prikazani u ovom radu 

ova metoda daje uniformnu aproksimaciju za ogromnu veĺinu krivih: najmanje 96.6% krivih (model 

kruģne patch antene postavljene na trup helikoptera, opisan u poglavlju 10.4), a najviġe 100% krivih 

(modeli opisani u poglavljima 10.1, 10.2 i 10.3).   

Primenom ove metode na kruģni luk sa slike 36 dobija se poligonska aproksimacija prikazana na slici 

38a. Svi segmenti imaju jednaku duģinu koja iznosi ~0,285 mm i jednaku zakrivljenost ļija je 

vrednost 16.4°. Mreģa cilindriļne povrġine sa slike 37a kada se primeni ova metoda za odreĽivanje 

poligonske aproksimacije krive data je na slici 38b. Svi elementi mreģe su meĽusobno podudarni 

pravougaonici, ļiji je faktor kvaliteta jednak jedinici. 

  

a) Poligonska aproksimacija kruģnog luka. b) Mreģa cilindriļne povrġine. 

Slika 38. Poligonska aproksimacija kruģnog luka i odgovarajuĺa mreģa cilindriļne povrġine, kada se koristi uniformna 

podela krive u parametarskom prostoru.    
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5.2. UnapreĽenje algoritma zasnovanog na sekvencijaln oj  
pretra zi 

Cilj algoritma opisanog u ovom poglavlju jeste eliminacija zavisnosti poligonske aproksimacije krive 

od polazne taļke u izraļunavanju ove aproksimacije, te smanjenje neuniformnosti duģine i 

zakrivljenosti segmenata. Jasno je iz opisa algoritma koji poļiva na sekvencijalnoj pretrazi po 

mikro-segmentima da su duģine i/ili ukupne zakrivljenosti svih segmenata izuzev poslednjeg veoma 

sliļne zadatim vrednostima za dimenziju elementa i ugaonu toleranciju, Ὠ i ʒ . Poslednji segment 

moģe imati proizvoljno malu duģinu i zakrivljenost. U primeru prikazanom na slici 36 poslednji 

segment u poligonskoj aproksimaciji krive bio je 10 puta manje zakrivljen i srazmerno kraĺi od ostalih 

segmenata, iako je kriva uniformno zakrivljena.   

Osnovna ideja unapreĽenog algoritma jeste da se finalna poligonska aproksimacija krive kreira na 

osnovu dve poligonske aproksimacije koje su dobijene primenom algoritma zasnovanog na 

sekvencijalnoj pretrazi po mikro-segmentima: jedne koja je kreirana poġavġi od poļetka krive 

(parametar ὴ ) i druge koja je kreirana poġavġi od kraja krive (parametar ὴ ). Jasno je da ĺe u 

prvoj poligonskoj aproksimaciji samo segment koji se zavrġava parametrom ὴ  biti u opġtem 

sluļaju kraĺi od ostalih segmenata, dok ĺe u drugoj aproksimaciji to vaģiti za segment koji se zavrġava 

parametrom ὴ . Oznaļimo parametre krive koji odgovaraju prvoj poligonskoj aproksimaciji sa 

ὴ ȟὭ ρȟςȣὔ  (jasno je da je ὴ ὴ  i ὴ ὴ ), a parametre koji odgovaraju drugoj 

aproksimaciji sa ὴ ȟὭ ρȟςȣὔ , (ὴ ὴ  i ὴ ὴ ). Parametri finalne poligonske 

aproksimacije odreĽuju se u iterativnom postupku u kom se u svakoj iteraciji dodaje po jedan 

parametar iz svake od dve polazne poligonske aproksimacije, poļevġi od parametara ὴ ὴ  i 

ὴ ὴ . Iteratirni postupak dodavanja parametara iz polaznih poligonskih aproksimacija se 

ponavlja sve dok je zadovoljen uslov da je parametar iz prve manji od odgovarajuĺeg parametra iz 

druge poligonske aproksimacije, tj. ὴ ὴ . Oznaļimo poslednje parametre koji su dodati u 

finalnu aproksimaciju sa ὴ  i ὴ . Segment koji je odreĽen ovim parametrima, a koji se nalazi u 

centralnom delu krive pa ĺe u daljem tekstu biti oznaļen kao centralni segment, moģe biti: 

¶ Dugaļak segment: duģi od dimenzije elementa Ὠ i/ili imati ukupno zakrivljenje koje je veĺe 

od ugaone tolerancije ʒ. U tom sluļaju ovaj segment je potrebno podeliti na dva segmenta, 

kako bi se zadovoljili zadati parametri mreģe. Radi uniformnosti podele ova dva segmenta 

treba da imaju ġto sliļniju duģinu i zakrivljenje.  

¶ Kratak segment: kraĺi od dimenzije elementa Ὠ i sa zakrivljenjem koje je manje od ugaone 

tolerancije ʒ. U ovom sluļaju su parametri mreģe zadovoljeni, ali duģina segmenta 

odreĽenog parametrima ὴ  i ὴ  moģe biti proizvoljno mala, te osim pomeranja kratkog 

segmenta sa kraja krive na njenu sredinu nije niġta postignuto. U cilju dobijanja uniformne 

podele u ovom sluļaju se odreĽuje ġto uniformnija tro-segmentna aproksimacija dela krive 

odreĽene parametrima ὴ  i ὴ . 

Prethodno opisane situacije ilustrovane su na slici 39. Ļvorovi koji odgovaraju poligonskoj 

aproksimaciji sa poļetnim parametrom ὴ  oznaļeni su zelenom bojom, dok su ļvorovi koji 

odgovaraju aproksimaciji sa poļetnim parametrom ὴ  oznaļeni crvenom bojom. Plave crtice 

oznaļavaju ļvorove mikro-segmenata inicijalne poligonske aproksimacije. Ovde treba napomenuti 

da su obe poligonske aproksimacije od kojih se polazi dobijene primenom algoritma sekvencijalne 

pretrage nad istom inicijalnom poligonskom aproksimacijom, pa su iz tog razloga i mikro-segmenti 

identiļni za obe.  
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a) Centralni segment ne zadovoljava parametre segmentacije. 

 

b) Centralni segment zadovoljava parametre segmentacije.  

Slika 39. Kreiranje poligonske aproksimacije na osnovu dve poligonske aproksimacije zasnovane na sekvencijalnoj 

pretrazi po mikro-segmentima. 

Aproksimacija centralnog dela krive se najpre pokuġava izvrġiti primenom algoritma opisanog u 

prethodnom poglavlju, tj. primenom uniformne podele u parametarskom prostoru. Ukoliko ova 

podela ne uspe primenjuje se iterativni postupak, koji ima za cilj postizanje uniformne podele. 

U sluļaju dugaļkog centralnog segmenta (slika 39a) uoļavamo ma koji ļvor koji predstavlja ļvor 

fine poligonske aproksimacije koji se nalazi izmeĽu parametara ὴ  i ὴ . Oznaļimo parameter 

krive koji odgovara ovom ļvoru sa ὴ . Oznaļimo rasojanje meĽu ļvorovima koji odgovaraju 

parametrima ὴ  i ὴ  sa ὰ, a odgovarajuĺe zakrivljenje krive sa ʒ. Odgovarajuĺe veliļine na 

segmentu izmeĽu parametara ὴ  i ὴ  oznaļimo sa ὰ i ʒ . Kako se ļvor koji odgovara parametru 

ὴ   nalazi na m-tom segmentu obe polazne poligonske aproksimacije, jasno je da su duģine ὰ i ὰ 

manje od Ὠ, a uglovi ʒ  i ʒ  manji od ʒ . Minimalna duģina segmenta data je sa ὰ ÍÉÎὰȟὰ , 

dok je minimalni ugao dat sa ʒ ÍÉÎʒȟʒ , dok su ukupne duģine odnosno zakrivljenja dati 

sa ὰ ὰ ὰ i ʒ ʒ ʒ , respektivno.  

U sluļaju kratkog centralnog segmenta (slika 39b) uoļavamo tri segmenta odreĽena sledeĺim 

parovima parametara: ὴ ȟὴ , ὴ ȟὴ  i ὴ ȟὴ . Minimume i sume rastojanja, 

odnosno zakrivljenja definiġemo na anlogan naļin kao u sluļaju dugaļkog centralnog segmenta. 

Uvodimo na ovom mestu faktor koji definiġe uniformnost poligonske aproksimacije posmatranog 

dela krive kao: 

ɿ ɿϽɿ ȟ (56) 

gde faktor ɿ kvantifikuje uniformnost apriksimacije po duģini, i dat je sa:   

ɿ
ὰ

ὰ
 ȟ (57) 
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dok faktor ɿ  kvantifikuje uniformnost apriksimacije po zakrivljenosti, i dat je sa: 

ɿ
ρ ȟ  ʒ  

ȟ ʒ
. (58) 

Za sluļaj dugaļkog centralnog segmenta faktor odreĽen jednaļinom (56) se izraļunava za parametar 

ὴ  i dva njemu susedna parametra kojima odgovaraju ļvorovi fine poligonske aproksimacije krive. 

Pomeranje parametra se zatim vrġi na onu stranu za koju faktor ɿ raste. Pomeranje parametra se vrġi 
iterativno u diskretnim koracima koji odgovaraju duģini jednog segmenta u finoj poligonskoj 

aproksimaciji krive sve dok parametar ɿ raste ili dok zadati kriterijumi po dimenziji elementa ili 

zakrivljenosti nisu naruġeni za neki od novonastalih segmenata. Oļigledno je da ni jedan od dva ovako 

dobijena centralna segmenta ne moģe biti kraĺi od  i/ili imati zakrivljenje manje od .  

U sluļaju kada deo krive odreĽen parametrima ὴ  i ὴ  nije potrebno deliti faktor ɿ se izraļunava 

za poļetno stanje, a zatim se ļvorovi odreĽeni parametrima ὴ  i ὴ  iterativno pomeraju za po jedan 

podeok u finoj poligonskoj aproksimaciji krive sve dok parametar ɿ raste ili dok zadati kriterijumi po 

dimenziji elementa ili zakrivljenosti nisu naruġeni za neki od tri posmatrana centralna segmenta. 

Pomeranje parametra ὴ  vrġi se ka parametru ὴ , dok se parametar ὴ  pomera prema parametru 

ὴ , kao ġto je strelicama naznaļeno na slici 39b. Ni jedan od tri centralna segmenta dobijena nakon 

ovog postupka ne moģe biti kraĺi od  i/ili imati zakrivljenost koja je manja od . 

Na osnovu svega reļenog moģemo zakljuļiti da se primenom opisanog algoritma reġava problem 

zavisnosti poligonske aproksimacije krive od polazne taļke za raļunanje ove aproksimacije, ali se 

isto tako ublaģava problem neuniformne duģine i zakrivljenosti segmenta. Umesto proizvoljno 

kratkog segmenta na kraju krive, ovim postupkom se dobijaju dva (tri) segmenta u centralnom delu 

krive ļija duģina i/ili zakrivljenost nisu manje od polovine (dve treĺine) odgovarajuĺih zadatih 

parametara mreģe.  

Primenom ove metode na kruģni luk sa slike 36 dobija se poligonska aproksimacija prikazana na slici 

40a. Prvi i poslednji segment imaju duģinu od ~0.347 mm i zakrivljenost od 20°, dok su tri centralna 

segmenta meĽusobno jednake duģine od ~0.244 mm i zakrivljenosti od 14°. Mreģa cilindriļne 

povrġine sa slike 37a kada se primeni ova metoda za odreĽivanje poligonske aproksimacije krive data 

je na slici 40b. Svi elementi mreģe su pravougaonog oblika, i faktora kvaliteta jednakog jedinici. 

  

a) Poligonska aproksimacija kruģnog luka. b) Mreģa cilindriļne povrġine. 

Slika 40. Poligonska aproksimacija kruģnog luka i odgovarajuĺa mreģa cilindriļne povrġine, kada se koristi metoda 

zasnovana na spajanju dve poligonske aproksimacije.    
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5.3. Optimizacija parametara segmentacije  

Algoritam opisan u prethodnom poglavlju omoguĺava delimiļno reġavanje problema neuniformnosti 

duģina i zakrivljenosti segmenata u poligonskoj aproksimaciji krive. MeĽutim, centralni segmenti 

(dva ili tri takva segmenta u zavisnosti od ukupnog broja segmenata) ostaju neġto kraĺi od ostalih, te 

se u cilju poveĺanja uniformnosti podele duģina i/ili zakrivljenost ovih segmenata mora poveĺati na 

raļun ostalih segmenata u poligonskoj aproksimaciji krive.  

Metoda koja ĺe biti opisana u ovom poglavlju ima za cilj odreĽivanje dimenzije elementa mreģe 

Ὠ  (Ὠ Ὠ) i ugaone tolerancije ʒ  (ʒ ʒ ), ļije su vrednosti takve da se primenom 

algoritma zasnovanog na sekvencijalnoj pretrazi po mikro-segmentima dobije poligonska 

aproksimacija uniformna po duģini i zakrivljenosti segmenata. Problem koji je uoļen u algoritmu 

zasnovanom na sekvencijalnoj pretrazi po mikro-segmentima jeste proizvoljno mala duģina i 

zakrivljenost poslednjeg segmenta. Kreira se zato, primenom algoritma sekvencijalne pretrage po 

mikro-segmentima, jedan segment koji poļinje od kraja krive (parametar ὴ ), kao ġto je prikazano 

na slici 41. Dakle za razliku od algoritma koji je opisan u prethodnom poglavlju, ovde se ne kreira 

poligonska aproksimacija cele krive poļevġi i od njenog kraja, veĺ je dovoljan samo jedan segment. 

Ukoliko su parametri segmentacije Ὠ  i ʒ  korektno izabrani jasno je da ĺe segment koji se 

zavrġava u parametru ὴ  biti jednake ili veoma pribliģne duģine i zakrivljenosti bez obzira na izbor 

polazne taļke. Iz navedenog razloga se uniformnost podele posmatra samo na nivou ovog segmenta 

u dvema poligonskim aproksimacijama.  

 

Slika 41. Ļvorovi poligonske aproksimacije: zelena boja ï poļetna taļka je poļetak krive,  

crvena boja ï kraj prvog segmenta poļevġi od kraja krive.   

Oznaļimo sa ὰ  i ʒ  duģinu i zakrivljenost poslednjeg segmenta u poligonskoj aproksimaciji 

kreiranoj primenom algoritma sevencijalne pretrage po mikro-segmentima sa poļetnim ļvorom u 

parametru ὴ , a sa ὰ  i ʒ  duģinu i zakrivljenje prvog segmenta u poligonskoj aproksimaciji ļiji 

je poļetak u ļvoru sa parametrom ὴ . Uniformnost poligonske aproksimacije kvantifikovana je 

sledeĺim faktorom: 

ɿ ɿϽɿ ȟ (59) 

gde je ɿ duģinski faktor dat sa: 

ɿ
ÍÉÎὰ ȟὰ

ÍÁØὰ ȟὰ
 ȟ (60) 

dok je ɿ  ugaoni faktor dat sa: 

ɿ 

ừ
Ừ

ứ ρȟ ʒ
ʒ

ρπ
ÍÉÎʒ ȟʒ

ÍÁØʒ ȟʒ
ȟʒ

ʒ

ρπ

 Ȣ (61) 
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Parametre segmentacije Ὠ  i ʒ  treba izabrati tako da maksimizuju faktor definisan 

prethodnim jednaļinama, a da daju poligonsku aproksimaciju koja se sastoji od ὔ  segmenata. 

Kada govorimo o oblasti pretrage, tj. o minimalnim i maksimalnim vrednostima koje mogu imati 

parametri Ὠ  i ʒ , jasno je da ovi parametri moraju biti manji ili jednaki vrednostima Ὠ i ʒ , 

respektivno. Kako bi se oblast pretrage dodatno suzila, maksimalne vrednosti za duģinski i ugaoni 

parametar ograniļavamo maksimalnom duģinom i zakrivljenoġĺu segmenata u poļetnoj poligonskoj 

aproksimaciji, koja je dobijena za parametre Ὠ i ʒ , tj. Ὠ ὰ  i ʒ ʒ . Sa donje 

strane je maksimalna dimenzija elementa ograniļena duģinom poslednjeg segmenta u poļetnoj 

poligonskoj aproksimaciji, tj. Ὠ ὰ . Konaļno, ugaona tolerancija je sa donje strane ograniļena 
srednjom vrednoġĺu zakrivljenosti segmenta, koja se dobija kada se ukupna zakrivljenost krive podeli 

brojem segmenata, tj. ʒ
ʒÔÏÔ
ὔÍÉÎ

, gde je ʒ  ukupna zakrivljenost krive. Oļigledno je da bi 

koriġĺenje ugaone tolerancije koja je niģa od ove dovelo do kreiranja poligonske aproksimacije koja 

se sastoji od viġe od ὔ  segmenata. Oblast pretrage po dimenziji elementa i ugaonoj toleranciji 

oznaļena je na slici 42. 

 

Slika 42. Oblast u kojoj se nalaze optimalne vrednosti za dimenziju elementa i ugaonu toleranciju.   

Oblast pretrage po dimenziji elementa i ugaonoj toleranciji moguĺe je dodatno smanjiti ukoliko su 

svi segmenti u poligonskoj aproksimaciji kreirani zato ġto je u postupku sekvencijalne pretrage po 

mikro-segmentima naruġen ugaoni kriterijum, dok su po kriterijumu duģine svi segmenti bili znaļajno 

kraĺi od zadate dimenzije elementa Ὠ. U tom sluļaju treba optimizovati samo ugaonu toleranciju, pa 
se oblast pretrage svodi na crvenu liniju sa slike 42. Ġtaviġe, uniformna podela bi u tim sluļajevima 

trebalo da se dobije za ugaonu toleranciju koja je jednaka ʒ  ili za nijansu viġu vrednost zbog 

tolerancije definisane duģinom mikro-segmenta.  

U cilju pronalaģenja optimalnih vrednosti za dimenziju elementa i ugaonu toleranciju, Ὠ  i ʒ , 

na ovom mestu treba primeniti neki optimizacioni algoritam. Kao ġto je veĺ reļeno, optimizacioni 

kriterijum je maksimizacija faktora datog jednaļinom (59), uz zadrģavanje minimalnog broja 

segmenata, ὔ , u poligonskoj aproksimaciji krive. 

U modelima koji su prikazani u ovom radu ova optimizacija je implementirana kao sistematska 

pretraga u dva koraka. U prvom koraku se poligonska aproksimacija i vrednost faktora ŭ (datog 

jednaļinom (59)) izraļunavaju u uniformnoj mreģi taļaka u oblasti pretrage ilustrovanoj na slici 42. 

Broj taļaka mreģe je identiļan po duģinskom i ugaonom kriterijumu i iznosi 10. Naravno u gore 

pomenutom sluļaju kada se analizira samo ugaoni kriterijum ova mreģa se svodi u niz ekvidistantnih 
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vrednosti po ugaonom kriterijumu. U okolini taļke u kojoj je vrednost faktora ŭ maksimalna sprovodi 

se dodatna pretraga u istom broju ekvidistantnih taļaka, s tim ġto se dimenzije oblasti pretrage svode 

na dimenzije jednog okca inicijalne mreģe. Ceo postupak se prekida ukoliko se utvrdi da je u nekoj 

taļki vrednost faktora ŭ veĺa od 0.95. 

U sluļaju da se opisanim postupkom ne pronaĽu parametri za koje je ɿ πȢυ poligonska 

aproksimacija se kreira primenom algoritma opisanog u prethodnom poglavlju. 

Kada je u pitanju sloģenost algoritma, ona se svodi na linearnu sloģenost algoritma sekvencijalne 

pretrage po mikro-segmentima, pomnoģenu brojem iteracija u optimizacionom postupku. Treba 

napomenuti da se mikro-segmentska aproksimacija kreira samo jednom, a zatim se ista koristi u 

celom daljem postupku.  

U primerima kruģnog luka i odgovarajuĺe cilindriļne povrġine, prikazanim u prethodnim 

poglavljima, optimizacija parametara segmentacije svodi se na optimizaciju ugaone tolerancije. Kako 

ukupna zakrivljenost kruģnog luka iznosi 82°, a minimalan broj segmenata je ὔ υ, dobija se da 

je ʒ ρφȢτЈ. Upravo je sa ovim ugaonim parametrom izvrġena segmentacija, pa je poligonska 

aproksimacija krive i odgovarajuĺa mreģa cilindriļne povrġine identiļna onoj koja se dobija 

primenom algoritma zasnovanog na uniformnoj podeli u parametarskom prostoru krive (slika 38).   

Posmatrajmo krivu oblika Arhimedove spirale prikazanu na slici 43a. Radijus spirale u poļetnoj taļki 

iznosi 1 mm, a u krajnjoj taļki 6 mm. Broj navojaka spirale je 3.1, ġto znaļi da je ukupno zakrivljenje 

jednako σȢρϽσφπЈρρρφЈ. Ukoliko se dimenzija elementa postavi na 6 mm, a ugaona tolerancija 

na 30°, poligonska aproksimacija ove spirale dobijena primenom metode sekvencijalne pretrage po 

mikro-segmentima prokazana je na slici 43b. Jasno je da je sa ovim parametrima segmentacije 

dimenzija svakog segmenta odreĽena ugaonim kriterijumom kao stroģijim, te da svi segmenti osim 

poslednjeg imaju zakrivljenje od 30°, dok je zakrivljenje poslednjeg iznosi 6°. Broj segmenata je 38. 

Duģine nekoliko segmenata prikazane su na slici 43b.  

  

a)  b) 

Slika 43. Kriva oblika Arhimedove spirale (a) i njena poligonska aproksimacija izraļunata primenom algoritma 

sekvencijalne pretrage po mikro-segmentima (b).    

Na slici 44a je prikazana poligonska aproksimacija ove krive kada se upotrebi metoda opisana u ovom 

poglavlju, za iste parametre segmentacije koji su koriġĺeni prethodno. Kako je ugaoni kriterijum 

stroģiji, i optimizacija se vrġi samo po ugaonom kriterijumu. Poslednji segment krive ima zakrivljenje 

od pribliģno 28.4°, dok je zakrivljenje ostalih segmenata meĽusobno jednako i iznosi 29.4°. Broj 

segmenata je 38, tj. jednak je kao u sluļaju kada je primenjen algoritam sekvencijalne pretrage po 

mikro-segmentima. 
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Ukoliko se koristi ista ugaona tolerancija, ali se maksimalna dimenzija elementa smanji na 1.5 mm, 

jasno je na osnovu duģina segmenata prikazanih na slici 43b da ĺe ugaoni kriterijum biti dominantan 

na prvom i samom poļetku drugog zavojka spirale, dok ĺe na ostatku krive kritiļniji biti duģinski 

kriterijum. Iz tog razloga se i optimizacija vrġi po oba parametra segmentacije. Izraļunata optimalna 

vrednost za dimenziju elementa je ~1.48 mm, a za ugaonu toleranciju je ~29.1°. Poligonska 

aproksimacija spirale za ove parametre segmentacije prikazana je na slici 44b. Ukupan broj 

segmenata je naravno poveĺan i sada iznosi 52. Vrednost faktora ɿ definisanog jednaļinom (59) 

iznosi pribliģno 0.99. 

  

a) Ὠ φ ÍÍ b) Ὠ ρȢυ ÍÍ 

Slika 44. Poligonska aproksimacija Arhimedove spirale za ugaonu toleranciju od 30° i dve dimenzije elementa mreģe.    

5.4. Metoda  za kreiranje poligonske aproksimacije krive  

Nakon ġto su opisani svi algoritmi koji se koriste za konstrukciju poligonske aproksimacije krive u 

metodi predloģenoj u ovom radu, u ovom poglavlju ĺe biti dat opis metode. Dijagram toka metode 

dat je na slici 45. 

Kao ġto se sa dijagrama moģe videti, prvu fazu u procesu kreiranja poligonske aproksimacije krive 

ļini kreiranje fine aproksimacije koja se sastoji od mikro-segmenata. Kao ġto je na poļetku ove glave 

reļeno, duģina i zakrivljenost svakog mikro-segmenta znaļajno je manja od vrednosti diktiranih 

dimenzijama elementa mreģe i ugaonom tolerancijom. Sledeĺu fazu predstavlja kreiranje prve 

poligonske aproksimacije koja zadovoljava dimenziju elementa i ugaonu toleranciju sa minimalnim 

brojem segmenata, a koja se kreira primenom sekvencijalne pretrage po mikro-segmentima. 

Prevashodni cilj ove faze jeste odreĽivanje broja segmenata u finalnoj poligonskoj aproksimaciji.  

Nakon ġto je minimalni broj segmenata odreĽen kreira se uniformna podela u parametarskom prostoru 

krive i odgovarajuĺa poligonska aproksimacija, kao ġto je opisano u poglavlju 5.1. Ukoliko ova 

poligonska aproksimacija zadovoljava uslov uniformnosti aproksimacije i uslove zadate kroz 

maksimalnu dimenziju elementa i ugaonu toleranciju, ona se prihvata kao finalna poligonska 

aproksimacija krive. Kao ġto je veĺ reļeno, za ogromnu veĺinu krivih koje se pojavljuju u praktiļnim 

modelima kreiranje poligonske aproksimacije se zavrġava na ovom mestu. 

U sluļaju da navedeni uslovi nisu zadovoljeni primenjuje se algoritam zasnovan na optimizaciji 

parametara segmentacije, koji je detaljno opisan u poglavlju 5.3. Ukoliko se kao izlaz iz ovog 

algoritma ne dobije segmentacija sa zadovoljavajuĺim nivoom uniformnosti (tj. ako vrednost faktora 

definisanog jednaļinama (59) do (61) nije veĺa od 0.5), primenjuje se algoritam koji se zasniva na 

spajanju dveju poligonskih aproksimacija, dobijenih sekvencijalnom pretragom po 

mikro-segmentima, koji je detaljno opisan u poglavlju 5.2.       
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Slika 45. Dijagram toka metode za kreiranja poligonske aproksimacije krive. 

5.5. Ukrupnjavanje poligonske aproksimacije  

U prethodnom delu ove glave dimenzija elementa i ugaona tolerancija su navedeni kao jedina dva 

parametra koji odreĽuju izgled poligonske aproksimacije krive. MeĽutim, veoma vaģan parametar, a 

naroļito u sluļaju importovanih CAD modela koji sadrģe veliki broj detalja koji nisu od interesa sa 

stanoviġta EM analize, jeste i tolerancija za ukrupnjavanje. Ovu tolerancija se u metodi predloģenoj 

u ovom radu definiġe u odnosu na maksimalnu dimenziju modela, pa se odgovarajuĺa kritiļna duģina 

raļuna kao: 

Ὠ ὸϽὨ  ȟ (62) 
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gde je t tolerancija za ukrupnjavanje, dok je sa Ὠ  oznaļena maksimalna dimenzija modela. Sama 

maksimalna dimenzija modela se odreĽuje koriġĺenjem Parasolid API funkcije 

ñPK_TOPOL_find_boxò, koja vraĺa minimalne i maksimalne x-, y- i z-koordinate za prosleĽeni 

topoloġki entitet. Nakon ġto se ova funkcija pozove za sva tela u modelu odreĽivanje maksimalne 

dimenzije modela, kao dijagonale odgovarajuĺeg kvadra, postaje trivijalno.    

Modifikacija prethodno opisane metode za kreiranje poligonske aproksimacije krive, tako da se uvede 

i ukrupnjavanje segmenata aproksimacije veoma je jednostavna. Naime, sitna modifikacija uvodi se 

u samo dva postupka: 

¶ Sekvencijalna pretraga po mikro-segmentima se modifikuje tako da ukoliko je duģina 

posmatranog segmenta manja od tolerancije za ukrupnjavanje (ὰ Ὠ ) dozvoljava se veĺa 
vrednost zakrivljenosti segmenta od inicijalno definisane. U svim primerima iz ovog rada, 

maksimalna dozvoljena zakrivljenost segmenta je u ovom sluļaju ograniļena na 150°. Ova 

vrednost je dovoljno visoka da se postigne visoka efikasnost postupka ukrupnjavanja, a 

dovoljno niska (znaļajno je niģa od 180°) da se ne ugrozi kvazi-planarnost u postupku podele 

povrġina na kvazi-planarne.  

¶ Strogo govoreĺi u postupku optimizacije parametara segmentacije, trebalo bi optimizovati i 

vrednosti kritiļne duģine, Ὠ , i maksimalne zakrivljenosti kratkih segmenata. Na ovaj naļin 

bi se broj parametara koji se optimizuju duplirao, ġto bi zahtevalo uvoĽenje neġto naprednijeg 

optimizacionog algoritma u odnosu na onaj koji se trenutno koristi.  

U trenutno implementiranom reġenju se zato zadrģavamo na optimizaciji dimenzije elementa 

i ugaone tolerancije ukoliko je makar jedan segment u poligonskoj aproksimaciji kreiran jer 

je neki od ovih parametara dosegnut. Ukoliko to nije sluļaj optimizuju se samo kritiļna duģina 

i maksimalna dozvoljena zakrivljenosti kratkih segmenata. 

Posmatrajmo model krive oblika kruģnice prikazan na slici 46. Ukoliko je dimenzija elementa 

jednaka dijametru kruģnice, ugaona tolerancija iznosi 30°, a tolerancija za ukrupnjavanje je veoma 

niska, poligonska aproksimacija kruģnice sastoji se od 12 segmenata, kao ġto je prikazano na slici 

46a. Ukoliko je vrednost tolerancije za ukrupnjavanje dovoljno visoka tako da je i kritiļna duģina Ὠ  

pribliģno jednaka dijametru kruģnice, dobija se poligonska aproksimacija koja se sastoji od samo tri 

segmenta (slika 46b). 

  
a) Bez ukrupnjavanja. b) Sa ukrupnjavanjem. 

Slika 46. Kruģna petlja (crvena boja) i njene poligonske aproksimacije (crna boja)  

bez ukrupnjavanja i sa ukrupnjavanjem. 
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5.6. Umetanje dodatnih  segmen ata 

Primenom metode opisane u prethodnim poglavljima dobija se poligonska aproksimacija krive koja 

sa minimalnim brojem segmenata zadovoljava zadate parametre segmentacije. Postoje meĽutim 

situacije kada je u ovako kreiranu poligonsku aproksimaciju potrebno umetnuti izvestan broj dodatnih 

segmenata. Oznaļimo ovaj broj sa ὔ . Dve takve situacije u predloģenoj metodi su:  

¶ umetanje dodatnih segmenata u poligonske aproksimacije ivica kako bi se dobio regularan 

poligon u osnovnom domenu (detaljno objaġnjenje je dato u poglavlju 7.1), 

¶ umetanje pomoĺnog segmenta u poligonske aproksimacije krivih kako bi se postigla 

zahtevana parnost broja segmenata (glava 8). 

Generalno je to moguĺe uraditi modifikacijom parametara segmentacije u optimizacionom postupku 

ili postupku iterativne promene parametara dok broj segmenata nakon postupka sekvencijalne 

pretrage po mikro-segmentima ne postane za potrebnu vrednost veĺi od minimalnog. Nakon toga bi 

se cela prethodno opisana procedura kreiranja poligonske aproksimacije krive ponovila sa 

novoizraļunatim parametrima segmentacije.  

MeĽutim, imajuĺi u vidu sledeĺe ļinjenice: 

¶ uniformna poligonska aproksimacija za ogromnu veĺinu krivih uspeġno se kreira primenom 
postupka uniformne podele u parametarskom prostoru krive,  

¶ broj krivih na kojima je potrebno umetnuti pomoĺni segment za parnost se minimizuje 

primenom naprednih tehnika (poglavlje 8.3),     

dodavanje segmenta je moguĺe izvrġiti i na znaļajno jednostavniji naļin, bez velikog uticaja na 

kvalitet finalne mreģe. U trenutno implementiranom reġenju broj segmenata se poveĺava za potrebnu 

vrednost, ὔ , i sa ovim brojem segmenata se pokuġava kreirati uniformna poligonska aproksimacija 

primenom algoritma zasnovanog na uniformnoj podeli krive u parametarskom prostoru. Ukoliko se 

primenom ovog postupka ne dobije ģeljena poligonska aproksimacija krive, ὔ  puta se ponavlja 

sledeĺi postupak: identifikuje se segment najveĺe duģine u trenutnoj poligonskoj aproksimaciji, a 

zatim se vrġi njegova podela na dva segmenta primenom postupka opisanog u poglavlju 5.2.  
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6. Podela na kvazi-planarne povrġine 

Osnovni zadatak u ovoj fazi algoritma jeste podela svih povrġina koje saļinjavaju ulaznu CAD 

geometriju na kvazi-planarne povrġine. Podela povrġina koja ĺe obezbediti ispunjenje ovog zahteva 

moģe se izvrġiti na viġe naļina, ali kako se pokazuje da je za elemente mreģe optimalna ona 

orijentacija koja je paralelna glavnim pravcima zakrivljenosti [7], i linije podele treba orijentisati na 

takav naļin. U poglavlju 3.4.3 je pokazano da se ovakve linije podele mogu odrediti na osnovu 

direkcionih i dimenzionih polja. Algoritmi koji su u literaturi predloģeni za raļunanje ovih polja rade 

iskljuļivo sa trougaonom mreģom kao ulaznom geometrijom. Dodatni problem predstavlja vreme 

izvrġavanja ovih algoritama. Konaļno, glavna ideja metode opisane u ovom radu jeste direktno 

kreiranje ļetvorougaone mreģe, bez trougaone mreģe kao meĽukoraka.  

U algoritmu za podelu na kvazi-planarne povrġine koji je opisan u ovom radu za odreĽivanje 

optimalnih linija podele koristi se prirodna parametrizacija CAD povrġina u lokalnom 

uv-koordinatnom sistemu. (Tipovi povrġi koji postoje u Parasolid tehnologiji, zajedno sa 

odgovarajuĺim definicijama u uv-koordinatnom sistemu dati su u Prilogu B.) Za veĺinu povrġi koje 

se mogu naĺi u jednom CAD modelu glavne linije zakrivljenosti se poklapaju sa linijama konstantnog 

u, odnosno v, parametra. Iz tog razloga se i podela povrġina po pravilu vrġi po u i v izoparametarskim 

linijama.  

Linije konstantne u, odnosno konstantne v-koordinate, nazivamo u, odnosno v, izoparametarskim 

linijama, respektivno. Sama ekstrakcija izoparametarskih linija vrġi se koriġĺenjem Parasolid API 

funkcije ñPK_SURF_make_curve_isoparamò. 

Posmatrajmo najpre cilindriļnu povrġinu prikazanu na slici 47a.  Ova povrġina nije kvazi-planarna, 

te ju je potrebno dodatno izdeliti kako bi se zadovoljio zahtev za kvazi-planarnoġĺu. Sve 

u-izoparametarske linije su prave linije jednakih duģina, a sve v-izoparametarske linije su kruģnice 

meĽusobno jednakih radijusa. Po jedna u i v izoparametarska linija je prikazana na slici 47b. Osnovna 

ideja podele povrġi po izoparametarskim linijama zasniva se na kreiranju poligonske aproksimacije 

samih izoparametarskih linija, da bi se zatim kao linije podele usvojile one koje odgovaraju 

ļvorovima poligonske aproksimacije. Preciznije, jednom kada je odreĽena poligonska aproksimacija 

u-izoparametarske linije, za linije podele se usvajaju v-izoparametarske linije ļiji je v parametar 

izraļunat na povrġini u taļki koja odgovara ļvoru ove poligonske aproksimacije. (Naravno, isto vaģi 

i za odreĽivanje u-izoparametarskih linija podele.) Kao ġto je u prethodnom poglavlju reļeno, ova 

aproksimacija se raļuna sa izvesnim duģinskim ograniļenjem i ugaonom tolerancijom. U primeru 

datom na slici 47 koriġĺena je ugaona tolerancija od 30°, dok je duģina segmenta ograniļena na 

treĺinu visine cilindra. Ļvorovi poligonske aproksimacije dobijene sa ovim parametrima prikazani su 

na slici 47b, tj. kreirano je 12 segmenata jednake duģine na kruģnoj v-izoparametarskoj liniji i 

3 segmenta jednakih duģina na pravoj u-izoparametarskoj liniji. Finalna podela cilindriļne povrġine 

po linijama podele koje odgovaraju ļvorovima poligonske aproksimacije izoparametarskih linija 

prikazana je na slici 47c, i sastoji se od 36 kvazi-planarnih povrġina.  
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a) Cilindriļna povrġina. 
b) Izoparametarske linije i 

odgovarajuĺe taļke podele.  

c) Podela povrġi mreģom 

izoparametarskih linija.  

Slika 47. Podela cilindriļne povrġi mreģom izoparametarskih linija.  

Postavlja se pitanje, na koji naļin, tj. sa kojim duģinskim i ugaonim parametrima treba izvrġiti 

aproksimaciju izoparametarskih linija u opġtem sluļaju. Da bi dobijene povrġine bile kvazi-planarne 

ugaona tolerancija mora biti manja od 180°. Dodatno, kako ĺemo sve kvazi-planarne povrġine 

segmentirati sa zadatim povrġinskim ugaonim tolerancijama, za segmentaciju sa minimalnim brojem 

elemenata potrebno je da ugaona tolerancija sa kojom se na ovom mestu aproksimiraju 

izoparametarske linije (oznaļimo je sa •) mora biti celobrojni umnoģak povrġinske ugaone 

tolerancije (oznaļimo je sa •), tj.: 

• Ὧ• (63) 

gde je Ὧ ceo broj. U svim primerima prikazanim nadalje u ovom radu vrednost koeficijenta Ὧ ĺe 

biti jednaka jedinici, osim ukoliko drugaļije ne bude eksplicitno reļeno.  

Kada je u pitanju duģinski parametar, jasno je da on ne treba da bude niģi od zadate dimenzije 

elementa. U [121] je predloģeno da ovaj parametar ima vrednost koja je jednaka dimenziji elementa. 

MeĽutim, kako cilj ove faze algoritma nije kreiranje ļetvorougaone ili dominantno ļetvorougaone 

mreģe veĺ samo kreiranje kvazi-planarnih povrġina ļija ĺe dalja segmentacija biti izvrġena u narednim 

koracima, ovakvo ograniļenje dimenzije kvazi-planarne povrġine nije potrebno. Zato se u [122] 

predlaģe potpuno izostavljanje duģinskog parametra u procesu kreiranja poligonske aproksimacije 

izoparametarskih krivih. Pokazuje se da se na ovaj naļin znaļajno smanjuje broj kvazi-planarnih 

povrġina, te i ukupan broj elemenata u finalnoj mreģi. MeĽutim, potpuno izostavljanje ovog parametra 

dovodi do kreiranja povrġina kojima u osnovnom domenu odgovaraju poligoni sa veoma velikim 

brojem ļvorova, a ļija segmentacija je vremenski veoma zahtevna. Iz navedenih razloga, a imajuĺi u 

vidu da ĺe sve kvazi-planarne povrġine biti segmentirane sa zadatom vrednoġĺu za dimenziju 

elementa (oznaļimo ovu vrednost sa Ὠ), zakljuļujemo da je celobrojni umnoģak dimenzije elementa 

dobar izbor za duģinsko ograniļenje (oznaļimo ga sa Ὠ), tj.: 

Ὠ ὯὨ (64) 

gde je Ὧ ceo broj. Kako bi se pomirili zahtevi za minimizacijom broja elemenata u mreģi i trajanju 

procesa segmentacije, u svim primerima prikazanim u ovom radu konstanta Ὧ je postavljena na 

vrednost 10, osim ukoliko drugaļije nije eksplicitno naglaġeno.  

Osim navedenih parametara, u procesu kreiranja poligonske aproksimacije izoparametarskih linija u 

obzir se uzima i tolerancija za ukrupnjavanje. Jedino u sluļaju kada je na analiziranoj povrġini zadato 

lokalno podeġavanje za dimenziju elementa i/ili povrġinsku ugaonu toleranciju, tolerancija za 

ukrupnjavanje se ne uzima u obzir.   
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Podela cilindriļne i torusne povrġine sa ugaonom tolerancijom od 30Á i bez ograniļenja vezanog za 

duģinsku toleranciju prikazana je na slici 48. Cilindriļna povrġina je podeljena na 12 kvazi-planarnih 

povrġina, gde linije podele odgovaraju ļvorovima poligonske aproksimacije v-izoparametarske linije. 

Torusna povrġina je podeljena na 144 kvazi-planarne povrġine, gde su linije podele dobijene iz po 12 

ļvorova poligonske aproksimacije u i v izoparametarskih linija.    

  

a) Cilindriļna povrġina. b) Torusna povrġina. 

Slika 48. Podela cilindriļne (a) i torusne (b) povrġine sa ugaonom tolerancijom od 30°.  

Obe prethodno prikazane povrġine imale su veoma jednostavan oblik. Veĺ je reļeno da su i u- i 

v-izoparametarske linije cilindra meĽusobno identiļne. Kada je reļ o torusu sa slike 48b, njegove 

v-izoparametarske linije su kruģnice jednakih radijusa, dok su u-izoparametarske linije takoĽe 

kruģnice, ali im se radijusi meĽusobno razlikuju. Kako se linije podele odreĽuju na osnovu poligonske 

aproksimacije izoparametarske linije, ukoliko se u raļunanju ove aproksimacije u obzir uzima samo 

ugaoni parametar razlika u radijusu nije od interesa. Dakle, u sluļaju cilindriļne i torusne povrġine, 

kao i svih drugih povrġina ļije u, odnosno v, izoparametarske linije imaju osobinu meĽusobne 

sliļnosti, odreĽivanje linija podele moģe se izvrġiti na osnovu poligonske aproksimacije proizvoljnih 

u i v izoparametarskih linija. Za sve povrġi kod kojih ovo nije sluļaj optimalne linije podele ne mogu 

biti dobijene na osnovu analize samo po jedne u i v izoparametarske linije. TakoĽe, podatak o sliļnosti 

izoparametarskih linija jedne povrġine nije unapred poznat.  

U cilju generalizacije algoritma i dobijanja optimalnih linija podele za proizvoljnu povrġinu potrebno 

je pre same podele izvrġiti ekstrakciju oblika povrġine. TakoĽe, iz razloga koji ĺe kasnije biti detaljnije 

objaġnjeni, osim podele koja je diktirana poligonskom aproksimacijom izoparametarskih linija 

vrġimo i podelu po kriterijumu normale na povrġ. Dijagram toka algoritma za podelu povrġine na 

kvazi-planarne povrġine dat je na slici 49. Opis pojedinih delova ovog algoritma dat je u poglavljima 

6.1 do 6.4. Opis postupka za relaksaciju parametara podele, koja se primenjuje kod izbora svake od 

optimalnih linija podele, dat je u poglavlju 6.5.    

6.1. Ekstrakcija oblika povrġine 

Ekstrakcija oblika povrġine se radi iskljuļivo na osnovu analize izoparametarskih linija. Ovu 

ekstrakciju vrġimo kako bismo utvrdili optimalan naļin za podelu povrġine.   

Najpre je potrebno odrediti broj u i v izoparametarskih linija, koji se analizira. U prvom koraku se po 

svakoj koordinati, u i v, izdvoji izvestan broj izoparametarskih linija, koje su ekvidistantne u 

parametarskom prostoru povrġine. U svim primerima prikazanim u ovom radu koristi se po 5  

izoparametarskih linija izdvojenih po obe koordinate. Za svaku izdvojenu liniju se odredi poligonska 

aproksimacija. Za broj izoparametarskih linija koji ĺe biti analiziran po u-koordinati uzima se 

maksimalan broj ļvorova u poligonskim aproksimacijama izoparametarskih linija po v-koordinati, i 

obratno. Primera radi, za cilindar slike 47 maksimalan broj ļvorova po u-izoparametarskim linijama 

cilindra sa jednak je 12, a po v-izoparametarskim linijama 3.  
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Slika 49. Dijagram toka algoritma za podelu povrġine na kvazi-planarne povrġine. 

U drugom koraku algoritma se analizira onaj broj ekvidistantnih parametarskih linija koji je odreĽen 

kao potreban u prvom koraku algoritma - ove linije nazvaĺemo reprezentativnim linijama povrġine. 

Za svaku od ovih linija se odreĽuje poligonska aproksimacija. Oznaļimo sa ὔ  i ὔ  

maksimalan, a sa ὔ  i ὔ  srednji broj ļvorova u poligonskim aproksimacijama u i v 

reprezentativnih linija, respektivno. Raļunamo na ovom mestu dve varijacije u broju ļvorova u 

poligonskim aproksimacijama izoparametarskih krivih:  

¶ relativna varijacija se raļuna kao: 

‏
ὔ

ὔ
    ȟ     ‏

ὔ

ὔ
 ȟ (65) 

¶ apsolutna varijacija se raļuna kao: 

ῳ ὔ ὔ     ȟ     ‏ ὔ ὔ  . (66) 

Za povrġinu kaģemo da je ima uniformnu zakrivljenost ukoliko su obe varijacije ispod zadatog praga 

po obe koordinate, u i v, tj. ukoliko vaģi sledeĺe: 

Ўȟ ὅ    É     ‏ȟ ὅ  (67) 
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Konstante ὅ i ὅ imaju vrednosti 2 i 1.25, respektivno, u svim primerima prikazanim u ovom radu. 

Drugim reļima, povrġinu proglaġavamo povrġinom uniformne zakrivljenosti ukoliko ne postoji velika 

varijacija u broju ļvorova u poligonskim aproksimacijama njenih izoparametarskih linija.  

Povrġina uniformne zakrivljenosti odmah se deli po mreģi izoparametarskih linija, dok se u 

suprotnom podela vrġi po pojedinaļnim linijama.   

6.2. Podela po mreģi izoparametarskih linija  

U prethodnom poglavlju je opisan naļin izbora reprezentativnih linija povrġine, kao i uslov koji 

povrġina treba da zadovolji da bismo je proglasili uniformno zakrivljenom. Jednom kada je za 

posmatranu povrġinu utvrĽeno da ima uniformnu zakrivljenost, linije podele se odreĽuju na osnovu 

ļvorova poligonskih aproksimacija onih izoparametarskih linija ļije poligonske aproksimacije imaju 

najveĺi broj ļvorova, ὔ  i ὔ . Podela povrġine se zatim vrġi po mreģi koju formiraju ove 

krive. Podele povrġina prikazanih na slikama 47 i 48 dobijene su na ovaj naļin.  

Algoritmi za ekstrakciju oblika povrġine i izbor linija podele su heuristiļki algoritmi koji ni na koji 

naļin ne garantuju da ĺe sve povrġine nastale ovom podelom biti kvazi-planarne. (Iz definicija povrġi 

u Parasolid tehnologiji, datih u Prilogu B lako se vidi da ĺe ovo biti sluļaj za veĺinu povrġi, ali ne 

nuģno i za kompleksne NURBS povrġi.) Iz tog razloga sve povrġine nastale podelom ponovo prolaze 

kroz ceo postupak podele, kao ġto je prikazano na slici 49. Isto vaģi i za povrġine nastale podelom po 

pojedinaļnim linijama, koja je opisana u sledeĺem poglavlju.  

Kada je reļ o implementaciji ove podele u Parasolid tehnologiji, sama tehnologija ne nudi funkciju 

koja deli povrġinu po mreģi parametara ili krivih. Dodatno, iz razloga objaġnjenih u poglavlju 6.5 

podela po pojedinaļnim parametrima (krivim) je preferirana u odnosu na podelu po mreģi parametara 

(krivih). S obzirom da govorimo o podeli po parametarskoj liniji, nameĺe se koriġĺenje funkcije 

ñPK_FACE_split_at_paramò. MeĽutim, iz razloga koji su navedeni u poglavlju 6.5, umesto direktnog 

koriġĺenja ove funkcije kriva se eksplicitno kreira, a zatim utiskuje na povrġinu primenom funkcije 

ñPK_FACE_imprint_curveò. Iste funkcije se koriste i za podelu po pojedinaļnim linijama.  

 

6.3. Podela po pojedinaļnim linijama 

Ukoliko je u proceduri ekstrakcije oblika utvrĽeno da povrġina nije uniformno zakrivljena, podela 

povrġine po prethodno opisanom algoritmu podele po mreģi izoparametarskih linija nije optimalna. 

Ilustrovaĺemo to na primeru sedlaste povrġine prikazane na slici 50a. Tri karakteristiļne 

u-izoparametarske linije prikazane su crvenom bojom, a poligonske aproksimacije jedne krajnje i 

jedne centralne linije sa ugaonom tolerancijom od 15° prikazane su na slici 50b. Ukoliko se podela 

ove povrġine izvrġi po algoritmu opisanom u prethodnom poglavlju dobija se podela prikazana na 

slici 51a. Ova podela jeste uniformna, a sve povrġine su topoloġki ļetvorouglovi, ali je broj povrġina 

veoma veliki i iznosi 108. Oļigledno je sa slike da je ravni deo u okolini centralnog dela povrġine 

izdeljen znaļajno viġe nego ġto je to neophodno.  
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a) Sedlasta povrġina 
b) Poligonska aproksimacija dveju 

u-izoparametarskih krivih 

Slika 50. Sedlasta povrġina i poligonska aproksimacija dveju u-izoparametarskih linija. 

Kako bi se reġio navedeni problem, u sluļaju povrġina koje nisu uniformno zakrivljene podela se vrġi 

u iterativnom postupku. U svakoj iteraciji se podela vrġi po jednoj izoparametarskoj liniji, a povrġine 

koje nastaju ovom podelom ulaze u novi proces ekstrakcije oblika i podele (slika 49). Ukoliko po 

jednoj od koordinata (u ili v) nema potrebe vrġiti podelu (ὔ ς), uzima se izoparametarska linija 

po drugoj koordinati. U suprotnom se izbor koordinate po kojoj ĺe podela biti izvrġena vrġi se na 

osnovu varijacije broja ļvorova u poligonskim aproksimacijama u i v reprezentativnih linija. Osnovna 

ideja jeste da povrġine dobijene podelom po izabranoj liniji imaju ġto uniformniju zakrivljenost. Iz 

tog razloga se za liniju podele uzima ona koja je izoparametarska po koordinati po kojoj je: 

¶ veĺa relativna varijacija u broju ļvorova u poligonskim aproksimacijama izoparametarskih 

linija,  

¶ ukoliko su relativne varijacije meĽusobno jednake, liniju podele biramo po koordinati po kojoj 
je veĺa apsolutna varijacija u broju ļvorova, 

¶ ukoliko je varijacija jednaka po obe koordinate, linija podele se bira po koordinati po kojoj je 

veĺi maksimalan broj ļvorova u poligonskim aproksimacijama, 

¶ ukoliko su i varijacije i maksimalni broj ļvorova jednaki, uzima se u-izoparametarska linija.   

Kada je u pitanju sam izbor linije, tj. vrednost odgovarajuĺeg parametra, uzima se centralna linija iz 

mreģe odreĽene kao ġto je opisano u prethodnom poglavlju.         

Kada se za podelu sedlaste povrġine prikazane na slici 50 primeni ovaj algoritam dobijaju se povrġine 

prikazane na slici 51b. PoreĽenjem sa modelom dobijenim podelom po mreģi izoparametarskih krivih 

vidimo da je podela u zakrivljenim delovima geometrije ostala nepromenjena, dok u ravnijem 

centralnom delu povrġine viġe nemamo nepotrebne podele. Ukupan broj povrġina se smanjen sa 108 

na 72.      

  

a) Podela po mreģi linija b) Podela po pojedinaļnim linijama 

Slika 51. Podela sedlaste povrġine sa ugaonom tolerancijom od 15°. 
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Ovde treba navesti i jedan specijalni sluļaj. Posmatrajmo polusfernu povrġinu prikazanu na slici 52a. 

u-izoparametarske linije su meĽusobno identiļne krive oblika ļetvrtine kruģnice, dok su 

v-izoparametarske linije kruģnice ļiji se radijusi meĽusobno razlikuju. Po dve u i v izoparametarske 

linije prikazane su crvenom bojom na slici 52a. Karakteristiļno za ovakvu povrġinu, a ġto nije bio 

sluļaj sa do sada razmatranim povrġinama, jeste ļinjenica da se sve izoparametarske linije po jednoj 

koordinati (u-koordinata u ovom sluļaju) stiļu u jednoj taļki. Ovu taļku nazvaĺemo polom date 

povrġine. Bilo da primenimo podelu povrġine po mreģi izoparametarskih linija ili po jednoj po jednoj 

liniji  dobiĺemo podelu sliļnu onoj sa slike 52b. Problem u ovakvoj podeli jesu povrġine koje se stiļu 

u polovima, ļijom segmentacijom ĺe nastati elementi niskog faktora kvaliteta (utoliko niģeg koliko 

je niģa vrednost povrġinske ugaone tolerancije). Sam pol ĺe u finalnoj mreģi predstavljati ļvor visoke 

valence (vrednost valence biĺe veĺa ili jednaka broju kvazi-planarnih povrġina koje se sustiļu u polu). 

Kako bismo reġili ovaj problem, na povrġinama na kojima su detektovani polovi najpre treba izvrġiti 

izdvajanje dela povrġine sa polom. Izdvajamo zato onu izoparametarsku liniju koja se zavrġava u polu 

i ļija poligonska aproksimacija ima najviġe ļvorova. Podela povrġine se vrġi po parametru koji 

odgovara onom ļvoru u aproksimaciji ove linije koji je najbliģi polu. Ovakva podela na primeru 

polusferne povrġine prikazana je na slici 53a. Deo povrġine na kom se nalazi pol se dalje ne deli po 

kriterijumima vezanim za izoparametarske linije, veĺ se dalje analizira po kriterijumu normala na 

povrġ (poglavlje 6.4). Deo povrġine na kome nema polova prolazi kroz standardnu proceduru 

ekstrakcije oblika i podele. Podela polusferne povrġine dobijena primenom opisanog postupka 

prikazana je na slici 53b.  

Iz svega reļenog je jasno da ne postoji suġtinska razlika izmeĽu algoritama za podelu povrġine po 

mreģi linija i podele po jednoj po jednoj liniji, te da bismo drugi algoritam mogli uvek da koristimo, 

jer u opġtem sluļaju rezultira manjim brojem povrġina. MeĽutim, manji broj povrġina sam po sebi 

nije garancija da ĺe broj elemenata u finalnoj mreģi biti manji, jer su povrġine dobijene podelom po 

mreģi linija topoloġki jednostavnije. Iz tog razloga forsiramo podelu po mreģi linija kad god 

neuniformnost zakrivljenosti povrġine, tj. vrednost konstanti ὅ i ὅ iz jednaļine (67), nije suviġe 

velika. Uz to, efikasnost prvog algoritma je veĺa jer se ekstrakcija oblika povrġine vrġi samo jednom, 

dok se u drugom algoritmu ona vrġi nakon svake podele povrġine po izabranoj liniji. 

  

a) Polusferna povrġina b) Podela sa ugaonom tolerancijom od 30° 

Slika 52. Podela polusferne povrġine, bez specijalnog tretmana pola. 
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a) Izdvojena povrġina sa polom (ģuta boja) b) Podela sa ugaonom tolerancijom od 30° 

Slika 53. Podela polusferne povrġine, sa specijalnim tretmanom pola. 

6.4. Podela na osnovu normale na povrġ 

Metoda za ekstrakciju oblika povrġine i odreĽivanje optimalnih linija za podelu, opisana u prethodna 

tri poglavlja, zasniva se na analizi izoparametarskih linija. Za veĺinu povrġina sa kojima se sreĺemo 

u praksi ova analiza se pokazala kao veoma dobra. Postoje, meĽutim, povrġine kod kojih se 

ekstrakcija oblika ne moģe izvrġiti na osnovu analize oblika izoparametarskih linija. Jedan od 

najjednostavnijih primera jeste bilinearna povrġ, kod koje su sve izoparametarske linije prave, a sama 

povrġ moģe biti zakrivljena.  

Na slici 54 je data povrġina koja je dobijena operacijom Loft kroz tri prave linije duģine 1 mm (linije 

su prikazane u crvenoj boji). Prva linija je postavljena duģ z-ose, dok su druge dve dobijene 

translacijom za po 5 mm i rotacijom oko x-ose za ugao od 90°. Sve u-izoparametarske linije su prave 

linije, ġto vaģi i za centralnu v-izoparametarsku liniju. Najveĺe zakrivljenje imaju v-izoparametarske 

krive koje odgovaraju ivicama povrġine, a ukupna promena ugla tangente duģ ove ivice iznosi 

pribliģno 16.7°. Ukoliko se podela povrġine vrġi sa ugaonom tolerancijom od 30°, jasno je da povrġina 

neĺe biti podeljena. Sa druge strane, jasno je da povrġina nije kvazi-planarna. Vektor normale na 

povrġinu u njenom parametarskom centru ima smer z-ose, pa ĺe se ivice povrġine koje su paralelne 

z-osi projektovati u jednu taļku u ravni odreĽenoj ovim vektorom.  

 

Slika 54. Zakrivljena povrġina sa malim zakrivljenjem izoparametarskih linijama. 

U sluļaju ovakvih povrġina provera kvazi-planarnosti i odreĽivanje linija podele sprovodi se na 

osnovu analize vektora normale na povrġinu u izvesnom broju kontrolnih taļaka. U algoritmu 

opisanom u ovom radu to se vrġi tako ġto se najpre odredi minimalni pravougaonik u parametarskom 

prostoru, na ļijim naspramnim stranicama u, odnosno v parametar imaju konstantu vrednost, a 

potpuno okruģuje posmatranu povrġinu. (Ovaj pravougaonik se dobija direktno koriġĺenjem Parasolid 

funkcije ñPK_FACE_find_uvboxò.) Zatim se u ovom pravougaoniku kreira uniformna mreģa 
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izoparametarskih linija u ļijim presecima se nalaze ļvorovi koji su nam od interesa, kao ġto je 

prikazano na slici 55. Broj linija koji se u startu uzima u razmatranje ne sme biti premali kako 

eventualne velike zakrivljenosti koje su lokalizovane na malom prostoru ne bi bile preskoļene, ali ni 

preveliki, kako efikasnost algoritma ne bi bila ugroģena. U predloģenom algoritmu ovaj broj je 

fiksiran na 20 po obe ose, tj. ukupan broj ļvorova u uniformnoj mreģi iznosi 400. Za sve ļvorove iz 

posmatrane mreģe odrede se koordinate odgovarajuĺih taļaka na povrġi (primenom Parasolid API 

funkcije ñPK_SURF_evalò). Taļku koja odgovara ļvoru όȟὺ, oznaļiĺemo kao Ἴόȟὺ. Ove se 

taļke, kao i odgovarajuĺi ļvorovi, klasifikuju u dve grupe: 

¶ Taļke koje se nalaze na posmatranoj povrġini, i u kojima se raļuna vektor normale na povrġ.  

Odgovarajuĺi ļvorovi su oznaļeni zelenom bojom na slici 55.  

¶ Taļke koje se ne nalaze na posmatranoj povrġini ne uzimaju se u dalje razmatranje. 

Odgovarajuĺi ļvorovi su oznaļeni crvenom bojom na slici 55.  

Osim normala u ovim taļkama odreĽuje se i normala u parametarskom centru povrġine (koja ĺe 

definisati referentnu ravan za datu povrġinu, ukoliko povrġina ne bude dalje deljena). Da bi povrġina 

mogla da bude kvazi-planarna, moraju biti zadovoljeni sledeĺi uslovi: 

¶ Ugao izmeĽu normala na povrġinu u ma koje dve taļke mora biti manji od 180°. 

¶ Ugao izmeĽu normale u parametarskom centru povrġine i normale u ma kojoj drugoj taļki 
povrġine mora biti manji od 90°. 

 

Slika 55. Minimalni parametarski pravougaonik i odgovarajuĺa mreģa kontrolnih ļvorova. 

Nakon ġto su odreĽene normale u svim taļkama odreĽenim na opisani naļin, raļunaju se uglovi 

izmeĽu normala u taļkama koje su susedi po u ili po v parametru. Ukoliko se utvrdi da je ugao izmeĽu 

neke dve normale veĺi od praga koji se odreĽuje kao ugao od 180° podeljenog brojem segmenata u 

mreģi duģ datog parametra, u sluļaju opisanog algoritma to je 
Ј
ωȢυЈ, dodaje se joġ jedna 

kontrolna taļka na polovini posmatranog segmenta. Postupak se ponavlja iterativno sve dok uglovi 

izmeĽu svake dve normale u taļkama susednim po u ili po v parametru ne postanu manji od zadatog 

praga.  

Postupak odreĽivanja linije podele nastavlja se kroz dva koraka. U prvom koraku se odreĽuju uglovi 

izmeĽu normala u svake dve kontrolne taļke. U sluļaju da za dve taļke vaģi da je: 

᷃ἶόȟὺȟ ἶόȟὺ ρψπЈɝ  (68) 

gde je ȹ ugaona tolerancija, koja je u svim primerima iz ovog rada podeġena na 10°, dok je 

ἶόȟὺ normala u taļki sa koordinatama όȟὺ, linija podele ĺe biti izoparametarska linija koja 

leģi izmeĽu ovih taļaka. Pri raļunanju same linije podele, najpre se raļunaju ukupne zakrivljenosti 
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izmeĽu taļaka koje definiġu izoparametarske stranice ļetvorougla ļija je dijagonala definisana 

taļkama Ἴόȟὺ  i Ἴόȟὺ  i odreĽuje se najveĺa meĽu datim zakrivljenostima. Ukoliko je 

zakrivljenost maksimalna po u-parametru podela se vrġi po u izoparametarskoj liniji odreĽenoj 

parametrom ό . Analogno vaģi za sluļaj kada je maksimalna zakrivljenost duģ v-parametra.  

U ovom postupku se polazi od najudaljenijih taļaka, koje su odreĽene koordinatama ό ȟὺ  i 

ό ȟὺ , a zatim se ide prema unutraġnjosti povrġine. Na ovaj naļin se u proseku smanjuje 

sloģenost algoritma, jer je veĺa verovatnoĺa da su taļke u kojima normale na povrġ zaklapaju veliki 

meĽusobni ugao udaljene taļke, nego da se radi o meĽusobno bliskim taļkama.  

S obzirom da je referentna ravan definisana normalom na povrġinu u njenom parametarskom centru, 

opisana analiza nije dovoljna za prepoznavanje svih povrġina koje nisu kvazi-planarne u odnosu na 

ovu ravan. Iz tog razloga se u sluļaju da nije pronaĽen ni jedan par taļaka koji zadovoljava jednaļinu 

(68) sprovodi dodatna analiza u kojoj se raļuna ugao izmeĽu normale na povrġ u njenom 

parametarskom centru i normala u kontrolnim taļkama. Ukoliko za neku taļku vaģi sledeĺe: 

᷃ἶόȟὺ ȟ ἶόȟὺ ωπЈɝ  (69) 

gde je όȟὺ  parametarski centar povrġine, a ȹ ugaona tolerancija, koja je u svim primerima iz 

ovog rada podeġena na 5°, povrġinu treba deliti po izoparametarskoj liniji koja leģi izmeĽu date taļke 

i parametarskog centra povrġine. Sama linija podele se odreĽuje na naļin opisan za sluļaj dveju 

kontrolnih taļaka. 

Oļigledno je da je uslov definisan jednaļinom (69) stroģiji od onog definisanog jednaļinom (68). Isto 

tako, sloģenost drugog algoritma je znaļajno manja, jer on podrazumeva raļunanje N uglova, gde je 

N broj kontrolnih taļaka, dok se kod prvog algoritma raļuna   uglova. MeĽutim, prvi algoritam 

uz uslov da se u postupku raļunanja uglova izmeĽu normala polazi sa suprotnih krajeva povrġine daje 

generalno manji broj povrġina. Primera radi, za model sa slike 54 primena prvog algoritma (kao i 

primena celog opisanog postupka) daje dve identiļne povrġine, dok samo primena drugog algoritma 

daje tri povrġine od kojih je centralna dvostruko veĺa od ostale dve. Ovo je ilustrovano na slici 56, 

gde je zbog jasnoĺe prikaza svaka druga povrġina (iduĺi duģ y-ose) obojena ģutom bojom.  

Kako je broj povrġina koje se dele primenom ovog postupka u modelima sa kojima se sreĺemo u 

praksi veoma mali, a kako je sloģenost algoritma koji se zasniva na stroģijem uslovu znaļajno manja, 

kod primene ovog postupka najpre se utvrĽuje da li je povrġ potrebno deliti na osnovu stroģijeg 

uslova. Ukoliko to nije sluļaj, manje strog uslov, koji podrazumeva raļunanje velikog broja uglova 

meĽu normalama, uopġte se ne proverava.   

  

a) Primena algoritma zasnovanog na normali u 

parametarskom centru. 

b) Primena celog postupka. 

Slika 56. Podela povrġine na osnovu normala na povrġ.  
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6.5. Relaksacija paramet ara podele  

U svim do sada analiziranim primerima posmatrali smo usamljene povrġine. Povrġine su u praksi 

obiļno deo sloģenijih struktura, pa je i u podeli jedne povrġine na kvazi-planarne delove potrebno 

uzeti u obzir naļin na koji je ona povezana sa susednim povrġinama.  

Posmatrajmo dva jednostavna modela prikazana na slici 57. Modeli se sastoje od dve, odnosno tri, 

povrġine oblika ļetvrtine omotaļa cilindra. Povrġine su meĽusobno identiļne, ali je iduĺi duģ z-ose 

svaka povrġina zarotirana za 1° oko z-ose u odnosu na prethodnu povrġinu. 

  

a) Model saļinjen od dve povrġine. b) Model saļinjen od tri povrġine. 

Slika 57. Modeli sa identiļnim povrġinama, smaknutim za 1°. 

Pretpostavimo da je povrġinska ugaona tolerancija podeġena na 30°, te da je podela svake povrġine 

izvrġena po prethodno opisanim algoritmima. Oļigledno je da ĺe podela biti izvrġena samo duģ 

u-izoparametarskih krivih, i to tako ġto ĺe svaka povrġina biti podeljena na po 3 podudarne povrġine. 

Modeli nakon ove podele prikazani su na slici 58. Problem koji se javlja u ovim modelima jeste 

pojava veoma kratkih ivica duģ ivice koja je predstavljala granicu izmeĽu originalnih povrġina. 

Kratke ivice na CAD geometriji ĺe uzrokovati nastanak kratkih ivica u finalnoj mreģi, odnosno 

nastanak trapezoidnih elemenata niskog faktora kvaliteta.         

  

a) Podela modela saļinjenog od dve povrġine. b) Podela modela saļinjenog od tri povrġine. 

Slika 58. Podela modela sa smaknutim povrġinama, bez relaksacije parametara podele. 

Kao reġenje ovog problema uvodi se relaksacija parametara segmentacije, tako da se dozvoli blago 

poveĺanje duģinskih i ugaonih tolerancija. Na taj naļin se dozvoljava pomeranje veoma bliskih linij a 

podele susednih povrġina kako bi se one susticale u istom ļvoru, umesto da formiraju kratku ivicu.  

Koji god od prethodno opisanih algoritama podele da je u pitanju, podela se u jednom trenutku uvek 

vrġi po samo jednoj izoparametarskoj krivoj. Umesto da se podela vrġi po originalnoj povrġini, kreira 
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se kopija povrġine, pa se inicijalna podela po izoparametarskoj krivoj vrġi na kopiji. Nakon ġto je 

podela izvrġena analiziraju se ivice koje izlaze iz ļvorova koji su nastali u procesu podele, a u cilju 

odreĽivanja ivica duģ kojih treba izvrġiti pomeranje linije podele.  

Uvodimo na ovom mestu ugaonu i duģinsku toleranciju, koje se definiġu kao: 

•
ὸ

ρππ
Ͻ•

Ὠ
ὸ

ρππ
ϽÍÉÎ Ὠȟὰ

 (70) 

gde je t faktor relaksacije parametara podele dat u procentima, • i Ὠ su povrġinska ugaona 

tolerancija i dimenzija elementa na posmatranoj povrġini. Parametar ὰ  predstavlja srednju 

vrednost duģine ivice date povrġine. Ukoliko se za ma koju od analiziranih ivica utvrdi da je njena 

duģina manja od duģinske tolerancije Ὠ , definisane prethodnim izrazom, data ivica se proverava i 

po ugaonom kriterijumu. Provera po ugaonom kriterijumu podrazumeva raļunanje vektora normale 

na povrġinu u ļvorovima posmatrane ivice i raļunanje ugla meĽu ovim vektorima. Ukoliko je ovaj 

ugao manji od ugaone tolerancije • , definisane jednaļinom (70), za datu ivicu kaģemo da je ivica 

po kojoj treba izvrġiti pomeranje linije podele. Oznaļiĺemo ovakvu ivicu kao kompresibilnu.   

Ukoliko u prethodno opisanoj analizi nije pronaĽena ni jedna kompresibilna ivica, nema promene ni 

u liniji podele. Ukoliko je pronaĽena makar jedna kompresibilna ivica nova linija podele odreĽuje se 

u dva koraka (slika 59):  

¶ U prvom koraku se odreĽuje se izoparametarska kriva koja odgovara ļvoru najkraĺe 

kompresibilne ivice koji ne predstavlja novi ļvor, a koja je izoparametarska po istom 

parametru kao i inicijalno odreĽena linija podele. Podela se zatim vrġi po novoj 

izoparametarskoj liniji podele, ali opet na kopiji povrġine. 

¶ U drugom koraku se vrġi analiza ivica nastalih podelom po izoparametarskoj liniji odreĽenoj 
u prvom koraku ovog postupka. Ukoliko na strani novonastalog ļvora postoje kompresibilne 

ivice, vrġi se pomeranje linije podele duģ najkraĺe od njih, tako da se linija podele poklopi sa 

ļvorom koji nije novonastali ļvor.  

Jasno je da se u prvom koraku algoritma vrġi samo promena parametra podele, a da linija podele 

ostaje izoparametarska. U drugom koraku, meĽutim, pomera se samo jedan ļvor linije podele, te ona 

ne ostaje izoparametarska. Linija podele se u tom sluļaju odreĽuje kao linija koja odgovara duģi koja 

spaja slike svoja dva ļvora u parametarskom prostoru povrġine. Ova se duģ ekvidistantno deli na 

izvestan broj segmenata, a na povrġini se odrede taļke koje odgovaraju ļvorovima ove podele. Broj 

segmenata se dobija kao veĺi od broja segmenata u poligonskim aproksimacijama izoparametarskih 

linija koje odgovaraju ļvorovima linije podele. Poligonska aproksimacija se odreĽuje tako da je 

maksimalna duģina segmenta jednaka dimenziji elementa, a ugaona tolerancija jednaka povrġinskoj 

ugaonoj toleranciji. Konaļno, linija podele se dobija projekcijom na povrġinu krive dobijene fitingom 

kroz ove taļke.  

Kada je u pitanju implementacija opisanog postupka u Parasolid tehnologiji, koriste se sledeĺe API 

funkcije: 

¶ Za dobijanje fitovane krive kroz zadati skup taļaka: ñPK_BCURVE_create_spline_2ò.  

¶ Za odreĽivanje normalne projekcija fitovane krive na povrġinu:  

ñPK_FACE_imprint_cus_normalò.   

¶ Podela povrġine po krivoj vrġi se primenom funkcije ñPK_FACE_imprint_curveò, bez obzira 
na to da li je kriva izoparametarska ili ne.  
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a) Inicijalna izoparametarska kriva 

podele. 

b) Pomeranje krive podele po 

parametru. 
c) Finalna kriva podele. 

Slika 59. Pomeranje krive po kojoj se deli povrġina. (Crne taļke ï originalni ļvorovi, crvene taļke ï ļvorovi nastali 

podelom, crvena linija ï linija podele, ģuta linija ï kompresibilne ivice)  

Podela modela sa slike 57, kada je uvedena relaksacija parametara podele sa faktorom od 10%, 

prikazana je na slici 60. Broj povrġina nakon podele je ostao nepromenjen, ali su eliminisane kratke 

ivice. U modelu koji se sastoji iz dve povrġine, sve promene linija za podelu svode se na promene 

parametra izoparametarskih linija, jer se kompresibilne ivice nalaze samo na granici dveju povrġina, 

tj. samo na jednoj strani linija za podelu. U sluļaju modela koji se sastoji od tri povrġine, tip promene 

zavisi od redosleda podele povrġina. Ukoliko se povrġine dele tako ġto se izvrġi podela dveju povrġina 

na krajevima modela, a zatim se deli centralna povrġina, sve linije podele centralne povrġine odreĽuju 

se u drugom koraku algoritma, tj. spajanjem dveju postojeĺih taļaka fitovanom krivom.    

  

a) Podela modela saļinjenog od dve povrġine. b) Podela modela saļinjenog od tri povrġine. 

Slika 60. Podela modela sa smaknutim povrġinama, sa relaksacijom parametara podele. 

Prikazaĺemo na ovom mestu i finalnu mreģu modela sa slike 57, za sluļajeve kada je primenjena 

relaksacija parametara podele sa faktorom od 10% i kada ova relaksacija nije primenjena. Dimenzija 

elementa je postavljena na vrednost koja je veĺa od maksimalne dimenzije modela, dok su povrġinska 

i iviļna ugaona tolerancija podeġene na 30°. Mreģe su prikazane na slikama 61 i 62. Za model koji se 

sastoji od dve povrġine broj elemenata je smanjen sa 22 na 10 kada je relaksacija primenjena. U isto 

vreme je srednja vrednost faktora kvaliteta je porasla sa 0.41 na 0.77. Kada je u pitanju model koji se 

sastoji od tri povrġine, situacija je sliļna. UvoĽenje relaksacije parametara podele smanjilo je broj 

elemenata sa 27 na 17, uz poveĺanje srednjeg faktora kvaliteta elementa sa 0.40 na 0.69.       
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a) Bez relaksacije parametara podele. b) Sa relaksacijom parametara podele. 

Slika 61. Mreģa modela saļinjenog od dve povrġine smaknute po uglu. 

  

a) Bez relaksacije parametara podele. b) Sa relaksacijom parametara podele. 

Slika 62. Mreģa modela saļinjenog od tri povrġine smaknute po uglu. 

6.6. Primeri podele na kvazi -planarne povrġine 

Algoritam podele na kvazi-planarne povrġine opisan u prethodnim poglavljima biĺe u ovom poglavlju 

ilustrovan na dva meĽusobno veoma razliļita modela: 

¶ Prvi model je model helikoptera prikazan na slici 63. Model je veoma kompleksan i sastoji se 

od 1 213 povrġina. Duģina helikoptera je pribliģno 16 m, a dijametar rotora je oko 13 m.  

¶ Drugi je model ljudske glave, prikazan na slici 64, koji se sastoji od samo 6 povrġina. 

Modeli su meĽusobno veoma razliļiti. Model helikoptera se sastoji od velikog broja povrġina, ali su 

same povrġine veoma jednostavne, i pripadaju sledeĺim tipovima: ravan, sfera, cilindar, swept i spun 

povrġ. Sa druge strane, povrġine koje definiġu lice u modelu ljudske glave su veoma sloģene NURBS 

povrġine. Interesantno je stoga videti ne samo finalni izgled podele na kvazi-planarne povrġine, veĺ i 

vreme koje je potrebno za podelu i fazu podele u kojoj nastaje najveĺi broj kvazi-planarnih povrġina. 

U tabelama 1 i 2, je dat broj povrġina nakon pojedinih faza podele, kao i trajanje pojedinih faza za 

model helikoptera i model ljudske glave, respektivno. Sve vrednosti su date za sledeĺe parametre 

segmentacije: dimenzija elementa je veĺa od dimenzije modela tako da ne utiļe na podelu povrġina, 

povrġinska ugaona tolerancija je podeġena na 45° za model helikoptera, a na 60° za model glave, 

tolerancija za ukrupnjavanje je 10-4, dok je faktor relaksacije parametara podele postavljen na 10%, 

za oba modela. 
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Slika 63. Model helikoptera.  

 

Slika 64. Model ljudske glave.  

Tabela 1 Broj povrġina nakon pojedinih faza podele i trajanje pojedinih faza za model helikoptera.  

 Poļetak 
Podela po mreģi 

parametara  

Podela po pojedinim 

parametrima 

Podela na osnovu 

normale na povrġ 

Broj povrġina 1 213 1 902 1 949 1 949 

Vreme [s] - 7.0 2.2 1.2 

Tabela 2 Broj povrġina nakon pojedinih faza podele i trajanje pojedinih faza za model ljudske glave.  

 Poļetak 
Podela po mreģi 

parametara  

Podela po pojedinim 

parametrima 

Podela na osnovu 

normale na povrġ 

Broj povrġina 6 26 232 232 

Vreme [s] - 2.1 12.7 0.37 
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Na osnovu podataka datih u prethodnim tabelama moģemo zakljuļiti da se segmentacija modela 

helikoptera koji se sastoji od povrġina jednostavnog ili relativno jednostavnog oblika uglavnom vrġi 

primenom algoritma podele po mreģi parametara. Ovo je sasvim oļekivano, jer se radi o povrġinama 

uniformne zakrivljenosti. Na drugoj strani, model ljudske glave, koji sadrģi sloģene neuniformno 

zakrivljene povrġine, dominantno se deli primenom algoritma koji podrazumeva iterativni postupak 

podele po pojedinim parametrima. Moģe se takoĽe primetiti da ni u jednom modelu ni jedna povrġina 

nije podeljena primenom algoritma koji se zasniva na analizi normala na povrġ.  

Trajanje podele na kvazi-planarne povrġine veoma je kratko za oba modela. Model helikoptera je 

podeljen za oko 10 sekundi, dok je model ljudske glave zahtevao neġto viġe vremena i njegova podela 

je izvrġena za oko 15 sekundi. Razlog tome jeste neġto duģe trajanje Parasolid funkcija kada se radi 

sa sloģenim NURBS povrġinama, kakve su povrġine koje modeluju lice.  

Proces podele povrġina na kvazi-planarne nije paralelizovan. Generalno sam algoritam dozvoljava 

paralelizaciju, koja bi se zbog procesa relaksacije parametara podele gde podela jedne povrġine zavisi 

od podele njoj susednih povrġina, morala sprovesti po obrascu koji ne dozvoljava paralelno 

procesiranje susednih povrġina u razliļitim nitima. MeĽutim, dobar deo Parasolid funkcija koje se u 

ovom procesu koriste, tj. sve Parasolid funkcije koje podrazumevaju promenu geometrije, ne 

dozvoljavaju paralelno izvrġavanje u veĺem broju niti. Prema tome, paralelizacija nije izvrġena ne 

zbog karakteristika samog algoritma, veĺ zbog ograniļenja koriġĺene CAD tehnologije.  

Modeli nakon podele na kvazi-planarne povrġine prikazani su na slikama 65 i 66. Vidimo da je podela 

izvrġena paralelno sa glavnim pravcima zakrivljenosti za oba modela. Primera radi, u modelu 

helikoptera se vidi da cilindriļni detalji nisu deljeni duģ aksijalne ose, dok se u modelu glave vidi 

izduģenost povrġina u pravcima paralelnim ivicama usana. TakoĽe se moģe primetiti izrazita 

neuniformnost podele u modelu glave, gde su povrġine najsitnije u oblastima najveĺeg zakrivljenja 

(na primer u okolini oļiju), a vidi se rast prema oblastima manje zakrivljenosti.  

 

Slika 65. Model helikoptera nakon podele na kvazi-planarne povrġine.  
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Slika 66. Model ljudske glave nakon podele na kvazi-planarne povrġine. 
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7. Preslikavanje povrġina u osnovni domen 

U trenutku kada su sve povrġine CAD geometrije podeljene na kvazi-planarne povrġine, moguĺe je 

izvrġiti njihovo preslikavanje u osnovni domen. Kao ġto je veĺ reļeno, osnovni domen predstavlja 

poligon u ravni. U daljem tekstu ĺemo ovu ravan oznaļavati kao referentnu ravan.   

Referentna ravan moģe biti odreĽena na razliļite naļine. U [121] je predloģeno koriġĺenje ravni koja 

predstavlja ravan minimalnog kvadratnog odstupanja u odnosu na taļke povrġine. Pokazuje se 

meĽutim da je odreĽivanje ove ravni vremenski zahtevno. Sa druge strane, jedini zahtev koji 

referentna ravan treba da zadovolji jeste da normalna projekcija taļaka povrġine koja se segmentira 

na ovu ravan predstavlja bijektivnu funkciju. S obzirom da su sve povrġine podeljene na 

kvazi-planarne, jasno je da ravan ļija se normala poklapa sa normalom na povrġinu u njenom 

parametarskom centru zadovoljava navedeni uslov. OdreĽivanje ove ravni je trivijalno, te se stoga 

ona uzima za referentnu ravan za segmentaciju CAD povrġine.  

Sledeĺi korak u preslikavanju povrġine u osnovni domen predstavlja kreiranje poligonske 

aproksimacije svih njenih ivica. Poligonska aproksimacija ivica se kreira primenom algoritma 

opisanog u glavi 5. Parametri aproksimacije su dimenzija elementa, iviļna ugaona tolerancija i 

tolerancija za ukrupnjavanje. Vaģno je napomenuti da se poligonska aproksimacija kreira samo 

jednom za svaku ivicu CAD geometrije, i kao takva se koristi u preslikavanju u osnovni domen svih 

povrġina kojima data ivica pripada. Na taj naļin se obezbeĽuje usaglaġenost mreģe.  

OdreĽivanje poligonske aproksimacije se nezavisno vrġi za sve ivice CAD geometrije, te je stoga 

paralelizacija ovog procesa veoma jednostavna. TakoĽe, u ovom postupku se ne koriste Parasolid 

funkcije koje menjaju geometriju, te nema tehnoloġkog ograniļenja za paralelizaciju postupka.  

Konaļno, nakon ġto su odreĽene referentna ravan i poligonska aproksimacija ivica povrġine, kreira 

se poligon koji predstavlja osnovni domen za segmentaciju povrġine. Poligon se kreira normalnim 

projektovanjem ļvorova poligonske aproksimacije ivica povrġine na referentnu ravan. Na taj naļin 

svakom ļvoru u poligonskoj aproksimaciji ivica povrġine odgovara ļvor poligona u osnovnom 

domenu.  

Kako se poligonske aproksimacije ivica poligona odreĽuju na osnovu zadatih parametara mreģe 

(dimenzija elementa, iviļna ugaona tolerancija i tolerancija za ukrupnjavanje), ne postoji garancija 

da ĺe broj ukupan segmenata na zatvorenim petljama poligona biti paran broj. Iz tog razloga je, pre 

nego ġto se zapoļne proces segmentacije poligona, potrebno umetnuti dodatne segmente koji ĺe 

obezbediti ovu parnost. Problem dodavanja pomoĺnih segmenata za parnost ovde samo navodimo, 

ali ĺemo se njime detaljno pozabaviti neġto kasnije. Pre problema sa parnoġĺu moramo se pozabaviti 

analizom oblika poligona, kako bi se poveĺala robusnost metode i kvalitet kreirane mreģe. Kontrola 

oblika podrazumeva dve provere, koje su opisane u sledeĺa dva poglavlja. 

7.1. Kontrola regularnosti  poligona  

Za poligon kaģemo da je regularan ukoliko za sve njegove stranice vaģi uslov da ili nemaju zajedniļku 

taļku ili dele isti ļvor. Drugim reļima, poligon nije regularan ukoliko postoji presek ma koje dve 

njegove stranice. Prva provera koja se vrġi nakon projekcije povrġine u osnovni domen, jeste upravo 

presecanje stranica poligona.  

Postoje dva moguĺa razloga za neregularnost poligona, odnosno povrġine u osnovnom domenu:  
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¶ Povrġina nije kvazi-planarna. Iako je cilj prve faze predloģene metode za segmentaciju 

dobijanje kvazi-planarnih povrġina, deġava se da se nakon te faze dobiju neke povrġine koje 

nisu kvazi-planarne.  

Kako bi se ovaj problem reġio, primenjuje se tehnika koja je sliļna onoj opisanoj u poglavlju 

6.4, koja se bazira na analizi normala na povrġinu u izvesnom broju kontrolnih taļaka. Jedina 

razlika tehnike primenjene ovde jeste naļin odabira kontrolnih taļaka. Taļkama uzetim u 

skladu sa algoritmom opisanim u poglavlju 6.4, dodaje se mreģa od 20x20 taļaka u oblasti 

koja je odreĽena ļvorovima stranica koje se meĽusobno seku. Ukoliko se analizom normala 

na povrġinu u ovako izabranoj mreģi taļaka dobije da je dodatna podela povrġine neophodna, 

vrġi se podela povrġine po parametru odreĽenom na osnovu ove analize.   

¶ Poligonska aproksimacija ivica je suviġe gruba. 

Ilustracija ovakve situacija data je na primeru ravnog (dakle kvazi-planarnog) tankog prstena 

prikazanog na slici 67. Crne linije na ovoj slici predstavljaju segmente poligonske 

aproksimacije ivica. Na slici 67a prikazana je veoma gruba poligonska aproksimacija ivica, 

gde je kruģnica modelovana sa 4 segmenta.  

Ovaj problem se reġava umetanjem dodatnih ļvorova u poligonske aproksimacije ivica kojima 

odgovaraju stranice koje se seku u osnovnom domenu, kao ġto je ilustrovano na slici 67b. 

Umetanje ļvorova se vrġi u skladu sa algoritmom opisanom u poglavlju 5.6. Umetanje 

ļvorova se vrġi iterativno tako ġto se: 

o U prvoj iteraciji umeĺe jedan ļvor ukoliko je inicijalni broj segmenata u poligonskoj 
aproksimaciji ivice neparan, a dva ļvora ukoliko je broj segmenata paran. 

o U narednim iteracijama se umeĺu dva ļvora. 

Opisani postupak se ponavlja sve dok poligon ne postane regularan. Jasno je da primenom opisanog 

postupka umetanja ļvorova nakon svake iteracije dobija poligonska aproksimacija ivice koja sadrģi 

paran broj segmenata. S obzirom da se radi o osetljivim delovima geometrije, u kasnijem postupku 

umetanja dodatnih ļvorova za parnost nije dozvoljeno umetanje ļvorova u poligonske aproksimacije 

ivica tretiranih u ovom postupku. 

  

a) Inicijalna gruba poligonska aproksimacija ivica.  
b) Poligonska aproksimacija nakon umetanja dodatnih 

ļvorova. 

Slika 67. Dodavanje ļvorova u poligonsku aproksimaciju, radi dobijanja regularnog poligona.  

Ukoliko broj stranica oznaļimo sa N broj parova stranica za koje se presek proverava pribliģno iznosi 

. Radi se dakle o kvadratnoj sloģenosti algoritma za odreĽivanje preseka meĽu stranicama. Trajanje 

ovakvog postupka bi moglo da bude veoma dugo ukoliko radimo sa veoma kompleksnim poligonima, 

tj. ukoliko broj stranica u poligonu veoma veliki. Kako bi se broj stranica u poligonu ograniļio, te 

postupak opisan u ovom poglavlju, ali i postupak opisan u narednom poglavlju, uļinio vremenski 

manje zahtevnim, osim podele na kvazi planarne povrġine uvodi se i dodatna podela povrġina kojima 

odgovaraju sloģeni poligoni. 
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7.2. Kontrola oblika poligona  

Kontrola poligona opisana u prethodnom poglavlju neophodna je kako bi segmentacija uopġte bila 

moguĺa. Kontrola koju ĺemo opisati u ovom poglavlju sprovodi se kako bi se poveĺao faktor kvaliteta 

elemenata mreģe koji odgovaraju posmatranom poligonu.  

Posmatrajmo poligon prikazan na slici 68a. Poligon je regularan i ima samo jednu zatvorenu petlju, 

ļiji je broj segmenata paran, te je stoga segmentacija poligona moguĺa. MeĽutim, stranici AB 

odgovara veliki broj ļvorova koji su joj naspramni, a koji se nalaze na malom rastojanju od nje. To 

ĺe u finalnoj mreģi rezultovati kreiranjem izduģenih elemenata, veoma niskog faktora kvaliteta, kao 

ġto je prikazano na slici 68b. Srednji faktor kvaliteta svih elemenata mreģe prikazane na slici 68b je 

nizak i iznosi 0.469. Dok za elemente koji se nalaze u uzanom delu poligona on iznosi 0.193.  

 
 

a) Poligon sa uzanim delovima.  b) Mreģa bez podele na kritiļnim delovima.  

Slika 68. Poligon nepravilnog oblika i njegova mreģa. 

U cilju poveĺanja faktora kvaliteta elemenata u finalnoj mreģi ovakvi poligoni se moraju podeliti na 

celine jednostavnijeg oblika. U tom cilju se za svaki ļvor poligona odreĽuje rastojanje od njemu 

najbliģeg ļvora sa kojim ne deli istu stranicu, oznaļimo to rastojanje sa Ὠ. TakoĽe, za svaki ļvor se 

odreĽuje minimalno normalno rastojanje od stranica, iskljuļujuĺi stranice kojima dati ļvor pripada, 

oznaļimo to rastojanje sa Ὠ. Rastojanje nazivamo kritiļnim rastojanjem, a par ļvor-ļvor ili 

ļvor-stranica kojima dato rastojanje odgovara kritiļnom pozicijom u poligonu, ukoliko vaģi sledeĺe: 

Ὠ ὸ ὅ (71) 

gde je ὸ  tolerancija koju zadaje korisnik, a koja definiġe minimalnu dozvoljenu dimenziju 

poligona, ὅ je obim spoljaġnje petlje poligona, dok je Ὠ rastojanje meĽu entitetima na kritiļnoj 

poziciji. Ukoliko je u poligonu detektovano viġe kritiļnih pozicija, potrebno je uvesti teģinski faktor 

za svaku od njih. 

Razmotrimo najpre razliku izmeĽu para ļvor-ļvor i para ļvor-stranica. Pretpostavimo da jedan isti 

ļvor, oznaļen kao ļvor A na slici 69 ima rastojanje od najbliģeg nesusednog ļvora koje je manje od 

kritiļnog, ali isto tako i rastojanje od nesusedne stranice koje je manje od kritiļnog. Ukoliko bismo 

parove ļvor-ļvor i ļvor-stranica tretirali na istovetan naļin, a za duģ podele birali onu koja odgovara 

kraĺem rastojanju, to bi u primeru sa slike 69 bila duģ koja odgovara paru ļvor-stranica. Podela po 

ovoj duģi dovela bi do nastanka kratke ivice (odreĽene ļvorom B i normalnom projekcijom ļvora A 

na njemu naspramnu stranicu), koja bi u svim poligonima kojima pripada mogla da dovede do 

kreiranja trapezoidnih elemenata niskog faktora kvaliteta. Kako bi se ovakve situacije izbegle 

rastojanje koje odgovara paru ļvor-stranica mnoģimo teģinskim faktorom koji je veĺi od 1. U svim 

primerima prikazanim u ovom radu vrednost ovog teģinskog faktora postavljena je na 2. Ukoliko 

jedan ļvor pripada i kritiļnom paru ļvor-ļvor i kritiļnom paru ļvor-stranica, u razmatranje uzimamo 

samo onaj par u kome je rastojanje manje (naravno rastojanje u paru ļvor-stranica je prethodno 

skalirano odgovarajuĺim faktorom), dok se drugi par eliminiġe iz dalje analize.     
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Slika 69. Par ļvor-ļvor, sa rastojanjem Ὠ, i par ļvor-stranica, sa rastojanjem Ὠ . 

Za svaku kritiļnu poziciju se raļuna teģinski faktor, u skladu sa sledeĺom formulom: 

‏

Ὠȟ ÅÎÔÉÔÅÔÉ ËÒÉÔÉéÎÏÇ ÐÁÒÁ ÎÁ ÒÁÚÌÉéÉÔÉÍ ÐÅÔÌÊÁÍÁ
Ὠ

ὅ
 ȟ ÅÎÔÉÔÅÔÉ ËÒÉÔÉéÎÏÇ ÐÁÒÁ ÎÁ ÉÓÔÏÊ ÐÅÔÌÊÉ

 (72) 

gde je sa ὅ  oznaļena duģina kraĺe od dve putanje koje se duģ zajedniļke petlje mogu formirati  

izmeĽu entiteta kritiļnog para. Duģ po kojoj se vrġi podela poligona, odnosno odgovarajuĺe povrġine, 

jeste ona koja odgovara kritiļnoj poziciji sa minimalnom vrednoġĺu ovako izraļunatog teģinskog 

faktora. Podela se najpre vrġi na pozicijama ļiji entiteti pripadaju razliļitim petljama, a tek ukoliko 

ovakvih pozicija nema razmatraju se pozicije ļiji entiteti pripadaju istoj petlji.  

Podela povrġine se dakle vrġi na poziciji koja je oznaļena kao najkritiļnija. Sama podela se vrġi tako 

ġto se odabrana duģ projektuje na povrġinu duģ normale na referentnu ravan, te se izvrġi imprint ovako 

dobijene krive na povrġinu. Topologija CAD modela se menja tako ġto nastaje: 

¶ Jedna nova ivica, koja odgovara duģi kritiļnog para.  

¶ Ukoliko je podela izvrġena po liniji koja odgovara paru ļvor-stranica, ivica povrġine koja 

odgovara stranici iz ovog kritiļnog para biva podeljena na dve ivice.   

¶ Konaļno, ukoliko entitet koji odgovara ļvoru u kritiļnom paru ne predstavlja ļvor CAD 

geometrije, veĺ unutraġnji ļvor poligonske aproksimacije ivice, data ivica se deli na dve.    

Za sve novonastale ivice se kreira poligonska aproksimacija. Kontrola oblika poligona se vrġi za sve 

povrġine koje sadrģe novonastale ivice. Proces kontrole oblika za posmatranu povrġinu se zavrġava u 

trenutku kada u odgovarajuĺem poligonu viġe nema kritiļnih pozicija.  

Podela povrġine prikazane na slici 68 i odgovarajuĺa mreģa, kada se tolerancija za minimalnu 

dimenziju poligona postavi na 0.05, date su na slici 70. Broj elemenata u finalnoj mreģe se nije 

promenio u odnosu na sluļaj kada nije vrġena kontrola oblika poligona. MeĽutim, srednja vrednost 

faktora kvaliteta raļunata za sve elemente mreģe porasla je sa 0.469 na 0.64, dok je u uzanoj oblasti 

poligona sa 0.193 porasla na 0.464.  

  

a) Podela povrġine na kritiļnim delovima.  b) Mreģa nakon podele na kritiļnim delovima.  

Slika 70. Poligon nepravilnog oblika i njegova mreģa nakon primene kontrole oblika o odgovarajuĺe podele. 
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Kada je u pitanju sloģenost ovog algoritma, jasno je da je potrebno odrediti rastojanje izmeĽu svaka 

dva nesusedna ļvora i izmeĽu svakog ļvora i njemu nesusednih stranica, te govorimo o kvadratnoj 

sloģenosti. Iz tog razloga je podela povrġina kojima odgovaraju izuzetno sloģeni poligoni na 

jednostavnije celine veoma znaļajna za skraĺenje trajanja ovog postupka. 

7.3. Eliminacija kratkih ivica i povrġina koje se svode na taļku 
ili liniju  

U CAD modelima, a naroļito onim koji su dobijeni konverzijom iz drugih CAD formata u CAD 

format koji se koristi u aplikaciji od interesa veoma ļesto se sreĺemo sa veoma kratkim ivicama i 

povrġinama koje su geometrijski veoma male po jednoj ili po viġe dimenzija. Postojanje ovakvih 

entiteta posledica je na jednoj strani konaļnih tolerancija u geometrijskom modelovanju i operacijama 

kakve su operacije Bulove logike, a na drugoj strani ļinjenice da razliļiti CAD formati koriste 

razliļite matematiļke definicije za krive i povrġi, ali i razliļite vrednosti za tolerancije u 

geometrijskom modelovanju. 

Uvedimo najpre pojam kritiļne ivice. Kao ġto je u veĺ viġe puta napomenuto u ovom radu, postojanje 

veoma kratkih ivica na jednoj povrġini nije poģeljno, jer sa velikom verovatnoĺom dovodi do 

kreiranja elemenata niskog faktora kvaliteta. Oznaļimo sa ὰ duģinu ivice koju posmatramo. U 

opġtem sluļaju ova ivica pripada proizvoljnom broju povrġina. Oznaļimo broj susednih povrġina sa 

M, a obime njihovih spoljaġnjih petlji sa ὅ , gde je Ὥ ρȟςȟȣὓ. Za ivicu kaģemo da je kritiļna 

ukoliko vaģi sledeĺe: 

ὰ ὸÍÁØὅ ȟ   Ὥ ρȟςȟȣὓ (73) 

gde je t tolerancija koja je u svim primerima prikazanim u ovom radu podeġena na 10-6.  

Ukoliko je duģina ivice takva da je zadovoljen kriterijum dat jednaļinom (73) ivicu proglaġavamo 

kritiļnom i u procesu segmentacije je komprimujemo u jednu taļku (tj. jedan ļvor u finalnoj mreģi). 

Poligonska aproksimacija ovakve ivice se ne odreĽuje kao za ostale ivice, veĺ se samo odreĽuje taļka 

u koju ĺe ivica biti komprimovana. Za ovu taļku uzimamo taļku koja odgovara parametarskom centru 

date ivice. Ukoliko je veĺi broj meĽusobno susednih ivica proglaġen za kritiļne, koordinate ļvora u 

koji se sve ove ivice komprimuju odreĽuju se kao aritmetiļka sredina koordinata parametarskih 

centara ivica. 

Jasno je da komprimovanje ivice u taļku neĺe pokvariti povezanost mreģe, jer se kompresija vrġi na 

nivou ivice, a ne na nivou pojedinih povrġina. MeĽutim, kompresija ivice u taļku se mora uzeti u 

obzir kod analize parnosti broja segmenata na zatvorenim petljama poligona. Kako bi se to uradilo 

na najjednostavniji naļin, parametarski centar ivice se smatra centralnim ļvorom u njenoj poligonskoj 

aproksimaciji, pa se takva poligonska aproksimacija sastoji od dva segmenta. U kasnijem postupku 

analize parnosti i dodavanja segmenata za parnost, nije dozvoljeno dodavanje segmenata na ovakvim 

ivicama. Na taj naļin se u procesu kompresije ivice sistem od 2 segmenta svodi na jedan ļvor, tj. 0 

segmenata, pa se parnost broja segmenata ne naruġava.  

Osim u sluļaju ivica ļija duģina zadovoljava jednaļinu (73) opisani postupak se moģe primeniti i na 

ivice koje su od strane korisnika oznaļene kao ivice koje u procesu segmentacije treba komprimovati 

u ļvor. Takve ivice se ļesto javljaju u CAD modelima uvezenim iz drugih formata, i ļesto ih je 

nemoguĺe eliminisati na drugaļiji naļin. (Brisanje ļvorova u CAD modelu ļesto nije moguĺe, jer su 

dati ļvorovi deljeni izmeĽu viġe od 2 ivice ili je geometrija ivica koje se sustiļu u datom ļvoru takva 

da onemoguĺava njegovo brisanje.) Jedan takav primer dat je na modelu sa slike 71. Ivice oznaļene 

ģutom bojom su ivice za kompresiju, dok su crvenom bojom oznaļeni njihovi ļvorovi.  
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Slika 71. CAD model rakete sa oznaļenim ivicama za kompresiju. 

Na slici 72 je prikazana mreģa modela sa slike 71 za sluļaj kada se ne vrġi kompresija kratkih ivica i 

za sluļaj kada se ova kompresija vrġi. Oļigledno je sa slike da se broj elemenata smanjio, a njihov 

faktor kvaliteta znaļajno poveĺao kada je izvrġena kompresija kratkih ivica.      

 

 

a) Bez kompresije kratkih ivica. b) Sa kompresijom kratkih ivica. 

Slika 72. Segmentacija modela rakete bez kompresije i sa kompresijom kratkih ivica. 

Kada je reļ o povrġinama koje su geometrijski male po jednoj ili po viġe dimenzija, ukoliko bi se 

ovakve povrġine konvertovale u ļetvorougaonu mreģu bez posebnog tretmana, to bi dovelo do 

kreiranja veoma sitnih ili veoma izduģenih elemenata u mreģi ovih povrġina. Na drugoj strani, doġlo 

bi do kreiranja trapezoidnih elemenata veoma niskog faktora kvaliteta u mreģi njima susednih 

povrġina. Konaļno, kako je uticaj ovih povrġina na geometriju, pa samim tim i na elektromagnetsku 

analizu, zanemarljivo mali, ļak i ukoliko bi se dobili elementi savrġenog faktora kvaliteta, to bi 

znaļilo bespotrebno poveĺanje broja elemenata u finalnoj mreģi, te i bespotrebno poveĺanje broja 

nepoznatih koeficijenata i vremena simulacije. Iz svega reļenog jasno je da je ovakve povrġine 

potrebno tretirati na poseban naļin. To ukljuļuje na prvom mestu prepoznavanje takvih povrġina, a 

zatim i njihov poseban tretman. 

U zavisnosti od oblika i dimenzija ovih povrġina moģemo izvrġiti sledeĺu klasifikaciju:  

¶ Povrġine koje se geometrijski svode na taļku, 

¶ Povrġine koje se geometrijski svode na, u opġtem sluļaju nemanifoldnu, liniju .  

 














































































































