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STATISTICAL SIGNAL PROCESSING
FOR FAULT DIAGNOSIS

AND PREDICTIVE SYSTEM
MAINTENANCE

Doctoral Dissertation

Belgrade, 2015



Ментор

др Жељко Ђуровић, редовни професор
Електротехнички факултет Универзитета у Београду

Чланови комисиjе

∙ др Бранко Ковачевић, редовни професор,
Електротехнички факултет Универзитета у Београду

∙ др Драган Денић, редовни професор,
Електронски факултет Универзитета у Нишу

∙ др Вуjо Дрндаревић, редовни професор,
Електротехнички факултет Универзитета у Београду

∙ др Горан Квашчев, доцент,
Електротехнички факултет Универзитета у Београду

Датум одбране

. . .

i



Захвалница

Током шестогодишњег рада на овоj дисертациjи имао сам несебичну помоћ
многих људи. Њима дугуjем своjу дубоку захвалност.

Проф. др Жељко Ђуровић jе имао пресудан утицаj на ток моjих студиjа и
досадашње кариjере. Своjим интересантним предавањима и топлим односом
према студентима мотивисао ме jе да се определим за Аутоматику као главно
усмерење на основним студиjама. Кроз његове предмете сам развио интересо-
вање за теориjу случаjних процеса, статистичку обраду сигнала и препознавање
облика. Ове области постале су средиште мог истраживања током магистар-
ских студиjа и рада на докторату. Његове сугестиjе везане за научни рад биле
су драгоцене. Осим тога, увек се трудио да на прави начин подели своjа лична
искуства у вези односа према колегама, студентима и рада на факултету уоп-
ште, и тиме олакша прве године моjе академске кариjере. Хвала, професоре!

Велику захвалност дугуjем своjим колегама. Сjаjни међуљудски односи на
Катедри за сигнале и системе чине радну атмосферу приjатном и стимулатив-
ном. Имао сам срећу да од првог дана запослења на факултету делим канце-
лариjу са Квашчев Гораном, коjи увек има искрену жељу да помогне, пружи
подршку и подели своjе богато и необично разнолико знање, и уз коjег ниjедан
дан не прође без смеха. Са Александром Марjановић и Сањом Вуjновић сам
делио већину обавеза у настави, што ми jе омогућило да више времена посве-
тим истраживачком раду. При томе сам увек могао да се ослоним на њихову
марљивост, савесност и предусретљивост. Дружење са њима и Костом Jова-
новићем ми jе помогло да више ценим лепе, и лакше поднесем мање приjатне
стране асистентског посла. Коначно, имао сам ту част да, осим Жељка Ђу-
ровића, сарађуjем са професорима попут Бранка Ковачевића и Сање Вранеш,
коjи су учинили да се, држећи вежбе на њиховим предметима, никада не осећам
као помоћник, већ као уважени колега.

Наjдубљу захвалност дугуjем своjоj породици. Родитељи су ми дали потпуну
слободу у избору професиjе и пружили сву потребну подршку током основних
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и постдипломских студиjа. Захваљуjући њима, увек сам имао могућност да се
бавим ониме што волим – да ниjе било тако, тешко jе замислити да бих истраjао
у раду на овоj тези. Сестра Нада jе, упркос броjним обавезама на сопственим
докторским студиjама, увек налазила времена да прочита моjе радове на ен-
глеском jезику и да пружи драгоцене савете и корекциjе. Брат Боjан ми jе
помогао да разрешим многе jезичке недоумице током писања ове дисертациjе.
Маjка и ташта су пуно помагале око ћеркице Миле, а отац и таст су стоички
подносили њихова дуга одсуства. Чињеница да jе Мила у безбедним рукама ми
jе омогућавала да се концентришем на научни рад.

Коначно, енергиjу и вољу за све чиме се бавим, па и за рад на овоj тези,
црпим из љубави своjе супруге Мариjе и ћерке Миле. Њима посвећуjем ову
дисертациjу.
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Наслов докторске дисертациjе

Статистичка обрада сигнала за диjагностику грешака и предиктивно одржа-
вање система.

Резиме

Циљ истраживања представљеног у овоj тези jе развоj нових метода за де-
текциjу и изолациjу отказа у системима коjи се могу описати општим, нелине-
арним, стохастичким моделима у простору стања. Литература обилуjе резул-
татима везаним за линеарне системе. Са друге стране, броj доступних решења
примењивих на нелинеарне системе знатно jе мањи, упркос томе што се они
често срећу у областима хемиjске процесне индустриjе, авионике, аеронаутике,
роботике, биомедицине итд. Међу овим решењима су наjброjниjи приступи
засновани на нелинеарним опсерверима. Осим што jе пратећа математичка
теориjа веома компликована, резултати до коjих jе могуће доћи наjчешће се од-
носе само на одређене уске класе нелинеарних система. Алтернативни, општиjи
приступи користе проширене и unscented Калманове филтре. Међутим, ове
технике подразумеваjу линеаризациjу оригиналног модела и/или претпоставку
о нормалности расподела, и не гарантуjу конвергентност нити оптималност у
општем случаjу.

У оквиру ове тезе су као основни алати коришћене методе за секвенциjално
тестирање хипотеза, и рекурзивна Монте Карло техника за естимациjу стања
нелинеарних система, у литератури позната под називом честични филтар.
Предности у односу на проширени и unscented Калманов филтар су: 1) за-
гарантована асимптотска конвергентност, као и 2) оптималност у смислу ми-
нималне вариjансе естимациjе стања коjу jе могуће остварити под одређеним
условима. Осим тога, честични филтар не користи линеаризациjу, нити распо-
деле од интереса мораjу бити нормалне, па jе примењив на стохастичке моделе
потпуно произвољног облика.

Основни научни допринос чине три нова алгоритма за диjагнозу отказа. У
њима се комбинуjу неки добро познати концепти првобитно развиjени за ли-
неарне системе, и савремена теориjа честичног филтрирања. Осим тога, ра-
звиjена jе нова, робусна метода за секвенциjално тестирање вишеструких хипо-
теза. Предложена решења су темељно верификована кроз исцрпне рачунарске
симулациjе. Као тест-примери су коришћени модели стандардних нелинеарних
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процеса често сретаних у литератури. Посебна пажња jе посвећена анализи
могућности примене развиjених алгоритама у пракси.

Добиjени резултати сведоче о ефикасности и поузданости предложених ме-
тода. Основне предности у односу на слична постоjећа решења су:

1. интуитивност, коjа произлази из коришћења стандардних, добро позна-
тих и опште прихваћених концепата оригинално развиjених за линеарне
системе,

2. нумеричка jедноставност, омогућена свођењем општег проблема детек-
циjе и изолациjе на релативно малу групу отказа од наjвећег практичног
интереса, или употребом техника попут маргинализациjе, коjа омогућава
смањење броjа потребних рачунских операциjа, и

3. практична употребљивост, коjа jе остварена тако што су од наjраниjих
етапа развоjа разматране неизбежне поjаве попут деjства поремећаjа и
грешака моделирања.

Овиме jе унапређена област диjагнозе отказа у системима описаним општим
нелинеарним стохастичким моделима у простору стања. Осим тога, разви-
jене методе генеришу поуздане процене стварних стања система, без обзира
на евентуално присуство отказа у сензорима или актуаторима. Тиме су омогу-
ћени управљање у затвореноj спрези толерантно на отказе, као и предиктивно
одржавање система.

Кључне речи

Детекциjа и изолациjа отказа. Нелинеарни системи. Честични филтри. Се-
квенциjално тестирање хипотеза.

Научна област

Електротехника и рачунарство.

Ужа научна област

Управљање системима и обрада сигнала.

удк броj

621.3
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Doctoral Dissertation Title

Statistical Signal Processing for Fault Diagnosis and Predictive System Maintenance.

Abstract

The purpose of the research presented in this thesis is to develop new methods
of detecting and isolating faults in systems which can be described by general,
nonlinear, stochastic state-space models. Numerous results pertaining to linear
systems are available in the literature. On the other hand, the number of solutions
applicable to nonlinear systems is significantly smaller, in spite of their frequent
occurrence in the fields of chemical process industry, avionics, aeronautics, robotics,
biomedicine etc. The most common of these solutions are based on the use of
nonlinear observers. However, the underlying mathematical theory in such ap-
proaches is rather complex. Moreover, the resulting algorithms are usually applicable
only to certain narrow classes of nonlinear systems. Alternative, more general ap-
proaches employ extended and unscented Kalman filters. Their main drawbacks are
the use of linearisation of the original model and/or the required assumption of the
normality of probability distributions. Consequently, no convergence or optimality
results are available in the general case.

The main tools used within this thesis are sequential hypothesis testing methods
and a recursive Monte Carlo technique for state estimation, known in the literature
as the particle filter. The advantages with respect to the extended and unscented
Kalman filters are: 1) guaranteed asymptotic convergence and 2) optimality in the
sense of minimum state estimation variance, which can be achieved under certain
conditions. In addition, the particle filter does not rely on linearisation, nor does it
require the probability distributions of interest to be Gaussian. As a results, it is
applicable to completely general stochastic state-space models.

The main scientific contribution consists of three new fault diagnosis algorithms.
These combine some well known concepts originally developed for linear systems,
and modern particle filtering theory. Moreover, a new, robust method for multiple
hypothesis testing was developed. The proposed solutions were thoroughly verified
through exhaustive computer simulations. Models of benchmark nonlinear plants,
frequently encountered in the literature, were used as test cases. Special attention
was devoted to the analysis of the possibilities for the practical implementation of
the developed algorithms.
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The obtained results testify to the efficiency and reliability of the proposed
methods. The key advantages with respect to similar existing solutions are:

1. intuitiveness, which stems from the use of standard, well known and generally
accepted concepts, originally developed for linear systems;

2. numerical simplicity, enabled by the reduction of the general fault diagnosis
problem to a small group of faults of greatest practical interest, or by the use
of techniques such as marginalisation, which enables the number of required
computations to be reduced;

3. practical usability, which was achieved by considering from the earliest stages
the unavoidable phenomena such as disturbances or plant-model mismatches.

Our findings advance the filed of fault diagnosis in systems described by general
stochastic state-space models. In addition, the developed algorithms generate reli-
able estimates of the true model states, even in the presence of possible sensor or
actuator faults. This paves the way for fault-tolerant feedback control and predictive
system maintenance.

Keywords

Fault detection and isolation. Nonlinear systems. Particle filter. Sequential hypoth-
esis testing.

Scientific field

Electrical and Computer Engineering.

Specific scientific field

System control and signal processing.

udc number

621.3
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Глава 1

Увод

Кварови у великим построjењима у наjбољем случаjу резултуjу застоjима и
кашњењима у производњи, што доводи до финансиjских губитака. У наjгорем
случаjу, они могу угрозити безбедност, здравље и животе људи, или довести
до еколошких катастрофа, као што показуjе скорашњи пример експлозиjе на
нафтноj платформи Deepwater Horizon компаниjе British Petroleum [56]. Ове
последице могле би се избећи када би потенциjални кварови били благовремено
уочени већ у првим фазама њиховог настанка, чиме би се добило време за
предузимање одговараjућих превентивних радњи.

Потреба за развоjем метода коjима би се утврдила исправност опреме од
почетка jе пратила развоj сложених машина [53]. Ове методе су се вековима
заснивале на чулноj инспекциjи построjења: искусни руковаоци су доносили
одлуке о присуству, локациjи и врсти квара на основу промена у боjи, облику,
мирису, звуку, температури, вибрациjама и сличним показатељима. Добро по-
знат пример jедног од наjраниjих приступа овог типа jе употреба канаринаца
у рудницима, како би се благовремено уочило повећање концентрациjе угљен
моноксида (пракса коjа jе у Британиjи прекинута тек 1986. године [14]).

Савремени тренд аутоматизациjе у индустриjи довео jе до смањеног прису-
ства људи у построjењима. Осим тога, повећање сложености процеса чини тра-
диционалне технике провере исправности изузетно тешким, ако не и немогућим.
Пример за ово су електране, рафинериjе, хемиjска построjења, ваљаонице, че-
личане, топионице, савремени возови, бродови, авиони, аутомобили итд. Отуда
jе произашла потреба за аутоматизациjом метода надзора. Велики подстрек
овоме дао jе убрзани развоj рачунарства почев од шездесетих година прошлог
века. Експоненциjални раст брзине микропроцесора и програмабилних контро-
лера, уз непрекидно смањење цене и димензиjа, учинили су њихову употребу
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оправданом у све већем броjу примена.
Упркос овим неспорним напрецима, штете узроковане неефикасним надзо-

ром и даље су веома озбиљан проблем. На пример, губици петро-хемиjске инду-
стриjе услед неблаговремено уочених кварова на построjењима су астрономски,
и само у САД износе око 20 милиjарди долара годишње. Осим тога, две наj-
горе икада забележене индустриjске катастрофе десиле су се релативно скоро
– цурење гаса у фабрици Union Carbide у Индиjи 1984. године, и експлозиjа
на платформи Piper Alpha фирме Occidental Petroleum у Северном мору 1986.
године. Отуда не чуди чињеница да jе удружење произвођача нафте у САД
означило управљање абнормалним догаћаjима (енгл. Abnormal Event Manage-
ment, aem) проблемом од примарног значаjа [151].

У литератури из области роботике и астронаутике су броjни примери на
први поглед безазлених отказа коjи су имали катастрофалне последице. Овде
наводимо неке од њих, преузете из [152]. Вештачки сателит Mars Climate Or-
biter требао jе да уђе у орбиту око Марса али jе уместо тога ударио у његову
површину jер jе у делу софтвера на земаљскоj станици постоjала грешка везана
за конверзиjу енглеских у стандардне jединице. Накнадно jе закључено да би
ово лако могло бити избегнуто да jе била имплементирана jедноставна провера
конзистентности снимљених података са моделима коjима jе располагала зе-
маљска станица. Ровер Mars Polar Lander jе такође уништен при слетању на
Марс. Неисправан сензор jе погрешно сигнализирао да jе дошло до контакта
са површином. Ровер jе због тога искључио погонске моторе и прешао у сло-
бодан пад, ударивши у Марс брзином од 80 km/h. Ровер Dante II jе послат у
кратер вулкана на Аљасци, како би демонстрирао могућности примене робота у
геолошким истраживањима. Нагиб терена по коjем се ровер креће има велики
утицаj на динамику његовог кретања. Њено познавање неопходно jе како би се
остварило ефикасно аутоматско управљање. У овом случаjу jе нагиб погрешно
процењен при изласку робота из кратера. Услед тога се он преврнуо на страну
те jе морао бити извучен из вулкана хеликоптером. Сви ови примери демонстри-
раjу потребу за поузданим механизмима коjи би благовремено уочили настале
отказе и спречили да они доведу до катастрофалних последица. Академска
заjедница jе препознала ове потребе, о чему сведочи велики броj радова обjа-
вљених у последњих 50 година и оснивање симпозиjума искључиво посвећеног
проблемима детекциjе отказа, надзора и безбедности техничких процеса (енгл.
Symposium on Fault Detection, Supervision and Safety for Technical Processes,
safeprocess), од стране Међународног удружења за аутоматско управљање
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(енгл. International Federation of Automatic Control, ifac).
Благовремено уочавање проблема у раду построjења значаjно jе само по

себи, али такође чини први и основни корак у тзв. предиктивном одржавању.
Оно обухвата скуп техника коjима се у току рада, без заустављања процеса
производње, на основу релевантних мерења и одговараjућих модела, врши ди-
jагноза тренутног стања опреме и процена преосталог времена у току коjег се
она може безбедно користити. Ако се има у виду да укупни процењени тро-
шкови одржавања разних техничких система само у сад износе између 200 и
300 милиjарди долара годишње [105, 35], jасно jе да свака потенциjална уштеда
има изузетан економски значаj. Традиционални приступи су: 1) кондиционо
одржавање, коjе подразумева коришћење опреме до поjаве квара, и 2) превен-
тивно одржавање у виду повремених, наjчешће периодичних прекида прои-
зводње како би се извршила инспекциjа стања опреме [105, 35, 147]. Недоста-
так првог приступа jе очигледан – застоjи у производњи или чак последице по
безбедности. У другом случаjу се по извршеном увиду у стање опреме може
донети закључак да никакве сервисне радње нису потребне. По неким проце-
нама, за 30% трошкова код превентивног одржавања се накнадно испостави да
су били непотребни [105]. Предиктивно одржавање има потенциjал да отклони
наведене недостатке. Могуће уштеде коjе би се на оваj начин оствариле даjу
снажан подстицаj за истраживање у овоj области.

У остатку уводног поглавља наjпре ће бити прецизно дефинисани основни
поjмови коjи ће бити коришћени у остатку тезе. Након тога ће укратко бити
представљен историjски развоj области. Коначно, биће наглашен значаj и до-
принос спроведеног истраживања, и представљена структура остатка тезе.

1.1 Дефинициjе поjмова

Како би се избегла неконзистентност терминологиjе у литератури коjа се
бави проблемима детекциjе и изолациjе отказа, технички комитет safeprocess

саставио jе листу наjчешће коришћених поjмова и дао њихове дефинициjе.
Текст коjи следи преузет jе из [134, стр. 3], [58, стр. 475] и [68]. Како jе превод
неизбежно делимично субjективан, за сваки термин наводимо и оригинал на
енглеском jезику.
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1. Стања и сигнали

Отказ (fault) Недозвољено одступање бар jедног карактеристичног своj-
ства или параметра система од прихватљиве, уобичаjене или стан-
дардне вредности.

Квар (failure) Траjан губитак способности система да остваруjе своjу
прописану функциjу.

Неисправност (malfunction) Повремена неправилност у остваривању
прописане функциjе система.

Грешка (error) Разлика између мерене или израчунате, и стварне, за-
дате или теоретски тачне вредности неке излазне променљиве.

Поремећаj (disturbance) Непознат или неуправљив улаз коjи делуjе на
систем.

Резидуал (residual) Индикатор отказа, заснован на одступању мерења
од прорачуна добиjених на основу модела.

Симптом (symptom) Одступање неке доступне величине од нормалног
понашања.

2. Функциjе

Детекциjа (detection) Утврђивање присуства отказа у систему.

Изолациjа (isolation) Утврђивање врсте и локациjе отказа, након што
jе он детектован.

Идентификациjа (identification) Утврђивање величине и временског
профила отказа, након што jе он изолован.

Диjагноза (diagnosis) Обухвата детекциjу и изолациjу отказа.

Праћење (monitoring) Задатак континуалног утврђивања стања фи-
зичког система у реалном времену, прикупљањем информациjа и пре-
познавањем аномалиjа у његовом понашању.

Надгледање (supervision) Праћење система и предузимање одговара-
jућих радњи како би се обезбедио наставак рада у присуству отказа.

3. Модели

Квантитативан модел Математички опис понашања система помоћу
статичких и динамичких jедначина коjе повезуjу његове променљиве
и параметре.
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Квалитативни модел Опис понашања система дефинисањем квалита-
тивних релациjа, као што су односи каузалности или ако-онда (енгл.
if-then) правила, између његових променљивих и параметара.

Диjагностички модел Скуп статичких и динамичких релациjа између
симптома као улаза, и отказа као излаза.

Аналитичка редунданса Утврђивање вредности неке променљиве на
два или више различитих начина, при чему jедан од њих подразумева
употребу математичког модела процеса у аналитичком облику.

4. Своjства система

Поузданост (reliability) Способност система да обавља жељену функ-
циjу под задатим условима током одређеног временског периода.

Безбедност (safety) Способност система да не доводи особље, опрему
или окружење у опасност.

Расположивост (availability) Вероватноћа да ће систем радити на за-
довољаваjућ и ефикасан начин у било ком датом тренутку.

5. Временски профил отказа

Нагли (abrupt) Отказ коjи се моделуjе одскочном функциjом и предста-
вља помераj у праћеном сигналу.

Постепени (incipient) Отказ коjи се моделуjе сигналом типа рампе и
представља грешку у праћеном сигналу коjа се споро али непрекидно
повећава.

Повремени (intermittent) Отказ типа поворке импулса различитих ам-
плитуда.

6. Тип отказа

Адитиван (additive) Отказ коjи се додаjе на променљиву – на пример,
помераj (енгл. offset) сензора.

Мултипликативан (multiplicative) Отказ коjи множи променљиву –
на пример, промене параметара процеса.

У наведеноj листи изостављена jе тзв. хардверска редунданса. У питању jе
приступ заснован на опремању построjења резервним уређаjима, коjи су непо-
требни током регуларног рада, али обезбеђуjу његово несметано функциони-
сање и у присуству отказа. Типичан пример jе мерење неке критичне величине
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са три или више сензора и примена “већинског гласања” коjим се одбацуjу очи-
тавања битно различита од преосталих. Овакве методе су изузетно поуздане,
али подразумеваjу значаjна повећања цене и габарита построjења. Отуда jе њи-
хова употреба углавном ограничена на ситуациjе у коjима откази могу довести
до катастрофалних последица (нпр. нуклеарне електране). У остатку ове тезе
биће разматрани проблеми везани искључиво за аналитичку (или софтверску)
редундансу. Њу jе у наjвећем броjу случаjева могуће имплементирати кори-
шћењем већ расположивих мерења, на постоjећим рачунарским ресурсима коjи
се користе за аутоматско управљање – дакле, без додатних улагања у хардвер
и без измена опреме на построjењу.

1.2 Историjат развоjа области

Област аутоматског надзора стара jе више од 80 година. Отуда кратак пре-
глед тешко може да обухвати све битне резултате. Овде су наброjани само
неки од наjважниjих. У тексту коjи следи наjвећим делом се ослањамо на [13,
стр. 20–21], [53, стр. 8–10] i [36, стр. 8–11].

Неки од наjзначаjниjих диjагностичких алата наjпре су развиjени за по-
требе контроле квалитета. Шухарт [130], а касниjе Пеjџ [112] и Ширjаев [131],
развили су ефикасне методе за детекциjу промене средње вредности случаj-
ног процеса у реалном времену. Касниjе су значаjне доприносе овоj области
дали, између осталих, Лорден [94], Полак [118], Вилски и Џоунс [165], Муста-
кидес [107], Малади и Спеjер [95], Басевил [9, 10], Никифоров [111] и Лаи [87].
У књизи Басевила и Никифорова [13] наводе се броjне технике статистичког
тестирања хипотеза у реалном времену. Оне представљаjу основни алат за
анализу резидуала и доношење коначне одлуке о присуству и врсти отказа. Те-
мељно поређење две основне методе, Пеjџове cusum (енгл. cumulative sum) и
Ширjаев-Робертс процедуре, може се наћи у [139].

Поред математичара и статистичара, другу важну групу заслужну за развоj
теориjе детекциjе и изолациjе отказа (дио) чине истраживачи из области ау-
томатског управљања. Традиционално се почетак развоjа метода аналитичке
редундансе везуjе за докторате Берда [15] и Џонса [73] на престижном Инсти-
туту технологиjе у Масачусетсу (енгл. Massachusetts Institute of Technology ,
mit) почетком седамдесетих година двадесетог века, иако се у [13] наводи да
су слична истраживања у исто време независно започета и у Совjетском савезу
[20]. Берд и Џонс су формулисали посебну врсту диjагностичког опсервера,
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коjи jе постао познат под називом филтар за детекциjу отказа (фдо, енгл.
fault detection filter). Његово поjачање се бира тако да сваки тип отказа прои-
зводи вектор резидуала коjи лежи у специфичном, унапред одређеном правцу
или равни. Масумниа и Спеjер су касниjе, са своjим сарадницима, предложили
геометриjску, односно спектралну интерпретациjу ових филтара, респективно,
и развили одговараjуће методе проjектовања [98, 96, 97, 160, 163]. Петон и
Чен [114] су проширили резултате из [160], предлажући методу за анулирање
утицаjа поремећаjа на резидуал погодним избором десних сопствених вектора
опсервера.

Jедан од наjважниjих проблема при дио jесте присуство поремећаjа. Они
генеришу ненулте резидуале чак и у одсуству отказа, што доводи до лажних
аларма. Метода проjектовања фдо-а не разматра експлицитно утицаj пореме-
ћаjа. Отуда jе доста пажње посвећено jедном алтернативном приступу, тако-
званом опсерверу неосетљивом на непознате улазе (онну, енгл. unknown input
observer). Основна идеjа jесте да се, погодном трансформациjом стања и избо-
ром матрица поjачања, анулира утицаj поремећаjа на резидуал. Овакав приступ
су међу првима разматрали Ватанабе и Химелблау [158], да би га касниjе уна-
предили пре свих Франк и Виненберг [166, 46], али и други [63, 23, 133]. Чанг
и Спеjер [26] предложили су методу проjектовања филтра за детекциjу отказа
засновану на теориjи игара. Њихово решење jе асимптотски еквивалентно са
онну, али jе применљиво и на нестационарне системе.

Поред описаних приступа заснованих на опсерверима, jош jедан важан пра-
вац истраживања заснивао се на тзв. паритетним релациjама (пр, енгл. parity
relations). Основна идеjа базирана jе на проjекциjама секвенци временски ре-
дундантних опсервациjа (командованих управљања и мерених излаза), изабра-
них тако да добиjени резидуал зависи искључиво од отказа, а не и од непознатог
почетног стања система [25]. Иако jе процедура проjектовања овде другачиjа
него за фдо и онну, форма самог детектора у сва три случаjа jе заправо иста,
као што jе показано у [52].

У неким случаjевима отказ мења структуру самог система, па га jе могуће
посебним другачиjим моделом у присуству сваког од њих. Онаj модел коjи наj-
боље обjашњава податке добиjене са процеса указуjе на врсту присутног отказа.
Jедна од првих шема за дио овог типа описана jе у чувеном Вилскиjевом раду
[164], у коjем jе дат и преглед свих важниjи до тада обjављених метода. Приступ
базиран на низу паралелних опсервера разматрао jе и Кларк са сарадницима, у
сериjи радова из друге половине седамдесетих година прошлог века [29, 28, 27].
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Циљ jе био детекциjа и изолациjа отказа на сензорима у случаjу редундантних
мерења. Основна идеjа jе следећа: уколико се проjектуjе опсервер напаjан само
jедним мерењем, онда ће он бити неосетљив на отказе свих преосталих сензора.
Низ оваквих наменских (енгл. dedicated) опсервера (по jедан за сваки сензор)
омогућуjе поуздану дио. Сличну шему предложио jе и Франк [49], с тим што
се код њега сваки опсервер напаjа свим мерењима осим jедног, на чиjе отказе
jе неосетљив.

У присуству jаких шумова и стохастичких поремећаjа, приступ коjи се при-
родно намеће jесте замена класичног, Луенбергеровог опсервера добро познатим
Калмановим филтром (кф). Заправо, jедан од наjстариjих резултата из обла-
сти дио заснива се на анализи резидуала кф-а, коjи у присуству отказа губе
своjства белог шума [101]. У литератури су доступни броjни резултати везани
за проширења ове идеjе на нелинеарне системе, коришћењем проширених или
unscented1 Калманових филтара (пкф/ukf, енгл. extended/unscented Kalman
filter) [167, 120, 135, 170, 153, 104, 44].

Већина до сада наведених техника применљива jе само у случаjу адитив-
них отказа. Уколико jе потребно детектовати промене у параметрима модела
типично се користе методе засноване на идентификациjи. Преглед наjважни-
jих резултата овог типа може се наћи у Изермановом прегледном раду [69] и
књизи Симаниjа, Фантуциjа и Петона [134]. Применом метода идентификациjе
потпростора у дио бавио се Басевил са сарадницима [11, 12]. У [129] се рекур-
зивна естимациjа параметара користи за генерисање обележjа, коjа се затим
класификуjу методама препознавања облика.

У случаjу нелинеарних модела, проблем опсервациjе стања постаjе значаjно
компликованиjи. дио у оваквим системима и даље се сматра отвореним пита-
њем [1]. Први резултати везани су за употребу нелинеарних опсервера како би
се прошириле и прилагодиле постоjеће методе развиjене за линеарне системе.
Преглед наjраниjих техника овог типа дали су Франк и Гарсиа [48, 1]. Касниjе
су разни аутори предлагали партикуларна решења, применљива под одређеним
претпоставкама или на посебне класе нелинеарних система [60, 174, 173, 157, 66,
45, 171, 140]. У већини ових приступа, главни алат чини теориjа диференциjалне
геометриjе [19]. Њене математичке основе у контексту проблема нелинеарне
дио међу првима су разрадили Де Персис и Исидори [32]. Алтернативни при-

1По сопственом сведочењу, Џефри Улман jе дошао до имена за своjу “безмирисну” транс-
формациjу (енгл. unscented transform), на коjоj jе заснован и ukf, када jе на столу свог колеге
видео боцу безмирисног дезодоранса [144].
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ступи засниваjу се на употреби клизних опсервера [41, 42, 5, 93], већ поменутих
пкф и ukf, или честичних филтара (чф, енгл. particle filters) [4, 91].

Сви до сада наведени приступи засновани су на квантитативним мате-
матичким моделима надзираног процеса, у форми диференциjалних jедначина
или функциjа преноса. О дугоj и богатоj историjи развоjа ових метода засно-
ваних на моделу (енгл. model-based methods), како су у литератури познате,
сведоче броjни прегледни радови и књиге. Наjзначаjниjе до тада обjављене ре-
зултате први jе рекапитулирао Вилски [164], а касниjе и Франк [47], Гертлер
[52], Изерман [67, 71], Венкатасубраманиан и др. [151], и Хванг и др. [65]. Пре-
глед метода базираних на идентификациjи параметара дат jе у [70], док jе у
[51] и [115] анализирана отпорност постоjећих решења на поремећаjе и грешке
моделирања. Радови Франка и Гарсиjе посвећени нелинеарним системима већ
су поменути [48, 1]. Густафсон jе описао наjзначаjниjе приступе базиране на
статистичкоj обради сигнала [57]. Франк jе анализирао примене дио у вазду-
хопловству [50], док су Изерман и Бале дали свеобухватну систематизациjу
литературе посвећене апликациjама у великом броjу различитих области [68].

Наjстариjу књигу из области дио написао jе Химелблау [62] краjем седамде-
сетих година прошлог века. Наредну битну публикациjу овог типа припремили
су Петон, Кларк и Франк [113] десетак година касниjе. Басевил и Никифоров
[13] су дали преглед теориjе и разматрали примене неких од наjважниjих стати-
стичких алата. Краjем деведесетих су се поjавиле књиге Гертлера [53], односно
Чена и Петона [22]. Међу наjновиjа спадаjу издања Изермана [72] и Динга [36].

Развоjем метода заснованих на моделу бавила се углавном заjедница истра-
живача из области аутоматског управљања. Отуда не изненађуjе чињеница да
jе већина резултата базирана на примени опсервера, естиматора стања и тех-
ника идентификациjе параметара. Друга битна група метода заснована jе на
квалитативним моделима сигнала и система. Развоjу ових такозваних метода
заснованих на подацима (енгл. data-driven methods) главни допринос су дали
истраживачи коjима су основне области интересовања обрада сигнала, препо-
знавање облика, вештачка интелигенциjа и информатика. Међу наjчешће кори-
шћеним алатима су вештачке неуралне мреже [17, 8, 124], fuzzy модели [43, 5],
анализа главних компоненти (енгл. principal component analysis) [127], теориjа
естимациjе [86, 169], експертски системи [132], анализа спектра, кепстра и ко-
релациjе [72, стр. 111–146], и динамичке Беjзовске мреже [89, 102]. Ова листа
ниjе исцрпна – додатни приступи могу се наћи у [34, 149, 150, 156]. Упоредна
анализа квантитативних и квалитативних дата jе у [150].
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1.3 Мотивациjа и допринос

Предмет ове тезе jе дио у системима описаним општим нелинеарним моде-
лима у простору стања. Овакви процеси су типични за хемиjску индустриjу,
где су реакциjе описане нелинеарним диференциjалним jедначинама са вре-
менски променљивим параметрима чиjе су вредности само делимично познате
[48, 151]. Слична ситуациjа среће се и у ваздухопловству [50]. Овде кинематски
део модела карактеришу броjне тригонометриjске операциjе коjе су последица
ротациjа услед преласка међу различитим координатним системима, док се при
моделовању аеродинамичких сила користе полиноми другог или вишег реда. У
наставку ћемо укратко наброjати постоjећа решења коjу са на располагању у
оваквим случаjевима и навести њихове основне недостатке. На таj начин ћемо
мотивисати приступ коjи ће бити предложен у овоj тези.

Приступи засновани на проjектовању нелинеарних опсервера и диференци-
jалноj геометриjи су изузетно теориjски сложени. Ово их чини неприступачним
већини инжењера у пракси. Осим тога, они су типично уско везани за конкре-
тан разматрани процес, и применљиви само под одређеним претпоставкама и на
специфичну класу нелинеарних модела. На пример, нелинеарни опсервер са по-
тискивањем поремећаjа (енгл. disturbance-decoupling nonlinear opserver) описан
у [1] подразумева инкременталну линеарност jедначине стања у односу на поре-
мећаjе и отказе. Иста претпоставка начињена jе у [140], док нелинеарни филтар
за детекциjу отказа [1] и методе предложене у [60], [45] и [32] додатно захтеваjу
и линеарност у односу на управљања. Други аутори претпостављаjу линеарну
jедначину мерења [157], директно мерење променљивих стања [174, 173], или
троугаону структуру модела [66]. У [122] се разматраjу линеарни системи са
временски-променљивим параметрима, а у [19] поред њих jош и билинеарни
и инкрементално линеарни модели. Ито-стохастички модел разматран у [93]
jе линеаран, са изузетком jедног члана датог производом стања и поремећаjа.
Примена метода базираних на клизним опсерверима из [41, 42] захтева прет-
ходну линеаризациjу модела. Из свега наведеног jе jасно због чега се дио у
нелинеарним системима општег облика и даље сматра отвореним проблемом
[1].

Међу наjпопуларниjе алате намењене нелинеарним проблемима спадаjу ве-
штачке неуралне мреже (внм) [17, 124] и fuzzy приступи [5]. Генерални недоста-
так ових метода jе што нису у стању да експлицитно искористе нелинеарни мо-
дел, за коjи се овде сматра да jе познат. Осим тога, fuzzy шеме захтеваjу избор
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великог броjа параметара и функциjа припадности, док квалитетно подешавање
внм-е подразумева постоjање обимних и исцрпних обучаваjућих скупова, како
у нормалном режиму рада тако и у присуству свих отказа коjе треба уочити.
Са друге стране, метода базиране на експертским системима пате од сличног
недостатка као и оне коjе користе нелинеарне опсервере – њихова примена jе
уско ограничена на конкретни систем за коjи су проjектоване [150].

Стандардне замене за Калманов филтар у нелинеарним системима jесу већ
поменути ukf и пкф. Међутим, прва од ове две методе заснива се на прет-
поставци да jе расподела вектора стања нормална, а друга додатно користи и
линеаризациjу модела. Ово може учинити њихове перформансе неприхватљиво
лошим у неким случаjевима. Типичан пример jе ситуациjа у коjоj jе расподела
стања бимодална [55].

Моћан и релативно нов алат за естимациjу стања у нелинеарним системима
општег облика, изложеним деjству произвољно расподељених стохастичких шу-
мова и поремећаjа, jесте честични филтар. У питању jе интуитивна, али ну-
мерички захтевна метода заснована на Монте Карло симулациjама. Напредак
рачунарске технике побудио jе велико интересовање за њену употребу у про-
блемима дио, о чему сведоче и броjни радови обjављени у последњих петнаест
година [100, 90, 31, 141, 4, 91, 137, 2, 136] Преглед ових резултата биће дат
касниjе. За сада поменимо само да чф не користи линеаризациjу нити претпо-
ставља нормалност расподеле, и да jе асимптотски оптималан [6]. Ово му даjе
предност у односу на пкф и ukf, што jе и демонстрирано у [2] и [88].

У оквиру ове тезе биће предложене нове шеме за детекциjу, изолациjу и иден-
тификациjу отказа, засноване на чф-има. Као што ће бити показано, њихова
предност у односу на слична постоjећа решења jе у jедноставности структуре и
проjектовања, односно у већем степену отпорности на непрецизности у моделу.
Ово их чини погодним са становишта практичне примене. Осим тога, jедан
од доприноса ове тезе jе и нова метода за секвенциjално тестирање хипотеза,
за коjу сматрамо да представља унапређење не само у контексту дио, већ и у
широj области статистичке обраде сигнала.

1.4 Организациjа тезе

Остатак тезе може се поделити у два дела: преглед и анализа постоjећих
решења и њихових недостатака у главама 2 и 3, и допринос у виду нових алго-
ритама за дио датих у глави 4.

11



У глави 2 сумиране су наjпопуларниjе и историjски наjбитниjе методе за
дио. Наjброjниjу групу међу њима чине технике засноване на примени опсер-
вера. У њу спадаjу филтар за детекциjу отказа, опсервер неосетљив на непо-
знате улазе, метода доделе сопствене структуре, наменски и нелинеарни опсер-
вери за дио. Алтернативне приступе чине технике засноване на паритетним
релациjама и идентификациjи параметара. Све ове методе представљаjу поjе-
диначна решења за проблем генерисања резидуала. Ради потпуности излагања,
у глави 2 дат jе и преглед метода за њихову евалуациjу, коjе се превасходно
засниваjу на теориjи статистичког тестирања хипотеза.

Глава 3 садржи преглед савремене теориjе естимациjе стања система описа-
них нелинеарним моделима. Проширени Калманов филтар jе дуги низ година
сматран de facto стандардом у овоj области. Последњих две децениjе донеле
су важна унапређења, у виду unscented Калмановог филтра и секвенциjалне
Монте Карло технике у литератури познате под називом честични филтар. Ове
методе по своjоj функциjи представљаjу замену за опсервер у случаjу нелинеар-
них система. Већина метода за дио у линеарним системима заснива се управо
на опсерверима. Отуда не изненађуjе популарност unscented Калмановог, али
пре свега честичног филтра у проблемима диjагнозе отказа у нелинеарним си-
стемима. Главу 3 закључуjемо прегледом наjзапажениjих резултата овог типа
доступних у литератури.

Централни део ове тезе чини материjал изложен у глави 4. У њоj су пред-
ложена три нова алгоритма за дио у системима описаним нелинеарним моде-
лима у простору стања. Окосницу ових алгоритама чини техника честичног
филтрирања, као и неки концепти оригинално развиjени у контексту линеар-
них система – пре свега, метода наменских опсервера. Предложени алгоритми
су темељно разрађени и верификовани кроз исцрпне рачунарске симулациjе на
три добро позната и често коришћена тест-примера нелинеарних система. Њи-
хове перформансе су детаљно анализиране и упоређене са сличним постоjећим
решењима из литературе.

У последњоj глави тезе сумирани су остварени резултати и предложени мо-
гући правци даљег истраживања.
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Глава 2

Класичне методе за детекциjу и

изолациjу отказа

У овоj глави даjемо преглед наjстариjих и наjпопуларниjих метода за дио

доступних у литератури. Неке од њих су обjављене пре више од четрдесет
година (нпр. филтар за детекциjу отказа [15]). Од тада су инспирисале више
генерациjа истраживача, доживеле пуно модификациjа, дорада и унапређења,
и нашле своjе место у броjним прегледним радовима и књигама. Отуда ће овде
оне бити назване класичним.

Треба напоменути да су разматране само методе засноване на квантита-
тивним моделима. Пошто jе претпостављена доступност модел надзираног
система, ове технике су у наjбољоj позициjи да га искористе, па се намећу као
природан избор. У наставку се ослањамо на прегледне радове [164, 47, 65] и на
оригиналне публикациjе цитиране у даљем тексту.

2.1 Модел система са отказима

Линеаран, временски инвариjантан систем произвољног реда може се опи-
сати следећим временски-дискретним моделом у простору стања:

x(𝑡+ 1) = Ax(𝑡) + Bu(𝑡) + Ed(𝑡) + Kf(𝑡), (2.1)

y(𝑡) = Cx(𝑡) + Fd(𝑡) + Gf(𝑡). (2.2)

Променљива 𝑡 односи се на време, односно редни броj одбирка, а значења оста-
лих ознака су следећа:
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x ∈ R𝑛 вектор стања,
u ∈ R𝑝 вектор познатих улаза, односно командованих управљања,
y ∈ R𝑞 вектор мерених излаза,

d вектор непознатих улаза, односно поремећаjа,
f вектор отказа,

A,B,C матрице стања, управљања и мерења, респективно,
E,K,G матрице расподела поремећаjа, односно отказа.

Све матрице у моделу, као и вектори u и y, сматраjу се познатим. Са друге
стране, вредност почетног стања x(𝑡0), и временски профили поремећаjа d и
отказа f нису унапред дати, и могу бити произвољни. Оваквим моделом могу
се представити откази у актуаторима, сензорима и самом процесу. На пример,
за K = B, jедначина стања (2.1) постаjе

x(𝑡+ 1) = Ax(𝑡) + B (u(𝑡) + f(𝑡)) + Ed(𝑡),

па f(𝑡) представља разлику између стварне и командоване вредности управљач-
ког сигнала, односно отказ актуатора. Различити профили отказа моделуjу се
погодним избором временског облика сигнала f(𝑡). На пример,

∙ f(𝑡) = const. представља константан помераj управљања,

∙ за f(𝑡) = u0 − u(𝑡) управљање jе “заглављено” на вредности u0,

∙ f(𝑡) = −u(𝑡) представља потпуни отказ актуатора, итд.

Слично, са G = C моделуjемо отказе сензора. Коначно, ако усвоjимо f(𝑡) = x(𝑡)

и K = ∆A, добиjамо

x(𝑡+ 1) = (A + ∆A)x(𝑡) + Bu(𝑡) + Ed(𝑡).

Овиме су покривени откази у самом процесу, коjи типично резултуjу променом
матрице стања.

2.2 Филтар за детекциjу отказа

Филтар за детекциjу отказа (фдо) темељи се на резултатима Берда [15] и
Џонса [73] са почетка седамдесетих година прошлог века. Он има форму кла-
сичног Луенбергеровог опсервера, коjи генерише естимациjу стања x̂ на основу
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jедначине
x̂(𝑡+ 1) = Ax̂(𝑡) + Bu(𝑡) + D (y(𝑡) −Cx̂(𝑡)) .

Међутим, у овом случаjу ниjе од примарног интереса естимациjа стања x, већ
се поjачање D бира тако да правац резидуала у присуству отказа има одређена
унапред дефинисана своjства.

У циљу илустрациjе основне идеjе, посматраjмо случаj отказа 𝑓𝑎(𝑡) на 𝑖-том
управљању, и претпоставимо да су остали актуатори и сви сензори исправни,
као и да jе d(𝑡) ≡ 0. Тада jе

x(𝑡+ 1) = Ax(𝑡) + Bu(𝑡) + 𝑓𝑎(𝑡)b𝑖,

где b𝑖 означава 𝑖-ту колону матрице B. Динамика грешке естимациjе стања

ε , x− x̂

(у ознакама ће бити изостављена експлицитна зависност променљивих од вре-
мена, уколико то не може довести до забуне) дата jе са

ε(𝑡+ 1) = (A−DC)ε(𝑡) + 𝑓𝑎(𝑡)b𝑖.

Уколико изаберемо D тако да jе

A−DC = 𝛼I, (2.3)

где I означава jединичну матрицу а 𝛼 реалну константу по модулу мању од
jедан, имаћемо

ε(𝑡) = 𝛼𝑡−𝑡0ε(𝑡0) +

(︃
𝑡∑︁

𝜏=𝑡0

𝛼𝑡−𝜏𝑓𝑎(𝜏)

)︃
b𝑖, 𝑡 ≥ 𝑡0.

Сума у загради са десне стране знака jеднакости представља скаларну ве-
личину, а утицаj почетне грешке естимациjе стања временом ишчезава jер jе
|𝛼| < 1. Ово значи да ће резидуал

r = y −Cx̂ = Cε

за 𝑡 ≫ 𝑡0 имати константан правац Cb𝑖, без обзира на профил отказа 𝑓𝑎(𝑡).
Уколико C има пун ранг по колонама, отказе на сваком од актуатора jе могуће
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детектовати и изоловати. Наиме, тада b𝑖 ̸= b𝑗 повлачи Cb𝑖 ̸= Cb𝑗, па откази на
различитим сензорима генеришу резидуале у међусобно независним правцима.
На основу тога jе могуће jеднозначно одредити коjи од актуатора jе неисправан.
У случаjу када jе rangC < 𝑛, за изолациjу отказа мора се користити више фдо,
као што jе показано у [15].

У случаjу отказа 𝑓𝑠(𝑡) на 𝑗-том сензору ситуациjа са правцем резидуала jе
нешто сложениjа. Наиме, тада jе мерење дато са

y = Cx + 𝑓𝑠e𝑗,

где jе e𝑗 орт-вектор са свим нулама осим jединице на 𝑗-тоj позициjи. Претпо-
стављаjући као и раниjе да jе d(𝑡) ≡ 0, динамика грешке естимациjе стања дата
jе са

ε(𝑡+ 1) = (A−DC)ε(𝑡) − 𝑓𝑠(𝑡)De𝑗.

Изаберимо поново D у складу са (2.3). Након што ишчезне утицаj почетне
грешке, имаћемо

ε(𝑡) = −

(︃
𝑡∑︁

𝜏=𝑡0

𝛼𝑡−𝜏𝑓𝑠(𝜏)

)︃
De𝑗, 𝑡≫ 𝑡0.

Грешка естимациjе стања и даље има константан правац De𝑗. Међутим, рези-
дуал jе дат са

r = 𝑓𝑠e𝑗 + Cε

па jе ограничен на раван одређену векторима e𝑗 и CDe𝑗. Проблем додатно ком-
пликуjе чињеница да ова раван зависи од поjачања D коjе тек треба одабрати.

Берд [15] jе детаљно анализирао утицаj разних типова отказа на правац
резидуала, и испитао услове под коjима jе могуће проjектовати диjагностичке
опсервере. Џонс [73] jе дао систематичну процедуру за избор матрице поjа-
чања D. Масумниjа [98, 96] jе предложио геометриjски приступ проjектовању
фдо, заснован на модификовању инвариjантних потпростора матрице A−DC

избором поjачања D. Jедну од наjпопуларниjих интерпретациjа фдо пружили
су Ваjт и Спеjер [160]. Њихов приступ базира се на додели сопствене струк-
туре (енгл. eigenstructure assignment). Његова суштина jе у одабиру међусобно
различитих сопствених вредности матрице стања опсервера и решавању одре-
ђених система линеарних jедначина коjи се добиjаjу као последица овог избора.
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Примена ове процедуре на примеру дио у сензорима и актуаторима летилице
илустрована jе у [163].

Jедна од наjбољих своjстава фдо jесте независност методе проjектовања од
временског профила (тзв. мода) отказа, коjи типично и ниjе унапред познат.
Наиме, мод утиче само на амплитуду али не и на правац вектора резидуала, те
нема утицаjа на поступак детекциjе и изолациjе. Међутим, при проjектовању
фдо не разматра се експлицитно утицаj поремећаjа нити грешака моделирања.
Отуда нема никаквих гаранциjа о квалитету перформансе у реалним ситуаци-
jама, у коjима су ови ефекти неизбежни.

2.3 Опсервер неосетљив на непознате улазе

Основни циљ опсервера неосетљивог на непознате улазе (онну) jесте ек-
сплицитно анулирање утицаjа поремећаjа на резидуал. За разлику од фдо, овде
jе у питању опсервер излаза, а не стања. Наиме, већ jе поменуто да основна
сврха диjагностичких филтара ниjе естимациjа стања, већ дио. Отуда се може
усвоjити општиjи облик опсервера, дат са

ẑ(𝑡+ 1) = Rẑ(𝑡) + Sy(𝑡) + Ju(𝑡).

Стања z коjа он естимира представљаjу линеарне комбинациjе компоненти век-
тора x:

z(𝑡) = Tx(𝑡).

Резидуал jе дефинисан као

r(𝑡) = L1ẑ(𝑡) + L2y(𝑡).

(њега jе могуће учинити експлицитно зависним и од улаза, као у [97]; овде
усваjамо структуру опсервера из [47]). Захтеви коjи се стављаjу пред онну су
следећи:

1. lim
𝑡→∞

r(𝑡) = 0 за произвољно u(𝑡), d(𝑡) и x(𝑡0), када jе f(𝑡) ≡ 0, и

2. r(𝑡) ̸= 0 када jе f(𝑡) ̸= 0.
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Динамика грешке естимациjе дата jе са

ε(𝑡+ 1) = ẑ(𝑡+ 1) −Tx(𝑡+ 1)

= Rẑ(𝑡) + Sy(𝑡) + Ju(𝑡) −T (Ax(𝑡) + Bu(𝑡) + Ed(𝑡) + Kf(𝑡))

= (SC + RT−TA)x(𝑡) + Rε(𝑡) + (J−TB)u(𝑡)

+ (SF−TE)d(𝑡) + (SG−TK)f(𝑡).

Грешка естимациjе распрегнута jе од стања x, управљања u и поремећаjа d

када jе, редом,

SC = TA−RT, (2.4)

J = TB, (2.5)

SF = TE, (2.6)

а осетљива на отказ када jе

SG ̸= TK. (2.7)

Грешка естимациjе постаjе

ε(𝑡+ 1) = Rε(𝑡) + (SG−TK)f(𝑡)

а резидуал jе дат са

r = L1(Tx + ε) + L2(Cx + Fd + Gf)

= L1ε+ (L1T + L2C)x + L2Fd + L2Gf .

Уз додатне услове

L1T + L2C = 0, (2.8)

L2F = 0, (2.9)

L2G ̸= 0, (2.10)

и под претпоставком да R има сопствене вредности унутар jединичног круга,
коначно имамо да ће резидуал зависити искључиво од отказа f .
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Проjектовање онну своди се на истовремено решавање jедначина (2.4)–
(2.10). У [113] се могу наћи два приступа овом проблему: први се заснива на
Кронекеровоj канонскоj форми, а други на проjектовању сопствених вектора.

У неким случаjевима овакво идеално распрезање поремећаjа и отказа ниjе
могуће. Тада се може прибећи апроксимациjама онну коjе квантификуjу осе-
тљивости резидуала на отказ и поремећаj, и максимизираjу њихов количник
[51].

онну омогућава потискивање поремећаjа, али не води рачуна о томе да ли
jе могуће разликовати утицаj различитих отказа на резидуал. Стандардни
приступ изолациjи заснива се на коришћењу низа онну, од коjих jе сваки про-
jектован тако да све отказе осим jедног третира као поремећаjе. На таj начин
се отказ истовремено детектуjе и изолуjе када резидуал одговараjућег онну

пређе неку предефинисану границу.

2.4 Распрезање поремећаjа

доделом сопствене структуре

У онну се анулира утицаj поремећаjа на грешку естимациjе стања. Насу-
прот томе, основни циљ у приступу базираном на додели сопствене структуре
(дсс) jесте директно декупловање поремећаjа од резидуала. Слично као код
фдо, користи се опсервер стања облика

x̂(𝑡+ 1) = Ax̂(𝑡) + D (y(𝑡) −Cx̂(𝑡)) + Bu(𝑡),

а резидуал jе дат линеарном комбинациjом грешке естимациjе стања

r , W (y −Cx̂) .

У одсуству деjства поремећаjа на мерења (F = 0), динамика грешке естимациjе
стања дата jе са

ε(𝑡+ 1) , x(𝑡+ 1) − x̂(𝑡+ 1)

= (A−DC)ε(𝑡) + Ed(𝑡) + (K−DG)f(𝑡).
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Од интереса jе анулирање матрице функциjа преноса од поремећаjа до резиду-
ала

r(𝑧) = Grd(𝑧)d(𝑧),

где r(𝑧) и d(𝑧) означаваjу зед-трансформациjе сигнала резидуала и поремећаjа,
респективно1. Отуда у наставку можемо узети да jе f ≡ 0, што даjе

r(𝑡) = WCε(𝑡),

Grd(𝑧) = WC (𝑧I−Ao)−1E, (2.11)

где jе Ao , A−DC матрица стања опсервера у затвореноj спрези. Користећи
развоj у Теjлоров ред и Кеjли-Хемилтонову теорему, фундаменталну матрицу
можемо представити као

(𝑧I−Ao)−1 =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘(𝑧)A𝑘
o.

Одавде следе две еквивалентне форме функциjе преноса Grd(𝑧):

Grd(𝑧) =
[︁
𝑎0(𝑧)I 𝑎1(𝑧)I · · · 𝑎𝑛−1(𝑧)I

]︁
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

WC

WCAo
...

WCA𝑛−1
o

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦E (2.12)

= WC
[︁
E AoE · · · A𝑛−1

o E
]︁
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎0(𝑧)I

𝑎1(𝑧)I
...

𝑎𝑛−1(𝑧)I

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.13)

Из (2.12) следи да jе Grd(𝑧) = 0 ако врсте матрице опсервабилности дефини-
сане паром (Ao,WC) леже у левом кернелу матрице E. Слично, (2.13) значи да
jе Grd(𝑧) = 0 ако колоне матрице контролабилности за пар (Ao,E) леже у (де-
сном) кернелу матрице WC. Одавде следи да се распрезање поремећаjа може
постићи подешавањем левих или десних сопствених вектора матрице опсервера,
што показуjу две наредне теореме.

1Строго говорећи, оваква нотациjа jе неисправна, jер се иста ознака користи за временски
сигнал, односно пресликавање R ↦→ Rdim r, и његову зед-трансформациjу C ↦→ Cdim r. Упркос
томе, сматрамо да она овде не може довести до забуне, па jоj прибегавамо како бисмо избегли
увођење додатних ознака.
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Теорема 2.1. Матрица функциjа преноса од поремећаjа до резидуала, дата
изразом (2.11), jеднака jе нула-матрици ако jе

1. WCE = 0, и

2. врсте матрице WC представљаjу леве сопствене векторе матрице Ao.

Доказ. Из другог услова следи да jе

WCA = ΛWC.

Овде Λ представља диjагоналну матрицу са сопственим вредностима, чиjи 𝑖-ти
елемент одговара 𝑖-тоj врсти матрице WC. Следи да jе

WCA𝑘 = Λ𝑘WC.

Сада се (2.12) своди на

Grd(𝑧) =
[︁
𝑎0(𝑧)I 𝑎1(𝑧)I · · · 𝑎𝑛−1(𝑧)I

]︁
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

WCE

ΛWCE
...

Λ𝑛−1WCE

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Из првог услова теореме коначно следи да jе Grd(𝑧) = 0.

Теорема 2.2. Матрица функциjа преноса од поремећаjа до резидуала, дата
изразом (2.11), jеднака jе нула-матрици ако jе

1. WCE = 0, и

2. колоне матрице E представљаjу десне сопствене векторе матрице Ao.

Доказ. Доказ jе сличан као у претходном случаjу. Нека сада Λ означава диjа-
гоналну матрицу са сопственим вредностима коjе одговараjу колонама матрице
E. Имамо да jе

A𝑘
oE = EΛ𝑘,
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па из (2.13) и услова WCE = 0 следи да jе

Grd(𝑧) =
[︁
WCE WCEΛ · · · WCEΛ𝑛−1

]︁
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎0(𝑧)I

𝑎1(𝑧)I
...

𝑎𝑛−1(𝑧)I

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 0.

Колико jе аутору познато, овде понуђени докази нису до сада обjављени у
литератури. Процедуре за избор матрица D и W коjима се остваруjу услови
из теорема 2.1 и 2.2 могу се наћи у [116], а њихови алтернативни докази могу
се наћи у [114].

2.5 Паритетне релациjе

Конзистентност између jедначина модела и забележених опсервациjа може
се проверити и помоћу такозваних паритетних релациjа (пр, енгл. parity rela-
tions). Основна идеjа се заснива на проjекциjама вектора сачињених од коман-
дованих управљања и измерених излаза, тако да се анулира “регуларни” део
информациjе коjи се може обjаснити моделом без отказа. дио се онда своди на
поређење норми овако добиjених резидуала са погодно изабраним праговима.
У наставку ће бити обjашњена два основна приступа: директна и временска
редунданса.

Први од ова два приступа омогућава детекциjу отказа ∆y(𝑡) у jедначини
мерења

y(𝑡) = CX(𝑡) + ∆y(𝑡),

под претпоставком да jе броj мерних излаза модела 𝑞 већи од броjа стања 𝑛.
Осим тога треба да jе rangC = 𝑛, односно све колоне матрице C мораjу бити
независне. Изаберимо 𝑞 × (𝑞 − 𝑛) матрицу V тако да њене колоне v1, . . . ,
v𝑞−𝑛 буду међусобно ортонормалне и линеарно независне од колона матрице C.
Другим речима, квадратна матрица [C V] треба да има пун ранг 𝑞. Вредности
𝑞(𝑞−𝑛) елемената матрице V могу се одредити истовременим решавањем 𝑛(𝑞−
𝑛) линеарних jедначина

VTC = 0,

коjе кажу да колоне матрица V и C мораjу бити линеарно независне, и (𝑞−𝑛)2
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квадратних jедначина
VTV = I𝑞−𝑛,

коjима се обезбеђуjе ортонормираност. Нумерички ефикасно решење овог про-
блема састоjи се из два корака:

1. одређивање базе кернела матрице CT свођењем на степеничасту форму
(енгл. reduced row echelon form), и

2. његово ортонормирање Грем-Шмит процедуром.

Када jе матрица V одређена, вектор резидуала дат jе са

r , VTy

= VTCx + VT∆y

= VT∆y.

Отказ на 𝑗-том сензору моделуjе се вектором ∆y у коjем су сви елементи осим
𝑗-тог jеднаки нули. Тада вектор резидуала има правац 𝑗-те колоне матрице VT,
што омогућава дио.

Услови за примену описаног поступка су ретко испуњени у пракси, jер под-
разумеваjу постоjање сензора коjи су сувишни ако се у обзир узима само испу-
њење управљачких захтева, односно обезбеђивање основне функционалности
система. Отуда се знатно чешће користи временска редунданса [25]. У циљу
илустрациjе основне идеjе, посматраjмо систем без поремећаjа и отказа:

x(𝑡+ 1) = Ax(𝑡) + Bu(𝑡),

y(𝑡) = Cx(𝑡).

Лако се може показати да jе

y𝑠(𝑡) = 𝒪𝑠(A,C)x(𝑡− 𝑠) + H𝑠u𝑠(𝑡)

23



где jе

y𝑠(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
y(𝑡− 𝑠)

y(𝑡− 𝑠+ 1)
...

y(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦, u𝑠(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u(𝑡− 𝑠)

u(𝑡− 𝑠+ 1)
...

u(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝒪𝑠(A,C) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C

CA

CA2

...
CA𝑠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, H𝑠 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 · · · 0

CB 0 · · · 0

CAB CB · · · 0
...

CA𝑠−1B CA𝑠−2B · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Уколико jе 𝑠 довољно велико, (𝑠𝑞 + 𝑞) × 𝑛 матрица 𝒪𝑠(A,C) неће имати пун
ранг по врстама, односно неке од њих биће линеарно зависне. Отуда ће она
имати леви кернел, дат скупом свих вектора v за коjе jе

vT𝒪𝑠(A,C) = 0. (2.14)

Он чини паритетни простор реда 𝑠, а свака релациjа облика

𝑟(𝑡) = vT (y𝑠(𝑡) −H𝑠u𝑠(𝑡))

представља паритетну проверу. Димензиjа паритетног простора jе (𝑠 + 1)𝑞 −
rang(𝒪𝑠(A,C)). Ово значи да броj независних вектора v коjи задовољаваjу
(2.14), па самим тим и броj различитих паритетних релациjа, ниjе мањи од
(𝑠+ 1)𝑞 − 𝑛. Свака од њих даjе вредност блиску нули у одсуству отказа, али jе
сасвим могуће да нису све подjеднако добре у смислу осетљивости на отказе и
робусности у односу на грешке моделирања. Ова слобода у избору паритетних
релациjа може се искористити тако да се минимизираjу вероватноће лажних
аларма и пропуштених детекциjа.

Релациjе коjе произлазе из временске редундансе могуће jе исказати и у
комплексном домену. Из (2.1)–(2.2) имамо да jе

y(𝑧) = Gyu(𝑧)u(𝑧) + Gyd(𝑧)d(𝑧) + Gyf (𝑧)f(𝑧), (2.15)
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где jе

Gyu(𝑧) = CΦ(𝑧)B,

Gyd(𝑧) = CΦ(𝑧)E + F,

Gyf (𝑧) = CΦ(𝑧)K + G,

Φ(𝑧) = (𝑧I−A)−1 .

Резидуал се формира као

r(𝑧) = W(𝑧) (y(𝑧) −Gyu(𝑧)u(𝑧)) , (2.16)

при чему матрицу W(𝑧) бирамо тако да резидуал буде осетљив на отказе, али
не и на поремећаjе. Из (2.15) и (2.16) следи

r(𝑧) = W(𝑧) (Gyd(𝑧)d(𝑧) + Gyf (𝑧)f(𝑧)) .

Ако jе жељени одзив резидуала на отказ дат са G*
rf (𝑧), онда W(𝑧) треба ода-

брати тако да jе

W(𝑧)Gyd(𝑧) = 0, W(𝑧)Gyf (𝑧) = G*
rd(𝑧).

Услови под коjима jе овакав избор могућ могу се наћи у [65]. Жељени одзив
G*

rf (𝑧) типично се усваjа тако да вектор резидуала буде

∙ усмерен – одзив на сваки отказ има тачно дефинисан правац (као код
фдо), или

∙ структурисан – сваки отказ утиче само на jедну компоненту резидуала,
коjа одступа од нуле искључиво при деjству тог отказа.

Испоставља се да фдо, онну, дсс и пр резултуjу истом коначном фор-
мом диjагностичког филтра [52]. Наиме, у свим приступима заснованим на
опсерверима стања и излаза, резидуал се може изразити као

r(𝑧) = Gry(𝑧)y(𝑧) + Gru(𝑧)u(𝑧).

У одсуству поремећаjа и отказа имамо да jе

y(𝑧) = Gyu(𝑧)u(𝑧),
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а како тада резидуал мора бити jеднак нули, следи

Gru(𝑧) = −Gry(𝑧)Gyu(𝑧),

па се резидуал може изразити и као

r(𝑧) = Gry(𝑧) (y(𝑧) −Gyu(𝑧)u(𝑧)) .

Добиjени израз очигледно има исти облик као (2.16). Ово указуjе на екви-
валентност имплементационих форми диjагностичких филтара добиjених на
основу пр са jедне, и опсерверских шема са друге стране. Међутим, методе
проjектовања су различите, па се не може рећи да су ови приступи у потпуно-
сти идентични.

Поступак проjектовања пр jе релативно jедноставан, jер не захтева позна-
вање теориjе естимациjе стања. Међутим, одавде произлазе и његова огра-
ничења. У своjоj основноj форми, коjа се заснива на левом кернелу матрице
𝒪𝑠(A,C), пр не дозвољаваjу специфицирање положаjа полова, односно дина-
мике одзива резултуjућег диjагностичког филтра. Ово може бити jедан од ра-
злога за њихову слабиjу заступљеност у практичним применама [68].

2.6 Наменски опсервери

Кларк и др. су развили концепт наменских опсервера (но, енгл. dedicated
observer) [29, 28, 27]. Они су намењени дио на сензорима, а засниваjу се на
следећоj чињеници: уколико се опсервер не напаjа неким мерењем, онда су
његове естимациjе неосетљиве на отказе тог сензора.

Прва оваква шема састоjи се од 𝑞 опсервера (за сваки излаз процеса по
jедан), од коjих сваки естимира комплетан вектор стања [29, 28]. При томе,
улазе у 𝑖-ти чине 𝑖-ти излаз 𝑦𝑖(𝑡) и вектор командованих управљања u. Његову
процену стања означавамо са x̂(𝑖). Структура ове шеме за случаj система са
𝑞 = 3 излаза илустрована jе на слици 2.1.

Процедуру проjектовања илустроваћемо на примеру но#1. Пођимо од си-
стема без отказа, шума и поремећаjа

x(𝑡+ 1) = Ax(𝑡) + Bu(𝑡),

y(𝑡) = Cx(𝑡).
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Слика 2.1: Низ наменских опсервера напаjаних по jедним сензором.

Први корак jе налажење инвертибилне 𝑛×𝑛 трансформационе матрице M такве
да 𝑦1 постане прва компонента новог вектора стања

Tx =

[︃
𝑦1

x̃

]︃
.

Очигледно, нова матрице мерења треба да има облик

c̃ = c1T
−1 =

[︁
1 01×(𝑛−1)

]︁
,

где jе c1 прва врста матрице C. Сада jе потребно проjектовати опсервер не-
пуног реда, коjи ће естимирати 𝑛 − 1 компоненти вектора x̃ (прва компонента
новог вектора стања Tx се директно мери, па њу ниjе потребно естимирати).
Факторишимо нове матрице стања и управљања на следећи начин:

Ã = TAT−1 =

[︃
�̃�11 ã12

ã21 Ã22

]︃
, B̃ = TB =

[︃
b̃1

B̃2

]︃
.

Одавде добиjамо следеће jедначине стања:

𝑦1(𝑡+ 1) = �̃�11𝑦1(𝑡) + ã12x̃(𝑡) + b̃1u(𝑡), (2.17)

x̃(𝑡+ 1) = ã21𝑦1(𝑡) + Ã22x̃(𝑡) + B̃2u(𝑡). (2.18)

У расположивом мерењу 𝑦1 нема непосредне информациjе о вредност вектора
x̃. Отуда се повратна спрега за његову естимациjу мора формирати користећи
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(2.17), на основу величине

ã12x̃(𝑡) = 𝑦1(𝑡+ 1) − �̃�11𝑦1(𝑡) − b̃1u(𝑡).

Из (2.18) сада следи опсервер облика

ˆ̃x(𝑡+ 1) = ã21𝑦1(𝑡) + Ã22
ˆ̃x(𝑡) + B̃2u(𝑡)

+ g
(︁(︁
𝑦1(𝑡+ 1) − �̃�11𝑦1(𝑡) − b̃1u(𝑡)

)︁
− ã12

ˆ̃x(𝑡)
)︁
, (2.19)

где g означава његово поjачање. Оваква имплементациjа захтевала би кашњење
од jедне периоде одабирања због члана 𝑦1(𝑡+1) са десне стране знака jеднакости.
Ово се може избећи увођењем jош jедне трансформациjе стања

z(𝑡) = x̃(𝑡) − g𝑦1(𝑡).

До одговараjућег опсервера долазимо уводећи ову смену у (2.19):

ẑ(𝑡+ 1) = ˆ̃x(𝑡+ 1) − g𝑦1(𝑡+ 1)

=
(︁
Ã22 − gã12

)︁
ẑ(𝑡) +

(︁
Ã22g − gã12g + ã21 − g�̃�11

)︁
𝑦1(𝑡)

+
(︁
B̃2 − gb̃1

)︁
u(𝑡).

Поjачање g треба изабрати тако да сопствене вредности матрице Ã22−gã12 буду
унутар jединичног круга, и да се постигне задовољаваjућа брзина отклањања
грешке естимациjе. Коначно, но#1 процењуjе вредност оригиналног вектора
стања као

x̂(1)(𝑡) = T−1

[︃
𝑦1(𝑡)

ẑ(𝑡) + g𝑦1(𝑡)

]︃
.

Поступак проjектовања jе сличан и за остале но, с тим што се код 𝑖-тог транс-
формациjа стања бира тако да нова матрица мерења добиjе форму 𝑖-те врсте
𝑛-димензионалне jединичне матрице.

дио на сензорима заснива се на међусобном поређењу естимациjа поjединих
опсервера. У [29] jе наjпре кроз симулациjе одабрана jедна компонента стања
𝑥𝑙 коjа jе наjосетљивиjа на отказе сензора. Након тога су формиране функциjе
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одлуке

𝜉𝑖(𝑡) =

𝑞∏︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

|�̂�(𝑖)𝑙 (𝑡) − �̂�
(𝑗)
𝑙 (𝑡)|, 𝑖 = 1, . . . , 𝑞.

При отказу на 𝑖-том сензору, но#𝑖 почиње да греши у процени стања. Са друге
стране, преостали но немаjу ово неисправно мерење као улаз, па они настављаjу
да прате тачно стање. Ово значи да ће све функциjе одлуке осим 𝑖-те остати
блиске нули, jер jе

�̂�
(𝑖)
𝑙 ̸= 𝑥𝑙 ≈ �̂�

(𝑗)
𝑙 ⇒ �̂�

(𝑖)
𝑙 − �̂�

(𝑗)
𝑙 ̸= 0, 𝑗 ̸= 𝑖,

�̂�
(𝑗)
𝑙 − �̂�

(𝑘)
𝑙 ≈ 0, 𝑗, 𝑘 ̸= 𝑖.

дио се своди на поређење функциjа одлуке са праговима. Нажалост, њихов
избор ниjе тривиjалан. Опсервери се напаjаjу различитим сензорима, па ће
неминовно постоjати разлике међу њиховим естимациjама, чак и у одсуству
било каквих отказа. Оне могу зависити и од тренутне вредности управљања,
па се може указати потреба за усваjањем адаптивних прагова.

Нешто другачиjа процедура одлучивања предложена jе у [28]. Она се за-
снива на грешкама естимациjе излаза, коjа се за но#𝑖 рачуна као

ŷ(𝑖)(𝑡) = Cx̂(𝑖)(𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 𝑞.

Функциjа одлуке формира се поређењем ових процена са мерењима:

𝜉′𝑖(𝑡) =

𝑞∏︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

|𝑦(𝑖)𝑗 (𝑡) − 𝑦𝑗(𝑡)|, 𝑖 = 1, . . . , 𝑞.

Отказ на 𝑖-том сензору доводи до раста функциjе 𝜉′𝑖, jер се естимирани излази
𝑖-тог опсервера сада разликуjу од мерења. Осим тога, имаћемо и да jе

𝑦
(𝑗)
𝑖 − 𝑦𝑖 ̸= 0, 𝑗 ̸= 𝑖,

jер ће но#𝑗 и даље давати тачну процену стварног 𝑖-тог излаза, али ће се она
разликовати од нетачног мерења 𝑦𝑖. Ово значи да ће се у свакоj функциjи
одлуке поjавити по jедан ненулти члан. Међутим, преостали чланови |𝑦(𝑗)𝑘 −𝑦𝑘|,
𝑗, 𝑘 ̸= 𝑖, и даље ће бити блиски нули, па ћемо имати 𝜉′𝑗(𝑡) ≈ 0, 𝑗 ̸= 𝑖. Као и

29



Слика 2.2: Наменски опсервер напаjан jедним сензором.

у претходном случаjу, у реалноj примени може бити неопходно усклађивање
прагова са тренутним вредностима управљања и особинама сензора.

У [27] jе предложена поjедностављена шема, заснована на само jедном оп-
серверу напаjаном jедним мерењем – рецимо, 𝑦𝑞. Он формира естимациjе пре-
осталих излаза 𝑦𝑗, 𝑗 ̸= 𝑞, на основу њих се добиjа (𝑞− 1)-димензионални вектор
резидуала, са компонентама

𝑟𝑗 , 𝑦𝑗 − 𝑦𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑞 − 1.

Шема jе илустрована на слици 2.2. При отказима на сензорима коjи не напаjаjу
опсервер одговараjући елементи вектора r одступаjу од нуле. Уколико су све
компоненте резидуала различите од нуле, онда можемо закључити да се ради
о jедноj од следеће три ситуациjе:

∙ сензор коjи напаjа опсервер jе неисправан,

∙ преосталих 𝑞 − 1 сензора jе неисправно, или

∙ сви сензори су неисправни.

Међутим, последња два сценариjа су значаjно мање вероватна од првог. Отуда
се овакви симптоми са великим степеном сигурности могу приписати неисправ-
ности мерења 𝑦𝑞.

Основни недостатак описаних метода jесте њихова осетљивост на деjство
поремећаjа. Она произлази из чињенице да се опсервери напаjаjу само по jед-
ним мерењем, па практично раде у отвореноj петљи са аспекта естимациjе свих
преосталих излаза. Франк [49] jе предложио робусниjу шему, приказану на
слици 2.3. У њоj се но#𝑖 напаjа свим мерењима осим 𝑦𝑖, па jе он jедини не-
осетљив на отказ 𝑖-тог сензора. Захваљуjући већем броjу улаза, опсервери на
располагању имаjу више података о стању система. Ово смањуjе вероватноћу
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Слика 2.3: Низ наменских опсервера напаjаних свим сензорима осим jедног.

лажног аларма услед деjства поремећаjа. Недостатак овог приступа jе у не-
могућности изолациjе вишеструких истовремених отказа, jер ће у овом случаjу
сви но имати погрешне процене стања.

У неким случаjевима, откази узрокуjу делимичну или потпуну промену
структуре система. Тада имамо групу модела, од коjих сваки одговара jедном
конкретном типу отказа. На пример, за помераj актуатора или сензора уводи
се по jедан адитивни члан у jедначину стања, односно мерења; промена пара-
метара процеса представља се моделом са другачиjим вредностима матрица A

и B итд. Претпостављаjући да се откази од интереса могу представити конач-
ним скупом модела, може се применити шема са низом естиматора од коjих
се сваки напаjа свим излазима [164]. На основу њихових иновациjа прорачу-
наваjу се условне вероватноће да модел са коjим оперише естиматор одговара
стварном систему. Тестом количника веродостоjности се утврђуjе наjизглед-
ниjи модел, а тиме и отказ. Потенциjални проблем представљаjу непознати
параметри у изразима за расподеле вероватноће иновациjа. Они су последица
чињенице да величине отказа, односно амплитуде сигнала коjима се он моде-
луjе, у пракси нису унапред дате. Могуће решење jе у коришћењу методе мак-
сималне веродостоjности за естимациjу непознатог параметра, што резултуjе
генерализованим тестом количника веродостоjности (гткв, енгл. generalized
likelihood ratio test). Алтернативно се непознати параметри могу придружити
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вектору стања, о чему ће бити више речи у наредним поглављима. Посебан
проблем представља чињеница да време настанка отказа такође ниjе познато.
Егзактно решење би захтевало да броj естиматора експоненциjално расте са
временом, како би се покриле све могуће хипотезе. На пример, за само jедан
тип отказа, у тренутку 𝑡 имамо укупно 2𝑡 могућности за претходна стања про-
цеса (исправан-неисправан). Jедна од техника за превазилажење овог проблема
jесте периодично одстрањивање хипотеза са ниским вероватноћама. Опис jош
неких могућих приступа може се наћи у [164].

Шеме са низовима опсервера су интуитивне и jедноставне за проjектовање.
Њихови недостаци су у нумеричкоj сложености, коjа произлази из потребе за
паралелним извршавањем и поређењем већег броjа естиматора. Осим тога,
наменски опсервери омогућаваjу само дио сензора, док шеме базиране на ви-
шеструким моделима захтеваjу да се унапред специфицира исцрпан скуп свих
могућих отказа и опише њихов утицаj на систем.

2.7 Методе засноване на

идентификациjи параметара

Откази су често повезани са променом неких физичких своjстава система,
као што су коефициjенти трења, маса, вискозност, отпорност, капацитивност,
индуктивност итд. Параметри математичког модела θ зависе од вредности ових
физичких величина, представљених вектором p:

θ = f(p). (2.20)

Праћење промена у овим параметрима омогућава детекциjу и изолациjу отказа.
У циљу илустрациjе основних идеjа, претпоставимо систем са по jедним из-

лазом и улазом реда 𝑛, дат са

𝑦(𝑡) =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑦(𝑡− 𝑘) +
𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑢(𝑡− 𝑘).

Одговараjућа векторска форма jе

𝑦(𝑡) = θTψ(𝑡),

32



где су вектори параметара θ и опсервациjа ψ дати са

θ =
[︁
𝑎1 · · · 𝑎𝑛 𝑏0 · · · 𝑏𝑛

]︁T
,

ψ(𝑡) =
[︁
𝑦(𝑡− 1) · · · 𝑦(𝑡− 𝑛) 𝑢(𝑡) · · · 𝑢(𝑡− 𝑛)

]︁T
.

Минимизациjом средње-квадратног критериjума

𝐽(θ̂) =
1

𝑁

𝑡∑︁
𝑘=𝑡−𝑁+1

(︁
𝑦(𝑘) − θ̂

T
ψ(𝑘)

)︁2
,

где jе 𝑁 ≫ 𝑛 величина прозора, добиjа се оптимална процена θ̂. Лако се
показуjе да jе она дата са

θ̂ =
(︀
Ψ𝑡Ψ

T
𝑡

)︀−1
Ψ𝑡y𝑡,

где су матрица опсервациjа Ψ𝑡 и вектор последњих 𝑁 излаза y𝑡 дати са

Ψ𝑡 =
[︁
ψ(𝑡) · · · ψ(𝑡−𝑁 + 1)

]︁
,

y𝑡 =
[︁
𝑦(𝑡) · · · 𝑦(𝑡−𝑁 + 1)

]︁T
.

Естиматор се може имплементирати и у рекурзивноj форми [134]. Ово jе
изузетно погодно са становишта практичне примене, када алгоритам треба да
ради у реалном времену.

Описана метода базира се на тзв. грешци jедначине, коjа се у комплексном
домену може изразити као

𝐴(𝑧)𝑦(𝑧) −𝐵(𝑧)𝑢(𝑧),

где су

𝐴(𝑧) = 1 −
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑧
−𝑘, 𝐵(𝑧) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑧
−𝑘.

Могућ jе и приступ заснован минимизациjи грешке излаза

𝑦(𝑧) − 𝐵(𝑧)

𝐴(𝑧)
𝑢(𝑧).

У овом случаjу се могу добити прецизниjе процене у присуству шума и пореме-
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ћаjа [71]. Међутим, више се не може добити израз за оптимално θ̂ у затвореноj
форми, већ се мора применити итеративна, нумеричка минимизациjа.

Идентификациjа параметара статичких модела процеса такође могу послу-
жити за дио. На пример, веза између стационарних вредности излаза и улаза
може се описати полиномиjалним моделом, облика

𝑌 =
𝑛∑︁
𝑘=0

𝜃𝑘𝑈
𝑘.

Дата релациjа jе линеарна по параметрима 𝜃0, . . . , 𝜃𝑛, па се они могу проценити
минимизациjом средње-квадратне грешке. Осим полиномиjалних, у литератури
се jош користе део-по-део инкрементално линеарни или фази Такаги-Сугено
модели [134].

Методе засноване на идентификациjи су нарочито погодне за диjагнозу мул-
типликативних отказа. Осим тога, оне могу пружити детаљан увид у пророду
квара уколико jе могуће инвертовати зависност (2.20) и одредити вредности фи-
зичких своjстава p̂ на основу идентификованих параметара θ̂. Тиме се значаjно
олакшава поступак прецизне идентификациjе и отклањања неипсравности. Jе-
дан од главних недостатака ових метода произлази из чињенице да jе квали-
тетна естимациjа могућа jедину уколико се процес перзистентно побуђуjе. Ово
подразумева пертурбовање управљања, чиме се ремети нормални рад постро-
jења.

Детаљниjа анализа примена техника естимациjе параметара у проблемима
дио може се наћи у радовима Изермана [69, 70] и књизи Симаниjа и др. [134].

2.8 Нелинеарни опсервери

До сада анализиране методе подразумеваjу постоjање линеарног, стационар-
ног модела надзираног процеса. Циљ ове претпоставке jе да омогући примену
великог скупа доступних, добро разрађених алата за анализу и синтезу оваквих
система. Нажалост, реални процеси су скоро без изузетка нелинеарни и вре-
менски променљиви, а доступни модели недовољно прецизни. Прилагођавање
до сада описаних приступа оваквим полазним претпоставкама ниjе jедноставан
задатак, пре свега услед недостатка општих процедура за избор структуре и по-
дешавање параметара нелинеарних опсервера. О томе сведочи и чињеница да
jе литература посвећена дио у нелинеарним системима значаjно мањег обима
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од оне коjа претпоставља линеарне моделе. У наставку даjемо преглед неких
од доступних резултата, ослањаjући се наjвећим делом на прегледне радове
Франка и Алкорта-Гарсиjе [48, 1].

Нелинеарни опсервер идентитета за систем облика

x(𝑡+ 1) = f (x(𝑡),u(𝑡)) + f1(𝑡),

y(𝑡) = c (x(𝑡),u(𝑡)) + f2(𝑡),

где x, u и y представљаjу, редом, стање, познати улаз и мерљиви излаз, а f1 и
f2 отказе, има облик

x̂(𝑡+ 1) = f (x̂(𝑡),u(𝑡)) + H(x̂(𝑡),u(𝑡)) (y(𝑡) − c (x̂(𝑡),u(𝑡))) .

Приближан израз за динамику грешке естимациjе стања добиjа се линеариза-
циjом функциjа стања f и мерења c у околини тренутне естимациjе x̂:

ε(𝑡+ 1) , x(𝑡+ 1) − x̂(𝑡+ 1)

= f (x(𝑡),u(𝑡)) − f (x̂(𝑡),u(𝑡)) + f1(𝑡)

−H(x̂(𝑡),u(𝑡)) (c (x(𝑡),u(𝑡)) − c (x̂(𝑡),u(𝑡)) + f2(𝑡))

≈ 𝜕f (x̂(𝑡),u(𝑡))

𝜕x̂(𝑡)
ε(𝑡) + f1(𝑡)

−H (x̂(𝑡),u(𝑡))

(︂
𝜕c (x̂(𝑡),u(𝑡))

𝜕x̂(𝑡)
ε(𝑡) + f2(𝑡)

)︂
= F (x̂(𝑡),u(𝑡))ε(𝑡) + f1(𝑡) −H (x̂(𝑡),u(𝑡)) f2(𝑡),

где jе

F (x̂,u) ,
𝜕f (x̂,u)

𝜕x̂
−H (x̂,u)

𝜕c (x̂,u)

𝜕x̂
.

Избором поjачања H наjпре се мора обезбедити да ε = 0 буде асимптотски
стабилно равнотежно стање грешке естимациjе. Преосталим степенима сло-
боде треба омогућити изолациjу помоћу низа оваквих опсервера. Идеjа jе да се
међусобно декуплуjу утицаjи поjединих отказа на резидуал, дефинисан као

r(𝑡) = y(𝑡) − c (x̂(𝑡),u(𝑡)) .

Нажалост, општа процедура за избор поjачања опсервера ниjе позната, мада се
у неким случаjевима постављени циљеви могу остварити и константним H [1].

35



Нелинеарни опсервер неосетљив на непознате улазе могуће jе применити
уколико су jедначине стања и мерења инкрементално линеарне по стањима:

x(𝑡+ 1) = Ax(𝑡) + B (u(𝑡),y(𝑡)) + Exdx(𝑡) + Kxfx(𝑡),

y(𝑡) = Cx(𝑡) + Eydy(𝑡) + Kyfy(𝑡).

Слично као код онну, опсервер естимира стање z = Tx, и има форму

ẑ(𝑡+ 1) = Fẑ(𝑡) + J (y(𝑡),u(𝑡)) + Gy(𝑡).

Динамика грешке естимациjе стања jе

ε(𝑡+ 1) = ẑ(𝑡+ 1) −Tx(𝑡+ 1)

= Fẑ(𝑡) + J (y(𝑡),u(𝑡)) + G (Cx(𝑡) + Eydy(𝑡) + Kyfy(𝑡))

−T (Ax(𝑡) + B (u(𝑡),y(𝑡)) + Exdx(𝑡) + Kxfx(𝑡))

= Fε(𝑡) + (FT−TA + GC)x(𝑡)

+ J(u(𝑡),y(𝑡)) −TB(u(𝑡),y(𝑡))

+ GEydy(𝑡) −TExdx(𝑡)

+ GKyfy(𝑡) −TKxfx(𝑡).

Резидуал се дефинише као
r , Lzẑ + Lyy.

Испоставља се да jе њега могуће у потпуности декупловати од непознатих улаза
d уз очување осетљивости на отказе f , уколико су испуњени следећи услови [48]:

TA− FT = GC

J(u,y) = TB(u,y)

TEx = GEy = 0

LyEy = 0

LzT + LyC = 0

rang(TKx) = rang(Kx)

rang

(︃[︃
G

Ly

]︃
Ky

)︃
= rang(Ky)

при чему сопствене вредности матрице F треба да буду унутар jединичног
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круга. Под наведеним условима jе

ε(𝑡+ 1) = Fε(𝑡) + GKyfy(𝑡) −TKxfx,

r(𝑡) = Lzε(𝑡) + LyKyfy(𝑡).

Основни недостатак нелинеарног онну произлази из његове применљивости
на релативно уску класу система коjи су нелинеарни искључиво по мерљивим
сигналима u и y. У случаjевима када се модел априорно не уклапа у ову форму
потребно jе извршити трансформациjу стања. Међутим, услови под коjима она
постоjи су веома рестриктивни. Осим тога, њено одређивање захтева решавање
нелинеарних парциjалних диференциjалних jедначина [48]. Из свега наведеног
следи да jе практична употребљивост нелинеарног онну изузетно ограничена.

Нелинеарни опсервер са декупловањем поремећаjа први пут jе предложен у
[126]. Основни приступ jе сличан као код нелинеарног онну, али jе уопштен
тако да се омогући примена на ширу класу система. Полазећи од временски-
континуалног модела

ẋ = a(x,u) + E(x)d + K(x,u)f ,

y = c(x),

уводи се нелинеарна трансформациjа стања z = t(x), таква да jе

𝜕t(x)

𝜕x
E(x) = 0.

Jедначина коjа описуjе динамику новог стања дата jе са

ż =
𝜕t(x)

𝜕x
(a(x,u) + K(x,u)f) .

На основу ње се може проjектовати опсервер, уколико се може одредити транс-
формациjа излаза

y* = c*(y)

коjа омогућава реконструкциjу оригиналног стања

x = ψ(z,y*). (2.21)

За добиjени систем се проjектуjе нелинеарни опсервер идентитета или опсер-
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вер неосетљив на непознате улазе, а jедна од могућности jе и прост паралелни
модел, односно опсервер без повратне спреге [1]. Услови под коjима инверзно
пресликавање 2.21 постоjи наведени су у [126]. Њих ниjе могуће задовољити у
свим случаjевима од интереса. Отуда описани приступ ниjе увек применљив, и
поред поменутих предности у односу на нелинеарни онну.

Нелинеарни филтар за детекциjу отказа има за циљ генерисање вектора
резидуала чиjи смер указуjе на настали отказ. Претпоставља се класа нелине-
арних система описаних са

x(𝑡+ 1) = Ax(𝑡) + f(x(𝑡)) + Bu(𝑡) +
𝑠∑︁
𝑖=1

f𝑖𝜑𝑖(x(𝑡),u(𝑡))𝜈𝑖(𝑡),

y(𝑡) = Cx(𝑡),

где jе 𝑠 броj отказа, f𝑖 и 𝜈𝑖(𝑡) су, редом, њихови правци и интензитети, а 𝜑𝑖(x,u)

параметри коjи описуjу како деjство отказа зависи од тренутних вредности
стања и управљања. Опсервер се узима у форми

x̂(𝑡+ 1) = Ax̂(𝑡) + f (x̂(𝑡)) + Bu(𝑡) + H (y(𝑡) −Cx̂(𝑡)) .

Под одређеним условима, поjачање H се може изабрати тако да резидуал

r , y −Cx̂

има захтевана дирекциона своjства [1]. Поново jе основни недостатак у рестрик-
тивности класе разматраних модела.

Из наведеног jе jасно да се доступне методе баве само поjединим класама
нелинеарних система. Ово илуструjемо jош неким примерима из литературе.
Бокор и Сабо [19] даjу преглед већег броjа метода заснованих на диференциjал-
ноj геометриjи, али наводе да jе њихова практична употребљивост ограничена
услед теориjске и рачунске сложености. Отуда се они превасходно концентришу
на инкрементално линеарне, билинеарне и линеарне нестационарне системе. У
[60, 32, 45] jе разматрана класа система нелинеарних по стањима, али не и по
управљањима, у облику

ẋ = f(x) + B(x)u + Kf .

При томе, само jе у [45] разматрана могућност отказа сензора, али се ту захтева
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да jедначина мерења буде линеарна. Ибрир [66] разматра следећу групу система
троугаоног облика са кашњењем:

�̇�1(𝑡) = 𝑥2(𝑡) + 𝑓1 (𝑥1(𝑡), 𝑥1(𝑡− 𝜏), 𝑢(𝑡)) ,

�̇�2(𝑡) = 𝑥3(𝑡) + 𝑓2 (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), 𝑥1(𝑡− 𝜏), 𝑥2(𝑡− 𝜏), 𝑢(𝑡)) ,

...

�̇�𝑛(𝑡) = 𝑓𝑛 (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡), 𝑥1(𝑡− 𝜏), . . . , 𝑥𝑛(𝑡− 𝜏), 𝑢(𝑡)) ,

𝑦(𝑡) = 𝑥1(𝑡).

У [171] jе дозвољен нешто општиjи облик система, сачињен од низа међусобно
повезаних подсистема. Међутим, разматраjу се само откази у jедначини ме-
рења. Насупрот томе, Жанг и др. [174, 173] полазе од модела веома општег
облика са укљученим отказима у jедначини стања, али подразумеваjу да су
тачне вредности стања директно мерљиве. У [140] се разматраjу системи типа

ẋ = Ax + Bu + g(x,u, 𝑡) + Ed + Kf ,

y = Cx.

Иако jедначина стања покрива релативно широку класа система, претпоста-
вљена jе линеарност jедначине мерења и исправност сензора. Осим тога, при-
ступ jе применљив само уколико се функциjа g(x,u, 𝑡) може декомпоновати
на суму два члана, од коjих jедан мора да задовољи извесне услове у погледу
непрекидности.

Намеће се закључак да доступна решења заснована на нелинеарним опсер-
верима нису у стању да реше проблем дио у системима општег облика, већ
само у мање или више рестриктивним партикуларним случаjевима. Осим тога,
она су веома сложена, како теориjски тако и са становишта имплементациjе,
што додатно ограничава њихову практичну употребљивост.

2.9 Методе за евалуациjу резидуала

До сада описане технике имаjу за циљ генерисање резидуала. У наjjедно-
ставниjем случаjу, дио се своди на поређење ових резидуала са константним
праговима. Међутим, у присуству шума, непознатих поремећаjа и непрецизно-
сти модела, ови прагови мораjу бити изабрани конзервативно како би се избегли
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Табела 2.1: Могући исходи тестирања хипотеза.
Вероватноћа Исход

𝑃la , Pr(ℋ1 |ℋ0) лажни аларм (погрешно одбачено ℋ0; грешка
прве врсте)

𝑃d , Pr(ℋ1 |ℋ1) исправна детекциjа (правилно усвоjено ℋ1)
𝑃pd , Pr(ℋ0 |ℋ1) = 1 − 𝑃d пропуштена детекциjа (погрешно задржано ℋ1;

грешка друге врсте)
Pr(ℋ0 |ℋ0) = 1 − 𝑃la правилно усвоjено ℋ0

лажни аларми. Наравно, овиме се умањуjе вероватноћа детекциjе и повећава
кашњење.

Оптималан компромис између супростављених захтева за прецизношћу и
брзином детекциjе постиже се употребом статистичких метода за евалуациjу
резидуала. Оне подразумеваjу постоjање пробабилистичког модела у одсуству
и присуству отказа. На пример, вектор резидуала r(𝑡) се може представити
случаjним процесом чиjа средња вредност одступа од нула-вектора у случаjу
отказа. Детекциjа се своди на тестирање нулте хипотезе ℋ0 : µr = 0 наспрам
алтернативе ℋ1 : µr ̸= 0, на основу доступних одбирака резидуала r(1), . . . , r(𝑡),
где µr = E(r(𝑡)) означава математичко очекивање, односно средњу вредност.
Могући исходи теста дати су табелом 2.1.

Наjопштиjи статистички модел подразумева познавање заjедничких функ-
циjа густине вероватноће (фгв) одбирака резидуала при свакоj од хипотеза
𝑝(r(1 : 𝑡) |ℋ𝑖), 𝑖 = 0, 1, где r(1 : 𝑡) означава секвенцу r(1), . . . , r(𝑡). Оваj про-
блем назива се бинарним тестирањем хипотеза, с обзиром да имамо само две
могуће одлуке. За задату вероватноћу лажног аларма 𝑃la = 𝛼, тест коjи макси-
мизира вероватноћу детекциjе 𝑃d дат jе Ноjман-Пирсоновом теоремом (нпт).
Она каже да треба одбацити ℋ0 у корист ℋ1 ако jе [109]

𝐿(r(1 : 𝑡)) ,
𝑝(r(1 : 𝑡) |ℋ1)

𝑝(r(1 : 𝑡) |ℋ0)
> ℎ,

где се праг ℎ одређуjе из

𝑃la =

∫︁
𝐿(r(1 : 𝑡))>ℎ

𝑝(r(1 : 𝑡) |ℋ0) dr(1 : 𝑡) = 𝛼.

Величина 𝐿(r(1 : 𝑡)) назива се количником веродостоjности (кв, енгл. likelihood
ratio), и представља jедну од основних статистика у тестирању хипотеза.

Избор вероватноће лажног аларма при примени нпт-е jе ствар компромиса
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између грешака различитог типа, jер се смањењем вероватноће лажног аларма
истовремено повећава вероватноћа пропуштене детекциjе. У пракси се типично
узимаjу у разматрање и релативне тежине погрешних одлука. На пример, уко-
лико су последице лажног аларма много опасниjе него за пропуштену детекциjу,
онда се за 𝑃la усваjа веома мала вредност.

Када су познате априорне вероватноће Pr(ℋ0) и Pr(ℋ1), онда jе могуће при-
менити Беjзовски (енгл. Bayesian) приступ. Укупна вероватноће грешке у овом
случаjу дата jе са

Pr(усвоjено ℋ0, тачно ℋ1) + Pr(усвоjено ℋ1, тачно ℋ0)

= Pr(ℋ0 |ℋ1) Pr(ℋ1) + Pr(ℋ1 |ℋ0) Pr(ℋ0).

Испоставља се да jе вероватноћа грешке минимална када се примени правило
[81, стр. 77]

𝑝(r(1 : 𝑡) |ℋ1)

𝑝(r(1 : 𝑡) |ℋ0)

ℋ1

≷
ℋ0

Pr(ℋ0)

Pr(ℋ1)
= ℎ,

коjе каже да ℋ1 треба одабрати када jе кв већи од ℎ, а да у супротном треба
усвоjити ℋ0. Овде се подразумева да су цене погрешних одлука jеднаке. Уко-
лико ово ниjе случаj, праг одлуке може се кориговати тако да се узму у обзир
цене лажног аларма 𝑐la и пропуштене детекциjе 𝑐pd, чиме се долази до Беjзов-
ског правила минималне цене [81, стр. 80]:

𝑝(r(1 : 𝑡) |ℋ1)

𝑝(r(1 : 𝑡) |ℋ0)

ℋ1

≷
ℋ0

𝑐la Pr(ℋ0)

𝑐pd Pr(ℋ1)
= ℎ.

Лако се може показати да укупна цена, коjа се назива Беjзовским ризиком,
зависи од стварне вредности априорних вероватноћа хипотеза. Уколико оне
нису унапред познате, може се применити тзв. минимакс тест, где се праг
проjектуjе према оним вредностима Pr(ℋ0) и Pr(ℋ1) = 1 − Pr(ℋ0) коjе резул-
туjу наjвишом оптималном ценом [142, стр. 33]. Предност овог приступа jе у
робусности, jер се испоставља да овде ризик не зависи од стварних априорних
вероватноћа, па jе перформанса непромењена и уколико се њихове вредности
разликуjу од оних за коjе jе тест проjектован.

Беjзовска правила одлучивања лако се могу уопштити за случаj вишестру-
ких алтернативних хипотеза ℋ1, . . . , ℋ𝑀 , 𝑀 ≥ 2. У контексту дио оне одго-
вараjу различитим типовима отказа. Минимална вероватноћа грешке постиже
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се избором хипотезе са индексом [81, стр. 82]

𝑑 = arg max
𝑖∈{0,...,𝑀}

𝑝(r(1 : 𝑡) |ℋ𝑖) Pr(ℋ𝑖).

Овиме се заправо максимизира апостериорна вероватноћа хипотеза за дате
вредности резидуала, jер jе

𝑝(r(1 : 𝑡) |ℋ𝑖) Pr(ℋ𝑖) ∝ 𝑝(ℋ𝑖 | r(1 : 𝑡)).

Уколико су априорне вероватноће за све хипотезе jеднаке, добиjа се тзв.𝑀 -арни
тест максималне веродостоjности (мв, енгл. maximum likelihood) [81, стр. 82],
коjи бира хипотезу са индексом

𝑑 = arg max
𝑖∈{0,...,𝑀}

𝑝(r(1 : 𝑡) |ℋ𝑖).

Коначно, за минималну цену треба усвоjити [81, стр. 82]

𝑑 = arg min
𝑖∈{0,...,𝑀}

𝑐𝑖(r(1 : 𝑡)).

Овде 𝑐𝑖(r(1 : 𝑡)) представља укупну цену усваjања хипотезе ℋ𝑖, дату са

𝑐𝑖(r(1 : 𝑡)) ,
𝑀∑︁
𝑗=0

𝑐𝑖𝑗 Pr(ℋ𝑗 | r(1 : 𝑡)),

где jе 𝑐𝑖𝑗 цена усваjања ℋ𝑖 када jе тачно ℋ𝑗.
Сви до сада поменути тестови намењени су тестирању простих хипотеза.

Њих одликуjу статистички модели у коjима параметри узимаjу тачно одређене
предефинисане вредности, у зависности од истините хипотезе. Ово jе, рецимо,
случаj ако су средње вредности и ковариjационе матрице вектора резидуала
тачно познате при сваком типу отказа. Jасно jе да овакав модел ниjе сасвим
реалан, jер статистике резидуала у општем случаjу зависе не само од типа, него
и од амплитуде отказа, а оне наjчешће нису унапред познате. Хипотезе коjе од-
ликуjу расподеле са непотпуно дефинисаним параметрима називамо сложеним.

Стандардан приступ тестирању сложених хипотеза jе генерализовани тест
количника веродостоjности (гткв, енгл. generalized likelihood ratio test). Прет-
поставимо да jе фгв резидуала дата са 𝑝(r(1 : 𝑡) |θ0,ℋ0) у одсуству отказа, и
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са 𝑝(r(1 : 𝑡) |θ1,ℋ1) када отказ постоjи, где су θ0 и θ1 вектори непознатих па-
раметара. У гткв, они се замењуjу респективним естимациjама максималне
веродостоjности (емв, енгл. maximum likelihood estimate), одакле следи пра-
вило [81, стр. 187]

maxθ1 𝑝(r(1 : 𝑡) |θ1,ℋ1)

maxθ0 𝑝(r(1 : 𝑡) |θ0,ℋ0)
=
𝑝(r(1 : 𝑡) | θ̂1,ℋ1)

𝑝(r(1 : 𝑡) | θ̂0,ℋ0)

ℋ1

≷
ℋ0

ℎ.

Уколико су доступне додатне информациjе у виду априорних фгв непознатих
параметара, може се применити Беjзовски приступ коjи резултуjе следећим пра-
вилом [81, стр. 187]:∫︀

θ1
𝑝(r(1 : 𝑡) |θ1,ℋ1)𝑝(θ1) dθ1∫︀

θ0
𝑝(r(1 : 𝑡) |θ0,ℋ0)𝑝(θ0) dθ0

=
𝑝(r(1 : 𝑡) |ℋ1)

𝑝(r(1 : 𝑡) |ℋ0)

ℋ1

≷
ℋ0

ℎ.

Оба приступа се лако могу прилагодити вишеструким хипотезама.
У реалним применама одбирци резидуала r(1 : 𝑡) не постаjу доступни од-

jедном, већ се прикупљаjу секвенциjално у времену. Описане методе се могу
применити тако што се усвоjи неки прозор одређене дужине 𝑁 , па се повремено
врши тестирање на основу наjсвежиjег узорка r(𝑡), r(𝑡 − 1), . . . , r(𝑡 − 𝑁 + 1).
Процедура се понавља са новим скуповима одбирака све док се не усвоjи нека
од алтернативних хипотеза2. Овакав приступ назива се тестирањем на основу
узорка фиксне величине (уфв, енгл. fixed size sample). Његови недостаци про-
излазе из потешкоћа са избором дужине прозора. Уколико jе она сувише мала,
вероватноће погрешних одлука су неприхватљиво велике. Са друге стране, ду-
гачак прозор доводи до кашњења детекциjе.

Алтернативни приступ заснива се на обради опсервациjа секвенциjално у
времену, оним редоследом коjим постаjу доступне. Кључна претпоставка коjа
се овде усваjа jесте независност опсервациjа. Она омогућава да се логаритам

2Jедна од наjстариjих процедура из области контроле квалитета, тзв. Шухартов кон-
тролни диjаграм (енгл. Shewhart control chart), користи управо овакав приступ за детекциjу
промене средње вредности нормалне расподеле [130], [13, стр. 28].
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количника веродостоjности (лкв) сведе на

𝑙(r(1 : 𝑡)) , ln𝐿(r(1 : 𝑡))

= ln
𝑡∏︁

𝜏=1

𝑝(r(𝜏) |ℋ1)

𝑝(r(𝜏) |ℋ0)

=
𝑡∑︁

𝜏=1

ln
𝑝(r(𝜏) |ℋ1)

𝑝(r(𝜏) |ℋ0)
.

и да се прорачунава рекурзивно:

𝑙(r(1 : (𝑡+ 1))) = 𝑙(r(1 : 𝑡)) + ln
𝑝(r(𝑡+ 1) |ℋ1)

𝑝(r(𝑡+ 1) |ℋ0)
. (2.22)

У наставку даjемо преглед наjчешће коришћених секвенциjалних метода за те-
стирање хипотеза. Ради прегледности, уводимо следећу нотациjу:

𝐿(𝑡) , 𝐿(r(1 : 𝑡)),

𝑙(𝑡) , 𝑙(r(1 : 𝑡)),

𝑠(𝑡) , ln
𝑝(r(𝑡) |ℋ1)

𝑝(r(𝑡) |ℋ0)
,

𝑆(𝜏 : 𝑡) ,
𝑡∑︁

𝑘=𝜏

𝑠(𝑘)

Валдов секвенциjални тест количника веродостоjности (сткв, енгл. se-
quential probability ratio test) заснива се на чињеници да jе знак средње вред-
ности лкв одређен тачном хипотезом [13, стр. 25]:

Eℋ0(𝑠(𝑡)) ,
∫︁

ln

(︂
𝑝(r(𝑡) |ℋ1)

𝑝(r(𝑡) |ℋ0)

)︂
𝑝(r(𝑡) |ℋ0) dr(𝑡) < 0,

Eℋ1(𝑠(𝑡)) ,
∫︁

ln

(︂
𝑝(r(𝑡) |ℋ1)

𝑝(r(𝑡) |ℋ0)

)︂
𝑝(r(𝑡) |ℋ1) dr(𝑡) > 0.

(2.23)

Ово значи да су просечне вредности прираштаjа лкв 𝑠(𝑡) позитивне у случаjу
присуства отказа, а негативне у противном. За неке унапред одређене границе
ℎ1 > 0 и ℎ0 < 0, сткв у сваком тренутку 𝑡 рекурзивно рачуна лкв према
формули

𝑙(𝑡) = 𝑙(𝑡− 1) + 𝑠(𝑡),

након чега доноси jедну од три одлуке:
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1. за ℎ0 < 𝑙(𝑡) < ℎ1 наставити са тестирањем,

2. за 𝑙(𝑡) > ℎ1 усвоjити ℋ1,

3. за 𝑙(𝑡) < ℎ0 усвоjити ℋ0.

Валд jе показао да сткв захтева минималан броj опсервациjа при задатим ве-
роватноћама грешака прве и друге врсте [154]. Упркос томе, ова процедура ниjе
погодна за примену у дио, jер подразумева да jе jедна иста хипотеза активна
од почетка до краjа тестирања. Узмимо за пример следећи сценарио. Систем
jе инициjално исправан и лкв има тенденциjу опадања. Пре него што достигне
доњу границу долази до поjаве отказа, па лкв почиње да расте. Међутим, време
коjе jе потребно да се достигне горња граница значаjно jе продужено акумули-
раном негативном вредношћу статистике теста. Оваj недостатак превазилази
се модификациjама сткв коjе описуjемо у наставку.

Пеjџ [112] jе предложио вариjанту сткв са следећим изменама у односу на
оригиналну методу:

1. доња граница jеднака jе нули,

2. тест се зауставља само ако се превазиђе горња граница.

Овиме се долази до теста чиjа се статистика рачуна као

𝑔(𝑡) = max{0, 𝑔(𝑡− 1) + 𝑠(𝑡)}, (2.24)

и коjи се понавља док све не добиjе 𝑔(𝑡) > ℎ, након чега се одбацуjе ℋ0 у корист
ℋ1. Пеjџова процедура jе у литератури позната под називом кусум, jер се ста-
тистика (2.24) рачуна на основу кумулативне суме лкв (енгл. cumulative sum,
cusum). Лорден jе доказао асимптотску минимакс оптималност кусум теста
– он минимизира кашњење детекциjе при наjнеповољниjем тренутку настанка
отказа и предисториjи опсервациjа, када средње време до лажног аларма тежи
бесконачности [94]. Касниjе jе Мустакидес показао да jе кусум и неасимп-
тотски оптималан у одређеноj класи тестова [107]. Ове особине чине кусум

jедном од наjпопуларниjих и наjчешће коришћених процедура за секвенциjално
тестирање.

Ширjаев-Робертс процедура (шрп) [119] одбацуjе ℋ0 у корист ℋ1 када ста-
тистика

𝑔(𝑡) =
𝑡∑︁

𝜏=1

𝑝(r(1), . . . , r(𝑡) | 𝑡0 = 𝜏)

𝑝(r(1), . . . , r(𝑡) | 𝑡0 = ∞)
(2.25)
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превазиђе неки праг ℎ. Овде 𝑡0 представља тренутак промене расподеле, па
су 𝑝(r(1 : 𝑡) | 𝑡0 = 𝜏) и 𝑝(r(1 : 𝑡) | 𝑡0 = ∞), редом, фгв-е под претпоставком да
отказ настаjе у тренутку 𝜏 , односно да до њега ниjе ни дошло. За независне
опсервациjе имамо да jе

𝑝(r(1), . . . , r(𝑡) | 𝑡0 = 𝜏) =
𝜏−1∏︁
𝑘=1

𝑝(r(𝑘) |ℋ0)
𝑡∏︁

𝑘=𝜏

𝑝(r(𝑘) |ℋ1),

𝑝(r(1), . . . , r(𝑡) | 𝑡0 = ∞) =
𝑡∏︁

𝑘=1

𝑝(r(𝑘) |ℋ0).

Тада се статистика теста своди на

𝑔(𝑡) =
𝑡∑︁

𝜏=1

𝑡∏︁
𝑘=𝜏

𝑝(r(𝑘) |ℋ1)

𝑝(r(𝑘) |ℋ0)
,

што се у рекурзивноj форми може исказати као

𝑔(𝑡) = (1 + 𝑔(𝑡− 1))
𝑝(𝑟(𝑡) |ℋ1)

𝑝(𝑟(𝑡) |ℋ0)
, 𝑔(0) , 0. (2.26)

Може се показати да шрп следи из Беjзовског приступа у коjем се непозна-
том тренутку настанка отказа 𝑡0 приписуjе геометриjска априорна расподела

Pr(𝑡0 = 𝜏) = (1 − 𝜆)𝜏−1𝜆,

где jе 𝜆 ∈ (0, 1) вероватноћа поjаве отказа у тренутку 𝑡 = 1. Оваj приступ
су први применили Гиршик и Рубин [54]. Ширjаев [131] jе посматрао класу
тестова коjима jе средње време до поjаве лажног аларма ограничено са доње
стране, и показао да се минимално очекивано кашњење од тренутка настанка
отказа 𝑡0 до његове детекциjе у 𝑡 = 𝑡alr добиjа када параметар 𝜆 тежи нули. На
таj начин све вредности за 𝑡0 постаjу подjеднако вероватне, па се усредњавањем
фгв при ℋ1 по свим могућим тренуцима поjаве отказа добиjа

𝑡∑︁
𝜏=1

𝑝(r(1), . . . , r(𝑡) | 𝑡0 = 𝜏) Pr(𝑡0 = 𝜏) ∝
𝑡∑︁

𝜏=1

𝑝(r(1), . . . , r(𝑡) | 𝑡0 = 𝜏),

одакле следи статистика (2.25). Робертс [121] jе нешто касниjе независно дошао
до сличних закључака као Ширjаев, и кроз симулациjе показао да резултуjућа
процедура има добре перформансе.
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Интересантно jе упоредити начин на коjи се рачунаjу статистике кусум

теста и шрп-е. За први се може показати [94, 13] да jе (2.24) еквивалентно са

𝑔csm(𝑡) = max
𝜏≤𝑡

𝑡∑︁
𝑘=𝜏

ln
𝑝(r(𝑘) |ℋ1)

𝑝(r(𝑘) |ℋ0)

= max
𝜏≤𝑡

𝑡∑︁
𝑘=𝜏

𝑠(𝑘),

док jе у шпр-и

𝑔srp(𝑡) =
𝑡∑︁

𝜏=1

𝑡∏︁
𝑘=𝜏

𝑝(r(𝑘) |ℋ1)

𝑝(r(𝑘) |ℋ0)
,

=
𝑡∑︁

𝜏=1

𝑡∏︁
𝑘=𝜏

𝑒𝑠(𝑘)

=
𝑡∑︁

𝜏=1

exp

(︃
𝑡∑︁

𝑘=𝜏

𝑠(𝑘)

)︃
.

Захваљуjући раниjоj публикациjи, кусум тест данас jе у већоj употреби од
шрп-е. Обе методе су оптималне у смислу минимизациjе кашњења детекциjе
(додуше, под различитим претпоставкама). Битна предност шрп-е jе у рела-
тивном jедноставном избору параметара теста – испоставља се да праг ℎ исто-
времено представља и (конзервативну) доњу границу за средњи броj одбирака
до поjаве лажног аларма [119].

Тартаковски jе предложио проширења кусум теста и шрп-е за случаj ви-
шеструких хипотеза [139]. Основна идеjа jе да се поређење одговараjућих фгв

врши по принципу “свака са сваком”. Нека ℋ𝑖,𝜏 означава промену са ℋ0 на ℋ𝑖,
𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑁} у тренутку 𝜏 . Заjедничка расподела независних опсервациjа у
оваквом случаjу дата jе са

𝑡0−1∏︁
𝜏=1

𝑝(r(𝜏) |ℋ0)
𝑡∏︁

𝜏=𝑡0

𝑝(r(𝜏) |ℋ𝑖).

лкв за тестирање између ℋ𝑖,𝜏 и ℋ0 дат jе са

𝑆𝑖0(𝜏 : 𝑡) ,
𝑡∑︁

𝑘=𝜏

ln
𝑝(r(𝑘) |ℋ𝑖)

𝑝(r(𝑘) |ℋ0)
,
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док се за међусобно поређење алтернативних хипотеза ℋ𝑖,𝜏 и ℋ𝑗,𝜏 користи

𝑆𝑖𝑗(𝜏 : 𝑡) ,
𝑡∑︁

𝑘=𝜏

ln
𝑝(r(𝑘) |ℋ𝑖)

𝑝(r(𝑘) |ℋ𝑗)

= 𝑆𝑖(𝜏 : 𝑡) − 𝑆𝑗(𝜏 : 𝑡), 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁}.

кусум тест вишеструких хипотеза у тренутку 𝑡 за свако 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑁}
рачуна скуп статистика максимизациjом лкв по непознатом времену настанка
отказа

𝑔csm
𝑖𝑗 (𝑡) = max

1≤𝜏≤𝑡
𝑆𝑖𝑗(𝜏 : 𝑡), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁},

и пореди их са праговима ℎcsm
𝑗 , 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 . Тест се зауставља и усваjа ℋ𝑖

први пут када су за неко 𝑖 све статистике веће од одговараjућих прагова, тj. у
тренутку

𝑡csmalr = min
1≤𝑖≤𝑁

inf

⎧⎨⎩𝑡 ≥ 1 : min
0≤𝑗≤𝑁
𝑗 ̸=𝑖

(𝑔csm
𝑖𝑗 (𝑡) − ℎcsm

𝑗 ) ≥ 0

⎫⎬⎭ .

шпр за вишеструке хипотезе у сваком тренутку 𝑡 рачуна скуп статистика

𝑔srp
𝑖𝑗 (𝑡) =

𝑡∑︁
𝜏=1

exp (𝑆𝑖𝑗(𝜏 : 𝑡)) , 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁}, 𝑖 ̸= 𝑗.

Као и код кусум-а, тест се зауставља у тренутку

𝑡srp
alr = min

1≤𝑖≤𝑁
inf

⎧⎨⎩𝑡 ≥ 1 : min
0≤𝑗≤𝑁
𝑗 ̸=𝑖

(𝑔srp
𝑖𝑗 (𝑡) − ℎsrp

𝑗 ) ≥ 0

⎫⎬⎭ .

Обе процедуре поседуjу извесна оптимална своjства у асимптотском смислу,
када време траjања теста до лажног аларма тежи бесконачности а вероватноће
погрешних одлука теже нули [139].

На краjу ове главе, даjемо и основну идеjу иза такозваног локалног асимп-
тотског приступа [18, 65, 13]. У општем случаjу, фгв опсервациjа пре и после
настанка отказа могу се произвољно разликовати. Међутим, у пракси jе наj-
чешће сасвим адекватан и нешто jедноставниjи модел, коjи претпоставља да
обе расподеле припадаjу истоj фамилиjи и да се разликуjу jедино по вредности
неког параметра 𝜃. Нека 𝑝(r | 𝜃0) и 𝑝(r | 𝜃1) означаваjу фгв пре и после отказа,
респективно. У случаjевима када jе |𝜃1−𝜃0| велико, разумно jе очекивати да ће
сваки тест дати задовољаваjуће резултате. Са друге стране, отказе jе пожељно
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детектовати и пре него што њихови симптоми постану очигледни. Отуда су
од интереса управо ситуациjе када су промене параметра мале. У том случаjу,
Теjлоровим развоjем првог реда добиjамо

𝑠(𝑡) = ln
𝑝(r(𝑡) | 𝜃1)
𝑝(r(𝑡) | 𝜃0)

≈ (𝜃1 − 𝜃0)

(︂
𝜕 ln 𝑝(r(𝑡) | 𝜃)

𝜕𝜃

)︂⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜃1

Дакле, уместо лкв, кључна величина постаjе извод логаритма фгв, у лите-
ратури позната под називом информанта (енгл. efficient score, informant) [24].
Испоставља се да jе његова расподела асимптотски нормална када броj опсер-
вациjа тежи бесконачности, и да отказ утиче jедино на промену његовог мате-
матичког очекивања. Исти закључак важи и када се расподеле опсервациjа пре
и после отказа разликуjу не само у jедном, већ у скупу параметара датих векто-
ром θ [13, стр. 113, 126]. Ово значи да се било коjи параметарски тест хипотеза
може свести на детекциjу промене средње вредности нормалне расподеле.
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Глава 3

Нелинеарни естиматори стања

и њихова примена у дио

У реалним ситуациjама надзирани систем често ниjе могуће сасвим преци-
зно моделовати. Осим тога, од великог броjа поремећаjа коjи утичу на процес,
само мали броj се може експлицитно узети у обзир, док се преостали типично
представљаjу случаjним процесима. Систем jе тада описан стохастичким мо-
делом. Основни алати за естимациjу стања и параметара у овом случаjу више
нису опсервери, већ Калманов филтар, његове модификациjе и честични фил-
три. Ове методе и њихове примене у дио биће тема ове главе.

Као што jе већ показано, наjвише отворених питања и нерешених проблема
везано jе за дио у нелинеарним системима. Отуда су управо они централна
тема остатка тезе. Иако jе у свом основном облику применљив искључиво на
линеарне системе, Калманов филтар ће такође бити разматран овоj глави, у
циљу целовитости излагања.

3.1 Марковљев модел случаjног процеса

У присуству jаких стохастичких поремећаjа и несигурности модела, стање
x(𝑡) се може моделовати случаjним процесом. Његова временска зависност се
типично представља Марковљевим моделом, у коjем будуће стање експлицитно
зависи искључиво од тренутне, али не и од претходних вредности. У зависности
од конкретног случаjа, модел процеса може бити линеаран или нелинеаран.

Линеаран Гаус-Марковљев процес дат jе са [80, стр. 430], [3, стр. 12]

x(𝑡+ 1) = Ax(𝑡) + Bu(𝑡) + w(𝑡). (3.1)
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Овде се матрицом A специфицира корелисаност међу суседним вредностима
стања, а w jе стохастички бео процес дате ковариjационе матрице Σww коjим
се представљаjу непознати поремећаjи и грешке модела. Као и раниjе, u(𝑡) jе
позната детерминистичка побуда. Доступна мерења y(𝑡) дата су са

y(𝑡) = Cx(𝑡) + v(𝑡), (3.2)

где jе v бео шум са ковариjационом матрицом Σvv. Почетно стање x(0) мо-
делуjе се случаjном променљивом познатог очекивања x0 и ковариjационе ма-
трице Σxx(0). Уколико су x(0), w(𝑡) и v(𝑡) здружено нормално расподељени,
онда исто важи и за вектор стања x(𝑡), а модел (3.1)–(3.2) називамо Гаус-
Марковљевим. Типично се jош усваjа и да су x(0), w(𝑡) и v(𝑡) међусобно не-
зависни и да су све сопствене вредности матрице A унутар jединичног круга,
мада ове претпоставке нису неопходне у свим извођењима коjа следе.

Нелинеаран Марковљев процес дат jе са [80, стр. 450], [3, стр. 194]

x(𝑡+ 1) = f(x(𝑡),u(𝑡),w(𝑡)), (3.3)

y(𝑡) = h(x(𝑡),u(𝑡),v(𝑡)), (3.4)

где су значења променљивих иста као и раниjе, а f и h су нелинеарне векторске
функциjе. Поново усваjамо да су x(0), w(𝑡) и v(𝑡) независни и да су њихове
расподеле познате.

Нестационани процеси такође се могу описати наведеним моделима, с тим
што матрице A(𝑡), B(𝑡) и C(𝑡) у (3.1)–(3.2), односно функциjе f и h у 3.3–3.4,
треба експлицитно да зависе и од времена 𝑡. Осим тога, ковариjационе матрице
Σww(𝑡) и Σvv(𝑡) не мораjу бити константне.

3.2 Калманов филтар

Калманов, односно Калман-Бjусиjев филтар [79, 78] полази од модела (3.1)–
(3.2) и генерише естимациjу стања x(𝑡) кроз кораке дате алгоритмом 3.1. Ознаке
x̂(𝑡|𝑡− 1) и ŷ(𝑡|𝑡− 1) односе се на предикциjе стања и излаза у тренутку 𝑡, сра-
чунате на основу података доступних закључно са 𝑡 − 1, док jе x̂(𝑡|𝑡) коначна
естимациjа у тренутку 𝑡, добиjена након што jе узета опсервациjа y(𝑡). Одго-
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вараjуће ковариjационе матрице дефинисане су са

Σ̂xx(𝑡|𝑡− 1) , E
(︀
(x(𝑡) − x̂(𝑡|𝑡− 1))(x(𝑡) − x̂(𝑡|𝑡− 1))T

)︀
,

Σ̂xy(𝑡|𝑡− 1) , E
(︀
(x(𝑡) − x̂(𝑡|𝑡− 1))(y(𝑡) − ŷ(𝑡|𝑡− 1))T

)︀
Σ̂yy(𝑡|𝑡− 1) , E

(︀
(y(𝑡) − ŷ(𝑡|𝑡− 1))(y(𝑡) − ŷ(𝑡|𝑡− 1))T

)︀
,

Σ̂xx(𝑡|𝑡) , E
(︀
(x(𝑡) − x̂(𝑡|𝑡))(x(𝑡) − x̂(𝑡|𝑡))T

)︀
,

a K означава тзв. Калманово поjачање.

Алгоритам 3.1 Калманов филтар.

0. Инициjализациjа (у 𝑡 = 0):

x̂(0|0) = x0, (3.5)

Σ̂xx(0|0) = Σxx(0). (3.6)

1. Предикциjа (за 𝑡 ≥ 1):

x̂(𝑡|𝑡− 1) = Ax̂(𝑡− 1|𝑡− 1) + Bu(𝑡− 1), (3.7)
ŷ(𝑡|𝑡− 1) = Cx̂(𝑡|𝑡− 1), (3.8)

Σ̂xx(𝑡|𝑡− 1) = AΣ̂xx(𝑡− 1|𝑡− 1)AT + Σww, (3.9)

Σ̂yy(𝑡|𝑡− 1) = CΣ̂xx(𝑡|𝑡− 1)CT + Σvv, (3.10)

Σ̂xy(𝑡|𝑡− 1) = Σ̂xx(𝑡|𝑡− 1)CT. (3.11)

2. Корекциjа:

K(𝑡) = Σ̂xy(𝑡|𝑡− 1)Σ̂
−1

yy(𝑡|𝑡− 1) (3.12)
x̂(𝑡|𝑡) = x̂(𝑡|𝑡− 1) + K(𝑡) (y(𝑡) − ŷ(𝑡|𝑡− 1)) (3.13)

Σ̂xx(𝑡|𝑡) = (I−K(𝑡)C)Σ̂xx(𝑡|𝑡− 1). (3.14)

Уколико jе претпоставка о нормалноj заjедничкоj расподели шумова и по-
четног стања испуњена, кф je оптималан естиматор у смислу наjмање средње-
квадратне грешке. У противном, оптималност важи само у ужоj класи ли-
неарних естиматора. Осим тога, он има jош низ корисних особина, од коjих
наводимо само две [80, стр. 438–442], [3, стр. 90–127]:

∙ применљив jе на нестационарне моделе у истом облику, с тим што су ма-
трице A(𝑡), B(𝑡), C(𝑡), Σww(𝑡) и Σvv(𝑡) временски-зависне;

∙ генерише меру сопствене перформансе, кроз ковариjациону матрицу Σ̂xx;
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при томе, она се може израчунати унапред, пре него што почну да при-
стижу мерења y(𝑡), уколико су априорно познате вредности матрица коjе
описуjу модел и шумове.

У теориjи естимациjе jе добро позната следећа чињеница: процена â вред-
ности неке случаjне променљиве a на основу доступних података b коjа даjе
наjмању Беjзовску средње-квадратну грешку jесте условно очекивање E(a |b)

[80, стр. 315]. Ово се лако може показати. Нека jе 𝑝(a,b) заjедничка фгв за
векторе a и b. Беjзовска средње-квадратна грешка естимациjе (енгл. Bayesian
mean square error) jе

mse(â) =

∫︁
a

∫︁
b

(a− â)2𝑝(a,b) da db

=

∫︁
b

(︂∫︁
a

(a− â)2𝑝(a |b) da

)︂
𝑝(b) db,

где су 𝑝(a |b) и 𝑝(b) условна, односно маргинална фгв. Како jе 𝑝(b) ≥ 0,
∀b, уместо mse(â) можемо као критериjум 𝐽(â) усвоjити интеграл у загради у
последњем изразу са десне стране jеднакости. Његов извод по процени â je

𝜕𝐽(â)

𝜕â
=

𝜕

𝜕â

∫︁
a

(a− â)2𝑝(a |b) da

= 2â

∫︁
a

𝑝(a |b) da− 2

∫︁
a

a 𝑝(a |b) da

= 2 (â− E(a |b)) ,

па се изjедначавањем са нулом добиjа â = E(a |b). Уколико су a и b заjед-
нички нормално расподељени, условна расподела 𝑝(a |b) jе такође Гаусова, са
следећим очекивањем и ковариjационом матрицом [80, стр. 324]:

E(a |b) = E(a) + ΣabΣ
−1
bb(b− E(b)), (3.15)

Σa|b = Σaa −ΣabΣ
−1
bbΣba, (3.16)

где су E(a) и E(b) априорна (безусловна) очекивања за a и b, Σaa и Σbb су
њихове ковариjационе, а Σab = ΣT

ba крос-ковариjациона матрица.
У контексту кф-а, a има значење стања x(𝑡) коjе треба естимирати, а b се
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тумачи као мерење y(𝑡). Лако се показуjе да увођењем смена

E(a) = x̂(𝑡|𝑡− 1), (3.17)

E(b) = ŷ(𝑡|𝑡− 1), (3.18)

E(a |b) = x̂(𝑡|𝑡), (3.19)

Σaa = Σ̂xx(𝑡|𝑡− 1), (3.20)

Σbb = Σ̂yy(𝑡|𝑡− 1), (3.21)

Σab = Σ̂xy(𝑡|𝑡− 1). (3.22)

у (3.15)–(3.16) директно следе jедначине кф-а (3.5)–(3.14).
кф jе природна замена за класичан Луенбергеров опсервер у случаjу jаких

шумова и несигурности модела. При томе, у многим од класичних метода из
главе 2, оваква замена не захтева никаква или минимална прилагођења. Типи-
чан пример су шеме са наменским опсерверима из поглавља 2.6.

Мехра и Пешон [101] су предложили шему сачињену од jедног кф-а напа-
jаног свим мерењима. Његове иновациjе током исправног рада чине бео про-
цес нулте средње вредности и познате ковариjационе матрице. Ова своjства
се мењаjу са поjавом отказа. Утицаj сваког од њих моделуjе се одговараjућим
статистичким моделом резидуала, а дио се остваруjе кроз тестирање хипотеза.
Ово jе jедан од наjраниjих примера примене кф-а за дио.

кф jе примењив искључиво на линеарне моделе сигнала. У наставку разма-
трамо његове модификациjе коjима се превазилази ово ограничење – проширени
и unscented Калманов филтар.

3.3 Проширени Калманов филтар

Проширени Калманов филтар заснива се на линеаризациjи модела у око-
лини тренутне естимациjе, односно предикциjе. Претпоставимо да jе сигнал
описан нелинеарним моделом (3.3)–(3.4), и да су функциjе f и h диференциjа-
билне по првом (векторском) аргументу. Нека jе

A(𝑡− 1) ,
𝜕f(x,u,w)

𝜕x

⃒⃒⃒⃒
(x̂(𝑡−1|𝑡−1),u(𝑡−1),0)

C(𝑡) ,
𝜕h(x,u,v)

𝜕x

⃒⃒⃒⃒
(x̂(𝑡|𝑡−1),u(𝑡),0)

54



где се векторски извод, односно Jакобиjан функциjе g дефинише као

dg(x)

dx
=

⎡⎢⎢⎣
d𝑔1(x)
d𝑥1

· · · d𝑔1(x)
d𝑥𝑛

... . . . ...
d𝑔𝑛(x)
d𝑥1

· · · d𝑔𝑛(x)
d𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎦ .
Као и раниjе, претпостављамо да су очекивање и ковариjациона матрице почет-
ног стања познати и дати са x0 и Σxx(0), респективно, као и да су процеси w и
v бели, Гаусови, са ковариjационим матрицама Σww(𝑡) и Σvv(𝑡). Кораци пкф-а
дати су алгоритмом 3.2 [80, стр. 449], [3, стр. 195]. Они су исти као за кф, с
тим што се само предикциjе стања и излаза генеришу на основу оригиналног
нелинеарног модела, док се у свим осталим етапама користи линеаризациjа.

Алгоритам 3.2 Проширени Калманов филтар.

0. Инициjализациjа (у 𝑡 = 0):

x̂(0|0) = x0,

Σ̂xx(0|0) = Σxx(0).

1. Предикциjа (за 𝑡 ≥ 1):

x̂(𝑡|𝑡− 1) = f(x̂(𝑡− 1|𝑡− 1),u(𝑡− 1),0),

ŷ(𝑡|𝑡− 1) = h(x̂(𝑡|𝑡− 1),u(𝑡),0),

Σ̂xx(𝑡|𝑡− 1) = A(𝑡− 1)Σ̂xx(𝑡− 1|𝑡− 1)AT(𝑡− 1) + Σww(𝑡− 1),

Σ̂yy(𝑡|𝑡− 1) = C(𝑡)Σ̂xx(𝑡|𝑡− 1)CT(𝑡) + Σvv(𝑡),

Σ̂xy(𝑡|𝑡− 1) = Σ̂xx(𝑡|𝑡− 1)CT(𝑡).

2. Корекциjа:

K(𝑡) = Σ̂xy(𝑡|𝑡− 1)Σ̂
−1

yy(𝑡|𝑡− 1),

x̂(𝑡|𝑡) = x̂(𝑡|𝑡− 1) + K(𝑡) (y(𝑡) − ŷ(𝑡|𝑡− 1)) ,

Σ̂xx(𝑡|𝑡) = (I−K(𝑡)C)Σ̂xx(𝑡|𝑡− 1).

Апроксимациjа Теjлоровим развоjем првог реда, на коjоj се заснива пкф,
више не гарантуjе било какву оптималност естимациjе. Осим тога, линеариза-
циjа jе могућа само уколико су функциjе у моделу (3.3)–(3.4) диференциjабилне,
а поуздана jе jедино ако су промене стања током jедне периоде одабирања до-
вољно мале, тако да jе систем приближно линеаран у околини тренутне процене.
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У противном су добиjене естимациjе непрецизне или чак дивергираjу. Коначно,
рачунање Jакобиjана jе рачунски захтевно. И поред ових недостатака, пкф jе
дуго сматран de facto стандардним алгоритмом естимациjе за нелинеарне си-
стеме [75, 155].

Неке од метода за дио базиране на кф-у могу се jедноставно прилагодити
нелинеарним системима коришћењем пкф-а. На пример, метода из [153] кори-
сти анализу резидуала пкф-а, што jе директна екстензиjа резултата Мехре и
Пешона [101]. У шемама са наменским опсерверима [29, 28, 27, 49] или у Вил-
скиjевоj методи са низом опсервера [164] описаним у поглављу 2.6, очигледно
jе могућа замена опсервера пкф-ом. Фу и др. [44] користе пкф за надгледање
исправности сензора струjе, напона и позициjе у погону са синхроним мотором.
Сваки отказ има карактеристичан утицаj на резидуале естимираних стања, што
омогућава њихову детекциjу и изолациjу. Међутим, решење jе уско везано за
конкретан систем. Ванг и др. [157] комбинуjу принцип неосетљивости на не-
познате улазе са пкф-ом. Систем jе представљен хибридним моделом, у коjем
дискретно стање представља отказ. Оваj мод се естимира jедним, а контину-
ални део вектора стања другим пкф-ом неосетљивим на непознате улазе. Кроз
њихову интеракциjу се омогућава истовремена естимациjа континуалних стања
и отказа.

Мултипликативни откази могу се детектовати техником проширивања век-
тора стања, коjу описуjемо у наставку. Нека jе систем дат са

x(𝑡+ 1) = fθ(x(𝑡),u(𝑡),w(𝑡)), (3.23)

y(𝑡) = hθ(x(𝑡),u(𝑡),v(𝑡)). (3.24)

Овде jе θ вектор параметара, а промене њихових вредности су откази коjе треба
детектовати. Претпоставимо да се временска динамика ових промена може
описати случаjним ходом

θ(𝑡+ 1) = θ(𝑡) + wθ(𝑡), (3.25)

где jе wθ бео побудни процес. Проширени вектор стања

z ,

[︃
x

θ

]︃

може се естимирати пкф-ом на основу нелинеарног динамичког модела датог са
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(3.23)–(3.25). Поређењем естимираних параметара са номиналним вредностима
могу се детектовати поjедини откази. Описана техника може се имплементи-
рати употребом било ког нелинеарног естиматора – нпр. нелинеарним опсер-
верима [1], unscented кф-а или честичног филтра, коjи ће бити разматрани у
наставку.

Мане поменутих решења директно произлазе из наведених недостатака пкф-
а. Нека од њих могу се превазићи употребом ukf. Оваj алгоритам и методе за
дио засноване на њему су тема наредног поглавља.

3.4 Unscented Калманов филтар

Стање Гаус-Марковљевог модела x(𝑡) у датом тренутку 𝑡 може се посма-
трати као случаjан вектор. У том контексту, кф jе естиматор његове средње
вредности и ковариjационе матрице. При томе jе процена очекивања непо-
мерена уколико jе филтар правилно инициjализован [85, стр. 263], а уз до-
датну претпоставку о нормалности расподеле имамо и да jе естимирана кова-
риjациона матрица jеднака стварноj. Математички ово исказуjемо као x(𝑡) ∼
𝒩 (x̂(𝑡|𝑡), Σ̂xx(𝑡|𝑡)), где 𝒩 (µ,Σ) означава Гаусову расподелу са очекивањем µ и
ковариjационом матрицом Σ.

Из овог аспекта, проблем естимациjе може се тумачити као метода за вре-
менску пропагациjу неких статистика – конкретно, првих дваjу момената –
расподеле вектора стања. Код пкф-а ово се постиже директним пресликава-
њем претходног очекивања x̂(𝑡 − 1|𝑡 − 1) кроз нелинеарну функциjу f при по-
знатоj вредности управљања и нултом шуму процеса. Међутим, пресликано
очекивање у општем случаjу ниjе jеднако очекивању трансформисане случаjне
променљиве. Узмимо за пример квадрат симетричне униформне расподеле –
пресликано очекивање jе 02 = 0, док jе средња вредност (ненегативних) ква-
драта очигледно већа од нуле. Осим тога, и процена ковариjационе матрице jе
непрецизна jер се заснива на линеаризациjи.

У циљу ублажавања наведених недостатака, Улман jе предложио unscented
трансформациjу (енгл. unscented transform, ut) [146]. У питању jе метода коjа
треба да одговори на следеће питање: шта се дешава са статистикама случаjне
променљиве када се она преслика неком нелинеарном функциjом?

Да бисмо илустровали основну идеjу, пођимо од случаjне променљиве a,
познатог очекивања µa и ковариjационе матрице Σaa. Циљ jе да се процене
статистике нове случаjне променљиве b = g(a), где jе g позната функциjа про-
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извољног облика. Егзактно аналитичко решење захтевало би познавање фгв

за a, коjа у општем случаjу ниjе дата. Уместо тога, доступне информациjе о
почетноj расподели (прва два момента) кодираjу се коначним скупом такозва-
них сигма тачака {a(𝑖)}𝑁𝑖=1 и њима придружених тежина {𝜔(𝑖)}𝑁𝑖=1, одабраних
тако да су средња вредност и ковариjациона матрица срачунати на основу овог
узорка jеднаки задатим вредностима:

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖)a(𝑖) = µa,

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖)
(︀
a(𝑖) − µa

)︀ (︀
a(𝑖) − µa

)︀T
= Σaa.

Тежине могу бити позитивне или негативне, али у циљу добиjања непомерених
естимациjа мораjу бити нормализоване тако да jе [75]

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖) = 1.

Пресликавањем ових тачака кроз познату функциjу g, добиjамо нови узорак

b(1) = g(a(1)), . . . , b(𝑁) = g(a(𝑁)).

На основу њега можемо проценити било коjу статистику трансформисане слу-
чаjне променљиве b – на пример, очекивање и ковариjациону матрицу:

µ̂b =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖)b(𝑖),

Σ̂bb =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖)
(︀
b(𝑖) − µ̂b

)︀ (︀
b(𝑖) − µ̂b

)︀T
.

Централни проблем у примени ut jе избор сигма тачака и њихових тежина.
Улман jе показао да jе за кодирање вектора очекивања и ковариjационе матрице
у општем потребно и довољно 𝑛+1 тачака, где jе 𝑛 димензиjа случаjног вектора
[146, 162]. Ово jе и интуитивно jасно – на пример, за 𝑛 = 1 jедна тачка очигледно
ниjе довољна, али две jесу: оне треба да буду симетрично распоређене око
жељеног очекивања, док се њиховим међусобним растоjањем постиже задата
вариjанса. Општи поступак за избор овог минималног скупа тачака дат jе
алгоритмом 3.3.
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Алгоритам 3.3 Минимални скуп сигма тачака.

1. За инициjални скуп одабрати нулти вектор и колоне jединичне матрице;
све тежине су jеднаке и износе 1/(𝑛+ 1).

2. Срачунати средњу вредност почетног скупа и одузети jе од сваке тачке.

3. Срачунати ковариjациону матрицу Σ тако добиjеног скупа и помножити
сваку тачку са Σ−1/2 (нпр. коришћењем Шолескиjеве декомпозициjе).

4. Тачке из добиjеног каноничког скупа са нултом средњом вредношћу и
jединичном ковариjационом матрицом помножити са кореном жељене ко-
вариjационе матрице (поново се може користити Шолескиjева декомпози-
циjа) и додати им жељени вектор средњих вредности.

У општем случаjу, коефициjент асиметриjе минималног скупа сигма тачака
различит jе од нуле. Уколико jе познато да jе почетна расподела симетрична,
она неће бити прецизно представљена оваквим скупом, и поред поклапања пр-
вих дваjу момената. Чак и када jе расподела заиста асиметрична, нема ни-
каквих гаранциjа ће сигма тачкама бити погођен “правац нагиба” фгв-е. Ови
проблеми могу се избећи коришћењем следећег симетричног скупа сигма та-
чака [75]:

a(𝑖) =

⎧⎨⎩µa + [
√
𝑛Σaa]𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛

µa − [
√
𝑛Σaa]𝑖, 𝑖 = 𝑛+ 1, . . . , 2𝑛

𝜔(𝑖) =
1

2𝑛
, 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛.

(3.26)

Овде [
√
𝑛Σaa]𝑖 = s𝑖 означава 𝑖-ту колону матрице S коjа се одређуjе (рецимо Шо-

лескиjевом декомпозициjом) тако да jе 𝑛Σaa = SST. Средња вредност узорка jе
очигледно jеднака µa, а лако се показуjе да jе и његова ковариjациона матрица
Σ̂aa jеднака задатоj:

Σ̂aa =
1

2𝑛

2𝑛∑︁
𝑖=1

(a(𝑖) − µa)(a(𝑖) − µa)T

=
1

2𝑛

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

s𝑖s
T
𝑖 +

𝑛∑︁
𝑖=1

(−s𝑖)(−sT𝑖 )

)︃
=

1

𝑛
SST

= Σaa.
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Jасно jе да симетрични узорак захтева већи броj прорачуна при примени ut у
односу на минимални скуп од 𝑛+ 1 тачака. Међутим, за симетричне расподеле
побољшање прецизност надокнађуjе пораст рачунске сложености [75].

Проширењем симетричног скупа само jедном сигма тачком може се постићи
боља контрола над моментима вишег реда [75, 145]. Наиме, додавање тачке
a(0) = µa очигледно не мења средњу вредност узорка, а одговараjућом корек-
циjом преосталих тачака може се задржати иста ковариjациона матрица. Оваj
проширени скуп симетричних сигма тачака дат jе са

a(𝑖) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
µa, 𝑖 = 0

µa +
[︁√︁

𝑛
1−𝜔(0)Σaa

]︁
𝑖
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛

µa −
[︁√︁

𝑛
1−𝜔(0)Σaa

]︁
𝑖
, 𝑖 = 𝑛+ 1, . . . , 2𝑛

𝜔(𝑖) =

⎧⎨⎩𝜔0, 𝑖 = 0
1 − 𝜔0

2𝑛
, 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛

(3.27)

Тежина додатне тачке 𝜔0 представља подесиви параметар, чиjим се избором
може повећати прецизност ut. На пример, за Гаусову расподелу jе згодно иза-
брати 𝜔(0) = 1−𝑛/3, jер се тиме добиjа поклапање момената четвртог реда [74].
Испоставља се да 𝜔0 утиче на распоред преосталих сигма тачака: за 𝜔0 > 0

оне се удаљаваjу од средње вредности, а за 𝜔0 < 0 jоj се приближаваjу. Из-
бор сигма тачака може се поставити као оптимизациони проблем – на пример,
може се минимизирати грешка у процени момената произвољног реда, уколико
су априорне информациjе овог типа доступне [75].

У наjопштиjем облику, примена ukf подразумева дефинисање проширеног
вектора стања

z =

⎡⎢⎢⎣
x

w

v

⎤⎥⎥⎦ .
До предикциjа његовог очекивања и ковариjационе матрице долази се помоћу
ut, након чега се рачуна поjачање и врши корекциjа као код кф-а и пкф-а.
Кораци ukf сумирани су алгоритмом 3.4 [75].

Као и пкф, ukf не гарантуjе никакву оптималност. Наjпре, поjачање K

jе оптимално само под гаусовском претпоставком. Она у општем случаjу ниjе
задовољена, а чак и када jесте, корекциjа опет може бити субоптимална jер се
врши на основу процењених, а не правих вредности момената. Оба алгоритма
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Алгоритам 3.4 Unscented Калманов филтар.

1. Предикциjа (за 𝑡 ≥ 1):

а) формирати моменте проширеног вектора стања као

ẑ(𝑡− 1) =

⎡⎣x̂(𝑡− 1|𝑡− 1)
0
0

⎤⎦
Σ̂zz(𝑡− 1) =

⎡⎣Σ̂xx(𝑡− 1|𝑡− 1) 0 0
0 Σww(𝑡− 1) 0
0 0 Σvv(𝑡)

⎤⎦
са x̂(0|0) = x0 и Σ̂xx(0|0) = Σxx(0);

б) за добиjено ẑ(𝑡 − 1) и Σ̂zz(𝑡 − 1), одабрати тежине 𝜔(𝑖)(𝑡 − 1) и сигма
тачке

ẑ(𝑖)(𝑡− 1) =

⎡⎣ x̂(𝑖)(𝑡− 1)
w(𝑖)(𝑡− 1)
v(𝑖)(𝑡)

⎤⎦
в) пропагирати сигма тачке кроз модел

x̂(𝑖)(𝑡) = f
(︀
x̂(𝑖)(𝑡− 1),u(𝑡− 1),w(𝑖)(𝑡− 1)

)︀
ŷ(𝑖)(𝑡) = h

(︀
x̂(𝑖)(𝑡),u(𝑡),v(𝑖)(𝑡)

)︀
г) срачунати предикциjе на основу пресликаних сигма тачака

x̂(𝑡|𝑡− 1) =
∑︁
𝑖

𝜔(𝑖)x̂(𝑖)(𝑡),

Σ̂xx(𝑡|𝑡− 1) =
∑︁
𝑖

𝜔(𝑖)
(︀
x̂(𝑖)(𝑡) − x̂(𝑡|𝑡− 1)

)︀ (︀
x̂(𝑖)(𝑡) − x̂(𝑡|𝑡− 1)

)︀T
,

и слично за ŷ(𝑡|𝑡− 1), Σ̂yy(𝑡|𝑡− 1) и Σ̂xy(𝑡|𝑡− 1).

2. Корекциjа:

K(𝑡) = Σ̂xy(𝑡|𝑡− 1)Σ̂
−1

yy(𝑡|𝑡− 1),

x̂(𝑡|𝑡) = x̂(𝑡|𝑡− 1) + K(𝑡) (y(𝑡) − ŷ(𝑡|𝑡− 1)) ,

Σ̂xx(𝑡|𝑡) = (I−K(𝑡)C)Σ̂xx(𝑡|𝑡− 1).
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имаjу рачунску сложеност 𝒪(𝑛3), коjа jе одређена прорачуном корена матрице
и спољашњих производа при процени ковариjансе трансформисаних тачака код
ukf, односно прорачуном предикциjе ковариjационе матрице код пкф-а. Ме-
ђутим, ukf има неке битне предности у односу на пкф [75]:

∙ не захтева диференциjабилност функциjа f и h, нити прорачун Jакобиjана;

∙ ut типично даjе прецизниjе предикциjе момената него линеаризациjа.

Слична идеjа о пропагациjи расподеле кроз нелинеарност помоћу коначног
скупа тачака користи се и код честичних филтара, коjи су тема наредног по-
главља. Ради се о Монте Карло методи у коjоj се тачке бираjу стохастички,
док jе код ut њихов избор детерминистички. Честични филтар тражи знатно
већи броj тачака, па jе рачунски захтевниjи, али jе и асимптотски оптималан
за разлику од ukf.

Употреба ukf у дио углавном се базира на анализи његових резидуала. У
[167] за ову сврху користи се локални статистички тест, са циљем детекциjе
отказа на сензорима ориjентациjе сателита. Слична примена разматра се и у
[135]. Овде се наводи да jедан од главних проблема код примене ukf предста-
вљаjу непознате вариjансе шумова процеса и мерења, па се предлаже метода за
њихову естимациjу у реалном времену. Резидуали оваквог адаптивног филтра
анализираjу се простим поређењем са прагом, након чега се врши прилагођење
поjачања тако да естимирана ориjентациjа сателита остане коректна и у при-
суству отказа. У [104] се естимациjа вариjанси шума комбинуjе са техником
проширења вектора стања. Проjектуjе по jедан ukf за сваки отказ и њихове
тренутне вредности се естимираjу заjедно са оригиналним стањима система.
Метода за детекциjу мултипликативних отказа коjи се манифестуjу као промене
параметара предложена jе у [120]. Ту се проширени вектор стања естимира по-
моћу ukf а затим се процењени параметри пореде са номиналним вредностима.
Комбинациjа ukf и приступа коjи се користи код онну jе предложена у [170].
Поремећаjи се моделуjу адитивним чланом E(𝑡)d(𝑡) у jедначини стања, коjи jе
могуће анулирати погодним избором поjачања.

3.5 Честични филтар

ukf ублажава неке од недостатака пкф-а, али у суштини оба приступа су су-
боптимална jер користе гаусовски модел за корекциjу предикциjе. Наjопштиjи
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доступан алат за нелинеарну естимациjу, коjи jе уз то и асимптотски оптималан,
jесте честични филтар (чф, енгл. particle filter). Његове предности у односу
на екстензиjе Калмановог филтра већ су документоване у литератури [2, 88].
чф и његове постоjеће примене у дио тема су овог поглавља.

Општи проблем рекурзивног филтрирања може се поставити у пробабили-
стичком контексту на следећи начин: полазећи од познатих израза за

∙ апостериорну фгв претходног стања 𝑝(x(𝑡) |y(1 : 𝑡),u(1 : 𝑡)),

∙ фгв прелаза 𝑝(x(𝑡+ 1) |x(𝑡),u(𝑡)), и

∙ веродостоjност 𝑝(y(𝑡+ 1) |x(𝑡+ 1),u(𝑡+ 1)),

извести израз за апостериорну фгв нове вредности стања

𝑝(x(𝑡+ 1) |y(1 : 𝑡+ 1),u(1 : 𝑡+ 1)).

Изрази за фгв прелаза и веродостоjност могу се извести из нелинеарног модела
(3.3)–(3.4). Детерминистички улаз u(𝑡) просто представља познати параметар
у овим изразима. Ради jедноставниjе нотациjе и конзистентности са литерату-
ром посвећеном чф-има, он ће у наставку бити изостављен. До израза за нову
апостериорну фгв долази се у два корака. Први jе предикциjа:

𝑝 (x(𝑡+ 1) |y(1 : 𝑡)) =

∫︁
R𝑛

𝑝 (x(𝑡+ 1),x(𝑡) | 𝑦(1 : 𝑡)) dx(𝑡)

=

∫︁
R𝑛

𝑝 (x(𝑡+ 1) |x(𝑡),y(1 : 𝑡)) 𝑝 (x(𝑡) |y(1 : 𝑡)) dx(𝑡).

Модел jе Марковљев, па важи

𝑝 (x(𝑡+ 1) |x(𝑡),y(1 : 𝑡)) = 𝑝 (x(𝑡+ 1) |x(𝑡)) ,

одакле добиjамо

𝑝 (x(𝑡+ 1) |y(1 : 𝑡)) =

∫︁
R𝑛

𝑝 (x(𝑡+ 1) |x(𝑡)) 𝑝 (x(𝑡) |y(1 : 𝑡)) dx(𝑡). (3.28)

Други корак решења jе корекциjа и заснива се на примени Беjзове теореме:

𝑝(x(𝑡+ 1) |y(1 : 𝑡+ 1) =
𝑝 (y(𝑡+ 1) |x(𝑡+ 1),y(1 : 𝑡)) 𝑝 (x(𝑡+ 1) |y(1 : 𝑡))

𝑝 (y(𝑡+ 1) |y(1 : 𝑡))
.
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Из (3.4) jе jасно да важи

𝑝 (y(𝑡+ 1) |x(𝑡+ 1),y(1 : 𝑡)) = 𝑝 (y(𝑡+ 1) |x(𝑡+ 1)) ,

а условна фгв нове опсервациjе може се добити као

𝑝 (y(𝑡+ 1) |y(1 : 𝑡)) =

∫︁
R𝑛

𝑝 (y(𝑡+ 1),x(𝑡+ 1) |y(1 : 𝑡)) dx(𝑡+ 1)

=

∫︁
R𝑛

𝑝 (y(𝑡+ 1) |x(𝑡+ 1)) 𝑝 (x(𝑡+ 1) |y(1 : 𝑡)) dx(𝑡+ 1)

па коначно добиjамо

𝑝 (x(𝑡+ 1) |y(1 : 𝑡+ 1))

=
𝑝 (y(𝑡+ 1) |x(𝑡+ 1)) 𝑝 (x(𝑡+ 1) |y(1 : 𝑡))∫︀

R𝑛 𝑝 (y(𝑡+ 1) |x(𝑡+ 1)) 𝑝 (x(𝑡+ 1) |y(1 : 𝑡)) dx(𝑡+ 1)
. (3.29)

3.5.1 Монте Карло приступ

Jедначине (3.28)–(3.29) jе углавном тешко, а наjчешће и немогуће анали-
тички решити, због сложености интеграла коjи у њима фигуришу. Изузетак
су неки специjални случаjеви. На пример, за линеаран Гаус-Марковљев модел
експлицитно решење има облик кф-а, док jе у случаjу дискретног и коначног
простора стања до оптималног решења могуће доћи помоћу тзв. решеткастих
метода (енгл. grid-based methods) [6].

Jедна од наjмоћниjих и наjопштиjих техника за нумеричку процену вред-
ности сложених интеграла заснива се на Монте Карло методологиjи. Нека jе
доступан скуп од 𝑁 случаjних, независних узорака x(𝑖) расподеле 𝑝(x). Ове
вредности називамо честицама (енгл. particle). Континуалну фгв 𝑝(x) могуће
jе апроксимирати као

𝑝(x) ≈ 𝑝(x) ,
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝛿
(︀
x− x(𝑖)

)︀
,

где 𝛿(·) означава Дираков импулс, док за очекивање било коjе скаларне стати-
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стике 𝜑 : R𝑛 → R важи

𝐼𝜑 = E (𝜑(x))

=

∫︁
R𝑛

𝜑(x) 𝑝(x) dx

≈ 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜑(x(𝑖)) , 𝐼𝜑.

Лако се показуjе да jе Монте Карло процена 𝐼𝜑 непомерена:

E
(︁
𝐼𝜑

)︁
=

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

E
(︀
𝜑
(︀
x(𝑖)
)︀)︀

=
1

𝑁
𝑁 E (𝜑 (x))

= 𝐼𝜑.

Њена вариjанса износи

var
(︁
𝐼𝜑

)︁
=

1

𝑁2
E

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

(︀
𝜑
(︀
x(𝑖)
)︀
− 𝐼𝜑

)︀)︃2

=
1

𝑁2

𝑁∑︁
𝑖=1

E
(︀
𝜑
(︀
x(𝑖)
)︀
− 𝐼𝜑

)︀2
=

1

𝑁

(︂∫︁
𝜑2 (x) 𝑝 (x) dx− 𝐼2𝜑

)︂
па се грешка апроксимациjе статистике смањуjе стопом 𝒪(1/𝑁), без обзира на
димензиjу вектора стања.

Претпоставимо сада да су честицама придружене ненегативне тежине 𝜔(𝑖)

чиjи jе збир jеднак jединици. У овом случаjу jе

𝑝(x) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖) 𝛿
(︀
x− x(𝑖)

)︀
,

𝐼𝜑 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖) 𝜑(x(𝑖)).

Честични филтар jе рекурзивна Монте Карло метода коjом се узорак честица и
њихових тежина пропагира у времену, на основу модела и опсервациjа. Пођимо
од узорка из претходног тренутка {x(𝑖)(𝑡− 1), 𝜔(𝑖)(𝑡− 1)}𝑁𝑖=1. Из (3.28) следи да
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jе

𝑝(x(𝑡) |y(1 : 𝑡− 1)) ≈
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖) (𝑡− 1) 𝑝
(︀
x(𝑡) |x(𝑖)(𝑡− 1)

)︀
.

Апроксимираjмо сваку од расподела прелаза по jедним узорком

x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) ∼ 𝑝
(︀
x(𝑡) |x(𝑖)(𝑡− 1)

)︀
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

коjи се у практичноj имплементациjи могу добити узорковањем расподеле шума
процеса

w(𝑖)(𝑡− 1) ∼ 𝑝w (w(𝑡− 1)) , 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

и прорачуном вредности функциjе прелаза

x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) = f
(︀
x(𝑖)(𝑡− 1),u(𝑡− 1),w(𝑖)(𝑡− 1)

)︀
.

Добиjамо да jе расподела предикциjе приближно дата са

𝑝(x(𝑡) |y(1 : 𝑡− 1)) ≈
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖) (𝑡− 1) 𝛿
(︀
x(𝑡) − x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1)

)︀
.

Сада из (3.29) следи да jе коначна апостериорна расподела дата са

𝑝(x(𝑡) |y(1 : 𝑡)) ∝ 𝑝 (y(𝑡) |x(𝑡)) 𝑝 (x(𝑡) |y(1 : 𝑡− 1))

≈
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖) (𝑡− 1) 𝑝
(︀
y(𝑡) |x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1)

)︀
𝛿
(︀
x(𝑡) − x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1)

)︀
.

Другим речима, расподела стања у тренутку 𝑡 може се апроксимирати узорком
предикциjа x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) и тежина

𝜔(𝑖)(𝑡) ∝ 𝜔(𝑖)(𝑡− 1) 𝑝
(︀
y(𝑡) |x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1)

)︀
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

нормализованих тако да jе
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖)(𝑡) = 1. (3.30)

У практичноj имплементациjи, ово се постиже срачунавањем ненормализованих
тежина

�̃�(𝑖)(𝑡) = 𝜔(𝑖)(𝑡− 1) 𝑝
(︀
y(𝑡) |x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1)

)︀
,
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након чега се узима

𝜔(𝑖)(𝑡) =
�̃�(𝑖)(𝑡)∑︀𝑁
𝑗=1 �̃�

(𝑖)(𝑡)
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁.

Треба приметити да jе апостериорна фгв мерења 𝑝(y(𝑡+ 1) |y(1 : 𝑡)) иста за
све честице. Њена jедина сврха jе нормализациjа апостериорне фгв стања. Ово
jе већ задовољено кроз (3.30), што значи да сложени интеграл у имениоцу са
десне стране израза (3.29) уопште ниjе потребно процењивати.

3.5.2 Реузорковање

Недостатак описаног секвенциjалног Монте Карло приступа jе тзв. дегене-
рациjа тежина. Испоставља се да, после одређеног броjа итерациjа, целокупна
маса вероватноће постаjе концентрисана у само jедноj честици. Њена тежина
jе приближно jеднака jединици, док су све остале занемарљиво мале. Тиме се
ефективно губи разноврсност у узорку и естимациjе постаjу непоуздане. Опи-
сани проблем може се исказати и преко временске зависности вариjансе тежина.
Она jе минимална када су све тежине jеднаке, а максималне када jе jедна jед-
нака jединици а све остале нули. Може се показати да безусловна вариjанса
тежина (добиjена када се опсервациjе y(1 : 𝑡) интерпретираjу као случаjни век-
тори) расте са временом [84, 39].

Техника коjом се спречава дегенерациjа тежина позната jе под називом реу-
зорковање (енгл. resampling) [55, 39]. Заправо, предикциjе x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) не пред-
стављаjу прави узорак апостериорне расподеле стања, jер би оваj морао имати
jеднаке тежине. До њега можемо доћи узорковањем из скупа {x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1)}𝑁𝑖=1,
тако да вероватноћа изборa сваке предикциjе буде сразмерна њеноj тежини.
Вредности {x(𝑖)(𝑡|𝑡 − 1)}𝑁𝑖=1 су и саме добиjене узорковањем из расподеле пре-
лаза, што обjашњава назив “реузорковање”.

У публикациjи коjа jе међу наjзаслужниjима за популаризациjу честичних
филтара, Гордон и др. [55] су предложили технику случаjног реузорковања, опи-
сану алгоритмом 3.5. Одбирак стандардне униформне расподеле узима вред-
ност из интервала ширине 𝜔(𝑖) са вероватноћом 𝜔(𝑖). Ово значи да ће алгори-
там 3.5, у просеку, 𝑖-ту предикциjу бирати 𝑁𝜔(𝑖)(𝑡) пута. У том смислу он jе
непомерен, jер jе основни циљ управо био да се предикциjе бираjу сразмерно
њиховим тежинама.

Недостатак технике случаjног реузорковања jе у потреби да се генерише 𝑁
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Алгоритам 3.5 Случаjно реузорковање.

0. Поставити 𝑖 = 1.

1. Генерисати одбирак 𝛾𝑖 стандардне униформне расподеле 𝒰(0, 1].

2. За 𝜔(0)(𝑡) , 0, одредити индекс 𝑘 тако да jе

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝜔(𝑗)(𝑡) < 𝛾𝑖 ≤
𝑘∑︁
𝑗=0

𝜔(𝑗)(𝑡).

3. За 𝑖-ту честицу новог узорка уcвоjити предикциjу са индексом одређеним
у претходноj тачки

x(𝑖)(𝑡) = x(𝑘)(𝑡|𝑡− 1).

4. За 𝑖 < 𝑁 , поставити 𝑖 = 𝑖 + 1 и вратити се на корак 1; у противном
наставити са кораком 5.

5. Поставити све тежине новог узорка честица на jеднаке вредности:

𝜔(𝑖)(𝑡) =
1

𝑁
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁.

одбирака са 𝒰(0, 1] расподелом. У литератури jе популарниjе тзв. систематско
реузорковање [83, 37], коjе захтева само jедан одбирак униформне расподеле.
Ова метода дата jе алгоритмом 3.6. Лако се показуjе да jе и ова метода непо-
мерена. Тачке {𝛾𝑗}𝑁𝑗=1, дефинисане су тако да униформно покриваjу интервал
(0, 1], па било коjи подинтервал дужине 𝜔(𝑖)(𝑡) обухвата просечно 𝜔(𝑖)(𝑡)𝑁 ових
тачака. На пример, броj копиjа, односно потомака, прве предикциjе x(1)(𝑡|𝑡− 1)

одређен jе кардиналношћу скупа

{︀
𝛾𝑗 : 𝛾𝑗 ≤ 𝜔(1)(𝑡)

}︀
.

За 𝜔(1)(𝑡) < 1
𝑁

може бити обухваћена наjвише jедна тачка, са вероватноћом

Pr
(︀
𝛾1 ≤ 𝜔(1)(𝑡)

)︀
= 𝑁 𝜔(1)(𝑡).

Када jе 𝜔(1)(𝑡) ≥ 1
𝑁

сигурно ће бити обухваћено бар ⌊𝑁 𝜔(1)(𝑡)⌋ тачака, где
⌊·⌋ означава цео део. Евентуално може бити обухваћена jош jедна тачка, са
вероватноћом 𝑁 𝜔(1)(𝑡) − ⌊𝑁 𝜔(1)(𝑡)⌋. Просечан броj обухваћених тачака jе по-
ново 𝜔(1)(𝑡)𝑁 . Сличан резон може се применити за било коjи интервал дужине
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𝜔(𝑖)(𝑡), одакле следи непомереност алгоритма.

Алгоритам 3.6 Систематско реузорковање.

0. Узорковати 𝛾1 ∼ 𝒰(0, 1
𝑁

] и узети

𝛾𝑗 = 𝛾1 +
𝑗 − 1

𝑁
, 𝑗 = 2, . . . , 𝑁.

Поставити 𝑖 = 1.

1. За 𝜔(0)(𝑡) , 0, одредити броj 𝑁 𝑖(𝑡) тачака из скупа {𝛾𝑗}𝑁𝑗=1 обухваћених
интервалом коjи одговара 𝑖-тоj тежини:

𝑁 𝑖(𝑡) =

⃒⃒⃒⃒
⃒
{︃
𝛾𝑗 :

𝑖−1∑︁
𝑘=0

𝜔(𝑘)(𝑡) < 𝛾𝑗 ≤
𝑖∑︁

𝑘=0

𝜔(𝑖)(𝑡)

}︃⃒⃒⃒⃒
⃒

(овде | · | означава кардиналност скупа).

2. У нови узорак додати 𝑁 𝑖(𝑡) копиjа предикциjе x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1).

3. За 𝑖 < 𝑁 , поставити 𝑖 = 𝑖 + 1 и вратити се на корак 1; у противном
наставити са кораком 4.

4. Поставити све тежине новог узорка честица {x(𝑖)(𝑡)}𝑁𝑖=1 на jеднаке вред-
ности:

𝜔(𝑖)(𝑡) =
1

𝑁
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁.

Реузорковање jе неопходно да би се обезбедила дугорочна стохастичка ста-
билност честичног филтра. Међутим, њиме се неке предикциjе мултиплицираjу
а друге изостављаjу, па се умањуjе броj jединствених вредности међу добиjеним
честицама. Непосредна последица овог осиромашења узорка jе повећање Монте
Карло вариjансе. Отуда процену статистика од интереса треба вршити на ос-
нову пондерисаних предикциjа, као

𝐼𝜑 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖)(𝑡)x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1), (3.31)

а не на основу коначног узорка.
Основна вариjанта честичног филтра дата jе алгоритмом 3.7. У циљу убла-

жавања проблема осиромашења узорка, последњи корак се не мора вршити у
свакоj итерациjи, него само када дегенерациjа тежина постане изражена. Jедан
од начина да се ово утврди jе путем ефективне величине узорка, коjа се рачуна
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као [37]

𝑁eff =

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

(︀
𝜔(𝑖)(𝑡)

)︀2)︃−1

.

Ова вредност jеднака jе стварноj величини узорка 𝑁 уколико су све тежине
jеднаке, а узима вредност 1 када jе целокупна тежина концентрисана у само
jедноj честици. Дакле, естимациjа статистике на основу 𝑁 пондерисаних че-
стица може се сматрати еквивалентном, у смислу Монте Карло вариjансе, оноj
коjа се добиjа из 𝑁eff правих независних узорака апостериорне расподеле. Кри-
териjум за реузорковање jе однос ефективне и номиналне величине узорка –
типично, оно се предузима када jе 𝑁eff ≤ 𝑁/2 [37]. У овом случаjу, нове тежине
зависе и од претходних, па jе честични филтар дат алгоритмом 3.8.

Алгоритам 3.7 Основни честични филтар.
У 𝑡 = 0, за 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

∙ узорковати x(𝑖)(0) ∼ 𝑝(x(0)),

∙ поставити 𝜔(𝑖)(0) = 1/𝑁 ,

За свако 𝑡 ≥ 1:

1. генерисати скуп предикциjа узорковањем расподеле прелаза

x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) ∼ 𝑝
(︀
x(𝑡) |x(𝑖)(𝑡− 1)

)︀
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

2. срачунати њихове тежине

𝜔(𝑖)(𝑡) =
𝑝
(︀
y(𝑡) |x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1)

)︀∑︀𝑁
𝑗=1 𝑝 (y(𝑡) |x(𝑗)(𝑡|𝑡− 1))

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

3. проценити статистику од интереса усредњавањем по пондерисаним пре-
дикциjама, као у (3.31); на пример, за процену средње вредности узети

x̂(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖)(𝑡)x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1)

4. реузорковањем одредити коначни узорак честица са jеднаким тежинама

{︀
x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1), 𝜔(𝑖)(𝑡)

}︀𝑁
𝑖=1

→
{︂
x(𝑖)(𝑡),

1

𝑁

}︂𝑁
𝑖=1

.

Реузорковање уноси зависност међу честице. Отуда jе конвергентност че-
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Алгоритам 3.8 Честични филтар са условним реузорковањем.
У 𝑡 = 0, за 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

∙ узорковати x(𝑖)(0) ∼ 𝑝(x(0)),

∙ поставити 𝜔(𝑖)(0) = 1/𝑁 ,

За свако 𝑡 ≥ 1:

1. генерисати скуп предикциjа узорковањем расподеле прелаза

x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) ∼ 𝑝
(︀
x(𝑡) |x(𝑖)(𝑡− 1)

)︀
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

2. срачунати ненормализоване тежине

�̃�(𝑖)(𝑡) = 𝜔(𝑖)(𝑡− 1) 𝑝
(︀
y(𝑡) |x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1)

)︀
па на основу њих и нормализоване тежине

𝜔(𝑖)(𝑡) =
�̃�(𝑖)(𝑡)∑︀𝑁
𝑗=1 �̃�

(𝑗)(𝑡)
𝑖 = 1, . . . , 𝑁

3. проценити статистику од интереса усредњавањем по пондерисаним пре-
дикциjама, као у (3.31); на пример, за процену средње вредности узети

x̂(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖)(𝑡)x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1)

4. срачунати ефективну величину узорка

𝑁eff =

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

(︀
𝜔(𝑖)(𝑡)

)︀2)︃−1

∙ уколико jе 𝑁eff < 𝑁/2, реузорковањем одредити коначни узорак че-
стица са jеднаким тежинама

{︀
x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1), 𝜔(𝑖)(𝑡)

}︀𝑁
𝑖=1

→
{︂
x(𝑖)(𝑡),

1

𝑁

}︂𝑁
𝑖=1

∙ у противном, коначни узорак jеднак jе скупу предикциjа{︀
x(𝑖)(𝑡), 𝜔(𝑖)(𝑡)

}︀𝑁
𝑖=1

=
{︀
x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1), 𝜔(𝑖)(𝑡)

}︀𝑁
𝑖=1
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стичног филтра знатно теже показати него што jе то случаj код стандардне
Монте Карло методологиjе, где су одбирци независни и jеднако расподељени.
Третман ове теме може се наћи у [30, 37].

Основне вариjанте секвенциjалног Монте Карло филтрирања поjавиле су се
у литератури из области физике и статистике jош педесетих година двадесетог
века [59, 123, 92], а њихова примена у аутоматици почела jе краjем шездесетих
[61, 38, 39]. Међутим, ове методе нису могле да избегну проблем дегенерациjе
тежина. Кључни корак направљен jе у [55], где jе први пут уведено реузорко-
вање и дефинисан честични филтар у свом основном облику.

3.5.3 Броj честица

Jедно од кључних питања у примени чф-а jе следеће: колики треба да буде
броj честица 𝑁 да би се постигла жељена тачност естимациjе? Интуитивно jе
jасно да прецизност расте са 𝑁 . Међутим, исто важи и за броj операциjа чф-а
у jедноj временскоj итерациjи. Ово значи да 𝑁 не може бити произвољно ве-
лико, jер све прорачуне треба обавити у коначном времену, не већем од усвоjене
периоде одабирања.

Подсећамо да jе вариjанса Монте Карло процене очекивања статистике 𝜑(x)

дата са

var
(︁
𝐼𝜑

)︁
=

1

𝑁

(︂∫︁
𝜑2 (x) 𝑝 (x) dx− 𝐼2𝜑

)︂
.

За конкретно 𝜑(x), на први поглед делуjе да jе прецизност естимациjе одређена
искључиво броjем честица 𝑁 , независно од димензиjе вектора стања 𝑛. На-
жалост, испоставља се да jе прецизност процене могуће одржати константном
jедино уколико се 𝑁 повећава са 𝑛.

Ово тврђење jе тешко доказати у општем случаjу, jер вариjанса зависи од
статистике 𝜑(x) коjа се процењуjе. Уместо тога, посматраjмо као пример про-
блем Монте Карло процене запремине хиреп-лопте jединичног полупречника у
R𝑛. Основна идеjа jе следећа:

∙ узоркуjе се униформна 𝑛-димензионална расподела, са одбирцима равно-
мерно расподељеним унутар хипер-коцке са страницом дужине 2,

∙ дефинише се Бернулиjева случаjна променљива 𝑍 коjа узима вредност
jедан уколико се одбирак униформне расподеле нађе унутар хипер-сфере,

∙ запремина хипер-лопте процени се на основу естимациjе вероватноће ус-
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пеха 𝑝 ове случаjне променљиве

𝑝(𝑛) =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑍(𝑖),

где jе 𝑁 броj честица, а 𝑍(𝑖) jе 𝑖-та реализациjа случаjне променљиве 𝑍.

Ова естимациjа вероватноће успеха jе непомерена, а њена вариjанса jе дата са

var (𝑝(𝑛)) =
1

𝑁2

𝑁∑︁
𝑖=1

var
(︀
𝑍(𝑖)
)︀

=
1

𝑁2
𝑁 var (𝑍)

=
𝑝(𝑛)(1 − 𝑝(𝑛))

𝑁
.

Наравно, запремина хипер-лопте jе позната, и дата са [99]

𝑉 (𝑛) =
𝜋

𝑛
2

Γ
(︀
𝑛
2

+ 1
)︀ ,

где Γ(·) означава Оjлерову гама функциjу. Ово значи да jе тачна вероватноћа
успеха

𝑝(𝑛) =
𝑉 (𝑛)

2𝑛
=

𝜋
𝑛
2

2𝑛 Γ
(︀
𝑛
2

+ 1
)︀ ,

где 2𝑛 представља запремину хипер-коцке у R𝑛. Гама функциjа расте знатно
брже од експоненциjалне, па 𝑝(𝑛) има веома мале вредности за велико 𝑛 – нпр.
у 10-димензионалном простору jе 𝑝(10) ≈ 0.0025. Релативна прецизност ести-
матора дата jе количником очекивања и стандардне девиjациjе, и асимптотски
се може апроксимирати са

E (𝑝(𝑛))

std (𝑝(𝑛))
=

𝑝(𝑛)√︂
𝑝(𝑛)(1 − 𝑝(𝑛))

𝑁

≈
√︀
𝑁𝑝(𝑛), 𝑛≫ 1.

За задату минималну релативну прецизност 𝜖 потребно jе

𝑁 ≥ 𝜖2

𝑝(𝑛)
= 𝜖2

(︂
4

𝜋

)︂𝑛
2

Γ
(︁𝑛

2
+ 1
)︁
.

Дакле, у овом случаjу jе стопа раста потребног броjа честица знатно бржа чак
и од експоненциjалне.
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Када се говори о естимациjи стања, у већини практичних примена од инте-
реса jе само процена средње вредности и ковариjационе матрице. Полазећи од
узорка честица {x(𝑖)}𝑁𝑖=1 са jеднаким тежинама, средња вредност се процењуjе
као

x̂ =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

x(𝑖).

Лако се показуjе да jе оваква процена непомерена, односно да jе

E (x̂) = E (x) = m,

где m означава тачну вредност вектора средње вредности. Прецизност естима-
циjе одређена jе ковариjационом матрицом, коjа jе дата са

Σx̂x̂ =
1

𝑁2

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

E
(︁(︀

x(𝑖) −m
)︀ (︀

x(𝑗) −m
)︀T)︁

.

Под стандардном претпоставком да су честице независне и идентично расподе-
љене, имамо да jе

E
(︁(︀

x(𝑖) −m
)︀ (︀

x(𝑗) −m
)︀T)︁

=

⎧⎨⎩Σxx, 𝑖 = 𝑗

0, 𝑖 ̸= 𝑗

Одавде коначно добиjамо да jе ковариjациона матрица естиматора средње вред-
ности дата са

Σx̂x̂ = 𝑁−1Σxx,

па прецизност процене сваке компоненте вектора стања расте са повећањем
броjа честица, без обзира на димензиjу вектора стања.

Пређимо сада на естимациjу друге величине од интереса – ковариjационе
матрице. Без смањења општости, при даљоj анализи користимо следеће прет-
поставке:

∙ вектор средње вредности jе познат и износи m = 0;

∙ вариjансе и четврти моменти су исти за све компоненте, и дати са

var(𝑥𝑗) = 𝜎2, E(𝑥4𝑗) = 𝜅1 + 𝜎4, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛

∙ ковариjансе и очекивања квадрата производа су исти за све парове ком-
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поненти, и дати са

cov(𝑥𝑗 𝑥𝑙) = 𝜌𝜎2, E
(︀
𝑥2𝑗 𝑥

2
𝑙

)︀
= 𝜅2 + 𝜎4, 𝑗, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑙,

где 𝜌 означава коефициjент корелациjе.

Ради jедноставности, концентрисаћемо се на анализу трага ковариjационе ма-
трице, коjи jе у овом случаjу дат са

𝑠 = tr E
(︀
xxT

)︀
= 𝑛𝜎2.

Његова непомерена естимациjа дата jе са

𝑠 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

tr
(︁
x(𝑖)

(︀
x(𝑖)
)︀T)︁

=
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(︁
𝑥
(𝑖)
𝑗

)︁2
.

Вариjанса ове процене jе

var(𝑠) = E

(︃
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(︁
𝑥
(𝑖)
𝑗

)︁2
− 𝑛𝜎2

)︃2

=
1

𝑁2

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑛∑︁
𝑗,𝑙=1

E

(︂(︂(︁
𝑥
(𝑖)
𝑗

)︁2
− 𝜎2

)︂(︂(︁
𝑥
(𝑘)
𝑙

)︁2
− 𝜎2

)︂)︂
.

Из независности честица следи да jе

E

(︂(︂(︁
𝑥
(𝑖)
𝑗

)︁2
− 𝜎2

)︂(︂(︁
𝑥
(𝑘)
𝑙

)︁2
− 𝜎2

)︂)︂
= 0, 𝑘 ̸= 𝑖, (3.32)

a на основу уведених претпоставки о моментима четвртог реда jе

E

(︂(︂(︁
𝑥
(𝑖)
𝑗

)︁2
− 𝜎2

)︂(︂(︁
𝑥
(𝑖)
𝑙

)︁2
− 𝜎2

)︂)︂
=

⎧⎨⎩𝜅1, 𝑙 = 𝑗

𝜅2, 𝑙 ̸= 𝑗
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одакле коначно добиjамо

var(𝑠) =
1

𝑁2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝜅1 + (𝑛− 1)𝜅2)

=
𝑛

𝑁
(𝜅1 + (𝑛− 1)𝜅2) .

Према томе, зависност вариjансе естимациjе трага ковариjационе матрице од
димензиjе 𝑛 и броjа честица 𝑁 има облик 𝒪(𝑛2/𝑁).

Испоставља се да у овом случаjу релативна прецизност естимациjе не зависи
од 𝑛, jер jе

E(𝑠)

std(𝑠)
=

𝑛𝜎2√︀
𝑛
𝑁

(𝜅1 + (𝑛− 1)𝜅2)
≈ 𝜎2

√︂
𝑁

𝜅2
, 𝑛≫ 1.

Међутим, треба напоменути да jе оваj закључак изведен под доста jаким прет-
поставкама. Узмимо, на пример, да честице нису независне. Израз (3.32) више
не важи, па се у прорачуну вариjансе поjављуjе знатно више ненултих чланова
коjи увећаваjу њену коначну вредност.

Општи закључак jе да броj потребних честица зависи од конкретних ста-
тистика коjе се процењуjу, и да вариjанса естимациjе може и експоненциjално
расти са повећањем димензиjе вектора стања [82].

3.5.4 Релевантно узорковање

У случаjу када ниjе могуће директно узорковати оригиналну расподелу 𝑝(x),
може се прибећи техници релевантног узорковања (ру, енгл. importance sam-
pling). Она се заснива на увођењу помоћне, тзв. релевантне фгв (енгл. impor-
tance/proposal/instrumental density) 𝑞(x), такве да важи

𝑝(x) > 0 ⇒ 𝑞(x) > 0.

Другим речима, скуп свих могућих узорака из оригиналне расподеле обухваћен
jе облашћу на коjоj jе концентрисана релевантна фгв. За 𝑞(x) се бира распо-
дела коjу jе лако узорковати – нпр. мултивариjабилна нормална. Основна идеjа
jе следећа: уместо одбирака оригиналне расподеле 𝑝(x), за апроксимациjу оче-
кивања статистике могу се користити узорци x(𝑖) релевантне расподеле 𝑞(x) са
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одговараjућим тежинама 𝜔(𝑖):

𝐼ru
𝜑 ,

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖)𝜑
(︀
x(𝑖)
)︀
. (3.33)

Преуређивањем израза за тачну вредност очекивања статистике

𝐼𝜑 =

∫︁
𝜑(x)𝑝(x) dx

=

∫︁
𝜑(x)

𝑝(x)

𝑞(x)
𝑞(x) dx

и поређењем са (3.33), добиjамо да тежине треба да буду пропорционалне односу
оригиналне и релевантне фгв. Осим тога, оне треба да буду нормализоване, па
jе

𝜔(𝑖) =
𝑝(x(𝑖))/𝑞(x(𝑖))∑︀𝑁
𝑗=1 𝑝(x

(𝑗))/𝑞(x(𝑗))
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁. (3.34)

Испоставља се да jе процена 𝐼ru
𝜑 конзистентна, али и померена за коначан броj

узорака [37]. Њена асимптотска расподела jе нормална, са помераjем и вари-
jансом

lim
𝑁→∞

(︁
𝐼ru
𝜑 − 𝐼𝜑

)︁
= − 1

𝑁

∫︁
𝑝2(x)

𝑞(x)
(𝜑(x) − 𝐼𝜑) dx,

lim
𝑁→∞

var
(︁
𝐼ru
𝜑

)︁
=

1

𝑁

∫︁
𝑝2(x)

𝑞(x)
(𝜑(x) − 𝐼𝜑)2 dx.

Релевантним узорковањем може се унапредити алгоритам честичног фил-
трирања на два начина. Наjпре, као што jе већ речено, у неким случаjевима ниjе
могуће директно узорковати расподелу прелаза, а ру jе jедан од начина да се
оваj проблем реши (алтернативно, могла би да се користи нека друга техника за
генерисање одбирака расподеле, нпр. метода одбацивања [103, стр. 273]). Осим
тога, ру може да ублажи проблем дегенерациjе тежина. Из (3.34) je jасно да се
вариjанса тежина код ру минимизира када jе релевантна фгв jеднака ориги-
налноj, jер тада све тежине имаjу исту вредност 1/𝑁 . Наравно, основни мотив
за увођење ру-а управо и jесте немогућност директног узорковања из жељене
расподеле, па овакав избор релевантне фгв не долази у обзир. Ипак, jасно jе
да, у циљу минимизациjе вариjансе тежина, њен облик треба да буде што слич-
ниjи фгв прелаза. Отуда се релевантна фгв типично условљава претходном
вредношћу честице и забележеном опсервациjом. Наиме, лако се показуjе да
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jе условна вариjанса тежина за дато x(𝑡− 1) минимална (и jеднака нули) када
релевантна фгв има облик

𝑞opt (x(𝑡) |x(𝑡− 1),y(𝑡)) = 𝑝 (x(𝑡) |x(𝑡− 1),y(𝑡))

=
𝑝 (y(𝑡) |x(𝑡)) 𝑝 (x(𝑡) |x(𝑡− 1))

𝑝 (y(𝑡) |x(𝑡− 1))
.

Дискусиjа о оптималним облицима релевантне фгв може се наћи у [39].
Увођењем релевантног узорковања у честични филтар мењаjу се начини ге-

нерисања предикциjа и прорачуна тежина. Резултуjућа процедура jе позната
под називом секвенциjално релевантно реузорковање (срр, енгл. sequential im-
portance resampling), и дата jе алгоритмом (3.9). Ради jедноставности, претпо-
стављено jе да се реузорковање врши у сваком временском кораку. Међутим,
практична препорука jе да се оно врши само уколико jе ефективна величина
узорка мања од неког прага, као у алгоритму 3.8 [37].

срр се може схватити као генерички чф. У наставку даjемо преглед неких од
његових наjзначаjниjих вариjанти, коjе се добиjаjу избором конкретног облика
релевантне расподеле.

3.5.5 Помоћни честични филтар

Као што jе већ речено, оптимална релевантна фгв има облик

𝑞opt (x(𝑡) |x(𝑡− 1),y(𝑡)) = 𝑝 (x(𝑡) |x(𝑡− 1),y(𝑡)) .

Другим речима, при узорковању предикциjа у тренутку 𝑡 треба узети у обзир
и вредност опсервациjе y(𝑡). Ово одговара интуициjи, jер ниjе смислено гене-
рисати предикциjе коjе нису конзистентне са мерењима и коjе ће, према томе,
имати занемарљиве тежине.

Пит и Шепард [117] су први предложили приступ заснован на овом за-
кључку, уводећи тзв. помоћну променљиву, по коjоj jе алгоритам и добио име.
Она представља индекс 𝑖 честице из претходног узорка x(𝑖)(𝑡−1) на основу коjе
ће бити генерисана нова предикциjа x(𝑖)(𝑡|𝑡−1). Дакле, за разлику од стандард-
ног чф-а и срр-а, где се за свако x(𝑖)(𝑡− 1) генерише по jедна предикциjа, овде
се наjпре бираjу “наjбољи” кандидати међу претходним стањима, коjи онда по-
стаjу преци честицама у новом узорку. Ово на неки начин одговара инверзиjи
редоследа операциjа узорковања и реузорковања.
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Алгоритам 3.9 Секвенциjално релевантно реузорковање.
У 𝑡 = 0, за 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

∙ узорковати x(𝑖)(0| − 1) ∼ 𝑞(x(0) |y(0)),

∙ поставити

𝜔(𝑖)(0| − 1) =
�̃�(𝑖)(0| − 1)∑︀𝑁
𝑗=1 �̃�

(𝑗)(0| − 1)

�̃�(𝑖)(0| − 1) =
𝑝
(︀
x(𝑖)(0| − 1)

)︀
𝑝 (y(0) |x(0| − 1))

𝑞 (x(𝑖)(0| − 1) |y(0))

∙ реузорковањем генерисати почетни узорак са jеднаким тежинама{︀
x(𝑖)(0| − 1), 𝜔(𝑖)(0| − 1)

}︀𝑁
𝑖=1

→
{︀
x(𝑖)(0), 1/𝑁

}︀𝑁
𝑖=1

За свако 𝑡 ≥ 1:

1. генерисати скуп предикциjа узорковањем релевантне расподеле

x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) ∼ 𝑞
(︀
x(𝑡) |x(𝑖)(𝑡− 1),y(𝑡)

)︀
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

2. срачунати тежине као

𝜔(𝑖)(𝑡) =
�̃�(𝑖)(𝑡)∑︀𝑁
𝑗=1 �̃�

(𝑗)(𝑡)
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

где су ненормализоване тежине дате са

�̃�(𝑖)(𝑡) =
𝑝
(︀
x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) |x(𝑖)(𝑡− 1)

)︀
𝑞 (x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) |x(𝑖)(𝑡− 1),y(𝑡))

𝑝
(︀
y(𝑡) |x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1)

)︀
,

3. проценити статистику од интереса усредњавањем по пондерисаним пре-
дикциjама, као у (3.31); на пример, за процену средње вредности узети

x̂(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖)(𝑡)x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1)

4. реузорковањем одредити коначни узорак честица са jеднаким тежинама{︀
x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1), 𝜔(𝑖)(𝑡)

}︀𝑁
𝑖=1

→
{︀
x(𝑖)(𝑡), 1/𝑁

}︀𝑁
𝑖=1

.
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Приступ из [117] заснива се на узорковању заjедничке расподеле предикциjе
и помоћне променљиве, условљене досадашњим опсервациjама. Она се може
разложити као

𝑝 (x(𝑡|𝑡− 1), 𝑖 |y(1 : 𝑡)) ∝ 𝑝 (y(𝑡) |x(𝑡|𝑡− 1)) 𝑝 (x(𝑡|𝑡− 1), 𝑖 |y(1 : 𝑡− 1))

= 𝑝 (y(𝑡) |x(𝑡|𝑡− 1)) 𝑝 (x(𝑡|𝑡− 1) | 𝑖,y(1 : 𝑡− 1) 𝑝 (𝑖 |y(1 : 𝑡− 1) .

Овде 𝑝(𝑖 |y(1 : 𝑡 − 1)) представља вероватноћу избора честице x(𝑖)(𝑡 − 1) на ос-
нову опсервациjа прикупљених закључно са 𝑡 − 1. Као и при реузорковању,
честице треба бирати на основу њихових тежина, па jе функциjа масе вероват-
ноће (фмв) помоћне променљиве дата са

𝑝 (𝑖 |y(1 : 𝑡− 1) = 𝜔(𝑖)(𝑡− 1).

За изабрано 𝑖, фгв 𝑝(x(𝑡|𝑡 − 1) | 𝑖,y(1 : 𝑡 − 1)) постаjе вероватноћа преласка
𝑝(x(𝑡|𝑡− 1) |x(𝑖)(𝑡− 1)), одакле следи

𝑝 (x(𝑡|𝑡− 1), 𝑖 |y(1 : 𝑡)) ∝ 𝑝 (y(𝑡) |x(𝑡|𝑡− 1)) 𝑝
(︀
x(𝑡|𝑡− 1) |x(𝑖)(𝑡− 1)

)︀
𝜔(𝑖)(𝑡−1).

На жалост, добиjену фгв jе веома тешко, ако не и немогуће узорковати. Ра-
злог за ово jе зависност између предикциjе и помоћне променљиве. Критериjум
за избор индекса 𝑖 одређен jе производом тежине 𝜔(𝑖)(𝑡 − 1) и веродостоjности
𝑝(y(𝑡) |x(𝑡|𝑡 − 1)), коjа зависи од генерисане предикциjе. Слично, предикциjу
би требало генерисати из расподеле коjа jе условљена изабраним индексом.

Пит и Шепард су предложили замену предикциjе у изразу за веродостоjност
неком конкретном нумеричком карактеристиком расподеле прелаза µ(𝑡|𝑡 − 1),
коjу jе могуће срачунати пре него што се одреди коначна вредност предикциjе
– нпр. медиjана, очекивање, мод или узорак. За очекивати jе да ће овакав
приступ побољшати квалитет естимациjе у односу на стандардни чф ако jе
расподела прелаза адекватно представљена вредношћу µ(𝑡|𝑡− 1), односно када
jе вариjанса шума процеса мала. Релевантна расподела се усваjа у облику

𝑞 (x(𝑡|𝑡− 1), 𝑖 |y(1 : 𝑡)) ∝ 𝑝 (y(𝑡) |µ(𝑡|𝑡− 1)) 𝑝
(︀
x(𝑡|𝑡− 1) |x(𝑖)(𝑡− 1)

)︀
𝜔(𝑖)(𝑡−1),

а процедура њеног узорковања jе следећа:

1. за свако 𝑖 се одреди µ(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) и срачуна 𝑝(y(𝑡) |µ(𝑖)(𝑡|𝑡− 1))𝜔(𝑖)(𝑡− 1);
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2. овако добиjена расподела се нормализуjе, и из ње се генерише 𝑁 вредно-
сти помоћне променљиве 𝑖1, . . . , 𝑖𝑁 , где 𝑖𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑁} представља индекс
честице из претходног узорка на основу коjе ће бити генерисана 𝑗-та пре-
дикциjа

3. за добиjене индексе узоркуjе се расподела прелаза

x(𝑗)(𝑡|𝑡− 1) ∼ 𝑝
(︀
x(𝑡|𝑡− 1) |x(𝑖𝑗)(𝑡− 1)

)︀
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁

4. срачунаjу се тежине добиjених предикциjа као

𝜔(𝑗)(𝑡) =
𝑝
(︀
x(𝑗)(𝑡|𝑡− 1), 𝑖𝑗 |y(1 : 𝑡)

)︀
𝑞 (x(𝑗)(𝑡|𝑡− 1), 𝑖𝑗 |y(1 : 𝑡))

=
𝑝
(︀
y(𝑡) |x(𝑗)(𝑡|𝑡− 1)

)︀
𝑝 (y(𝑡) |µ(𝑗)(𝑡|𝑡− 1))

и нормализуjу тако да им збир буде jеднак jединици.

Оригинални помоћни честични филтар (пчф, енгл. auxiliary particle filter) из
[117] садржи и додатни корак реузорковања на краjу сваке итерациjе. Карпен-
тер и др. [21] су предложили нешто ефикасниjи приступ у коjем се реузорковање
врши само jедном у свакоj временскоj итерациjи. Експериментално jе показано
да ова вариjанта, дата алгоритмом 3.10, има боље перформансе од оригиналног
пчф-а те jе данас у знатно широj употреби [37].

Да бисмо обjаснили основну идеjу иза модификованог пчф-а, претпоставимо
да jе апостериорна расподела стања у 𝑡−1 описана узорком {x(𝑖)(𝑡−1), 1/𝑁}𝑁𝑖=1.
Увођењем

𝑝 (x(𝑡− 1) |y(1 : 𝑡− 1)) ≈ 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝛿
(︀
x(𝑡− 1) − x(𝑖)(𝑡− 1)

)︀
,

у формулу за предикциjу (3.28), и сменом добиjене апроксимативне расподеле
у израз за корекциjу (3.29), добиjамо

𝑝 (x(𝑡) |y(1 : 𝑡)) ≈ 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝 (y(𝑡) |x(𝑡)) 𝑝
(︀
x(𝑡) |x(𝑖)(𝑡− 1)

)︀
.

Одавде jе jасно да апостериорну расподелу можемо тумачити као мешавину 𝑁
модалних фгв, у литератури познатих под називом слоjеви (енгл. strata). У
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том циљу, уведимо следеће ознаке:

𝛽𝑖 ,

∫︀
R𝑛 𝑝

(︀
x(𝑡) |x(𝑖)(𝑡− 1)

)︀
𝑝 (y(𝑡) |x(𝑡)) dx(𝑡)∑︀𝑁

𝑖=1

∫︀
R𝑛 𝑝 (x(𝑡) |x(𝑖)(𝑡− 1)) 𝑝 (y(𝑡) |x(𝑡)) dx(𝑡)

,

𝑝𝑖(x(𝑡)) ,
𝑝
(︀
x(𝑡) |x(𝑖)(𝑡− 1)

)︀
𝑝 (y(𝑡) |x(𝑡))∫︀

R𝑛 𝑝 (x(𝑡) |x(𝑖)(𝑡− 1)) 𝑝 (y(𝑡) |x(𝑡)) dx(𝑡)
,

где 𝑝𝑖(x(𝑡)) означава 𝑖-ти слоj, а 𝛽𝑖 његов удео у коначноj фгв. Апостериорну
расподелу 𝑝(x(𝑡)|y(1 : 𝑡)) сада можемо апроксимирати честицама добиjеним тзв.
слоjевитим узорковањем (енгл. stratified sampling). У идеалном случаjу, ово
подразумева да се из сваког од 𝑁 слоjева узме по 𝑁𝑖 = 𝛽𝑖𝑁 одбирака. На
жалост, ово jе тешко изводљиво у пракси, из следећих разлога:

1. 𝑁𝑖 у општем случаjу ниjе цео броj,

2. изрази за 𝛽𝑖 и 𝑝𝑖(x(𝑡)) могу бити веома сложени.

У [21], први проблем jе решен дефинисањем алгоритма коjи за дате идеалне
вредности 𝑁𝑖 срачунава целоброjне апроксимациjе �̂�𝑖, при том гарантуjући да
су одступања |𝑁𝑖 − �̂�𝑖| увек мања од jединице, и да jе E �̂�𝑖 = 𝑁𝑖. За други
проблем jе предложено релевантно узорковање, са

𝑞(x(𝑡)) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝛽𝑖𝑝(x(𝑡)),

где су 𝑝(x(𝑡)) и 𝛽𝑖 неке апроксимациjе 𝑖-тог слоjа и његовог удела у комбинованоj
фгв. Њихов облик нужно jе одређен конкретним проблемом.

Оригинални алгоритам из [21] не обухвата реузорковање. Њега треба додати
као последњи корак у свакоj итерациjи уколико се у практичноj имплементациjи
покаже да долази до дегенерациjе тежина.

3.5.6 Регуларизовани честични филтар

Стандардним реузорковањем из коначног скупа дискретних предикциjа

{x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1), 𝜔(𝑖)(𝑡)}𝑁𝑖=1

долази до смањења ефективне величине узорка. Jедна од метода за ублажавање
овог проблема jе тзв. регуларизациjа [108, 6]. Она подразумева апроксимирање
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Алгоритам 3.10 Модификовани помоћни честични филтар.
У 𝑡 = 0, генерисати почетни узорак {x(𝑗)(0), 𝜔(𝑗)(0)}𝑁𝑗=1, коришћењем слоjевитог
узорковања из неке апроксимациjе расподеле 𝑝(x(0) |y(0)). За свако 𝑡 ≥ 1:

1. одредити апроксимациjу апостериорне расподеле стања

𝑝 (x(𝑡) |y(1 : 𝑡)) ≈
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖) (𝑡− 1) 𝑝 (y(𝑡) |x(𝑡)) 𝑝
(︀
x(𝑡) |x(𝑖)(𝑡− 1)

)︀
. (3.35)

2. конструисати релевантну фгв 𝑞(x(𝑡)) =
∑︀𝑁

𝑖=1 𝛽𝑖𝑝𝑖(x(𝑡)) тако да 𝛽𝑖𝑝𝑖(x(𝑡))
апроксимира 𝑖-ти сабирак у суми са десне стране израза (3.35)

3. применити слоjевито узорковање: за свако 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

∙ узети �̂�𝑖 одбирака из 𝑖-тог слоjа

x(𝑗)(𝑡) ∼ 𝑝𝑖(x(𝑡)),
𝑖−1∑︁
𝑘=1

�̂�𝑘 < 𝑗 ≤
𝑖∑︁

𝑘=1

�̂�𝑘

∙ срачунати њихове ненормализоване тежине као

�̃�(𝑗)(𝑡) ∝ 𝜔(𝑗)(𝑡− 1)
𝑝
(︀
x(𝑗)(𝑡) |x(𝑖)(𝑡− 1)

)︀
𝑝
(︀
y(𝑡) |x(𝑗)(𝑡)

)︀
𝛽𝑖𝑝(x(𝑗)(𝑡))

4. нормализовати тежине

𝜔(𝑗)(𝑡) =
�̃�(𝑗)(𝑡)∑︀𝑁
𝑘=1 �̃�

(𝑘)(𝑡)
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁

5. проценити статистику од интереса пондерисаним усредњавањем по конач-
ном узорку {x(𝑗)(𝑡), 𝜔(𝑗)(𝑡)}.
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апостериорне расподеле 𝑝(x(𝑡) |y(1 : 𝑡)) континуалном фгв

𝑝ker(x(𝑡) |y(1 : 𝑡)) ,
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖)(𝑡)𝐾ℎ

(︀
x(𝑡) − x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1)

)︀
. (3.36)

Овде jе
𝐾ℎ(x) =

1

ℎ𝑛
𝐾
(︁x
ℎ

)︁
скалирана кернелска фгв 𝐾(·), а ℎ jе параметар коjи одређуjе њену “ширину”,
односно вариjансу. Узорковањем из (3.36), честицама новог узорка не додељуjу
се вредности самих предикциjа, већ неки случаjни одбирци из њихове околине.
Ово “раштркавање” има за последицу смањење броjа истоветних тачака у новом
узорку, чиме jе умањен проблем његовог осиромашења.

Кернел може бити било коjа ненегативна функциjа 𝐾 : R𝑛 → R коjа задово-
љава следеће услове [6]:∫︁

R𝑛

x𝐾(x) dx = 0,

∫︁
R𝑛

‖x‖2𝐾(x) dx <∞.

Логичан критериjум за његов избор jе очекивано средње-квадратно одступање
резултуjуће апроксимациjе од стварне апостериорне расподеле стања

𝐽(𝐾) = E

(︂∫︁
R𝑛

(︀
𝑝(x(𝑡) |y(1 : 𝑡)) − 𝑝ker(x(𝑡)|y(1 : 𝑡)

)︀2
dx(𝑡)

)︂
.

Испоставља се да jе Епанечниковљев кернел оптималан када све честице имаjу
jеднаке тежине [108]. Он jе дат са

𝐾opt(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑛+ 2

2𝑐𝑛
(1 − ‖x‖2) , ‖x‖ < 1

0, иначе

где jе 𝑐𝑛 запремина jединичне сфере у R𝑛. Оптималну ширину ℎ могуће jе одре-
дити само у неким посебним случаjевима – нпр. када jе стварна апостериорна
фгв нормална [108].

Jедина разлика између регуларизованог честичног филтра (рчф) и стан-
дардног срр-а 3.9 jе у кораку реузорковања. Код рпф-а, оно jе спроводи на
начин описан алгоритмом 3.11: наjпре се бираjу почетне вредности из скупа
предикциjа, пропорционално њиховим тежинама, а затим се оне пертурбуjу
узорцима из кернела. При томе се пертурбациjе скалираjу тако да њихова ва-
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риjанса буде пропорционална вариjанси самог узорка.

Алгоритам 3.11 Реузорковање код регуларизованог честичног филтра.
Полазећи од узорка пондерисаних предикциjа {x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1), 𝜔(𝑖)(𝑡)},

1. срачунати емпириjску ковариjациону матрицу узорка

Σ̂xx(𝑡|𝑡− 1) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖)(𝑡)
(︀
x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) − x̂(𝑡|𝑡− 1)

)︀
(︀
x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) − x̂(𝑡|𝑡− 1)

)︀T
,

x̂(𝑡|𝑡− 1) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖)(𝑡)x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1)

2. одредити S(𝑡) = Σ̂
−1/2

xx (𝑡|𝑡− 1), тако да jе S(𝑡)ST(𝑡) = Σ̂xx(𝑡|𝑡− 1)

3. применити стандардно реузорковање

{x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1), 𝜔(𝑖)(𝑡)}𝑁𝑖=1 → {x̃(𝑡), 1/𝑁}𝑁𝑖=1

4. за 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

∙ узорковати кернел 𝜖(𝑖)(𝑡) ∼ 𝐾

∙ поставити x(𝑖)(𝑡) = x̃(𝑖)(𝑡) + ℎS(𝑡) 𝜖(𝑖)(𝑡).

Основни недостатак рчф-a jе у томе што добиjене честице више нису асимп-
тотски еквивалентне узорку из праве апостериорне расподеле стања. Отуда jе
његова употреба оправдана jедино када jе осиромашење узорка веома изражено
– нпр. ако jе вариjанса шума процеса изразито ниска.

3.5.7 Маргинализовани честични филтар

Монте Карло приступ jе моћан алат за нумеричку процену вредности ста-
тистика расподеле. Наравно, аналитичко решење одговараjућих интеграла ће,
уколико jе могуће, увек дати прецизниjе резултате од Монте Карло апроксима-
циjа, ма колико велики био броj честица. У том контексту треба посматрати и
следећи Тротеров цитат [143, 37]:

A good Monte Carlo is a dead Monte Carlo (Добар Монте Карло jе
мртав Монте Карло).

Тротер се заправо бавио Монте Карло техникама, и ниjе био противник ова-
квог приступа, али jе заговарао његову употребу само у случаjевима када jе то
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неопходно, односно када оптималан аналитички приступ ниjе могућ или ниjе
практично изводљив.

Jедна од ситуациjа у коjоj постоjи аналитичко решење општег проблема ре-
курзивног Беjзовског филтрирања jесте случаj линеарног гаусовског модела у
простору стања. До оптималне естимациjе тада се долази Калмановим филт-
ром. Претпоставимо да jе модел могуће разложити на нелинеарни и условно
линеарни део, на следећи начин:

xnl(𝑡+ 1) = fnl (xnl(𝑡),u(𝑡),wnl(𝑡)) , (3.37)

xl(𝑡+ 1) = A (xnl(𝑡),u(𝑡))xl(𝑡) + b (xnl(𝑡),u(𝑡)) + wl(𝑡), (3.38)

y(𝑡) = hnl (xnl(𝑡),u(𝑡)) + C (xnl(𝑡),u(𝑡))xl(𝑡) + v(𝑡), (3.39)

где су wnl(𝑡), wl(𝑡) и v(𝑡) међусобно некорелисани бели процеси, при чему су
последња два нормално расподељена, а вектор стања jе дат са

x(𝑡) =

[︃
xnl(𝑡)

xl(𝑡)

]︃
.

Дакле, када jе вредност за xnl(𝑡) позната, модел за xl(𝑡) постаjе линеаран и
гаусовски, па jе његова оптимална естимациjа дата кф-ом.

Статистички модел коjи одговара jедначинама (3.37)–(3.39) дат jе општом
(не нужно гаусовском) фгв прелаза

𝑝 (xnl(𝑡+ 1) |xnl(1 : 𝑡),y(1 : 𝑡)) = 𝑝 (xnl(𝑡+ 1) |xnl(𝑡)) (3.40)

и нормалним расподелама [125]

xl(𝑡) |xnl(1 : 𝑡),y(1 : 𝑡) ∼ 𝒩
(︁
x̂l(𝑡|𝑡), Σ̂l(𝑡|𝑡)

)︁
,

xl(𝑡+ 1) |xnl(1 : 𝑡+ 1),y(1 : 𝑡) ∼ 𝒩
(︁
x̂l(𝑡+ 1|𝑡), Σ̂l(𝑡+ 1|𝑡)

)︁
,

y(𝑡) |xnl(1 : 𝑡),y(1 : 𝑡− 1) ∼ 𝒩
(︁
hnl (xnl(𝑡),u(𝑡)) + Cx̂l(𝑡|𝑡− 1)

CΣ̂l(𝑡|𝑡− 1)CT + R(𝑡)
)︁
,

(3.41)

(ради jедноставниjе нотациjе, изостављамо експлицитну зависност матрица A,
B и C од xnl и u). Овде су предикциjе и корекциjе линеарног дела стања и
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његове ковариjационе матрице дати са

x̂l(𝑡|𝑡− 1) = Ax̂l(𝑡− 1|𝑡− 1) + b (xnl(𝑡− 1),u(𝑡− 1)) (3.42)

Σ̂l(𝑡|𝑡− 1) = AΣ̂l(𝑡− 1|𝑡− 1)AT + Ql(𝑡− 1) (3.43)

K(𝑡) = Σ̂l(𝑡|𝑡− 1)CT
(︁
CΣ̂l(𝑡|𝑡− 1)CT + R(𝑡)

)︁−1

(3.44)

x̂l(𝑡|𝑡) = x̂l(𝑡|𝑡− 1) + K(𝑡) (y(𝑡) − hnl (xnl(𝑡),u(𝑡)) −C x̂l(𝑡|𝑡− 1)) (3.45)

Σ̂l(𝑡|𝑡) = Σ̂l(𝑡|𝑡− 1) −K(𝑡)CΣ̂l(𝑡|𝑡− 1) (3.46)

а R(𝑡) и Ql(𝑡) су ковариjационе матрице процеса v(𝑡) и wl(𝑡).
Апостериорна расподела стања може се разложити на следећи начин:

𝑝 (x(𝑡) |y(1 : 𝑡)) = 𝑝 (xl(𝑡) |xnl(𝑡),y(1 : 𝑡)) 𝑝 (xnl |y(1 : 𝑡)) .

Уколико се расподела нелинеарног дела стања апроксимира узорком

{x(𝑖)
nl(𝑡), 𝜔(𝑖)(𝑡)}𝑁𝑖=1

помоћу стандардног чф-а или неке од његових модификациjа, за апостериорну
расподелу добиjамо

𝑝 (x(𝑡) |y(1 : 𝑡)) ≈
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖)(𝑡) 𝑝
(︀
xl(𝑡) |x(𝑖)

nl(𝑡),y(1 : 𝑡)
)︀
.

Дакле, она jе дата комбинациjом нормалних фгв чиjе параметре (очекивања
и ковариjационе матрице) можемо срачунати помоћу кф-а. Резултуjућа ме-
тода, дата алгоритмом 3.12, позната jе под називом маргинализовани честични
филтар (мчф, енгл. marginalised particle filter), због факторизациjе апостери-
орне расподеле на маргиналну фгв нелинеарног стања и нормалну условну фгв

линеарног стања. У литератури се jош користи и назив Рао-Блеквелизовани
чф (енгл. Rao-Blackwellised particle filter) [39, 125, 37], услед сличности са Рао-
Блеквеловом теоремом [80, стр. 109].

Зa свако x
(𝑖)
nl(𝑡) добиjа се оптимална естимациjа линеарног дела стања, чиме

се повећава свеукупна прецизност процене. Међутим, за сваку честицу x
(𝑖)
nl(𝑡)

мора се извршити по jедна итерациjа кф-а. Нумеричка сложеност коjу ово
подразумева може се компензовати смањењем броjа честица – подсећамо да он
експоненциjално расте са димензиjом вектора стања, а она jе сада ефективно
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смањена, jер се само нелинеарне компоненте естимираjу чф-ом.

Алгоритам 3.12 Маргинализовани честични филтар.
У 𝑡 = 0:

∙ генерисати почетни узорак честица {x(𝑖)
nl(0), 1/𝑁}𝑁𝑖=1 узорковањем из рас-

поделе почетног стања 𝑝(xnl(0)), коjа се сматра познатом;

∙ за свако 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑁} поставити x̂
(𝑖)
l (0|0) = E(xl(0)) а за Σ̂

(𝑖)

l (0|0) усвоjити
ковариjациону матрицу вектора xl(0).

У 𝑡 ≥ 1:

1. за свако 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 :

(а) срачунати предикциjе

∙ x
(𝑖)
nl(𝑡|𝑡−1) – узорковањем расподеле 𝑝(wnl(𝑡)) и заменом у (3.37),

или релевантним узорковањем;

∙ x̂
(𝑖)
l (𝑡|𝑡−1) и Σ̂

(𝑖)

l (𝑡|𝑡−1) – на основу (3.42) и (3.43), где су матрице
A и B одређене за претходну вредност нелинеарног дела исте
честице x

(𝑖)
nl(𝑡− 1)

(б) срачунати корекциjе x̂
(𝑖)
l (𝑡|𝑡) и Σ̂

(𝑖)

l (𝑡|𝑡) из (3.44)–(3.46), где jе ма-
трица C одређена на основу предикциjе нелинеарног дела исте че-
стице x

(𝑖)
nl(𝑡|𝑡− 1)

(в) за ненормализовану тежину честице �̃�(𝑖)(𝑡) поставити веродостоjност
предикциjе x

(𝑖)
nl(𝑡|𝑡− 1), дату са (3.41)

2. срачунати нормализоване тежине 𝜔(𝑖)(𝑡) ∝ �̃�(𝑖)(𝑡),
∑︀𝑁

𝑖=1 𝜔
(𝑖)(𝑡) = 1

3. проценити статистику од интереса пондерисаним усредњавањем по узорку

4. по потреби извршити реузорковање.

3.5.8 Unscented честични филтар

Проблем осиромашења узорка код стандардног чф-а може бити нарочито
изражен уколико jе преклапање између расподеле прелаза и веродостоjности
мало. Ово jе типично за системе са прецизним мерењима, када jе веродостоj-
ност веома уска, па већина предикциjа генерисаних из расподеле прелаза добиjа
занемарљиво мале тежине.

Суштина овог проблема jе у томе што узорковање из расподеле прелаза не
узима у обзир нову опсервациjу. Потребно jе на неки начин обезбедити да се
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предикциjе нађу у региону високе веродостоjности. Могућа решења дискуто-
вана су у одељку 3.5.5, у оквиру излагања о помоћном честичном филтру. Овде
ће бити представљен алтернативан приступ, базиран на апроксимациjи апосте-
риорне расподеле стања помоћу unscented Калмановог филтра.

Основна идеjа jе следећа:

∙ свакоj честици x(𝑖)(𝑡) придружене су процене средње вредности x̂(𝑖)(𝑡) и
ковариjационе матрице Σ̂

(𝑖)
(𝑡) апостериорне расподеле стања;

∙ ове апроксимациjе ажурираjу се помоћу ukf;

∙ уместо из расподеле прелаза 𝑝(x(𝑡) |x(𝑡− 1)), 𝑖-та предикциjе се узоркуjе
из нормалне расподеле 𝒩 (x̂(𝑖)(𝑡), Σ̂

(𝑖)
(𝑡));

∙ тежине се рачунаjу као код релевантног узорковања;

∙ процена статистике од интереса врши се као за стандардни чф.

Апроксимациjе добиjене ukf би требале у великоj мери да одговараjу правим
параметрима апостериорне расподеле. Са друге стране, усваjање нормалне за
релевантну расподелу омогућава лако узорковање. Оваj приступ, дат алгорит-
мом 3.13, први су предложили Ван дер Мерве и др. [148], и дали му назив
unscented честични филтар (енгл. unscented particle filter, upf). Под прет-
поставком да су ненормализоване тежине ограничене, бчф конвергира, и то
брзином коjа не зависи од димензиjе вектора стања [148].

За конструисање апроксимациjе оптималне релевантне фгв могао би се упо-
требити и проширени уместо unscented кф-а. Међутим, ниjе за очекивати да
би ово дало боље резултате, с обзиром на предности unscented трансформациjе
над линеаризациjом. Ово jе и експериментално потврђено у [148], где jе пока-
зана и супериорност unscented у односу на стандардни чф, у смислу повећане
прецизности естимациjе стања. Цена коjа се за ово плаћа jе велика рачунарска
сложеност, jер за сваку честицу потребно одрадити по jедну итерациjу ukf. Ме-
ђутим, за очекивати jе да ефективна величина узорка код ukf буде већа него
за стандардни алгоритам срр-а. Ово значи да се иста прецизност може постићи
са мање честица, чиме се делимично компензуjе велика рачунска сложеност.

Алгоритам се може значаjно поjедноставити на следећи начин: уместо низа,
параметри апостериорне расподеле би се естимирали само помоћу jедног бчф-
а, коjи би генерисао jединствену релевантну фгв за честице. Прелиминарне
нумеричке анализе показуjу да оваj приступ не даjе ништа лошиjе резултате од
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Алгоритам 3.13 Unscented честични филтар.
У 𝑡 = 0, из расподеле почетног стања 𝑝(x(0)) генерисати почетни узорак
{x(𝑖)(0), 1/𝑁}𝑁𝑖=1 и за 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 поставити

x̂(𝑖)(0) = x(𝑖)(0), Σ̂
(𝑖)

(0) = Σxx(0).

У 𝑡 ≥ 1:

1. За свако 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 :

∙ генерисати x̂(𝑖)(𝑡) и Σ̂
(𝑖)

(𝑡) итерациjом ukf, узимаjући за улазне по-
датке x̂(𝑖)(𝑡− 1) и Σ̂

(𝑖)
(𝑡− 1)

∙ узорковати предикциjу из гаусовском релевантне фгв

x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) ∼ 𝑞(x(𝑡) |x(𝑡− 1),y(𝑡))

= 𝑝𝒩

(︁
x(𝑡); x̂(𝑖)(𝑡), Σ̂

(𝑖)
(𝑡)
)︁

где 𝑝𝒩 (·;m,Σ) означава нормалну фгв са очекивањем m и ковариjа-
ционом матрицом Σ

∙ срачунати ненормализовану тежину

�̃�(𝑖)(𝑡) =
𝑝(y(𝑡) |x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) 𝑝(x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) |x(𝑖)(𝑡− 1))

𝑞(x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) |x(𝑖)(𝑡− 1),y(𝑡))

2. срачунати нормализоване тежине 𝜔(𝑖)(𝑡)

𝜔(𝑖)(𝑡) =
�̃�(𝑖)(𝑡)∑︀𝑁
𝑗=1 �̃�

(𝑖)(𝑡)

3. проценити статистику од интереса пондерисаним усредњавањем по узорку

4. по потреби извршити реузорковање.
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оригиналне методе из [148]. Међутим, потребно jе извршити детаљниjа испи-
тивања и теориjски показати оправданост овог приступа, те он неће бити даље
разматран у овоj тези.

3.5.9 Примена честичних филтара у дио

С обзиром на своjе предности у односу на пкф и ukf [2, 88], честични фил-
три постали су популаран алат за диjагнозу отказа у системима описаним не-
линеарним моделима у простору стања. У наставку даjемо преглед неких од
наjважниjих резултата овог типа доступних у литератури.

Скоро све постоjеће методе подразумеваjу да jе надзирани систем описан
унапред познатим скупом модела, коjи одговараjу поjединим отказима или њи-
ховим комбинациjама. Дакле, сматра се да се систем може наћи у jедном од
више различитих модова, и да jе га у сваком од њих одликуjе специфично дина-
мичко понашање. Већина алгоритама користи jедан од следећа два приступа.

1. Мод се кодира дискретном променљивом, коjа узима вредности из конач-
ног, преброjивог скупа. чф-ом се истовремено процењуjу стања система и
наjизгледниjи мод. Ово подразумева да су дефинисане вероватноће пре-
ласка између поjединих модова.

2. Користи се низ филтара коjи раде у паралели, за сваки модел система по
jедан. Одлука о моду се доноси избором филтра са наjбољим перформан-
сама.

Приступ предложен у [100] jе типичан представник прве групе алгоритама.
Ово jе уjедно и jедна од првих публикациjа на тему примене чф-а у дио. Нека
су дискретни мод и стање система у тренутку 𝑡 означени са 𝑧(𝑡) и x(𝑡). Про-
бабилистички модел система дат jе вероватноћама преласка 𝑝(𝑧(𝑡) | 𝑧(𝑡 − 1)) и
𝑝(x(𝑡) | 𝑧(𝑡),x(𝑡− 1)), и веродостоjношћу опсервациjе 𝑝(y(𝑡) |x(𝑡), 𝑧(𝑡)). Проши-
рено стање [𝑧(𝑡) xT(𝑡)]T може се естимирати било коjим од наведених вариjанти
чф-а. Узорком

{𝑧(𝑖)(𝑡),x(𝑖)(𝑡), 𝜔(𝑖)(𝑡)}𝑁𝑖=1

дефинисана jе и апроксимациjа маргиналне апостериорне расподеле мода

𝑝 (𝑧(𝑡) |y(1 : 𝑡)) ≈
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖)(𝑡)𝑧(𝑖)(𝑡).
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Из ње се директно може одредити наjизгледниjа вредност мода, чиме се исто-
времено детектуjу и изолуjу откази. Како би се обезбедило да узорак генери-
саних предикциjа садржи представнике изгледних модова, у [100] се предлаже
употреба неке врсте “пророка”, односно претходно развиjеног система за квали-
тативно надгледање и прогнозу, коjи би помагао при конструисању адекватне
релевантне расподеле. Метода jе верификована на примеру дио у сферичном
роботу “Sprint AERCam” агенциjе nasa.

Претпоставимо сада да су модели система у свим модовима линеарни и га-
усовски. У литератури се овакви системи називаjу хибриднима, или скокови-
тим Марковљевим линеарним (енгл. jump Markov linear systems). Дискретни
мод jе и даље описан Марковљевим ланцем, односно вероватноћама преласка
𝑝(𝑧(𝑡) | 𝑧(𝑡− 1)), док jе динамика стања x(𝑡) дата са

x(𝑖)(𝑡+ 1) = A
(︀
𝑧(𝑖)(𝑡)

)︀
x(𝑖)(𝑡) + B

(︀
𝑧(𝑖)(𝑡)

)︀
u(𝑡) + w(𝑡),

y(𝑡) = C
(︀
𝑧(𝑖)(𝑡)

)︀
x(𝑖)(𝑡) + v(𝑡),

где су w(𝑡) и v(𝑡) независни, бели гаусовски процеси. Овде jе могуће применити
исти приступ као у [100], с тим што се он може учинити ефикасниjим употре-
бом маргинализациjе: дискретни мод се естимира честичним филтром а x(𝑡)

кф-ом. Дусе и др. [40] предложили су мчф као решење општег проблема ести-
мациjе стања скоковитих Марковљевих линеарних модела. Де Фреиташ [31] jе
применио ову технику на проблем дио, са узорковањем предикциjа из распо-
деле прелаза, док се у [106] предлаже нешто другачиjа релевантна расподела,
изведена маргинализациjом по дискретном моду.

Мекилрет jе у [100] исправно препознала да jе кључни корак алгоритма аде-
кватно генерисање предикциjа. Уколико се деси да неки мод ниjе заступљен
у узорку честица, онда ће његова естимирана апостериорна вероватноћа бити
jеднака нули, без обзира на то колико jе он заправо конзистентан са опсерваци-
jама. Ово jе нарочито опасно у случаjу отказа коjи могу имати катастрофалне
последице, али се ретко jављаjу па имаjу веома мале априорне вероватноће.
Верма и др. [152] уводе функциjу 𝑢(𝑧(𝑡)) коjа одражава важност поjединих мо-
дова, у смислу озбиљности последица коjе одговараjући откази могу имати по
систем. Релевантна фгв усваjа се као

𝑞 (𝑧(𝑡) | 𝑧(𝑡− 1)) =
𝑢(𝑧(𝑡))

𝑢(𝑧(𝑡− 1))
𝑝 (𝑧(𝑡) | 𝑧(𝑡− 1)) .
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Jасно jе да се овим избором повећаваjу изгледи да важни модови буду засту-
пљени у новом узорку, а испоставља се да ниjе унет помераj у естимациjу. Веома
сличан приступ предложен jе и у [141].

Хутер и Дирден [64] су предложили методу за систематско рачунање тежина
честица, коjа користи ukf како би узела у обзир наjновиjу опсервациjу. У
тренутку 𝑡, алгоритам се састоjи од следећих корака:

1. за сваку честицу из претходног узорка наjпре се одреди скуп свих могућих
потомака дискретног мода

{︀
𝑧(𝑡) : 𝑝

(︀
𝑧(𝑡) | 𝑧(𝑖)(𝑡− 1)) > 0

)︀}︀
2. за сваки од могућих потомака, итерациjом ukf одреде се нове процене

стања

3. срачуна се тежина мода 𝑧(𝑖)(𝑡− 1) сумирањем апостериорних вероватноћа
свих његових потомака

𝜔(𝑖)(𝑡) ∝
∑︁
𝑗

𝑝
(︁
𝑧
(𝑖)
𝑗 (𝑡) | 𝑧(𝑖)(𝑡− 1),y(𝑡)

)︁
∝
∑︁
𝑗

𝑝
(︁
y(𝑡) |x(𝑖)

𝑗 (𝑡), 𝑧
(𝑖)
𝑗 (𝑡)

)︁
𝑝
(︁
𝑧
(𝑖)
𝑗 (𝑡) | 𝑧(𝑖)(𝑡− 1)

)︁

где 𝑧(𝑖)𝑗 (𝑡) означава 𝑗-тог потомка мода 𝑧(𝑖)(𝑡 − 1), а x
(𝑖)
𝑗 (𝑡) одговараjућу

естимациjу ukf

4. честице {𝑧(𝑖)(𝑡− 1)} се реузоркуjу према срачунатим тежинама

5. за тако добиjени скуп генеришу се нове вредности мода узорковањем из
расподеле прелаза, и њима се придруже већ одређене естимациjе стања.

Систематичност овог приступа огледа се у томе што се за сваки мод из узорка
генеришу сви могући, а не само априорно вероватни наследници. Тиме се и
представницима ретких отказа пружа шанса да “преживе” реузорковање, уко-
лико су конзистентни са опсервациjама. Веома сличан приступ користи се у
[159], с тим што се претпоставља скоковит Марковљев линеаран систем, и раз-
матраjу се jедино потпуни откази сензора и то наjвише jедног у датом тренутку.

Недостатак методе из [64] jе изузетна нумеричка сложеност, jер се захтева
по jедна итерациjа ukf за сваки од потенциjално великог броjа могућих наслед-
ника сваке честице. Тафацоли и Сан [137] предлажу да се у сваком тренутку

93



бира само наjизгледниjи мод. Итерациjа њиховог алгоритма подразумева сле-
деће кораке:

1. полазећи од претходно усвоjеног мода 𝑧(𝑡−1), одредити скуп свих могућих
наследника {𝑧𝑘(𝑡)}𝐾(𝑡)

𝑘=1

2. за сваки од њих генерисати по 𝑁 предикциjа из расподеле прелаза

x
(𝑖)
𝑘 (𝑡) ∼ 𝑝

(︀
x(𝑡) |x(𝑖)(𝑡− 1), 𝑧𝑘(𝑡)

)︀
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾(𝑡)

и срачунати одговараjуће тежине

�̃�
(𝑖)
𝑘 (𝑡) = 𝑝

(︁
y(𝑡) |x(𝑖)

𝑘 (𝑡), 𝑧𝑘(𝑡)
)︁

3. формирати критериjум за избор новог мода комбиновањем априорних ве-
роватноћа и просечних веродостоjности генерисаних предикциjа

𝑧(𝑡) = 𝑧𝑘(𝑡), 𝑘 = arg max
𝑘

(︃
𝑝 (𝑧𝑘(𝑡) | 𝑧(𝑡− 1))

𝑁∑︁
𝑖=1

�̃�
(𝑖)
𝑘 (𝑡)

)︃

4. за усвоjену нову вредност мода срачунати нормализоване тежине

𝜔
(𝑖)

𝑘
(𝑡) =

�̃�
(𝑖)

𝑘
(𝑡)∑︀𝑁

𝑗=1 �̃�
(𝑗)

𝑘
(𝑡)
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

па на основу њих извршити реузорковање{︁
x
(𝑖)

𝑘
(𝑡), 𝜔

(𝑖)

𝑘
(𝑡)
}︁𝑁
𝑖=1

→
{︀
x(𝑖)(𝑡), 1/𝑁

}︀𝑁
𝑖=1

На први поглед, ова метода jедноставниjа jе од оне из [64], с обзиром да се у
наредни тренутак преноси само jедна, наjизгледниjа вредност мода. Међутим,
овде jе у свакоj итерациjи потребно генерисати 𝐾(𝑡)𝑁 предикциjа, па jе алго-
ритам и даље нумерички захтеван. Осим тога, у узорку не постоjи никаква
разноврсност у погледу могућих вредности мода, па jе резултуjућа естимациjа
померена.

За развоj метода коjе не подразумеваjу увођење дискретног мода заслужна
jе наjвећим делом група истраживача предвођена Лиjем и Кадиркаманатаном.
У jедноj од своjих првих публикациjа [77], они су дио приступили као про-
блему идентификациjе промена у параметрима модела θ, коришћењем стан-
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дардне технике проширивања вектора стања [4]. Кораци њиховог алгоритма су
следећи:

0. у 𝑡 = 0, генерисати почетни узорак честица из расподеле почетног стања;

1. у 𝑡 ≥ 1 ажурирати узорак стандардним чф-ом;

2. срачунати просечну веродостоjност генерисаних предикциjа у последњих
𝑇 итерациjа као

𝑔(𝑡) =
𝑡∏︁

𝜏=𝑡−𝑇+1

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝
(︀
y(𝑡) |x(𝑖)(𝜏)

)︀
(за 𝑇 = 𝑡 добили бисмо “идеалну” веродостоjност, израчунату на основу
свих доступних опсервациjа; међутим, овакав избор ниjе практично изво-
дљив jер би се броj рачунских операциjа повећавао са временом)

3. уколико jе 𝑔(𝑡) испод неке унапред усвоjене границе, почети са естимаци-
jом проширеног стања, коjе сада осим x обухвата и θ, при чему jе дина-
мика параметара дата случаjним ходом.

Оваj приступ може бити веома ефикасан уколико jе броj параметара коjи се
мењаjу услед настанка отказа релативно мали. У противном, проширивање
вектора стања доводи до драстичног раста његове димензиjе, па jе тешко оче-
кивати да ће бити могуће истовремено прецизно естимирати и x и θ. Могуће
решење jе експоненциjално повећање броjа честица, али би ово алгоритам учи-
нило изузетно нумерички захтевним. Ефикасниjи приступ предложен jе у [91],
о чему ће касниjе бити речи.

Типичан представник групе метода базираних на низовима филтара предло-
жен jе у [90]. Претпоставља се да jе скуп отказа од интереса коначан, унапред
познат, и да jе сваком од њих придружен посебан динамички модел система. За
сваки од њих проjектуjе се по jедан чф, тако да 𝑘-ти филтар ефективно ради
под претпоставком да jе систем погођен (само) 𝑘-тим отказом. Ови филтри раде
истовремено, у паралели са самим процесом и додатним “нултим” чф-ом коjи
подразумева номинални модел процеса без отказа. Уколико филтар ради са
“погрешним” моделом, коjи не одговара стварном стању у систему, његове пре-
дикциjе неће бити конзистентне са опсервациjама. Веродостоjност 𝑘-тог филтра
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добиjа се усредњавањем његових ненормализованих тежина

𝑙𝑘(𝑡) =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝
(︁
y(𝑡) |x(𝑖)

𝑘 (𝑡|𝑡− 1)
)︁
, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝐾

где x
(𝑖)
𝑘 (𝑡|𝑡− 1) означава 𝑖-ту предикциjу (честицу) 𝑘-тог филтра, а 𝐾 jе укупан

броj различитих отказа. дио се своди на избор наjизгледниjег модела. Ово се
постиже поређењем сваког од филтара са номиналним, односно формирањем
статистика

𝑔𝑘(𝑡) = max
𝑡−𝑇+1≤𝑡0≤𝑡

𝑡∑︁
𝜏=𝑡0

𝑙𝑘(𝜏)

𝑙0(𝜏)
.

Овде 𝑇 представља дужину временског прозора а 𝑡0 непознати тренутак на-
станка отказа. Алгоритам одлучуjе да jе присутан 𝑘-ти отказ када jе испуњен
услов

𝑔𝑘(𝑡) ≥ ℎ,

где jе ℎ праг, а 𝑘 индекс филтра са наjвећом статистиком

𝑘 = arg max
1≤𝑘≤𝐾

𝑔𝑘(𝑡).

Веома сличан алгоритам овоме предложен jе знатно касниjе у [2], уз нешто
другачиjи прорачун веродостоjности филтара.

Основни недостатак приступа из [90] jе у томе што модели система у прису-
ству отказа мораjу бити у потпуности специфицирани. Ово ниjе реална прет-
поставка, осим у малоброjним изузетним случаjевима. На пример, амплитуде
отказа углавном нису унапред познате. Осим тога, неки од параметара номи-
налног модела често нису савршено прецизно одређени. Општи проблем ис-
товременог избора структуре (из групе понуђених) и одређивања параметара
модела разматран jе у [76], а алгоритам за решење овог проблема у контексту
дио предложен jе у [91]. Полазна претпоставка jе да се откази манифестуjу
променама параметара модела θ, слично као у [77]. Разлика jе у томе што се
овде θ дели у подскупове θ𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐾. Они се процењуjу техником про-
ширења стања помоћу 𝐾 филтара коjи раде у паралели. При томе 𝑘-ти чф

истовремено естимира x и θ𝑘, узимаjући номиналне вредности за остале пара-
метре. Поређење међу филтрима ради се као у [90].

Разматрани проблем и предложено решење донекле су слични као у [77].
Основна разлика jе у томе што се овде за естимациjу параметара користи низ,
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а у [77] само jедан чф. Уколико се отказ заиста манифестуjе као промена само
jедног од подскупова параметара, рецимо θ𝑘, алгоритам из [91] jе у очиглед-
ноj предности, jер ће његов 𝑘-ти филтар прецизниjе естимирати нове вредности
параметара него jединствени чф из [77]. Разлог за то jе што оваj други истовре-
мено покушава да процени и све остале параметре, иако се њихове вредности
нису измениле. Решење из [91] jе у већини случаjева и нумерички jедностав-
ниjе од оног из [77], jер jе броjа честица расте линеарно са повећањем броjа
филтара у низу, а експоненциjално са порастом димензиjе проширеног стања.
Другим речима, броj рачунских операциjа низа филтара коjи естимираjу мањи
броj променљивих нижи jе него за jединствен филтар коjи процењуjе већи броj
променљивих.

Сва до сада разматрана решења подразумеваjу да се утицаj отказа мани-
фестуjе као промена параметара или структуре модела. Са друге стране, у
класичним техникама за дио, разматраним у глави 2, откази се представљаjу
адитивним члановима у jедначинама стања и мерења. Жанг и др. [172] пошли
су од ове традиционалне поставке проблема и предложили решење коjе jе по
своjоj основноj структури слично као код опсервера са непознатим улазима:

∙ у паралели ради низ чф-а, проjектованих тако да jе сваки неосетљив на
тачно jедан отказ;

∙ филтер са наjвећом веродостоjношћу директно указуjе на настали отказ.

Основна претпоставка jе да постоjе редундантна мерења коjе се могу ис-
користити за елиминациjу непознатих отказа. Претпостављени модел процеса
има облик

x(𝑡+ 1) = f (x(𝑡),u(𝑡),w(𝑡)) +
𝐾∑︁
𝑘=1

ψ𝑘 (x(𝑡),u(𝑡)) 𝑞𝑘(𝑡),

y1(𝑡) = h1 (x(𝑡),u(𝑡),v(𝑡)) ,

y2(𝑡) = h2 (x(𝑡),u(𝑡),v(𝑡)) ,

где суψ𝑘(·, ·) познате функциjе коjе моделуjу jединични “правац” деjства отказа
на вектор стања, 𝑞𝑘(𝑡) су њихове непознате амплитуде, y1 и y2 заjедно чине
вектор мерења y, а значења свих осталих променљивих иста су као раниjе.

Први корак алгоритма jе стандардан – у циљу временске пропагациjе 𝑖-те
честице, генерише се узорак шума процеса и уврсти у jедначину стања. Ме-
ђутим, за разлику од обичног чф-а, овде се узоркуjе и шум мерења. Добиjени
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одбирак смењуjе се у jедначину по y1, па за 𝑖-ту честицу 𝑘-тог чф-а добиjамо

x
(𝑖)
𝑘 (𝑡+ 1|𝑡) = f

(︁
x
(𝑖)
𝑘 (𝑡),u(𝑡),w

(𝑖)
𝑘 (𝑡)

)︁
+ψ𝑘

(︁
x
(𝑖)
𝑘 (𝑡),u(𝑡)

)︁
𝑞𝑘(𝑡), (3.47)

y1(𝑡+ 1) = h1

(︁
x
(𝑖)
𝑘 (𝑡+ 1|𝑡),u(𝑡+ 1),v

(𝑖)
𝑘 (𝑡+ 1)

)︁
, (3.48)

(𝑘-ти филтар треба да буде неосетљив само на 𝑘-ти отказ, па су сви остали
занемарени и изостављени из jедначине стања). Из добиjеног система треба
елиминисати непознато 𝑞𝑘(𝑡), чиме долазимо до конкретне вредности за пре-
дикциjу x

(𝑖)
𝑘 (𝑡 + 1|𝑡). Њена ненормализована тежина сада се рачуна на основу

друге jедначине мерења, као

�̃�
(𝑖)
𝑘 (𝑡+ 1) = 𝑝

(︁
y2(𝑡+ 1) |x(𝑖)

𝑘 (𝑡+ 1|𝑡),u(𝑡+ 1)
)︁
,

а веродостоjност 𝑘-тог филтра jе дата са

𝑙𝑘(𝑡+ 1) =
𝑁∑︁
𝑖=1

�̃�
(𝑖)
𝑘 (𝑡+ 1).

Наjвећи проблем у примени ове методе везан jе за елиминациjу непознатог
отказа, jер систем (3.47)–(3.48) у општем случаjу нема решења. Аутори у [172]
предлажу да се у том случаjу узме jош неколико наредних опсервациjа и да се
систем допуни одговараjућим jедначинама стања и мерења. Међутим, овиме се
у рад алгоритма уноси кашњење. Осим тога, постоjање решења и даље ниjе
загарантовано, jер се у jедначинама jављаjу нове непознате – будуће вредности
отказа.

Поменимо на краjу да jе честичне филтре могуће комбиновати и са мето-
дама коjе се ослањаjу на квалитативне, статистичке описе опсервациjа, уместо
на квантитативне физичке моделе система. На пример, у [168] jе расподела
мерења моделована комбинациjом гаусовских компоненти. Њихов броj, очеки-
вања, ковариjационе матрице и априорне вероватноће чине параметре модела.
Они се инициjално одређуjу методом очекивање-максимизациjа [33], а у току
рада се ажурираjу помоћу чф-а, тако што се дефинише вектор стања чиjе ком-
поненте чине параметри комбиноване нормалне расподеле. Поjава опсервациjе
коjа ниjе конзистентна са моделом указуjе на присуство отказа. Алгоритам из
[168] илуструjе широке могућности примене чф-а у проблемима дио и указуjе
на нове потенциjалне правце истраживања. Упркос томе, у наставку они неће
бити разматрани, jер су предмет разматрања ове тезе технике засноване ка
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квантитативним моделима.
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Глава 4

Нове методе за детекциjу и

изолациjу отказа засноване на

честичним филтрима

У глави 3 jе показано да честични филтар (чф) представља веома моћан
алат за детекциjу и изолациjу отказа (дио) у системима описаним нелинеарним,
стохастичким моделима у простору стања са произвољним расподелама шумова
процеса и мерења. Упркос томе, из датог прегледа литературе jасно jе да и
даље постоjе нерешени проблеми. Поред специфичних недостатака сваке од
постоjећих метода изнетих у глави 3, могу се дати следећи општи коментари.

∙ Технике базиране на увођењу и естимациjи дискретног мода имаjу про-
блем са осиромашењем узорка у случаjу постоjања отказа са малим апри-
орним вероватноћама. Методе предложене у литератури коjе имаjу за циљ
да оваj недостатак ублаже засниваjу се на измени релевантне расподеле
или систематском набраjању свих могућих прелаза међу дискретним мо-
довима. Први приступ не отклања у потпуности могућност осиромашења
узорка, а други jе изузетно нумерички захтеван.

∙ Методе са низовима паралелних филтара покриваjу све хипотезе, jер jе
сваком отказу намењен посебан чф, па не може доћи до проблема оси-
ромашења узорка. Са друге стране, оне су тешко практично изводљиве
уколико jе броj различитих отказа веома велики.

У овоj глави биће понуђена нова, оригинална решења коjа отклањаjу неке
од описаних недостатака постоjећих метода. Основне тачке нашег приступа су
дате у наставку.
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∙ Пре свега, поћи ће се од нешто другачиjег модела отказа. Они ће бити
представљени адитивним члановима у jедначинама стања и мерења, а не
променом структуре или параметара модела. Оваква поставка jе jедно-
ставниjа, а истовремено више одговара реалности у многим практичним
случаjевима од интереса. На пример, за детекциjу отказа на сензорима
или актуаторима довољно jе претпоставити да постоjи разлика између
стварних улаза и излаза система са jедне, и командованих управљања,
односно мерења са друге стране. Ефективно, ово се управо своди на уво-
ђење адитивних чланова у модел. У прилог оправданости овакве поставке
говори и чињеница да се од ње полази при извођењу практично свих кла-
сичних методе за дио.

∙ Биће употребљене неке од стандардних, добро утемељених техника пр-
вобитно развиjених за линеарне системе, као што jе принцип наменског
опсервера. Иако веома моћне и доказано ефектне, оне до сада нису нашле
ширу примену у нелинеарним проблемима. Показаћемо да их jе могуће
реализовати и у овом контексту, адекватном модификациjом стандардног
чф-а.

∙ Указаћемо на неке недостатке стандардних секвенциjалних тестова хипо-
теза коjи се користе за избор наjверодостоjниjег у низу паралелних фил-
тара. Њихов узрок су разлике између претпостављеног и стварног модела
система, коjе су у пракси неизбежне и са коjима се мора рачунати како
би се обезбедила успешна примена развиjених алгоритама на реалне си-
стеме. У том циљу ће бити понуђена модификациjа стандардног кусум

теста коjа значаjно побољшава робусност у односу на грешке моделирања.

4.1 Модел нелинеарног система са отказима

Полазимо од следећег општег нелинеарног модела у простору стања:

x(𝑡+ 1) = fθ (x(𝑡),u(𝑡),d(𝑡)) + w(𝑡), (4.1а)

y(𝑡) = hθ (x(𝑡),u(𝑡)) (4.1б)

Као и раниjе, 𝑡 означава време, d jе детерминистички поремећаj, w jе стоха-
стички шум процеса, а x, u и y представљаjу векторе стања и (стварних) улаза
и излаза система, димензиjа 𝑛, 𝑝 и 𝑞, редом. Функциjе f и h су параметри-
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Слика 4.1: Шематски приказ претпостављеног модела система.

зоване вектором θ и могу имати произвољан облик. У присуству отказа на
актуаторима, стварни улаз система u може се разликовати од задатог u*. Тада
jе

u(𝑡) = u*(𝑡) + ũ(𝑡), (4.2)

где ũ(𝑡) представља временски-променљиви отказ актуатора. Измерени излаз
y* разликуjе се од стварног y услед присуства мерног шума v. Осим тога, овоj
разлици може допринети и евентуални отказ сензора ỹ, па jе

y*(𝑡) = y(𝑡) + ỹ(𝑡) + v(𝑡). (4.3)

Коначно, у пракси ће увек постоjати одступање θ̃ стварних параметара θ у
односу на претпостављене, тj. номиналне θ*:

θ = θ* + θ̃.

Шематски приказ система под деjством поремећаjа, грешака моделирања, шу-
мова и отказа приказан jе на слици 4.1.

У наставку сматрамо да су задовољене следеће стандардне претпоставке:

∙ шумови процеса w(𝑡) и мерења v(𝑡) су бели стохастички процеси;

∙ расподеле почетног стања x(0) и процеса w(𝑡) и v(𝑡) су познате и међу-
собно независне.

Осим тога, уколико сматрамо да не долази до истовремених отказа на више
сензора или актуатора, имамо да jе

ũ = 𝜈(𝑡)e𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑝

односно
ỹ = 𝜓(𝑡)e𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑞
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Табела 4.1: Моделирање отказа на 𝑖-том актуатору.
Тип Опис Профил

калибрациона грешка 𝑢𝑖(𝑡) = 𝑎𝑢*𝑖 (𝑡) + 𝑏 �̃�𝑖(𝑡) = (𝑎− 1)𝑢*𝑖 (𝑡) + 𝑏
“заглављен” актуатор 𝑢𝑖(𝑡) = 𝑐 = const. �̃�𝑖(𝑡) = 𝑐− 𝑢*𝑖 (𝑡)

постепени отказ 𝑢𝑖(𝑡) = 𝑢*(𝑡) + 𝑐 𝑡 �̃�𝑖(𝑡) = 𝑐 𝑡

где e𝑘 означава 𝑘-ту колону jединичне матрице одговараjућих димензиjа, а 𝜈(𝑡)

и 𝜓(𝑡) представљаjу непознате временске профиле отказа на актуатору и сен-
зору, респективно. Неке од метода коjе ће бити представљене у овоj глави могу
да детектуjу и изолуjу више истовремених отказа, или се могу модификовати
тако да ово буде могуће. Оне не захтеваjу да буде испуњена последња претпо-
ставка, што ће бити напоменуто на одговараjућем месту у тексту.

Претпостављени модел отказа на први поглед може деловати као исувише
jедноставан. Међутим, њиме се могу покрити све наjважниjе врсте кварова на
сензорима и актуаторима. У табели 4.1 jе наведено како треба усвоjити профил
�̃�𝑖(𝑡) за разне типове отказа на 𝑖-том актуатору. На сличан начин се моделираjу
и откази на сензорима.

4.2 Тест-примери за верификациjу

Експериментална верификациjа развиjених алгоритама биће извршена кроз
рачунарске симулациjе на три стандардна тест-примера, добро позната и често
коришћена у литератури. У наставку ће бити дати њихови функционални описи
и одговараjући нелинеарни модели у простору стања.

4.2.1 Сепаратор паре

Сепаратор (колоквиjално познат и као бубањ) jе уређаj коjи служи за раз-
дваjање воде и паре. Ово jе изузетно важан технолошки процес у свим по-
строjењима коjа се ослањаjу на конверзиjу паре под притиском у механички
рад посредством турбине. Влажна пара умањуjе термичку ефикасност процеса
конверзиjе, а присуство капљица у пари коjа напаjа турбине доводи до хабања
лопатица турбине. Циклус вода-пара шематски jе приказан на слици 4.2 и са-
стоjи се од следећих корака:

1. свежа напоjна вода пумпа се у сепаратор;

2. одатле се спушта низ цеви коjе пролазе кроз котао;
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напојна
пумпа

гориво

котао

Слика 4.2: Шематски приказ циклуса вода-пара у термоелектрани.

3. вода се загрева, испарава и враћа у сепаратор;

4. пара високог притиска скупља при врху сепаратора и шаље ка турбини;

5. пара ниског притиска коjа излази из турбине одлази у кондензатор, где
се хлади и преводи у течно стање.

Напомињемо да су на слици 4.2 изостављени многи подсистеми, као што су
прегреjачи паре, турбине средњег и ниског притиска итд. Међутим, они нису
од суштинског значаjа са становишта модела коjи ће бити изведен у наставку.
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Табела 4.2: Профил промене положаjа вентила у моделу сепаратора.
Управљана Почетна Коначна Тренутак
величина вредност вредност промене [s]

гориво (𝑢1) 0.2 0.4 200
вода (𝑢3) 0.1 0.5 400
пара (𝑢2) 0.3 0.35 800

Детаљи о структури и начину рада котлa могу се наћи у [7]. Овде користимо
нелинеарни математички модел у простору стања из [16], коjи jе дат са:

�̇�1 = −0.0018𝑢2 𝑥
9/8
1 + 0.9𝑢1 − 0.15𝑢3, (4.4а)

�̇�2 = (0.073𝑢2 − 0.016)𝑥
9/8
1 − 0.1𝑥2, (4.4б)

�̇�3 = (141𝑢3 − (1.1𝑢2 − 0.19)𝑥1) /85, (4.4в)

𝑦1 = 𝑥1, (4.4г)

𝑦2 = 𝑥2, (4.4д)

𝑦3 = 0.05 (0.13073𝑥3 + 100 𝑎cs + 𝑞e/9 − 67.975) , (4.4ђ)

𝑎cs =
(1 − 0.001538𝑥3) (0.8𝑥1 − 25.6)

𝑥3 (1.0394 − 0.0012304𝑥1)
, (4.4е)

𝑞e = (0.854𝑢2 − 0.147)𝑥1 + 45.59𝑢1 − 2.514𝑢3 − 2.096. (4.4ж)

Значења променљивих су следећа:
𝑥1 притисак у сепаратору [kg/cm2],
𝑥2 излазна електрична снага [MW],
𝑥3 густина течности у сепаратору [kg/m3],
𝑢1 положаj вентила за доток горива у котао,
𝑢2 положаj вентила за проток паре ка турбини,
𝑢3 положаj вентила за доток напоjне воде у сепаратор,
𝑦3 ниво течности у сепаратору [m],
𝑎cs квалитет паре,
𝑞e брзина испаравања [kg/s],

при чему су положаjи вентила дати реалним броjевима у опсегу од нула (пот-
пуно затворен) до jедан (потпуно отворен). На слици 4.3 приказан jе jедан
пример одзива стања и излаза модела на секвенцу скоковитих промена упра-
вљања дату табелом 4.2.

Модел jе изведен полазећи од физичких закона одржања масе и енергиjе,
а његови параметри су идентификовани на основу експеримената извршених
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Слика 4.3: Одзиви стања (пуне линиjе) и излаза (испрекидане линиjе) модела
сепаратора на промене положаjа вентила.

у шведскоj термоелектрани Synvendska Kraft AB у Малмeу. О томе колико
оваj модел адекватно описуjе реалан процес наjбоље сведочи велики броj пу-
бликациjа у коjима jе употребљен за експерименталну верификациjу разних
стратегиjа управљања (видети [138] и тамо наведене референце). Међутим, у
доступноj литератури ниjе пронађен пример његовог коришћења у контексту
дио.

Временска дискретизациjа модела (4.4) извршена jе Оjлеровом (нем. Euler)
техником диференцирања унапред, у коjоj се временски извод неке величине
апроксимира количником разлике њених вредности у наредном и садашњем
тренутку одабирања, и периоде одабирања 𝑇𝑠. Jедначине стања временски-
дискретног модела дате су са

𝑥1(𝑡+ 1) = 𝑥1(𝑡) + 𝑇𝑠
(︀
−𝜃1 𝑢2(𝑡)𝑥1(𝑡)9/8 + 𝜃2 𝑢1(𝑡) − 𝜃3 𝑢3(𝑡)

)︀
, (4.5а)

𝑥2(𝑡+ 1) = 𝑥2(𝑡) + 𝑇𝑠
(︀
(𝜃4 𝑢2(𝑡) − 𝜃5)𝑥1(𝑡)

9/8 − 𝜃6 𝑥2(𝑡)
)︀
, (4.5б)

𝑥3(𝑡+ 1) = 𝑥3(𝑡) + 𝑇𝑠 𝜃
−1
10 (𝜃7 𝑢3(𝑡) − (𝜃8 𝑢2(𝑡) − 𝜃9)𝑥1(𝑡)) , (4.5в)
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Слика 4.4: Шематски приказ система три резервоара.

док су излази, квалитет паре и брзина испаравања дати са (4.4г)–(4.4ж). Но-
миналне вредности параметара износе

𝜃 =
[︁
0.0018 0.9 0.15 0.073 0.016 0.1 141 1.1 0.19 85

]︁T
(4.6)

а за периоду одабирања усвоjена jе вредност 𝑇𝑠 = 5 s.

4.2.2 Систем три резервоара

Систем три резервоара (енгл. three tank system) jедан jе од наjчешће кори-
шћених нелинеарних тест-примера у области аутоматског управљања. Чини
га каскадна веза три вертикална суда. Они су споjени при дну хоризонталним
цевима на коjима су монтирани вентили. Проток међу резервоарима одређен
jе положаjима ових вентила и релативним односима нивоа течности у суседним
судовима. Постоjи неколико вариjанти система са три резервоара, у зависности
од распореда пумпи и одливних цеви коjима течност напушта систем. Овде
jе усвоjена конфигурациjа приказа на слици 4.4: течност се долива у спољне
судове, означене са 𝑇1 и 𝑇2, а напушта систем контролисаним одливом из 𝑇2 и
нежељеним цурењем из средишњег резервоара 𝑇3.

До математичког модела система три резервоара долази се применом Тори-
челиjевог закона, коjи повезуjе проток међу судовима са разликом нивоа теч-
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ности у њима. За систем са слике 4.4 jе

𝑞13(𝑡) = 𝑐1𝐴c sign (𝑥1(𝑡) − 𝑥3(𝑡))
√︀

2𝑔|𝑥1(𝑡) − 𝑥3(𝑡)|, (4.7а)

𝑞23(𝑡) = 𝑐3𝐴c sign (𝑥2(𝑡) − 𝑥3(𝑡))
√︀

2𝑔|𝑥2(𝑡) − 𝑥3(𝑡)|, (4.7б)

𝑞2(𝑡) = 𝑐2𝐴c

√︀
2𝑔𝑥2(𝑡). (4.7в)

Овде jе 𝑔 = 9.81 m/s2 убрзање Земљине теже, sign(·) jе сигнум функциjа а
значења осталих ознака су следећа:
𝑞ij проток из 𝑇𝑖 и 𝑇𝑗,
𝑞2 оток из 𝑇2,
𝑐𝑖 положаj 𝑖-тог вентила,
𝐴c попречни пресек хоризонталних цеви,
𝑥𝑖 ниво у резервоару 𝑇𝑖.

Нежељено отицање из резервоара 𝑇3 кроз отвор непознатог попречног пресека
𝐴o дато jе са

𝑞3(𝑡) = 𝐴o

√︀
2 𝑔 𝑥3(𝑡) (4.7г)

и у симулациjама има улогу поремећаjа коjи делуjе на систем. Коначни модел
у простору стања повезуjе временске промена нивоа са укупним протоцима за
сваки од резервоара:

�̇�1(𝑡) = 𝐴−1
r (𝑢1(𝑡) − 𝑞13(𝑡)) , (4.8а)

�̇�2(𝑡) = 𝐴−1
r (𝑢2(𝑡) − 𝑞23(𝑡) − 𝑞2(𝑡)) , (4.8б)

�̇�3(𝑡) = 𝐴−1
r (𝑞13(𝑡) + 𝑞23(𝑡) − 𝑞3(𝑡)) . (4.8в)

Овде jе 𝐴r површина попречног пресека резервоара, а 𝑢𝑖 су протоци кроз пумпе.
Нивои се непосредно мере, па jе вектор излаза система дат са

y(𝑡) = x(𝑡) + v(𝑡), (4.8г)

где jе v(𝑡) бео Гаусов шум. Нумеричке вредности константних параметара ко-
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Слика 4.5: Стварна (пуне линиjе) и мерена стања (испрекидане линиjе) модела
система три резервоара.

ришћених у симулациjама су:

𝐴r = 154 cm2, 𝐴c = 0.5 cm2,

u(𝑡) =

[︃
𝑢1(𝑡)

𝑢2(𝑡)

]︃
= const. =

[︃
6 · 10−5 m3/s

4 · 10−5 m3/s

]︃
,

x(0) =

⎡⎢⎢⎣
𝑥1(0)

𝑥2(0)

𝑥3(0)

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
0.4 m

0.2 m

0.3 m

⎤⎥⎥⎦ ,
𝑐1 = 𝑐3 = 1, 𝑐2 = 0.8,

std (𝑣𝑖(𝑡)) = 5 mm, 𝑖 = 1, 2, 3.

Одзив система на наведене почетне услове и константна управљања дат jе на
слици 4.5.

Временски-дискретан модел jе изведен методом диференцирања унапред, са
периодом одабирања 𝑇𝑠 = 1 s.
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4.2.3 Континуални реактори са мешањем

Континуални шаржни реактор са механичким мешањем (крм, енгл. contin-
uous stirred tank reactor) jе типичан представник система коjи се редовно срећу
у хемиjскоj индустриjи. Атрибут “континуални” односи се на чињеницу да по-
стоjи константан доток реактаната и оток производа из реактора. При томе се
претпоставља да jе реакциjа достигла равнотежно стање и да jе мешање иде-
ално, тако да су концентрациjа и температура садржаjа униформни у целом
реактору. По потреби се врши греjање или хлађење смеше, у зависности од
тога да ли се при реакциjи троши или ослобађа топлота [161].

Овде разматрамо редну везу два крм-а, приказану на слици 4.6. У оба
резервоара одвиjаjу се три иреверзибилне реакциjе облика

𝐴→ 𝐵, 𝐴→ 𝑈, 𝐴→ 𝑅, (4.9)

где jе 𝐴 реактант, 𝐵 jе жељени производ а 𝑈 и 𝑅 су нежељени нуспродукти.
Чиста супстанца 𝐴 моларне концентрациjе 𝐶𝐴0 и температуре 𝑇𝐴0 доводи се у
први реактор са протоком 𝐹0. Излаз првог води се у други реактор, у коjи се
додаjе и свеж ток супстанце 𝐴 са параметрима 𝐶𝐴3, 𝑇𝐴3 и 𝐹3. Нето количине
топлоте коjе се доводе у реакторе означене су са 𝑄1 и 𝑄2. Из закона одржања
материjе и енергиjе следи следећи математички модел система:

�̇�1(𝑡) =
𝐹0

𝑉1
(𝑇0 − 𝑇1(𝑡)) +

3∑︁
𝑖=1

−∆𝐻𝑖

𝜌𝑐𝑝
𝑅𝑖 (𝐶𝐴1(𝑡), 𝑇1(𝑡)) +

𝑄1(𝑡)

𝜌𝑐𝑝𝑉1
(4.10а)

�̇�𝐴1(𝑡) =
𝐹0

𝑉1
(𝐶𝐴0(𝑡) − 𝐶𝐴1(𝑡)) −

3∑︁
𝑖=1

𝑅𝑖 (𝐶𝐴1(𝑡), 𝑇1(𝑡)) (4.10б)

�̇�2(𝑡) =
𝐹1

𝑉2
(𝑇1(𝑡) − 𝑇2(𝑡)) +

𝐹3

𝑉2
(𝑇03 − 𝑇2(𝑡))

+
3∑︁
𝑖=1

−∆𝐻𝑖

𝜌𝑐𝑝
𝑅𝑖 (𝐶𝐴2(𝑡), 𝑇2(𝑡)) +

𝑄2(𝑡)

𝜌𝑐𝑝𝑉2

(4.10в)

�̇�𝐴2(𝑡) =
𝐹1

𝑉2
(𝐶𝐴1(𝑡) − 𝐶𝐴2(𝑡)) +

𝐹3

𝑉2
(𝐶𝐴03(𝑡) − 𝐶𝐴2(𝑡))

−
3∑︁
𝑖=1

𝑅𝑖 (𝐶𝐴2(𝑡), 𝑇2(𝑡))

(4.10г)

где 𝐶𝐴𝑖 и 𝑇𝑖 означаваjу моларну концентрациjу реактанта 𝐴 и температуру у
𝑖-том реактору, 𝑉𝑖 jе његова запремина, а 𝐹𝑖 су протоци означени на слици 4.6.
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Слика 4.6: Шематски приказ каскаде два крм.

Функциjе 𝑅𝑖(·, ·) дате су са

𝑅𝑖 (𝐶𝐴𝑗, 𝑇𝑗) = 𝑘𝑖𝐶𝐴𝑗
exp

(︂
− 𝐸𝑖
𝑐𝑟 𝑇𝑗

)︂
, 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑗 = 1, 2,

где су 𝑘𝑖, ∆𝐻𝑖 и 𝐸𝑖, редом, мултипликативне константе, енталпиjе и енергиjе
активациjе коjе карактеришу три хемиjске реакциjе (4.9), а 𝑐𝑟 jе константан па-
раметар. Коначно, 𝑐𝑝 jе топлотни капацитет а 𝜌 густина течности у реакторима.
Нумеричке вредности константних параметара и променљивих у стационарном
стању дате су табелом 4.3.

Представљени модел каскаде два крм-а преузет jе из [2]. У истоj публика-
циjи могу се наћи и референце на друге радове у коjима се за верификациjу
користи оваj исти модел. То сведочи о његовоj популарности и адекватности за
тестирање алгоритама аутоматског управљања и дио.

Jедначинама (4.10) дефинисан jе нелинеаран временски-континуални модел,
са векторима стања и управљања

x =
[︁
𝑇1 𝐶𝐴1 𝑇2 𝐶𝐴2

]︁T
,

u =
[︁
𝑄1 𝐶𝐴0 𝑄2 𝐶𝐴03

]︁T
.

Техником диференцирања унапред са периодом одабирања 𝑇𝑠 = 0.05 h = 3 min
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Табела 4.3: Нумеричке вредности величина за модел каскаде крм.
Параметар Вредност Jединица
𝐹0, 𝐹1, 𝐹2 4.998, 4.998, 8 m3/h
𝑉1, 𝑉2 1, 3 m3

𝑐𝑟 8.314 kJ/(kmol K)
𝑇0, 𝑇03 280, 280 K

𝐶𝐴0s, 𝐶𝐴03s 2.4, 2.6 kmol/m3

𝑄1s, 𝑄2s 7 · 105, 3 · 105 kJ/h
∆𝐻1, ∆𝐻2, ∆𝐻3 −1 · 105, −1.04 · 105, −10.8 · 105 kJ/kmol
𝑘10, 𝑘20, 𝑘30 3 · 106, 3 · 105, 3 · 105 h−1

𝐸1, 𝐸2, 𝐸3 5 · 104, 7.53 · 104, 7.53 · 104 kJ/kmol
𝜌 2000 kg/m3

𝑐𝑝 0.731 kJ/(kg K)
𝑇1s, 𝑇2s 424.4, 444.5 K

𝐶𝐴1s, 𝐶𝐴2s 1.69, 0.89 kmol/m3

долазимо до следећег временски-дискретног еквивалента:

𝑥1(𝑡+ 1) = 𝑥1(𝑡) + 𝑇𝑠

(︃
𝜃4 (𝜃5 − 𝑥1(𝑡))

− 𝑥2(𝑡)
3∑︁
𝑖=1

𝜃𝑖 𝑘𝑖0 𝑒
−𝐸𝑖/𝑅𝑥1(𝑡) + 𝜃6 𝑢1(𝑡)

)︃
,

(4.11а)

𝑥2(𝑡+ 1) = 𝑥2(𝑡) + 𝑇𝑠

(︃
𝜃4 (𝑢2(𝑡) − 𝑥2(𝑡))

− 𝑥2(𝑡)
3∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖0 𝑒
−𝐸𝑖/𝑅𝑥1(𝑡)

)︃
,

(4.11б)

𝑥3(𝑡+ 1) = 𝑥3(𝑡) + 𝑇𝑠

(︃
𝜃7 (𝑥1(𝑡) − 𝑥3(𝑡)) + 𝜃8 (𝜃9 − 𝑥3(𝑡))

− 𝑥4(𝑡)
3∑︁
𝑖=1

𝜃𝑖 𝑘𝑖0 𝑒
−𝐸𝑖/𝑅𝑥3(𝑡) + 𝜃10 𝑢3(𝑡)

)︃
,

(4.11в)

𝑥4(𝑡+ 1) = 𝑥4(𝑡) + 𝑇𝑠

(︃
𝜃7 (𝑥2(𝑡) − 𝑥4(𝑡)) + 𝜃8 (𝑢4(𝑡) − 𝑥4(𝑡))

− 𝑥4(𝑡)
3∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖0 𝑒
−𝐸𝑖/𝑅𝑥3(𝑡)

)︃
,

(4.11г)
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где су параметри дати са

∆𝐻𝑖

𝜌𝑐𝑝
= 𝜃𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3,

𝐹0

𝑉1
= 𝜃4, 𝑇0 = 𝜃5,

1

𝜌𝑐𝑝𝑉1
= 𝜃6

𝐹1

𝑉2
= 𝜃7,

𝐹3

𝑉2
= 𝜃8, 𝑇03 = 𝜃9,

1

𝜌𝑐𝑝𝑉2
= 𝜃10.

Стања се непосредно мере па jе

y(𝑡) = x(𝑡) + v(𝑡),

где jе v(𝑡) бео Гаусов шум са ковариjационом матрицом

R = diag
(︀
0.4, 1.2 · 10−3, 0.4, 1.2 · 10−3

)︀
.

Одскочни одзив приказан jе на слици 4.7. Овде jе почетно стање

x(0) =
[︁
350 2.2 320 2.5

]︁T
,

а управљања су константна и jеднака стационарним вредностима из табеле 4.3,
с тим што се 𝑢1(𝑡) = 𝑄1(𝑡) скоковито мења за +10% у 𝑡 = 1.5 h а 𝑢2(𝑡) = 𝐶𝐴0(𝑡)

за −10% у 𝑡 = 3 h.

4.3 Адаптивни чф за диjагнозу калибрационих

грешака на сензорима

Технички системи као целина постаjу све поузданиjи услед напретка техно-
логиjе хардвера и софтвера. Међутим, сензори нису пратили оваj тренд истом
брзином, па се данас сматра да подложниjи отказима од самих система коjе
надзиру [8, 132]. Овде се концентришемо на калибрационе грешке сензора, коjе
су међу наjучесталиjим у пракси [8]. На пример, у сензорским мрежама оне
су кључни узрок грешака [110], а њихова детекциjа и даље jе отворен проблем
[128]. Предложени алгоритам, обjављен у [136], представља ефикасан, а исто-
времено релативно jедноставан алат за диjагнозу оваквих отказа.
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Слика 4.7: Стварна (пуна линиjа) и мерена стања (испрекидана линиjа) у од-
скочном одзиву каскаде два крм.

4.3.1 Поставка проблема, претпоставке и циљеви

У случаjу отказа (тj. калибрационе грешке) на 𝑗-том сензору, његов излаз
jе скалиран фактором 𝜃1

𝑦*𝑗 (𝑡) = 𝜃1 𝑦𝑗(𝑡) + 𝑣𝑗(𝑡), (4.12)

или померен за 𝜃2
𝑦*𝑗 (𝑡) = 𝑦𝑗(𝑡) + 𝜃2 + 𝑣𝑗(𝑡). (4.13)

Овде 𝑦𝑗(𝑡) означава тачну вредност мерене величине, а 𝑣𝑗(𝑡) одговараjућу ком-
поненту шума.

Не разматрамо могућност поjаве истовремених отказа на више сензора, с
обзиром да су овакве ситуациjе мало вероватне. Међутим, биће показано како
се алгоритам може модификовати тако да се покриjу и овакви случаjеви. Осим
тога, сматрамо да мерење ниjе истовремено скалирано и померено, из слич-
них разлога. Наиме, ова два типа грешке су последица потпуно одвоjених и
независних физичких процеса на сензорима [8], па ниjе изгледно да ће се они
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симултано реализовати. Коначно, претпостављамо да су откази скоковити.
Систем за надзор треба да одговори редом на следећа питања.

Детекциjа Да ли су изненадне промене излаза сензора последица отказа или
других, регуларних узрока, као што су промене управљања или тренутна
поjава одбирака шума неуобичаjено великих амплитуда (енгл. outliers)?

Изолациjа Уколико jе утврђено постоjање отказа, да ли jе мерење скалирано,
померено или jе у питању нека трећа врста грешке?

Идентификациjа Колики jе износ скала-фактора, односно помераjа, ако jе
донета одлука да се ради о калибрационоj грешци?

Робусна естимациjа Коjа jе тачна вредност величине коjа се мери раздеше-
ним сензором?

4.3.2 Основна идеjа решења

Централна компонента решења коjе ће бити понуђено jесте чф са адаптив-
ном стуктуром повратне спреге коjи естимира стања нелинеарног модела. У но-
миналном режиму, он ради као стандардни чф: формира предикциjе користећи
модел и рачуна тежине на основу њихове конзистентности са свим доступним
мерењима. Његови резидуали, добиjени као разлика мерених и естимираних
излаза система, биће блиски нули у одсуству отказа на сензорима. Када дође
до калибрационе грешке, jедан од њих, нпр. 𝑗-ти, ће се нагло изменити. У том
тренутку, коjи означавамо са 𝑡0, раскида се повратна спрега филтра по спорном
мерењу, како она не би довела до грешке у естимациjи стања. У овако измењеноj
стуктури, у коjоj се повратна спрега филтра затвара по свим сензорима осим 𝑗-
тог, филтар наставља да ради током наредних 𝑀 периода одабирања, где jе 𝑀
подесиви параметар. Оваj временски интервал називамо фазом тестирања. По
њеном окончању се врши анализа 𝑀 добиjених одбирака резидуала, на основу
коjе се предузима jедан од следећих корака:

∙ ако ниjе потврђено да постоjи отказ, поново се затвара повратна спрега
по 𝑗-том мерењу;

∙ уколико jе утврђено да се ради о калибрационоj грешци, она се компензуjе
на основу идентификоване вредности скала-фактора или помераjа, па се
повратна спрега затвара по овако трансформисаном мерењу;
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∙ ако jе закључено да отказ постоjи али да ниjе у питању калибрациона гре-
шка, онда чф наставља да ради без коришћења 𝑗-тог мерења за прорачун
тежина предикциjа.

За основну структуру чф-а усвоjена jе базична вариjанта дата алгорит-
мом 3.7 из главе 3. Током фазе тестирања се не користи излаз 𝑗-тог сензора,
па се ненормализоване тежине рачунаjу као

�̃�(𝑖)(𝑡) = 𝑝
(︀
𝑦*1(𝑡), . . . , 𝑦*𝑗−1(𝑡), 𝑦

*
𝑗+1(𝑡), . . . , 𝑦

*
𝑝(𝑡) |x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1)

)︀
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁.

Основна претпоставка jе да ово омогућава прецизну естимациjу стања и излаза
у присуству евентуалног отказа на 𝑗-том сензору, слично као код приступа са
наменским опсерверима из главе 2. Другим речима, процењени вектор излаза

ŷ(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖)(𝑡)h
(︀
x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1),u(𝑡)

)︀
биће приближно jеднак тачном излазу y(𝑡).

4.3.3 Поступак доношења одлуке

Анализом скупа података

{︀
𝑦𝑗(𝜏), 𝑦*𝑗 (𝜏)

}︀
, 𝜏 = 𝑡0, . . . , 𝑡0 +𝑀 − 1,

треба се одлучити за jедну од наредне 4 хипотезе:
ℋ0 сензор jе исправан,
ℋ1 излаз сензора jе скалиран фактором 𝜃1,
ℋ2 излаз сензора jе померен за 𝜃2,
ℋ3 сензор jе неисправан али у питању ниjе калибрациона грешка, већ отказ

непознатог типа.
У одсуству отказа имамо да jе фгв излаза 𝑗-тог сензора 𝑦*𝑗 (𝜏) нормална, са
очекивањем jеднаким стварноj вредности мерене величине 𝑦𝑗(𝜏) и вариjансом
𝑗-те компоненте шума мерења 𝜎2

𝑣,𝑗:

𝑝
(︀
𝑦*𝑗 (𝜏) | 𝑦𝑗(𝜏),ℋ0

)︀
= 𝑝𝒩

(︀
𝑦*𝑗 (𝜏); 𝑦𝑗(𝜏), 𝜎2

𝑣,𝑗

)︀
.
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Статистички модели мерења под алтернативним хипотезама одређени су jедна-
костима (4.12) и (4.13). Лако се показуjе да jе

𝑝
(︀
𝑦*𝑗 (𝜏) | 𝑦𝑗(𝜏), 𝜃𝑖,ℋ𝑖

)︀
=

⎧⎨⎩𝑝𝒩
(︀
𝑦*𝑗 (𝜏); 𝜃1 𝑦𝑗(𝜏), 𝜎2

𝑣,𝑗

)︀
, 𝑖 = 1

𝑝𝒩
(︀
𝑦*𝑗 (𝜏); 𝑦𝑗(𝜏) + 𝜃2, 𝜎

2
𝑣,𝑗

)︀
, 𝑖 = 2

Из претпоставке да jе мерни шум бео процес следи да су условне расподеле за
одбирке мерења

𝑦*𝑗 (𝑡0), 𝑦
*
𝑗 (𝑡0 + 1), . . . , 𝑦*𝑗 (𝑡0 +𝑀 − 1)

међусобно независне. Осим тога, непознате тачне вредности излаза 𝑦𝑗(𝜏) могу се
заменити естимациjама 𝑦𝑗(𝜏) коjе даjе чф, из раниjе наведених разлога. Одавде
добиjамо да jе

𝑝0
(︀
𝑦*𝑗 (𝑡0 : 𝑡0 +𝑀 − 1)

)︀
, 𝑝

(︀
𝑦*𝑗 (𝑡0 : 𝑡0 +𝑀 − 1) | 𝑦*𝑗 (𝑡0 : 𝑡0 +𝑀 − 1),ℋ0

)︀
≈
(︀
2𝜋 𝜎2

𝑣,𝑗

)︀−𝑀
2 exp

(︃
− 1

2𝜎2
𝑣,𝑗

𝑡0+𝑀−1∑︁
𝜏=𝑡0

(︀
𝑦*𝑗 (𝜏) − 𝑦𝑗(𝜏)

)︀2)︃
,

𝑝1
(︀
𝑦*𝑗 (𝑡0 : 𝑡0 +𝑀 − 1)

)︀
, 𝑝

(︀
𝑦*𝑗 (𝑡0 : 𝑡0 +𝑀 − 1) | 𝑦*𝑗 (𝑡0 : 𝑡0 +𝑀 − 1), 𝜃1,ℋ1

)︀
≈
(︀
2𝜋 𝜎2

𝑣,𝑗

)︀−𝑀
2 exp

(︃
− 1

2𝜎2
𝑣,𝑗

𝑡0+𝑀−1∑︁
𝜏=𝑡0

(︀
𝑦*𝑗 (𝜏) − 𝜃1 𝑦𝑗(𝜏)

)︀2)︃
,

𝑝2
(︀
𝑦*𝑗 (𝑡0 : 𝑡0 +𝑀 − 1)

)︀
, 𝑝

(︀
𝑦*𝑗 (𝑡0 : 𝑡0 +𝑀 − 1) | 𝑦*𝑗 (𝑡0 : 𝑡0 +𝑀 − 1), 𝜃2,ℋ2

)︀
≈
(︀
2𝜋 𝜎2

𝑣,𝑗

)︀−𝑀
2 exp

(︃
− 1

2𝜎2
𝑣,𝑗

𝑡0+𝑀−1∑︁
𝜏=𝑡0

(︀
𝑦*𝑗 (𝜏) − 𝑦𝑗(𝜏) − 𝜃2

)︀2)︃
.

Као cтатистику за тестирање нулте хипотезе усваjамо нормализовану средњу
вредност разлике између забележених и естимираних излаза [103, стр. 224], дату
са

𝑔0 =
�̂�

𝑠/
√
𝑀
.

Овде jе �̂� аритметичка средина а 𝑠 процена стандардне девиjациjе:

�̂� =
1

𝑀

𝑡0+𝑀−1∑︁
𝜏=𝑡0

(︀
𝑦*𝑗 (𝜏) − 𝑦𝑗(𝜏)

)︀
𝑠 =

⎯⎸⎸⎷ 1

𝑀 − 1

𝑡0+𝑀−1∑︁
𝜏=𝑡0

(︀
𝑦*𝑗 (𝜏) − 𝑦𝑗(𝜏) − �̂�

)︀
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Нулту хипотезу одбацуjемо уколико jе

|𝑔0| > ℎ𝑔0,

где jе ℎ𝑔0 праг коjи треба одредити. Под претпоставком да су резидуали 𝑦*𝑗 (𝜏)−
𝑦𝑗(𝜏) независни, статистика 𝑔0 има 𝑡-расподелу са 𝑀 − 1 степени слободе. За
𝑀 ≥ 30, она се може апроксимирати са 𝒩 (0, 1), чак и ако резидуали немаjу нор-
малну расподелу. Тада се жељена вероватноћа лажног аларма може постићи
усваjањем одговараjућег квантила стандардне нормалне расподеле за вредност
прага ℎ𝑔0. Нажалост, претпоставка о независности резидуала у пракси наjчешће
ниjе оправдана, па се ℎ𝑔0 мора одредити емпириjски.

У случаjу да jе ℋ0 одбачена, треба се определити за jедну од алтернативних
хипотеза. Стандардан приступ у ситуациjама када расподеле садрже непознате
параметре jесте да се оне замене естимациjама добиjеним методом максималне
веродостоjности. У овом случаjу, ове процене су дате са

𝜃𝑖 = arg max
𝜃𝑖

𝑝
(︀
𝑦*𝑗 (𝑡0 : 𝑡0 +𝑀 − 1) | 𝑦𝑗(𝑡0 : 𝑡0 −𝑚+ 1), 𝜃𝑖,ℋ𝑖

)︀

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑︀𝑡0+𝑀−1

𝜏=𝑡0
𝑦*𝑗 (𝜏)𝑦𝑗(𝜏)∑︀𝑡0+𝑀−1

𝜏=𝑡0
(𝑦𝑗(𝜏))2

, 𝑖 = 1

1

𝑀

∑︀𝑡0+𝑀−1
𝜏=𝑡0

(︀
𝑦*𝑗 (𝜏) − 𝑦𝑗(𝜏)

)︀
, 𝑖 = 2

Статистике за тестирање хипотеза ℋ1 и ℋ2 базираћемо на логаритму веродо-
стоjности, коjи jе дат са

𝐿𝑖 = ln 𝑝
(︁
𝑦*𝑗 (𝑡0 : 𝑡0 +𝑀 − 1) | 𝑦𝑗(𝑡0 : 𝑡0 −𝑀 + 1), 𝜃𝑖,ℋ𝑖

)︁
(4.14)

= max
𝜃𝑖

ln 𝑝
(︀
𝑦*𝑗 (𝑡0 : 𝑡0 +𝑀 − 1) | 𝑦𝑗(𝑡0 : 𝑡0 −𝑀 + 1), 𝜃𝑖,ℋ𝑖

)︀
𝑖 = 1, 2. (4.15)

Међутим, условне расподеле логаритама веродостоjности могу бити несиме-
тричне, што би за последицу имало фаворизовање jедне од хипотеза. Да бисмо
ово поjаснили, посматраjмо условне фгв 𝑝(𝐿𝑖 |ℋ𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, 2. Jасно jе да ћемо
имати E(𝐿1 |ℋ1) > E(𝐿2 |ℋ1) и E(𝐿1 |ℋ2) < E(𝐿2 |ℋ2), односно да ће 𝐿1 у про-
секу бити веће од 𝐿2 када jе тачна хипотеза ℋ1, и обратно. Међутим, може се
десити да jе, на пример, статистичко растоjање између расподела 𝑝(𝐿1 |ℋ1) и
𝑝(𝐿2 |ℋ1) веће него за 𝑝(𝐿2 |ℋ2) и 𝑝(𝐿1 |ℋ2). У том случаjу ћемо лакше донети
погрешну одлуку у корист ℋ1, односно имаћемо да jе Pr(ℋ1 |ℋ2) > Pr(ℋ2 |ℋ1).

Уколико су цене погрешних одлука jеднаке, несиметричност вероватноћа по-
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грешне изолациjе ниjе пожељна. Jедан од начина да се она умањи jе употребом
генерализованог правила максималне веродостоjности (гпмв, енгл. generalized
maximum likelihood rule [81, стр. 221]. Овде се статистике дефинишу као

𝑔𝑖 = 𝐿𝑖 −
1

2
ln I𝑖(𝜃𝑖), 𝑖 = 1, 2,

где I𝑖(·) означава Фишерову информациjу [80, стр. 31]

I𝑖(𝜃𝑖) = −E

(︃
𝜕2 ln 𝑝

(︀
𝑦*𝑗 (𝑡0 : 𝑡0 +𝑀 − 1) | 𝑦𝑗(𝑡0 : 𝑡0 −𝑚+ 1), 𝜃𝑖,ℋ𝑖

)︀
𝜕𝜃2𝑖

)︃
.

У разматраном случаjу се лако показуjе да су Фишерове информациjе дате са

I1(𝜃1) =
1

𝜎2
𝑣,𝑗

𝑡0+𝑀−1∑︁
𝜏=𝑡0

(𝑦𝑗(𝜏))2 ,

I2(𝜃2) =
𝑀

𝜎2
𝑣,𝑗

.

Према Крамер-Раоовоj теореми [80, стр. 30], ова величина jе обрнуто пропор-
ционална минималноj остваривоj вариjанси естимациjе параметра. Резон иза
гпмв jе следећи: што jе параметар 𝜃𝑖 лакше проценити, односно што jе I𝑖(𝜃𝑖)

веће, утолико jе максимална остварива веродостоjност (4.15) такође већа. Како
би се статистике уравнотежиле, 𝐿𝑖 се умањуjе пропорционално логаритму Фи-
шерове информациjе. Напомињемо да jе у питању хеуристика за коjу ниjе до-
ступно чврсто теориjско образложење. Међутим, симулациjе коjе ће бити пред-
стављене показале су да гпмв даjе нешто боље резултате у односу на класични
гткв.

У наставку описуjемо поступак доношења коначне одлуке.

∙ Уколико jе 𝑔0 по апсолутноj вредности мање од прага ℎ𝑔0, задржава се ℋ0.

∙ Ако jе ℋ0 одбачена, наjпре се одређуjе 𝑔𝑖 = max{𝑔1, 𝑔2}. Уколико jе 𝑔𝑖 веће
од прага ℎ𝑔1,2, за коначну одлуку усваjа се ℋ𝑖. Смисао параметра ℎ𝑔1,2 коjи
треба подесити jе следећи: уколико су и 𝑔1 и 𝑔2 ниске, докази у прилог
ових хипотеза су слаби, па се не треба по сваку цену одлучити за jедну
од њих само зато што jе њена статистика виша. У таквим ситуациjама
усваjамо ℋ3.

Математичка формулациjа наведене процедуре за избор индекса наjизгледниjе
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хипотезе 𝑑 jе

𝑑 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, |𝑔0| < ℎ𝑔0

1, |𝑔0| > ℎ𝑔0, 𝑔1 > max{𝑔2, ℎ𝑔1,2}

2, |𝑔0| > ℎ𝑔0, 𝑔2 > max{𝑔1, ℎ𝑔1,2}

3, иначе

Предложена метода заснована на чф-у са адаптивном структуром повратне
спреге за диjагнозу и идентификациjу калибрационих грешака на сензорима
дат jе алгоритмом 4.1. Процедуру ниjе тешко изменити тако да се омогући
детекциjа истовремених отказа на више сензора. Рецимо да jе у тренутку 𝑡01

регистрован скок резидуала 𝑟1(𝑡), и да смо након тога ушли у фазу тестирања
по првом мерењу. Да би детектовали евентуални нови откази, током овог вре-
менског интервала треба и даље мотрити на преостале компоненте резидуала.
Претпоставимо да jе у 𝑡02 ∈ [𝑡01, 𝑡01+𝑀−1), дакле пре него што jе донета одлука
у вези првог сензора, дошло до скока резидуала по другом мерењу. Тада бисмо
и њега престали да користимо за прорачун тежина честица. У 𝑡 = 𝑡01 + 𝑀 − 1

донели бисмо одлуку о исправности првог сензора. Након тога бисмо поново
затворили повратну спрегу естиматора по 𝑦*1(𝑡) уз евентуалну корекциjу кали-
брационе грешке, осим уколико jе одлучено да се ради о отказу непознатог типа.
Исти поступак поновили бисмо и за други сензор у тренутку 𝑡 = 𝑡02+𝑀−1. На-
равно, естимациjа стања постаjе све непоузданиjа како се смањуjе броj мерења
коришћених за прорачун тежина, па треба очекивати погоршање перформанси
алгоритма у оваквим ситуациjама.

4.3.4 Експериментална верификациjа

Предложени алгоритам jе експериментално верификован кроз рачунарске
симулациjе на моделу сепаратора паре из одељка 4.2.1. Синтетичке секвенце
“правих” стања и излаза генерисане су на основу дискретног еквивалента модела
(4.4) за управљачке сигнале дате табелом 4.2. При томе jе у jедначине стања
додат бео Гаусов шум процеса ковариjационе матрице

Q = diag(9, 4, 4)
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Алгоритам 4.1 Адаптивни чф за калибрационе грешке на сензорима.

0. У 𝑡 = 0 генерисати почетни узорак честица {x𝑖(0), 1/𝑁}𝑁𝑖=1.

1. У 𝑡 ≥ 1, формирати прелиминарне предикциjе стања за номиналне вред-
ности параметара и нулти поремећаj:

x̃(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) = fθ
(︀
x(𝑖)(𝑡− 1),u(𝑡− 1),0

)︀
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁.

2. Ако jе у току фаза тестирања прећи на корак 3. У противном:

(а) формирати предикциjу излаза и вектор резидуала

ỹ(𝑡|𝑡− 1) =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

hθ
(︀
x̃(𝑖)(𝑡|𝑡− 1),u(𝑡)

)︀
,

r(𝑡) = y*(𝑡) − ỹ(𝑡|𝑡− 1),

при чему калибрационе грешке коjе су евентуално установљене у не-
коj од раниjих итерациjа треба компензовати кориговањем одговара-
jуће компоненте вектора ỹ(𝑡|𝑡−1) на основу идентификованог скала-
фактора или помераjа;

(б) Ако je |𝑟𝑗(𝑡)| > ℎ𝑟 за неко 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑝}, где jе ℎ𝑟𝑗 праг, прећи у фазу
тестирања.

3. Срачунати коначне предикциjе стања

x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) = x̃(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) + w(𝑖)(𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,

одредити тежине 𝜔(𝑖)(𝑡), не користећи при томе 𝑗-то мерење уколико jе у
току фаза тестирања, и извршити реузорковање:{︀
x(𝑖)(𝑡|𝑡− 1), 𝜔(𝑖)(𝑡)

}︀𝑁
𝑖=1

→
{︀
x(𝑖)(𝑡), 1/𝑁

}︀𝑁
𝑖=1

.

4. Уколико ниjе у току фаза тестирања, или она треба да се настави jер jош
ниjе завршен интервал од 𝑀 итерациjа, прећи на корак 1. У противном,
усвоjити jедну од четири хипотезе. На основу овог избора поново почети
са коришћењем 𝑗-тог мерења за прорачун тежина честица уз евентуално
кориговање калибрационе грешке, или траjно избацити 𝑦*𝑗 (𝑡) из повратне
спреге естиматора, док се не отклони квар на сензору.
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како би се симулирали непознати стохастички поремећаjи. Подаци са сензора
добиjени су додавањем белог Гаусовог шума мерења ковариjационе матрице

R = diag(4, 4, 0.01)

на тачне излазе. Мерење нивоа jе претходно било скалирано или померено, у за-
висности од типа симулиране грешке. Откази на сензорима притиска и излазне
снаге нису разматрани. Биће показано да су они заправо знатно jедноставниjи
са становишта диjагнозе и изолациjе, па се може очекивати да би перформансе
алгоритма биле и боље него у посматраном случаjу.

Коришћени управљачки сигнали су махом константни. У теориjи иденти-
фикациjе jе добро позната чињеница да квалитетна процена параметара ниjе
могућа без перзистентне екситациjе. Као драстичан пример, претпоставимо да
jе естимирани ниво константан током читаве фазе тестирања. Услед недостатка
разноврсности у подацима, они би могли подjеднако добро да се обjасне било
коjим од разматраних модела грешке. Геометриjски посматрано, све тачке у
(𝑦𝑗, 𝑦

*
𝑗 )-равни лежале на правоj коjа jе паралелна ординати. Кроз њих би тре-

бало провући праву облика 𝑦*𝑗 = 𝜃1𝑦𝑗 или 𝑦*𝑗 = 𝑦𝑗 + 𝜃2. Очигледно, средње-
квадратна грешка ће у оба случаjа бити иста, па ниjе jасно коjи модел треба
усвоjити. Дакле, отказе jе могуће изоловати jедино ако током фазе тестирања
постоjе бар две различите вредности естимираног нивоа. Из овог разлога су
на управљања током фазе тестирања додате псеудо-случаjне бинарне секвенце
амплитуда ±10% номиналних вредности, мада jе могао бити усвоjен и jедно-
ставниjи приступ – на пример, мала импулсна пертурбациjа у траjању од неко-
лико периода одабирања на вентилу коjи контролише проток напоjне воде или
паре. У ретким практичним случаjевима када нису дозвољене апсолутно ника-
кве измене управљачких сигнала, предложена метода би и даље била у стању
да детектуjе отказе, али нема гаранциjе да би могла да их међусобно разликуjе.
Међутим, ово ниjе ограничење самог алгоритма, већ jе последица недостатка
изолабилности.

За подесиве параметре алгоритма усвоjене су следеће вредности:

𝑁 = 50, 𝑀 = 30, ℎ𝑟 = 0.4, ℎ𝑔0 = 11, ℎ𝑔1,2 = −100.

Дискусиjа о начину на коjи се они подешаваjу биће дата касниjе.
Перформансе алгоритма су статистички процењене кроз Монте Карло си-
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мулациjе. Разматрано jе 6 различитих сценариjа, од коjих jе сваки симулиран
по 1000 пута у траjању од по 200 одбирака. Наjпре jе процењена вероватноћа
лажних аларма, на следећи начин: у мерење нивоа додат jе импулс у траjању
од само jедне периоде одабирања (outlier); он узрокуjе тренутни пораст рези-
дуала и уводи алгоритам у фазу тестирања; по њеном окончању би требало
да буде задржана нулта хипотеза, jер ниjе присутан никакав отказ сензора. У
следећем сценариjу jе разматрана грешка типа “помераj+рампа”, услед коjе jе
мерени ниво био

𝑦*3(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑦3(𝑡) + 𝑣3(𝑡), 𝑡 < 120

𝑦3(𝑡) + 𝑣3(𝑡) − 0.5 − (𝑡− 120)/30, 120 ≤ 𝑡 < 150

𝑦3(𝑡) + 𝑣3(𝑡) − 1.5, 150 ≤ 𝑡

Како оваj модел не одговара ни jедноj од разматраних калибрационих грешака,
алгоритам би требало да закључи да се ради о отказу непознатог типа. Коначно,
симулирани су скала-фактори од 20% и 50%, и помераjи од 0.5 m и 0.8 m, при
чему jе тренутак поjаве отказа увек био 𝑡0 = 120. У првоj сериjи симулациjа,
модел коришћен за генерисање синтетичких мерења исти jе као онаj коjи кори-
сти чф. Касниjе ће бити тестирана и робусност алгоритма у односу на грешке
моделирања.

Слике 4.8 и 4.9 илуструjу рад алгоритма у присуству грешке скалирања
(графици су слични и за отказ типа помераjа). Приказани 95-процентни ин-
тервали одређени су на основу стандардних девиjациjа узорка честица. Као
што се види са слике 4.8, естимациjе чф-а прецизно прате стварна стања, чак и
након настанка отказа у 𝑡0 = 120. Грешка jе успешно детектована и изолована,
а идентификовани скала-фактор 𝜃1 = 0.795 веома jе близак тачноj вредности
𝜃1 = 0.8.

Резултати Монте Карло симулациjа дати су у табели 4.4. У првоj колони
jе наведен симулирани сценарио а у наредне четири проценат одлука донетих
у корист сваке од хипотеза. У последње две колоне дате су средње-квадратне
грешке (скг) естимациjе, односно мерења, у односу на тачну вредност нивоа.
Оне су одређене тако што су за сваку симулациjу наjпре срачунате средње-
квадратне разлике између тачног и естимираног, односно тачног и измереног
нивоа, за временске интервале од окончања фазе тестирања у 𝑡 = 𝑡0 +𝑀 = 150

до краjа симулациjе у 𝑡 = 200, а затим jе извршено и усредњавање по свих
1000 симулациjа. Ови подаци потврђуjу да естимирани ниво остаjе приближно
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Слика 4.8: Тачна (пуна) и естимирана стања (испрекидана), и процењени 95-
процентни интервали (тачкаста линиjа) када jе мерени ниво 20% мањи од ствар-
ног за 𝑡 ≥ 120.
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Слика 4.9: Стварни, мерени и естимирани ниво, и коригована естимациjа до-
биjена множењем са идентификованим скала-фактором. Мерени ниво jе 20%
мањи од стварног за 𝑡 ≥ 120.
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Табела 4.4: Резултати Монте Карло симулациjа у одсуству грешке моделирања.
Симулирани Донетих одлука [%] скг [m]

сценарио ℋ0 ℋ1 ℋ2 ℋ3 ест. мер.
outlier (ℋ0) 97.7 1 1.3 0 0.05 0.07

помераj+рампа (ℋ3) 0 0 0 100 0.11 1.50
𝜃1 = 1.2 (ℋ1) 0 48.7 50 1.3 0.10 0.79
𝜃1 = 1.5 (ℋ1) 0 68.7 29.1 2.2 0.12 1.97
𝜃2 = 0.5 (ℋ2) 0.4 17.9 81.7 0 0.08 0.51
𝜃2 = 0.8 (ℋ2) 0 20.6 79.4 0 0.09 0.80

Табела 4.5: Проценат отклоњене скг у одсуству грешака моделирања.
Симулирани помераj

𝜃1 = 1.2 𝜃1 = 1.5 𝜃2 = 0.5 𝜃2 = 0.8сценарио +рампа
Откоњена 92.7 87.3 93.9 84.3 88.7
скг [%]

jеднак стварном, иако jе у мерењу присутна значаjна грешка услед отказа на
сензору.

Друга колона табеле 4.4 указуjе на ниску вероватноћу лажних аларма од
2.3% и изузетно малу вероватноћу пропуштене детекциjе од наjвише 0.4%. Про-
ценат лажних изолациjа зависи од стварног отказа и величине грешке. Свака
ситуациjа типа “помераj+рампа” jе исправно класификована као отказ непо-
знатог типа. У приближно 20% случаjева, за померана мерења jе неисправно
закључено да су скалирана. Ситуациjа jе знатно лошиjа за грешке типа ска-
лирања, од коjих jе и до 50% погрешно класификовано као помераj. Упркос
томе, за квалитет естимациjе самих стања се може рећи да jе задовољаваjућ,
о чему сведоче подаци из последње две колоне табеле 4.4. Наиме, скг ести-
мираних стања jе приближно jеднака стандардноj девиjациjи мерног шума, и
поред високог броjа погрешних изолациjа. Да бисмо квантификовали корист
коjу доноси предложена шема, дефинишимо проценат отклоњене грешке као

скг естимациjе - скг мерења
скг мерења

× 100.

Ова величина представља корист коjу остваруjемо када уместо података са
сензора користимо процене добиjене предложеним адаптивним чф-ом. Као што
сведоче вредности из табеле 4.5, алгоритам jе у стању да отклони приближно
90% грешке узроковане отказом на сензору.

Засебан скуп симулациjа jе извршен у циљу испитивања отпорности алго-
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Табела 4.6: Резултати Монте Карло симулациjа у присуству грешке модели-
рања.

апп Симулирани Донетих одлука [%] скг [m]
[%] сценарио ℋ0 ℋ1 ℋ2 ℋ3 ест. мер.

10

outlier 84.4 6.6 8.6 0.4 0.12 0.07
помераj+рампа 0 0 0 100 0.19 1.50

𝑎 = 1.2 0.8 43 54.4 1.8 0.16 0.79
𝑏 = 0.5 2.2 26.4 69.8 1.6 0.16 0.51

20

outlier 49.6 22.2 18 10.2 0.33 0.07
помераj+рампа 0.6 1.2 2.6 95.6 0.37 1.50

𝑎 = 1.2 7.4 39.4 45 8.2 0.34 0.80
𝑏 = 0.5 12 29.4 53.2 5.4 0.35 0.50

30

outlier 29 25.4 19.4 26.2 0.57 0.07
помераj+рампа 2.6 1.4 6.4 89.6 0.64 1.49

𝑎 = 1.2 10.8 34.2 33.2 21.8 0.59 0.80
𝑏 = 0.5 14.6 27.4 37.2 20.8 0.59 0.50

ритма на грешке моделирања. чф jе поново радио са номиналним вредностима
параметара модела (4.6). Међутим, “процес”, односно модел коришћен за гене-
рисање синтетичких мерења, био jе стохастички пертурбован. Његови параме-
три су множени независним узорцима из униформне расподеле на интервалу
[0.9, 1.1], чиме су њихове вредности измењене за наjвише ±10% у односу на но-
миналне. Амплитуда промене параметара (апп) jе повећана на 20% у другоj,
односно на 30% у трећоj сериjи симулациjа. Резултати из табеле 4.6 показуjу
да су перформансе утолико лошиjе уколико jе грешка моделирања већа, што jе
и логично. Међутим, из последње две колоне jасно jе да естимациjа чф у свим
случаjевима остаjе значаjно ближа правом нивоу течности у сепаратору, него
што jе то случаj са самим мерењем.

4.3.5 Дискусиjа

На основу приказаних резултата може се закључити да jе наjвећа слабост
предложене методе честа поjава погрешних изолациjа. Основна претпоставка
на коjоj се заснива процедура доношења одлуке jесте да су естимациjе чф-а
jеднаке стварним вредностима стања. Нажалост, она ниjе увек испуњена. Ис-
поставља се да jе посматрани пример отказа на сензору нивоа нарочито неза-
хвалан са овог становишта. Наиме, дискретизована jедначина стања по густини
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течности 𝑥3 jе

𝑥3(𝑡+ 1) = 𝑥3(𝑡) + 𝑇𝑠 (141𝑢3 − (1.1𝑢2 − 0.19)𝑥1) /85,

па се на основу 𝑢2, 𝑢3 и 𝑥1 могу срачунати само прираштаjи 𝑥3(𝑡 + 1) − 𝑥3(𝑡).
Уколико jе почетна процена била непрецизна, грешка ће бити пренешена у све
наредне периоде одабирања. Она би се могла елиминисати када би естиматор
имао на располагању мерење нивоа 𝑦*3. Међутим, у фази тестирања доступни
су само подаци са сензора притиска 𝑥1 и снаге 𝑥2. Из (4.4а) и (4.4б) се види да
𝑥3 ни на коjи начин не утиче на излазе 𝑦1 = 𝑥1 и 𝑦2 = 𝑥2. Ово значи да jе то
стање ефективно неопсервабилно у току фазе тестирања, а његове вредности
процењуjу се само на основу модела, тj. у “отвореноj петљи”. При генерисању
синтетичких мерења у jедначине стања били су додавани и одбирци стохастич-
ког шума процеса w. Уколико се у неком тренутку 𝜏 ∈ {𝑡0, . . . , 𝑡0 + 𝑀 − 1}
током фазе тестирања деси да 𝑤3(𝜏) узме велику вредност, постоjаће разлика
између стварне густине 𝑥3(𝑡) и естимациjе �̂�3(𝑡) за 𝑡 ≥ 𝜏 , што може довести
до погрешне изолациjе. На основу свега наведеног, можемо очекивати да ће
предложени алгоритам бити у стању да прецизниjе разликуjе различите типове
отказа уколико сва стања остаjу опсервабилна у току фазе тестирања, или када
у току ње систем ниjе изложен jаким поремећаjима.

Броj честица 𝑁 треба да буде што jе могуће виши, како би се остварила ни-
ска вариjанса естимациjе. Нажалост, са његовим повећањем линеарно расте и
броj рачунских операциjа алгоритма. Обично се за 𝑁 узима максимална вред-
ност коjу дозвољаваjу усвоjена периода одабирања и расположиви рачунарски
ресурси. Приказани резултати добиjени су са релативно малим броjем од само
𝑁 = 50 честица. Он jе могао бити и значаjно већи, с обзиром на спору дина-
мику процеса и велику периоду одабирања од 𝑇𝑠 = 5 s. За очекивати jе да би
тада и перформансе алгоритма биле боље. Практичан савет jе да броj честица
треба експоненциjално да расте са повећањем димензиjе вектора стања. Отуда
се поставља питање скалабилности алгоритма, односно могућности његове при-
мене на моделе великих размера. Заправо, ово jе jедно од главних ограничења
свих метода заснованих на Монте Карло техникама. Код неких процеса jе мо-
гуће ефективно смањење димензиjе применом маргинализованог чф-а, чиме се
проблем скалабилности може значаjно ублажити.

Праговима ℎ𝑟1, . . . , ℎ𝑟𝑝 одређена jе осетљивост алгоритма, jер они предста-
вљаjу минималне апсолутне величине наглих отказа коjе jе могуће детектовати
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на сваком од сензора. Алтернативно, могли бисмо да посматрамо релативне
разлике естимациjе и мерења

𝑦*𝑗 (𝑡) − 𝑦𝑗(𝑡|𝑡− 1)

𝑦𝑗(𝑡|𝑡− 1)
,

и да у фазу тестирања пређемо када нека од њих пређе jединствени праг ℎ𝑟,
коjи би био исти за све сензоре. Овиме би био значаjно смањен броj параметара
коjе треба подесити. Са друге стране, губи се могућност подешавања осетљиво-
сти по сваком мерењу понаособ. Ова флексибилност може бити корисна уколико
квалитет сензора ниjе jеднак или ако неке мерене величине природно имаjу веће
флуктуациjе од осталих. У теориjи детекциjе jе повећање осетљивости обично
спрегнуто са повећањем вероватноће лажних аларма. Напомињемо да то овде
ниjе случаj. Наиме, нижи праг просто значи да ће алгоритам лакше улазити у
фазу тестирања. Ово неће аутоматски довести до повећања броjа подигнутих
аларма. Уколико отказ ниjе присутан, алгоритам ће скоро увек задржати нулту
хипотезу, о чему сведоче приказани резултати.

При избору дужине фазе тестирања 𝑀 треба водити рачуна о следећим
супростављеним критериjумима:

∙ уколико jе она сувише кратка, процедуре естимациjе параметара и доно-
шења одлуке биће непоуздане услед малог броjа података;

∙ уколико неко од стања постаjе неопсервабилно услед изостављања jедног
мерења, продужење фазе тестирања повећава могућност да у току ње дође
до поремећаjа коjи ће унети грешку у естимациjу стања.

Практичан савет jе да за сваки од непознатих параметара у статистичком мо-
делу хипотеза треба имати по десетак одбирака. Траjање фазе тестирања може
се додатно повећати ако током ње сва стања остаjу опсервабилна или ако систем
ниjе подложан jаким поремећаjима, односно ако се сматра да модел прецизно
одговара процесу.

Главни разлог погоршања перформанси у присуству грешака моделирања
jесте осиромашење узорка. Наиме, већина предикциjа генерисаних на основу
неадекватног модела неће бити конзистентне са забележеним мерењима. Отуда
оне добиjаjу мале тежине и нестаjу при реузорковању, а многе од преосталих
честица постаjу међусобно jеднаке. Jедно решење за оваj проблем jе метода
“грубе силе”, односно повећање броjа честица у узорку. На пример, када су
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симулациjе у одсуству отказа (сценарио outlier) и са стохастичком пертурба-
циjом параметара у износу од наjвише ±10% поновљене са 𝑁 = 200 уместо
са 𝑁 = 50 одбирака, вероватноћа лажних аларма смањена jе са 15.6% на 9%,
а скг естимациjе са 0.12 на 0.08. Проблем осиромашења узорка се може ума-
њити и коришћењем регуларизованог или помоћног чф-а, као што jе обjашњено
у глави 3.

Предложена шема омогућава поуздан рад система аутоматског управљања
у затвореноj петљи, чак и у присуству отказа на сензорима. При томе ниjе
потребна никаква измена самог закона управљања, већ само повратну спрегу
треба затворити по естимираним уместо по мереним излазима.

4.4 Низ наменских чф-а за дио на сензорима

Алгоритам описан у претходном поглављу може да детектуjе искључиво
скоковите отказе. У суштини, ово ограничење произлази из чињенице да се
шема заснива на само jедном честичном филтру, коjи по потреби мења своjу
структуру у складу са концептом наменског опсервера. Са друге стране, у
свом оригиналном облику, примена овог концепта подразумева постоjање низа
филтара. Jасно jе да ово повећава нумеричку сложеност методе. Међутим, то jе
цена коjа се мора платити уколико постоjи могућност поjаве отказа произвољног
(а не искључиво скоковитог) временског облика. Jедан овакав приступ биће
предложен у овоj глави.

4.4.1 Поставка проблема, претпоставке и циљеви

Претпоставимо да jе систем описан моделом (4.1)

x(𝑡+ 1) = f (x(𝑡),u(𝑡),d(𝑡)) + w(𝑡),

y(𝑡) = h (x(𝑡),u(𝑡)) .

Услед деjства отказа ỹ и присуства шума v, мерење y* разликуjе се од стварног
излаза y. При томе сматрамо да jе само jедан сензор, рецимо 𝑖-ти, неисправан
у сваком датом тренутку. Тада jе ỹ(𝑡) = 𝜓(𝑡)e𝑖, где jе 𝜓(𝑡) непознати профил
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отказа, а 𝑒𝑖 jе 𝑖-ти орт-вектор. Дакле, имамо да jе

𝑦*𝑗 (𝑡) =

⎧⎨⎩𝑦𝑗(𝑡) + 𝑣𝑗(𝑡), 𝑗 ̸= 𝑖

𝑦𝑗(𝑡) + 𝜓(𝑡)𝑒𝑗 + 𝑣𝑗(𝑡), 𝑗 = 𝑖

Утицаj унапред дефинисаног скупа поремећаjа d(𝑡) на систем jе познат, али
њихове амплитуде и временске зависности нису. Актуатори се сматраjу исправ-
нима па jе u* ≡ u, а грешке моделирања довољно малим да се могу занемарити.
Задатак jе да се утврди да ли jе, и коjи од сензора неисправан, а затим да се
естимира стварни излаз, односно да се отклони грешка мерења изазвана отка-
зом.

4.4.2 Генерисање резидуала

Класично решење за постављени проблем jе Франкова генерализована опсер-
верска шема, описана у поглављу 2.6. Њену директну примену онемогућаваjу
два проблема:

1. процес jе нелинеаран, па ниjе jасно како треба проjектовати наменске оп-
сервере;

2. у Франковом приступу се не разматра експлицитно утицаj поремећаjа; он
може довести до одступања естимациjе од мерења чак и у одсуству отказа,
што резултуjе лажним алармима.

Овде ће бити предложено решење засновано на следећим идеjама.

∙ Уместо опсервера биће коришћени честични филтри, чиме ће бити решен
проблем нелинеарности система.

∙ Поремећаj ће бити идентификован техником проширења стања. Добиjена
процена се затим уноси у модел при генерисању предикциjа, чиме се ефек-
тивно елиминише грешка естимациjе излаза услед деjства поремећаjа.

Основна структура нашег решења слична jе оноj из поглавља 2.6 и прика-
зана jе на слици 4.10. Чини jе низ од 𝑞 паралелних блокова, за сваки сензор по
jедан. Њих називамо наменским естиматорима (не), по аналогиjи са намен-
ским опсерверима. Сваки од њих напаjа се вектором улаза u и jединственом
комбинациjом од 𝑞 − 1 мерених излаза, тако да 𝑖-ти не има на располагању
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Систем

Слика 4.10: Шема са низом наменских естиматора.

податке са свих осим са 𝑖-тог сензора, а његов излаз jе естимациjа изоставље-
ног мерења 𝑦𝑖(𝑡). Резидуали се формираjу као разлике мерених и процењених
излаза:

𝑟𝑖(𝑡) = 𝑦*𝑖 (𝑡) − 𝑦𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 𝑞.

О методи за њихову евалуациjу биће речи касниjе, а у наставку ће наjпре бити
обjашњен начин на коjи се обезбеђуjе робусност шеме у односу на поремећаjе.

Директна примена технике проширења вектора стања подразумева да се
истовремено естимираjу x(𝑡) и d(𝑡), при чему се динамика поремећаjа, у недо-
статку априорних сазнања, моделуjе као случаjан ход

d(𝑡+ 1) = d(𝑡) + wd(𝑡).

Овде jе wd бео процес а његова вариjанса jе подесиви параметар коjи рефлектуjе
очекивану динамичност поремећаjа. Проширење вектора стања поремећаjем
значи да се процењуjе већи броj променљивих, па ће вариjанса естимациjе бити
повишена. Отуда ће оваква шема бити мање прецизна у погледу естимациjе
оригиналних стања x(𝑡) у случаjевима када jе d ≡ 0. Да бисмо ово спречили,
унутар сваког наменског естиматора користићемо два честична филтра у па-
ралели. Први ће имати задатак да естимира само x(𝑡) под претпоставком да jе
d(𝑡) ≡ 0. Њега ћемо звати честичним филтром са основним вектором стања
(чфовс), а његову естимациjу вектора стања и излаза означићемо са x̂ovs(𝑡) и
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ŷovs(𝑡). Други ће истовремено процењивати x(𝑡) и d(𝑡), па ћемо га назвати чес-
тичним филтром са проширеним вектором стања (чфпвс), а његове естимациjе
ћемо означити са x̂pvs(𝑡) и ŷpvs(𝑡).

чфовс и чфпвс даjу сопствене процене стања и излаза система. Поставља
се питање коjи од ова два скупа процена jе “бољи”. Овде се “бољим” сматра
онаj филтар коjи jе у стању да конзистентно генерише предикциjе са већим
веродостоjностима. Да бисмо направили избор између два филтра, у свакоj
итерациjи одређуjемо просек ненормализованих тежина предикциjа за сваки
од њих. Ове вредности се даље пореде путем кусум теста. Док jе његова
вредност мања од прага ℎ𝑔, на излаз естиматора се прослеђуjе естимациjа коjу
генерише чфовс. Уколико поремећаj почне да делуjе на систем, за очекивати
jе да ће чфпвс постати веродостоjниjи, па ће статистика теста почети да расте.
Када она пређе праг1, излаз не-а дат jе естимациjом коjу производи чфпвс.
Описана унутрашња организациjа не-а шематски jе приказана на слици 4.11.

У практичноj имплементациjи jе неопходно увести горњу границу 𝑔 за вред-
ност статистике кусум теста. Претпоставимо да jе систем био под деjством
поремећаjа током дужег временског интервала. Током њега jе чфпвс кон-
зистентно био веродостоjниjи од чфовс, па jе статистика непрекидно расла.
Уколико деjство поремећаjа престане, она почиње да опада, али ће jоj бити
потребно пуно времена да падне испод границе. Оваj ефекат сличан jе добро
познатом проблему “навиjања” пропорционално-интегралног регулатора из те-
ориjе управљања. Отуда овде статистику кусум теста ограничавамо на неку
погодно изабрану вредност – на пример, 𝑔 = 2ℎ𝑔. Детаљи имплементациjе не-а
дати су алгоритмом 4.2.

4.4.3 Евалуациjа резидуала

Нажалост, анализа резидуала добиjених предложеном шемом ниjе jедноста-
ван задатак. Претпоставимо да jе дошло до отказа на 𝑗-том сензору. Сви не-и
осим 𝑗-тог користе ово неисправно мерење, па ће њихове естимациjе у општем
случаjу бити померене а одговараjући резидуали 𝑟𝑖, 𝑖 ̸= 𝑗, биће различити од
нуле. Са друге стране, не#𝑗 формира процену стања само на основу исправ-
них мерења, и његова естимациjа 𝑦𝑗 биће приближно jеднака тачном излазу 𝑦𝑗.
Међутим, мерење 𝑦*𝑗 jе различито од 𝑦𝑗 услед деjства отказа. Ово значи да ће

1Док jе вредност статистике теста блиска прагу може доћи до више узастопних промена
сигнала коjи се шаље на излаз филтра, па ће у њему бити присутне скоковите промене. Ово
се може спречити, на пример, увођењем хистерезиса.
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Алгоритам 4.2 𝑗-ти наменски естиматор.

0. У 𝑡 = 0 генерисати почетне узорке честица за чфовс и чфпвс и поставити
почетну вредност статистике кусум теста 𝑔𝑗(0) = 0.

1. У 𝑡 ≥ 1, за 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

∙ формирати предикциjе

x(𝑖),ovs(𝑡|𝑡− 1) = f
(︀
x(𝑖),ovs(𝑡− 1),u(𝑡− 1),0

)︀
+ w(𝑖),ovs(𝑡− 1),

x(𝑖),pvs(𝑡|𝑡− 1) = f
(︀
x(𝑖),pvs(𝑡− 1),u(𝑡− 1),d(𝑖)(𝑡− 1)

)︀
+ w(𝑖),pvs(𝑡− 1),

d(𝑖)(𝑡|𝑡− 1) = d(𝑖)(𝑡− 1) + w
(𝑖)
d (𝑡− 1),

∙ срачунати ненормализоване тежине

�̃�(𝑖),ovs(𝑡) = 𝑝
(︀
x(𝑖),ovs(𝑡|𝑡− 1) | 𝑦*1(𝑡), . . . , 𝑦*𝑗−1(𝑡), 𝑦

*
𝑗+1(𝑡), . . . , 𝑦

*
𝑞 (𝑡)
)︀
,

�̃�(𝑖),pvs(𝑡) = 𝑝
(︀
x(𝑖),pvs(𝑡|𝑡− 1) | 𝑦*1(𝑡), . . . , 𝑦*𝑗−1(𝑡), 𝑦

*
𝑗+1(𝑡), . . . , 𝑦

*
𝑞 (𝑡)
)︀
.

2. Проценити веродостоjности филтара 𝑙ovs
𝑗 (𝑡) и 𝑙pvs

𝑗 (𝑡) усредњавањем ненор-
мализованих тежина по узорку.

3. Ажурирати статистику кусум теста

𝑔𝑗(𝑡) = min

{︂
𝑔,max

{︂
0, 𝑔𝑗(𝑡− 1) + ln

𝑙pvs
𝑗 (𝑡)

𝑙ovs
𝑗 (𝑡)

}︂}︂
.

4. Срачунати нормализоване тежине и естимациjу излаза за чфовс

𝜔(𝑖),ovs(𝑡) =
�̃�(𝑖),ovs(𝑡)∑︀𝑁
𝑘=1 �̃�

(𝑘),ovs(𝑡)
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁

ŷovs(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑖),ovs(𝑡)h
(︀
x(𝑖),ovs(𝑡|𝑡− 1),u(𝑡)

)︀
,

и слично за чфпвс.

5. На излаз естиматора проследити естимациjу веродостоjниjег чф-а:

𝑦𝑗(𝑡) =

{︃
𝑦ovs
𝑗 (𝑡), 𝑔𝑗(𝑡) < ℎ𝑔

𝑦pvs
𝑗 (𝑡), 𝑔𝑗(𝑡) > ℎ𝑔

6. Извршити реузорковање и ресетовати вредности тежина.
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Слика 4.11: Шематски приказ унутрашње структуре првог не-а.

и 𝑗-ти резидуал бити различит од нуле.
У неким случаjевима могуће jе поуздано извршити детекциjу и изолациjу

отказа на основу скупа индикаторских функциjа следећег облика:

𝜌𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
+1, 𝑟𝑗 > ℎ𝑟

0, |𝑟𝑗| ≤ ℎ𝑟

−1, 𝑟𝑗 < −ℎ𝑟

где jе ℎ𝑟 > 0 погодно изабрани праг. Уколико вектор

ρ =
[︁
𝜌1 · · · 𝜌𝑞

]︁T
узима jединствену вредност за отказ на сваком од сензора, он може бити упо-
требљен за диjагнозу. Нажалост, ово подразумева да се за сваки разматрани
систем мора извршити одговараjућа анализа како би се откази упарили са одго-
вараjућим вредностима вектора ρ. Овакав приступ биће илустрован у следећем
одељку, на примеру система три резервоара.

Интересантна алтернативна метода за евалуациjу резидуала могла би бити
заснована на следећем тврђењу: тачна jе она естимациjа 𝑦𝑗 коjа омогућава да
се на основу ње и познатог вектора улаза, прецизно реконструишу сви остали
излази и стања система. Ова идеjа могла би да се имплементира додавањем
по jош jедног честичног филтра иза сваког наменског естиматора. Сваки од
њих био би напаjан вектором улаза и излазом jедног не-а. На пример, 𝑗-ти
овакав чф имао би задатак да реконструише излазе 𝑦𝑖, 𝑖 ̸= 𝑗, на основу улаза
u и синтетичког мерења 𝑦𝑗 коjим би га снабдевао не#j. Да бисмо видели како

135



би ова шема омогућила поуздану диjагнозу, претпоставимо поново да имамо
отказ на 𝑗-том сензору. Тада 𝑗-ти не даjе прецизну естимациjу 𝑦𝑗 ≈ 𝑦𝑗. Додати
чф коjи њу користи као улаз био би у стању да прецизно реконструише све
остале излазе. Са друге стране, преостали не-и давали би померене процене.
чф-и коjи се напаjаjу њиховим излазима не би били у стању да без грешке
реконструишу остале излазе. На оваj начин би се jеднозначно могло одредити
коjи сензор jе неисправан. Нажалост, осим што би била веома сложена, оваква
шема такође не би била применљива у општем случаjу. Наиме, поставља се
питање опсервабилности, односно да ли би било могуће проjектовати чф-е коjи
би били у стању да реконструишу све излазе на основу само jедног (синтетичког)
мерења.

Поузданиjа а уjедно и jедноставниjа техника подразумевала би поређење ве-
родостоjности наменских естиматора. Оне се већ процењуjу унутар сваког не-а,
у оквиру процедуре за избор између чфовс и чфпвс. Ниjе тешко генерализа-
вати оваj поступак и применити га на међусобно поређење самих не-а. Ипак,
овде jе коришћена метода базирана на скупу индикаторских функциjа, jер jе у
посматраном примеру била наjjедноставниjа за примену.

4.4.4 Експериментална верификациjа

Предложени алгоритам jе примењен на рачунарски модел система три спо-
jена резервоара из одељка 4.2.2. Синтетичке секвенце “правих” стања и излаза
генерисане су на основу дискретног еквивалента модела (4.8), уз евентуално
присуство поремећаjа у виду цурења из средњег резервоара. Мерења су си-
мулирана скалирањем или померањем и додавањем шума на овако добиjене
излазе. Почетна стања, отвори вентила, вариjансе и константна управљања
били су исти као у одељку 4.2.2

С обзиром на димензиjу вектора мерења, алгоритам се у овом случаjу састоjи
од три не. чфовс су имали по 100, а чфпвс по 150 честица, због веће димензиjе
њиховог вектора стања.

Шум процеса jе био бео Гаусов. Његова ковариjациона матрица за чфовс

унутар првог не била jе

Qovs
1 = diag

(︀
10−6, 10−4, 10−4

)︀
.

Разлог због коjег jе усвоjена нижа вариjанса за прво стање jе следећи. не#1
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нема приступ мерењу првог излаза 𝑦*1, па се естимациjа стања 𝑥1 = 𝑦1 ефективно
врши у отвореноj петљи. Велика вариjанса шума по овоj компоненти значила
би да се предикциjе расипаjу у широком региону око претходних процена. При
томе не постоjи начин да се непосредно закључи коjе од њих су добре, а коjе
нису. Са друге стране, не#1 има на располагању мерења другог и трећег стања,
па се могу дозволити веће екскурзиjе предикциjа по овим компонентама, у циљу
ефикасниjе претраге по простору могућих вредности.

Модел коjи користи чфпвс обухвата и динамику поремећаjа, коjи овде пред-
ставља непознату површину отвора на дну средњег резервоара. За стандардну
девиjациjу шума 𝑤𝑑 усвоjена jе вредност 10−5 m2, што износи приближно 6.5%

површине попречног пресека резервоара 𝐴r = 15.4 · 10−5 m2. Оваj параметар
изабран jе кроз симулациjе – повећање његове вредности резултуjе већим флук-
туациjама естимациjе поремећаjа, а његовим смањењем се успорава конверген-
циjа ка тачноj вредности. Ковариjациона матрица шума процеса за чфпвс

унутар првог не-а jе

Qpvs
1 = diag

(︀
10−6, 10−4, 10−4, 10−10

)︀
.

Сличним резоном одабране су и ковариjационе матрице за преостале не-е.
Прагови ℎ𝑔 и ℎ𝑟 такође су изабрани кроз симулациjе. Први jе постављен

на 10% вишу вредност од максимума статистике кусум теста забележеног то-
ком неколико симулациjа у одсуству поремећаjа. Слично, у циљу одређивања
вредности за ℎ𝑟, више пута jе симулирано понашање система у одсуству отказа,
након чега су одређене максималне остварене апсолутне вредности резидуала.
Како би се умањила вероватноћа лажних аларма, за детекциjу отказа jе захте-
вано да резидуал превазиђе праг током три узастопне периоде одабирања.

У првоj симулациjи jе мерење 𝑦*1(𝑡) било скалирано фактором 1.2 почев од
𝑡0 = 150 s. Наjпре ћемо одредити очекивану вредност вектора индикаторских
функциjа у овом случаjу. не#1 jе неосетљив на отказе у првом сензору па
би његов излаз 𝑦1(𝑡) требало приближно да одговара стварном стању 𝑥1 = 𝑦1.
Са друге стране, не#3 “види” виши ниво у првом резервоару од стварног па
ће преценити проток из првог у трећи резервоар. Отуда би његова процена
𝑦3 требала да буде већа од (исправног) мерења 𝑦*3 ≈ 𝑦3 за 𝑡 > 150 s2. Други

2Лако се може показати да ова анализа не зависи од међусобног односа нивоа у резервоа-
рима. На пример, ако jе ниво у првом резервоару нижи него у трећем, позитивна грешка на
првом сензору поново резултуjе тиме да ће излаз трећег не-а 𝑦3 бити виши од 𝑦3, овога пута
због тога што не#3 потцењуjе одлив из 𝑇3 у 𝑇1.
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Слика 4.12: Стварни, измерени и естимирани нивои (у метрима) за нагли отказ
на првом мерењу.

не такође се напаjа погрешним мерењем 𝑦*1. Међутим, ово нема већег утицаjа
на његову естимациjу, услед структуре самог система. Наиме, између првог и
другог резервоара нема директног контакта, па у изразу за ниво у 𝑇2 вредност
𝑥1 уопште не фигурише. Отуда би требало да jе 𝑦2 ≈ 𝑦2. У закључку, очекуjемо

𝑦1 ≈ 𝑦1 < 𝑦*1, 𝑦2 ≈ 𝑦2 ≈ 𝑦*2, 𝑦3 > 𝑦3 ≈ 𝑦*3,

па би вектор индикаторских функциjа требао да узме вредност

ρ =
[︁
1 0 −1

]︁T
.

Слике 4.12 и 4.13 у потпуности потврђуjу претходну дискусиjу. Са њих се види
да jе отказ исправно детектован и изолован у 𝑡𝑎 = 165 s.

У другоj симулациjи jе тестиран одзив на постепени отказ у мерењу 𝑦*3. По-
чев од 𝑡0 = 150 s, оно jе било скалирано фактором коjи се са jединичне почетне
вредности смањивао за 2 × 10−3 сваке секунде, тако да jе 100 секунди од на-
станка отказа било 𝑦*3(𝑡) = 0.8 𝑦3(𝑡) + 𝑣3(𝑡). Први и други не региструjу ниво у
средњем резервоару коjи jе нижи од стварног. не#1 прецењуjе оток из 𝑇1 у 𝑇3
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Слика 4.13: Резидуали (у метрима) за нагли отказ на првом мерењу; испреки-
дане линиjе означаваjу регионе ±ℎ𝑟.

па jе 𝑦1 < 𝑦1 ≈ 𝑦*1. Слично, не#2 потцењуjе доток из 𝑇3 и 𝑇2, што за последицу
има да jе 𝑦2 ниже од 𝑦2 ≈ 𝑦*2. Последњи не исправно процењуjе ниво у трећем
резервоару. Коначно добиjамо да jе

ρ =
[︁
1 1 −1

]︁T
.

Са слике 4.14 видимо да вектор индикаторских функциjа узима ову карактери-
стичну вредност за 𝑡 ≥ 205 s.

Потпуно аналогно претходним случаjевима, лако се може показати да у слу-
чаjу отказа на другом мерењу вектор индикаторских функциjа узима вредност

ρ = ±
[︁
0 1 −1

]︁T
.

Овде позитиван (негативан) предзнак одговара случаjу када jе мерење више
(ниже) од стварног нивоа у резервоару. У трећоj симулациjи jе другом мерењу
додат помераj типа рампе коjи почиње у 𝑡0 = 200 s и коjи расте за по 10−3 m

сваке секунде. Међутим, пре тога jе у систем уведен скоковит поремећаj у виду
цурења из 𝑇3 кроз отвор површине 7 · 10−5 m2 почев од 𝑡𝑑 = 100 s.
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Слика 4.14: Резидуали (у метрима) за постепени отказ на трећем мерењу; ис-
прекидане линиjе означаваjу регионе ±ℎ𝑟.

На сликама 4.15 и 4.16 приказане су кусум статистике и нивои добиjени у
овом случаjу. Као што jе било очекивано, пре настанка поремећаjа чф-и коjи
естимираjу само x(𝑡) даjу боље предикциjе. Са друге стране, за 𝑡 ≥ 𝑡𝑑 чф-
и коjи имаjу могућност естимациjе поремећаjа у бољоj су позициjи да обjасне
забележена мерења. Први и други не прелазе на чфпвс релативно брзо након
настанка поремећаjа. Отуда њихове естимациjе добро прате стварне нивое све
до настанка отказа у 𝑡0 = 200 s. Последњи не знатно спориjе “уочава” да на
систем делуjе поремећаj. Цурење наjнепосредниjе утиче на ниво у 𝑇3, а ово
jе управо мерење коjе ниjе доступно трећем не-у. Услед тога његова кусум

статистика последња прелази праг, у 𝑡 ≈ 150 s. Са доњег графика на слици 4.16
види се да у овом прелазном периоду постоjи одступање естимациjе 𝑦3 = 𝑦ovs

3

од стварног нивоа. Током њега jе

ρ =
[︁
0 0 −1

]︁T
.

Ово не одговара ни jедноj од вредности коjе карактеришу отказе на сензорима,
тако да неће доћи до поjаве лажног аларма. Разлика између 𝑦3 и 𝑦*3 елиминисана
jе након преласка на чфпвс. Естимациjе поремећаjа приказане су на слици 4.17

140



g
1

g 2

0 50 100 150 200 250 300

g 3

време [s]

Слика 4.15: кусум статистике у присуству поремећаjа.
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Слика 4.16: Нивои (у метрима) при наглом поремећаjу и постепеном отказу,
коjи делуjу почев од 𝑡𝑑 = 100 s и 𝑡0 = 200 s, респективно.
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Слика 4.17: Естимиране (пуна) и стварне (испрекидана линиjа) површине
отвора на дну трећег резервоара, у m2.

Вектор индикаторских функциjа за 𝑡 > 240 s узима вредност

ρ =
[︁
0 1 −1

]︁T
.

Ово доводи до исправног закључка да jе присутан отказ на другом мерењу.

4.4.5 Дискусиjа

Међу постоjећим решењима доступним у литератури, алгоритам предложен
овде има наjвише сличности са онима из [91] и [2], описаним у одељку 3.5.9.
Суштинска разлика између ових и нашег приступа jе у самоj поставци про-
блема. У [91], откази се представљаjу као промене параметара модела, док се
у [2] подразумева да сваком отказу одговара посебан модел система у простору
стања. Наш приступ не захтева моделирање отказа, па jе процедура проjекто-
вања jедноставниjа. Међутим, треба напоменути да jе наше решење намењено
искључиво дио на сензорима, док се нека од решења из литературе могу при-
менити и за друге типове отказа.

Осим jедноставности и интуитивности, друга битна предност наше методе
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jесте робусност у односу на поремећаjе. Они се експлицитно разматраjу од
прве етапе проjектовања, док се у [91] и [2] уопште не узимаjу у обзир. Деjство
поремећаjа се у реалним ситуациjама не може избећи, па у том погледу наш
алгоритам има очигледну предност у односу на сличне методе из литературе.

Jедно од ограничења предложеног решења jесте немогућност детекциjе више
истовремених отказа. Уколико су овакве ситуациjе у конкретном случаjу честе,
онда би се могла изменити структура наменских естиматора. Наиме, уместо да
се не#𝑗 напаjа свим сензорима осим 𝑗-тог, као што jе овде случаj, могао би се
применити приступ у коjем се он напаjа само са 𝑦*𝑗 . Ово одговара класичноj
Кларковоj шеми са наменским опсерверима из поглавља 2.6. Осим што би омо-
гућио детекциjу истовремених отказа, овакав приступ би побољшао и робусност
у односу на грешке моделирања. Наиме, у [29] се наменски опсервери пореде
међусобно, уместо да се формираjу резидуали као разлике естимациjе и мерења.
Уколико постоjи грешка моделирања, она jе присутна у свим опсерверима, па
се њен утицаj делимично компензуjе. Међутим, поставља се питање примен-
љивости овакве шеме, с обзиром да опсервери имаjу задатак реконструкциjе
целокупног вектора стања само на основу jедног доступног мерења. Осим тога,
повећана jе и осетљивост на поремећаjе, због мање количине информациjа коjа
jе доступна за затварање повратне спреге естимациjе.

4.5 Низ маргинализованих чф-а за дио

Алгоритми представљени у претходна два поглавља засниваjу се на кон-
цепту наменског опсервера. Као такви, они су намењени искључиво за дио на
сензорима. У овом поглављу предложићемо нешто другачиjи приступ, базиран
на техникама маргинализациjе, односно Рао-Блеквелизациjе, и проширења век-
тора стања. Показаћемо да он омогућава надгледање исправности како сензора
тако и актуатора.

Као и до сада, сматрамо да jе систем описан општим моделом у простору
стања, облика (4.1). Стварни улаз дат jе збиром задатог управљања и отказа,
као у (4.2). Слично, вектор мерења да jе са (4.3), као комбинациjа стварног
излаза, отказа и мерног шума.

Претпостављамо да jе у сваком датом тренутку присутан наjвише jедан от-
каз. Задатак jе сличан као и раниjе: генерисати прецизне естимациjе стања и
излаза система у присуству евентуалних отказа, коjе треба поуздано детекто-
вати и изоловати.
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Слика 4.18: Шематски приказ структуре алгоритма.

4.5.1 Структура решења

Основна структура алгоритма представљена jе на слици 4.18. Низ од укупно
𝑞 + 𝑝 чф-а ради у паралели са самим системом. Прву групу чини 𝑞 честичниx
филтара за надгледање сензора (чфнс). Филтер са ознаком чфнс#𝑗 прет-
поставља да су сви актуатори и сви сензори осим 𝑗-тог исправни, односно да
jе

u*(𝑡) = u(𝑡), y*(𝑡) = y(𝑡) + 𝜓𝑗(𝑡)e𝑗 + v(𝑡),

где jе 𝜓𝑗(𝑡) профил отказа на 𝑗-том сензору, а e𝑗 jе 𝑗-ти jединични орт-вектор.
чфнс#𝑗 има задатак jе да естимира отказ на 𝑗-том сензору 𝜓𝑗(𝑡), и да генерише
одговараjућу процену вектора стања x̂𝑗.

Другу групу блокова чини 𝑝 честичних филтара за надгледање актуатора
(чфна). Филтер са ознаком чфна#𝑗 полази од претпоставке да су сви сензори
и сви актуатори осим 𝑗-тог исправни, а дозвољава могућност да постоjи отказ
на 𝑗-том актуатору:

y*(𝑡) = y(𝑡) + v(𝑡), u(𝑡) = u*(𝑡) + 𝜈𝑗(𝑡)e𝑗.

Његов задатак jе да генерише процене отказа 𝜈𝑗(𝑡) и стања x̂𝑞+𝑗(𝑡).
Сваки филтар непрекидно генерише jеднокорачне предикциjе излаза на ос-

нову своjе текуће естимациjе отказа и стања. Веродостоjности коjе они при томе
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остваруjу означавамо са 𝑙1, . . . , 𝑙𝑞+𝑝. Поређењем ових вредности може се утвр-
дити коjи филтар даjе наjбоље предикциjе. Логичан закључак jе да су исправне
управо оне претпоставке под коjима таj, наjверодостоjниjи филтар ради. Ово
омогућава да се отказ детектуjе и изолуjе. Осим тога, оваj филтар даjе и про-
цену временског облика отказа, а његове естимациjе променљивих стања биће
приближно jеднаке стварним вредностима.

У наставку даjемо детаље имплементациjе два типа филтара, и механизма
за избор наjверодостоjниjег међу њима.

4.5.2 Филтри за надзор поjединачних сензора

чфнс#𝑗 истовремено естимира стања x и претпостављени отказ на 𝑗-том
сензору 𝜓𝑗, па jе његов (𝑛+ 1)-димензионални проширени вектор стања дат са

z𝑗 =

[︃
x

𝜓𝑗

]︃
, 𝑖 = 𝑗, . . . , 𝑞.

Ако динамику отказа представимо случаjним ходом, одговараjући модел за про-
ширени вектор стања добиjа облик

x(𝑡+ 1) = f (x(𝑡),u*(𝑡)) + w(𝑡),

𝜓𝑗(𝑡+ 1) = 𝜓𝑗(𝑡) + 𝑤𝜓𝑗 (𝑡),

y*(𝑡) = h (x(𝑡),u*(𝑡)) + 𝜓𝑗(𝑡)e𝑗 + v(𝑡).

Овде jе 𝑤𝜓𝑗 (𝑡) бео Гаусов процес. Избором његове стандардне девиjациjе 𝜎𝜓𝑗

постижемо компромис између прецизности и брзине конвергенциjе естимациjе
отказа.

Треба приметити да jе jедначина стања по отказу линеарна. Ово значи да
се он може естимирати помоћу Калмановог филтра, након што jе претходно
x процењено помоћу честичног филтра. Уколико се и сам вектор стања може
разложити на нелинеаран и условно линеаран део, могуће jе употребити мар-
гинализован уместо стандардног честичног филтра. У том случаjу, 𝜓𝑗 треба
придружити линеарном делу вектора стања.
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4.5.3 Филтри за надзор поjединачних актуатора

Проширени вектор стања за 𝑗-ти чфна дат jе са

z𝑞+𝑗 =

[︃
x

𝜈𝑗

]︃
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝,

а одговараjући модел у простору стања jе

x(𝑡+ 1) = f (x(𝑡),u*(𝑡) + 𝜈𝑗e𝑗) + w(𝑡),

𝜈𝑗(𝑡+ 1) = 𝜈𝑗(𝑡) + 𝑤𝜈𝑗 (𝑡),

y*(𝑡) = h (x(𝑡),u* + 𝜈𝑗e𝑗) + v(𝑡).

Дакле, поново jе усвоjен модел случаjног хода за динамику отказа, са вариjан-
сом белог Гаусовог шума 𝑤𝜈𝑗 као подесивим параметром.

Претпоставимо да модел има структуру коjа омогућава маргинализациjу.
Ако 𝑢𝑗 чини део условно линеарног подсистема, онда 𝜈𝑗 треба придружити
линеарном делу вектора стања и естимирати га помоћу кф-а. У противном, он
се процењуjе честичним филтрирањем, заjедно са нелинеарним делом вектора
стања.

Проjектовање чф-а за надгледање сензора и актуатора биће детаљно илу-
стровано на конкретном примеру у jедном од наредних одељака.

4.5.4 Процедура за диjагнозу отказа

Веродостоjност 𝑗-тог чф-а добиjа се као

𝑙𝑗 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝
(︀
y*(𝑡) | z𝑗,(𝑖)(𝑡|𝑡− 1)

)︀
,

где 𝑁 означава величину узорка, z𝑗,(𝑖)(𝑡|𝑡 − 1) jе 𝑖-та предикциjа проширеног
вектора стања за 𝑗-ти филтар, а условне густине су дате са

𝑝
(︀
y*(𝑡) | z𝑗,(𝑖)(𝑡|𝑡− 1)

)︀
=

⎧⎨⎩𝑝v
(︁
y*(𝑡) − h

(︀
x𝑗,(𝑖)(𝑡|𝑡− 1),u*(𝑡)

)︀
− 𝜓

(𝑖)
𝑗 (𝑡|𝑡− 1)e𝑗

)︁
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑞

𝑝v

(︁
y*(𝑡) − h

(︁
x𝑗,(𝑖)(𝑡|𝑡− 1),u*(𝑡) + 𝜈

(𝑖)
𝑗 e𝑗

)︁)︁
, 𝑗 = 𝑞 + 1, . . . , 𝑞 + 𝑝
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Потребно jе утврдити да ли неки чф остваруjе значаjно вишу веродостоjност од
осталих. У том циљу, дефинишимо њену просечну вредност у тренутку 𝑡 као
медиjану3 веродостоjности свих филтара

�̄�(𝑡) = med1≤𝑗≤𝑝+𝑞 𝑙𝑗(𝑡),

и медиjану апсолутних одступања (мао) као меру дисперзиjе веродостоjности
поjединих филтара од просечне вредности

𝑠(𝑡) = med1≤𝑗≤𝑝+𝑞
(︀
𝑙𝑗(𝑡) − �̄�(𝑡)

)︀
.

Ове две величине омогућаваjу да се дефинишу адаптивни праг

𝑙0(𝑡) = �̄�(𝑡) + 𝛽𝑠(𝑡),

где jе 𝛽 подесиви параметар, и следећи скуп статистика:

𝑔𝑗(𝑡) = max

{︂
0, 𝑔𝑗(𝑡− 1) + ln

𝑙𝑗(𝑡)

𝑙0(𝑡)

}︂
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝+ 𝑞.

Почетне вредности су 𝑔𝑗(0) = 0, ∀𝑗. Уколико разлика између две наjвеће ста-
тистике пређе погодно изабрани праг ℎΔ𝑔, подиже се одговараjући аларм.

У наставку ћемо обjаснити због чега наведена метода поуздано издваjа наj-
веродостоjниjи филтар. Претпоставимо наjпре да су сви сензори и актуатори
исправни. Тада ће естимирани откази за све филтре бити блиски нули, а њихове
предикциjе ће бити међусобно сличне, па ће и веродостоjности бити прибли-
жно jеднаке. У тим околностима ћемо имати да jе, са великом вероватноћом,
𝑙𝑗(𝑡) < 𝑙0(𝑡), ∀𝑗, па статистике флуктуираjу око нуле. Након настанка отказа,
већина филтара ниjе у стању да генерише предикциjе коjе су конзистентне са
опсервациjама, па њихове веродостоjности опадаjу, а статистике остаjу jеднаке
нули. Са друге стране, филтар коjи надгледа неисправни сензор или актуатор
биће у стању да веома добро помири своjе естимациjе са забележеним мерењима.
Његова веродостоjност биће значаjно већа него за остале филтре, и превазићи
ће адаптивни праг 𝑙0(𝑡). Одговараjућа статистика ће почети да расте, па ће
убрзо бити испуњен услов за детекциjу.

3На овом месту не разматрамо системе са jедним улазом и jедним излазом, за коjе ниjе
могуће дефинисани медиjану на оваj начин. О посебном случаjу када jе 𝑝 = 𝑞 = 1 ће бити
речи касниjе.
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Параметар 𝛽 одређуjе минималну уочљиву разлику међу веродостоjностима
филтара. Његовим повећањем подиже се адаптивни праг 𝑙0(𝑡). Тиме се ис-
товремено смањуjу вероватноће лажних аларма али и детекциjе. Осим тога,
описана процедура се чини спориjом, jер се теже остваруjе услов 𝑙𝑗(𝑡) > 𝑙0(𝑡),
коjи jе потребан да би статистике почеле да расту. Адекватан почетни избор
jе 𝛽 = 3. Он се може оправдати под претпоставком да се, у одсуству отказа,
скуп веродостоjности филтара у сваком тренутку може сматрати узорком од
𝑝 + 𝑞 одбирака нормалне расподеле. Однос стандардне девиjациjе и мао-а у
овом случаjу jе приближно 1.48. Ово значи да 𝛽 = 3 одговара вредности 2𝜎, па
jе вероватноћа да ће нека од веродостоjности бити виша од прага 𝑙0(𝑡) у одсу-
ству отказа свега 5%. Фино подешавање параметра 𝛽 може се извршити кроз
симулациjе или у току рада. На пример, уколико су све веродостоjности далеко
испод границе 𝑙0(𝑡) у одсуству отказа, 𝛽 се може додатно смањити како би се
остварила бржа детекциjа.

Када jе 𝛽 усвоjено, праг ℎΔ𝑔 може се одредити тако што ће се симулирати
понашање статистика током дужег временског интервала, при деjству сваког
отказа понаособ. При симулациjи 𝑖-тог отказа треба одредити

max
𝑡

max
𝑗 ̸=𝑖

(𝑔𝑗(𝑡) − 𝑔𝑖(𝑡)) .

Праг ℎΔ𝑔 не треба да буде постављен испод максималне од овако добиjених 𝑝+𝑞

вредности. Са друге стране, не треба да буде ни много већи од ње, jер би се
тиме повећало кашњење детекциjе.

Сличност описане процедуре са добро познатим кусум тестом су очигледне.
Међутим, колико jе аутору познато, оваква модификациjа базирана на адаптив-
ном прагу ниjе до сада обjављена у литератури. Отуда jе заправо у питању нови
тест за секвенциjално тестирање вишеструких хипотеза.

4.5.5 Експериментална верификациjа

Алгоритам jе примењен на модел каскаде два континуална реактора са ме-
шањем из одељка 4.2.3. Временски-дискретан модел овог процеса дат jе са
(4.11). Испоставља се да овде могуће применити маргинализациjу. Наиме, за
фиксно 𝑥1 и 𝑥3, jедначине стања по преостале две компоненте 𝑥2 и 𝑥4 постаjу
инкрементално линеарне. Ово значи да се модел може поделити на (условно)
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линеарни и нелинеарни део, са

xl =
[︁
𝑥2 𝑥4

]︁T
, xnl =

[︁
𝑥1 𝑥3

]︁T
,

ul =
[︁
𝑢2 𝑢4

]︁T
, unl =

[︁
𝑢1 𝑢3

]︁T
.

Jедначина стања за линеарни део система има облик

xl(𝑡+ 1) = A (xnl(𝑡),unl(𝑡))xl(𝑡) + B (xnl(𝑡),unl(𝑡))ul(𝑡). (4.16)

У наставку ћемо матрице стања и управљања означавати са A(𝑡) и B(𝑡), ради
jедноставниjе нотациjе. Елементи матрице стања су 𝑎12(𝑡) = 0, 𝑎21(𝑡) = 𝑇𝑠 𝜃7,

𝑎11(𝑡) = 1 − 𝑇𝑠

(︃
𝜃4 +

3∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖0𝑒
−𝐸𝑖/𝑅𝑥1(𝑡)

)︃
,

𝑎22(𝑡) = 1 − 𝑇2

(︃
𝜃7 + 𝜃8 +

3∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖0𝑒
−𝐸𝑖/𝑅𝑥3(𝑡)

)︃
,

а матрица управљања jе у овом случаjу константна и дата са

B = 𝑇𝑠

[︃
𝜃4 0

0 𝜃8

]︃
.

Систем има 𝑝 = 4 улаза и 𝑞 = 4 излаза, па нам jе потребно укупно 𝑝+ 𝑞 = 8

чф-а. Линеарни подсистем за чфнс#𝑗 дат jе са⎡⎢⎢⎣
𝑥2(𝑡+ 1)

𝑥4(𝑡+ 1)

𝜓𝑗(𝑡+ 1)

⎤⎥⎥⎦ =

[︃
A(𝑡) 02×1

01×2 1

]︃⎡⎢⎢⎣
𝑥2(𝑡)

𝑥4(𝑡)

𝜓𝑗(𝑡)

⎤⎥⎥⎦+ Bul,*(𝑡) +

⎡⎢⎢⎣
𝑤2(𝑡)

𝑤2(𝑡)

𝑤𝜓𝑗 (𝑡)

⎤⎥⎥⎦ , 𝑗 = 1, . . . , 4.

Jедначина мерења за чфнс#1 има облик⎡⎢⎢⎣
𝑦*1(𝑡) − 𝑥1(𝑡)

𝑦*2(𝑡)

𝑦*4(𝑡)

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
0 0 1

1 0 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣
𝑥2(𝑡)

𝑥4(𝑡)

𝜓1(𝑡)

⎤⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎣
𝑣1(𝑡)

𝑣2(𝑡)

𝑣4(𝑡)

⎤⎥⎥⎦ .
Jасно jе да би се 𝜓1 могло естимирати засебним кф-ом, чиме би се умањио броj
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рачунских операциjа. Jедначина мерења за други чфнс jе

[︃
𝑦*2(𝑡)

𝑦*4(𝑡)

]︃
=

[︃
1 0 1

0 1 0

]︃⎡⎢⎢⎣
𝑥2(𝑡)

𝑥4(𝑡)

𝜓2(𝑡)

⎤⎥⎥⎦+

[︃
𝑣2(𝑡)

𝑣4(𝑡)

]︃
.

Линеарни подсистеми за чфнс#3 и чфнс#4 се конструишу на сличан начин.
Откази 𝜈1 и 𝜈3 припадаjу нелинеарном делу проширеног вектора стања за

чфна#1 и чфна#3. Отуда условно линеарни део њихових модела чине само
jедначине по 𝑥2 и 𝑥4, дате са (4.16). За чфна#2 jе⎡⎢⎢⎣

𝑥2(𝑡+ 1)

𝑥4(𝑡+ 1)

𝜈1(𝑡+ 1)

⎤⎥⎥⎦ =

[︃
A(𝑡) b1

01×2 1

]︃⎡⎢⎢⎣
𝑥2(𝑡)

𝑥4(𝑡)

𝜈2(𝑡)

⎤⎥⎥⎦+ B𝑢l,*(𝑡) +

⎡⎢⎢⎣
𝑤2(𝑡)

𝑤4(𝑡)

𝑤𝜈2(𝑡)

⎤⎥⎥⎦ ,
где b1 означава прву колону матрице B. Jедначина стања за четврти чфна

има исти облик, с тим што су b1 и 𝑤𝜈2 замењени са b2 и 𝑤𝜈4 , респективно. Од-
говараjуће jедначине мерења су

[︃
𝑦*2

𝑦*4

]︃
=

[︃
1 0 0

0 1 0

]︃⎡⎢⎢⎣
𝑥2

𝑥4

𝜈𝑗

⎤⎥⎥⎦+

[︃
𝑣2

𝑣4

]︃
, 𝑗 = 2, 4.

Овиме су у потпуности дефинисани модели за свих 8 чф-а, као и одговара-
jући условно линеарни подсистеми, чиме jе омогућена примена маргинализа-
циjе.

Алгоритам jе тестиран путем Монте Карло симулациjа. Задата управљања
су држана константним, на вредностима коjе одговараjу стационарном стању:

u* =
[︁
𝑄1s 𝐶𝐴0s 𝑄2s 𝐶𝐴03s

]︁T
.

У првоj групи симулациjа били су узети номинални услови, под чим се подра-
зумева да су параметри система, односно модела на основу коjег су генерисана
синтетичка мерења, исти као они коjе користе чф-и. Након тога смо увели
пертурбациjе у систем, док су филтри и даље радили са старим, номиналним
вредностима параметара. Траjање сваке симулациjе било jе 5 h. Тренутак на-
станка отказа, датих табелом 4.7, био jе увек 𝑡0 = 1 h (у датим изразима, 𝑡 jе
време у часовима).
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Табела 4.7: Симулирани откази.
Ознака Опис (за 𝑡 ≥ 1 h)

#1 𝜈1(𝑡) = 0.1𝑢*1(𝑡)
#2 𝜈2(𝑡) = 0.1𝑢*2(𝑡)
#3 𝜓1(𝑡) = 0.02𝑥1(𝑡)
#4 𝜓2(𝑡) = 0.1𝑥2(𝑡)
#5 𝜈1(𝑡) = 0.1 (𝑡− 1)𝑢*1(𝑡)
#6 𝜈2(𝑡) = 0.1 (𝑡− 1)𝑢*2(𝑡)
#7 𝜓1(𝑡) = 0.02 (𝑡− 1)𝑥1(𝑡)
#8 𝜓2(𝑡) = 0.01 (𝑡− 1)𝑥2(𝑡)

У моделима већине филтара постоjе свега два нелинеарна стања, па jе усво-
jена релативно мала величина узорка од 100 честица. Jедини изузетак су
чфна#1 и чфна#3. Њихов нелинеарни део модела садржи jедну додатну
компоненту, па су они радили са по 500 честица. Улазни процеси w𝜈 и w𝜓

у динамичким моделима отказа били су бели и нормално расподељени, са ко-
вариjационим матрицама

E
(︀
w𝜈(w𝜈)T

)︀
= diag

(︀
7 · 107, 16 · 10−4, 2.8 · 108, 17.8 · 10−3

)︀
,

E
(︀
w𝜓(w𝜓)T

)︀
= diag

(︀
0.7, 25 · 10−4, 0.7, 25 · 10−4

)︀
.

Праг ℎΔ𝑔 и параметар 𝛽 били су постављени на вредности 20 и 3, респективно.
Номинална перформанса за отказ #1 илустрована jе сликом 4.19. У овом

случаjу jе прва компонента стварног вектора управљања 10% већа од задате.
чфна#1 jе исправно проценио 𝜈1, а његове естимациjе стања и предикциjе из-
лаза биле су конзистентне са одговараjућим тачним вредностима. чфнс#1
ради под претпоставком да jе 𝜈1 = 0, тако да jе његова естимациjа стања била
погрешна. Међутим, он jе и даље био у стању да компензуjе разлику између
мерења и предикциjе првог излаза, тако што jе (погрешно) доделио неку по-
зитивну вредност процени отказа на првом сензору 𝜓1. чфна#2 ниjе добро
естимирао стања, из истог разлога као чфнс#1. Међутим, он ниjе имао ни-
какав начин да поништи разлику између мерења и предикциjе првог излаза.
Слична лоша перформанса карактерише и остале филтре, али су одговараjући
графици изостављени са слике 4.19 у циљу боље прегледности.

Са слике 4.20 се види да чфна#1 остваруjе наjвећу веродостоjност, коjа jе
конзистентно изнад адаптивног прага 𝑙0(𝑡) све време након настанка отказа.
Ово jе потпуно у складу са очекивањима, с обзиром да jе симулиран отказ
управо на првом актуатору. Веродостоjност за чфнс#1 такође jе већа од про-
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Слика 4.19: Естимациjе стања 𝑥1 (изнад) и предикциjе излаза 𝑦1 (испод) за отказ
типа #1, генерисане од стране чфна#1 (испрекидана), чфна#2 (тачкаста) и
чфнс#1 (тачка-црта). Пуним линиjама означени су тачно стање 𝑥1 (горњи
график), односно мерење 𝑦*1 (доњи график).
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Слика 4.20: Логаритми веродостоjности (изнад) и статистике (испод) за
чфна#1 (испрекидана), чфнс#1 (тачка-црта) и преостале филтре (тачкаста),
при отказу типа #1. Пуна линиjа на горњем графику представља адаптивни
праг 𝑙0(𝑡).

Табела 4.8: Номинална перформанса.
Отказ #1 #2 #3 #4 #5 #6 #7 #8

Погрешних изолациjа [%] 0 0 1 0 0 0 0 0
Средње кашњење [одбирака] 34 54 29 46 45 56 49 54

сека, из горе наведених разлога, док jе за све остале филтре значаjно нижа. Ста-
тистика за чфна#1 прва постаjе за ℎΔ𝑔 већа од наредне наjвише у 𝑡𝑎 = 1.15ℎ,
па jе отказ исправно диjагнозиран 9 min након настанка.

У табели 4.8 сумирани су резултати добиjени симулирањем сваког отказа из
табеле 4.7 по 100 пута. Ни у jедноj од 800 симулациjа ниjе било пропуштених
детекциjа нити лажних аларма. Свега jедном jе забележена погрешна изолациjа
– отказ #3 класификован jе као отказ #1.

У циљу испитивања робусности алгоритма на грешке моделирања, прва че-
тири типа отказа поново су симулирани по 100 пута, с тим што су на параметре
𝐹1, ∆𝐻𝑖 и 𝑘𝑖0, 𝑖 = 1, 2, 3, додаване униформно расподељене стохастичке пертур-
бациjе у износу од наjвише ±20% њихових номиналних вредности. Добиjени
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Табела 4.9: Перформансе у присуству грешке моделирања.
Отказ #1 #2 #3 #4

Погрешних изолациjа [%] 1 0 5 0
Средње кашњење [одбирака] 34 54 29 47

резултати сумирани су у табели 4.9.

4.5.6 Дискусиjа

Подаци из табела 4.8 и 4.9 сведоче о веома ниским вероватноћама лажног
аларма и пропуштене детекциjе, чак и у присуству грешке моделирања. Са
друге стране, вероватноћа погрешне изолациjе jе ниска али ниjе занемарљива,
поготову када се систем не подудара са претпостављеним моделом. Ово jе после-
дица велике сличности међу симптомима поjединих отказа. Као што се види са
слике 4.19, мерења добиjена у случаjу отказа на првом актуатору могу се скоро
подjеднако добро тумачити и као последица отказа на првом мерењу, и обратно.
Другим речима, откази нису довољно изолабилни. На слици 4.21 приказана jе
ситуациjа у коjоj jе отказ типа #3 погрешно протумачен као отказ типа #1.
С обзиром да jе у питању отказ на првом сензору, чфнс#1 би требало да има
наjвишу веродостоjност. Међутим, у периоду непосредно након настанка от-
каза, њу привремено остваруjе чфна#1. У тренутку настанка отказа 𝑡0 = 1 h,
разлика између његове статистике 𝑔5(𝑡) и следеће наjвеће виша jе од прага ℎΔ𝑔.
Већ у наредноj итерациjи, у 𝑡 = 1.05 h, статистика 𝑔1(𝑡), коjа одговара чфнс#1,
постаjе наjвећа. Међутим, отказ jе већ погрешно изолован. Овакве поjаве би се
очигледно могле учинити мање вероватним повећањем прага ℎΔ𝑔. Тиме би се
ефективно одложио тренутак доношења одлуке, и дало би се времена “правоj”
статистици да узме довољно велику вредност. Ово jе и експериментално по-
тврђено: понављањем симулациjа уз повећање ℎΔ𝑔 са 20 на 25 елиминисане су
све погрешне изолациjе, уз незнатан пораст кашњења од само jедног одбирка,
односно 3 min.

Просечно кашњење детекциjе било jе између 29 и 56 одбирака, односно 87 и
168 минута, у зависности од типа отказа. Иако велике, ове вредности се могу
сматрати прихватљивима, с обзиром на изузетно спору динамику самог про-
цеса. На пример, време смирења за 𝑥1 након скоковитог повећања управљања
𝑢1 за 10% износи око 1 h, док jе за остале променљиве стања jош дуже. Уз-
имаjући при томе у обзир и веома слабу изолабилност неких парова отказа,
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Слика 4.21: Статистике за чфна#1 (испрекидана) и чфнс#1 (тачка-црта) у
симулациjи отказа #3.

постаjе очигледно да се кашњења драстично мања од оних из табела 4.8 и 4.9
тешко могу остварити без значаjног повећања учестаности лажних аларма и
погрешних изолациjа.

Међу решењима доступним у литератури, овде предложена метода наjслич-
ниjа jе оноj из [91], описаноj у одељку 3.5.9. Ту се откази моделуjу променама
параметара. У паралели са системом ради низ адаптивних чф-а. Сваки ести-
мира jединствени подскуп параметара, подразумеваjући номиналне вредности
за све остале. Ми отказе представљамо адитивним члановима коjи уносе ра-
злике између стварних и задатих управљања, односно измерених излаза. Ме-
ђутим, осим ове разлике у приступу, решења су веома слична. Наjвеће разлике
међу алгоритмима тичу се процедуре доношења коначне одлуке. У [91] па-
ралелно са адаптивним ради и jедан “номинални” филтар. Сви параметри у
његовом моделу су фиксни. Помоћу кусум теста пореде се веродостоjности
адаптивних и номиналног филтара. На таj начин се бира “наjбољи” филтар,
чиме се посредно долази до типа и локациjе присутног отказа. Показаћемо да
jе оваj механизам веома осетљив на грешке моделирања. Рецимо да у систему
дође до неке промене, коjа се не сматра отказом. Адаптивни филтри су флекси-
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билниjи од номиналног, jер су у стању да, барем делимично, “обjасне” насталу
промену у опсервациjама. Они то раде тако што прилагођаваjу вредности оних
параметара коjе могу да естимираjу, иако су њихове стварне вредности заправо
и даље jеднаке номиналним. Отуда ће, са великом вероватноћом, бар неки од
адаптивних филтара почети да остваруjу већу веродостоjност од номиналног.
Одговараjуће кусум статистике почеће да расту, и временом ће неминовно
постати веће од постављеног прага. Ово резултуjе лажним алармом.

Наша процедура за диjагнозу такође се заснива на кусум тесту. Међутим,
филтри се пореде међусобно, а не са номиналним. У присуству грешке моде-
лирања, неки филтри и даље могу да остваре већу веродостоjност од осталих
– рецимо, услед већег степена сличности између симптома насталих услед гре-
шка моделирања и отказа коjе ови филтри треба да естимираjу. Чак и када
jе ово тачно, наjвиша веродостоjност неће бити конзистентно већа од адаптив-
ног прага 𝑙0(𝑡) уколико jе параметар 𝛽 правилно изабран, па статистике остаjу
блиске нули, и не долази до лажног аларма.

Потврду за изведене закључке пружаjу графици са слике 4.22. Пре настанка
отказа у 𝑡0 = 1 h не може се уочити значаjниjа разлика између веродостоjно-
сти филтара. За 𝑡 > 𝑡0 jе видљиво нагло смањење веродостоjности за већину
филтара, jер су сада само чфна#1 и чфнс#1 у стању да генеришу предик-
циjе конзистентне са опсервациjама. Адаптивни праг 𝑙0(𝑡) дат jе медиjаном, па
jе одређен веродостоjностима преосталих 6 филтара. Статистике 𝑔1(𝑡) и 𝑔5(𝑡),
коjе одговараjу чфна#1 и чфнс#1, почињу да расту. Иако се то не може непо-
средно уочити са слике 4.22, стопа раста за 𝑔5(𝑡) jе бржа, па jе отказ правилно
диjагнозиран.

Као и свако решење засновано на коришћењу чф-а, предложени алгоритам
jе нумерички захтеван, тим пре што овде не користимо само jедан, већ низ
филтара. Са друге стране, наш приступ ниjе у том погледу ништа сложениjи
од сличних из литературе, као што су они из [91] и [2]. Наша метода jе заправо
нешто jедноставниjа, jер не користи додатни номинални филтар, за разлику
од поменутих алгоритама. Осим тога, употреба маргинализациjе ефективно
смањуjе броj променљивих стања коjе се естимираjу Монте Карло техником.
Ово значи да наши филтри могу да остваре исту прецизност са мањим броjем
честица.

Нажалост, маргинализациjа филтара за надзор актуатора ниjе могућа уко-
лико се у самом систему не може издвоjити условно линеарни део. Тада би
чфна морали бити имплементирани као стандардни чф-и. Међутим, за чфнс
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Слика 4.22: Логаритми веродостоjности за чфна#1 (испрекидана), чфнс#1
(тачка-црта) и остале филтере (тачкасте), за отказ типа #1 у присуству грешака
моделирања. Пуна линиjа представља адаптивни праг 𝑙0(𝑡).
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би и даље могли да употребимо Рао-Блеквелизациjу у односу на отказе сензора.
Линеарни подсистем за чфнс#𝑗 био би дат са

𝜓𝑗(𝑡+ 1) = 𝜓𝑗(𝑡) + 𝑤𝜓𝑗 (𝑡),

𝑦*𝑗 (𝑡) − ℎ𝑗 (x(𝑡),u*(𝑡)) = 𝜓𝑗(𝑡) + 𝑣𝑗(𝑡).

Шта више, лако се може показати да би Калманово поjачање и ковариjациона
матрица грешке естимациjе били исти за све честице. Тиме би се значаjно
умањио броj потребних рачунски операциjа у свакоj итерациjи.

Адаптивни праг веродостоjности 𝑙0(𝑡) дефинисан jе коришћењем медиjане.
Оваj оператор има смисла jедино када укупан броj сензора и актуатора ниjе
мањи од три. Алгоритам се лако може прилагодити и системима са по jедним
улазом и излазом. Тада бисмо имали по jедан чфна и чфнс, а њихове веродо-
стоjности би се директно међусобно поредиле неким од стандардних метода за
бинарно секвенциjално тестирање хипотеза.

Алгоритам се лако може проширити за потребе детекциjе отказа у самом
систему. Оне се типично манифестуjу као промене параметара модела. За
сваки од њих требало би увести додатни чф коjи би естимирао девиjациjу тог
параметра од номиналне вредности, слично ономе што jе урађено за сензоре и
актуаторе.

4.5.7 Диjагноза истовремених отказа

У датом облику, предложени алгоритам jе у стању да поуздано диjагнозира
отказ на само jедном сензору или актуатору. У овом одељку ћемо предложити
модификовану шему, коjа би била у стању да детектуjе истовремене отказе на
више сензора под условом да су сви актуатори исправни, и обратно. Показаћемо
да наjопштиjи проблем, када су истовремено неисправни сензори и актуатори,
заправо и нема решење у општем случаjу.

Основна идеjа састоjи се у обjедињавању естимациjе отказа у само два фил-
тра. Први називамо честичним филтром за (истовремено) надгледање свих
сензора (чфнсс). Његов проширени вектор стања дат jе са

zs =

[︃
x

ỹ

]︃
=
[︁
𝑥1 · · · 𝑥𝑛 𝑦1 · · · 𝑦𝑞

]︁T
,
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а одговараjући модел у простору стања jе

x(𝑡+ 1) = f (x(𝑡),u*(𝑡)) + w(𝑡),

ỹ(𝑡+ 1) = ỹ(𝑡) + wỹ(𝑡),

y*(𝑡) = h (x(𝑡),u*(𝑡)) + ỹ(𝑡) + v(𝑡).

Претпоставимо да се из почетног модела може издвоjити условно линеарни део

xl(𝑡+ 1) = A(𝑡)xl(𝑡) + B(𝑡)ul,* + wl(𝑡), (4.17а)

yl(𝑡) = C(𝑡)xl(𝑡) + vl, (4.17б)

где матрице A, B, C и D зависе од нелинеарног дела вектора стања xnl и
управљања unl. Линеарни подсистем за проширени модел коjи користи чфнсс

jе

zs,l(𝑡+ 1) = As(𝑡) zs,l(𝑡) + Bs(𝑡)ul,*(𝑡) + wl(𝑡),

yl(𝑡) = Cs(𝑡) zs,l + vl(𝑡),

где jе

As(𝑡) =

[︃
A(𝑡) 0

0 I

]︃
, Bs(𝑡) =

[︃
B(𝑡)

0

]︃
, Cs(𝑡) =

[︁
C(𝑡) I

]︁
, (4.18)

а линеарни део проширеног вектора стања дат jе са

zs,l =

[︃
xl

ỹl

]︃
,

где ỹl означава оне отказе коjи фигуришу у линеарним jедначинама излаза.
Преостале компоненте вектора ỹ означићемо са ỹnl, иако су и оне описане
условно линеарним моделом у простору стања, као што ћемо касниjе показати.

Стања линеарног подсистема проширеног модела zs,l су потпуно опсерва-
билна под условима наведеним у следећоj теореми.

Теорема 4.1. Нека jе пар (A,C) опсервабилан и нека A нема jединичне соп-
ствене вредности. Под овим условима, пар (As,Cs), дефинисан са (4.18), jе
такође потпуно опсервабилан.

159



Доказ. Матрица опсервабилности дефинисана паром (As,Cs) има облик

𝒪s =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
C I

CA I
...

CA𝑛+𝑞−1 I

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (4.19)

где jе dimA = 𝑛× 𝑛 i dimC = 𝑞 × 𝑛. На основу Кеjли-Хемилтонове теореме jе

A𝑛 +
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝛼𝑖A
𝑖 = 0

где су 𝛼0, . . . , 𝛼𝑛−1 коефициjенти карактеристичног полинома матрице A. Ако
врсте [CA𝑛+𝑞−2 I] у (4.19) помножимо са 𝛼𝑛−1, врсте [CA𝑛+𝑞−3 I] sa 𝛼𝑛−2 итд.,
а затим овако пондерисане врсте додамо субматрици [CA𝑛+𝑞−1 I], добиjамо

𝒪s ∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C I

CA I
...

CA𝑛+𝑞−2 I

0𝑞×𝑛
(︀
1 +

∑︀𝑛−1
𝑖=0 𝛼𝑖

)︀
I

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Израз 1+
∑︀𝑛−1

𝑖=0 𝛼𝑖 различит jе од нуле уколико ни jедна од сопствених вредности
матрице A нема вредност 1. Тада jе

𝒪s ∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C 0𝑞×𝑞

CA 0𝑞×𝑞
...

CA𝑛+𝑞−2 0𝑞×𝑞

0𝑞×𝑛
(︀
1 +

∑︀𝑛−1
𝑖=0 𝛼𝑖

)︀
I

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Последњих 𝑞 врста су очигледно независне од преосталих. Међу првих 𝑞(𝑛+𝑞−
1) врста сигурно постоjи 𝑛 независних, jер матрица опсервабилности за (A,C)

по претпоставци има пун ранг. Следи да 𝒪s има 𝑛+𝑞 независних врста, односно
да има пун ранг по колонама.

Треба нагласити да иста теорема доказуjе опсервабилност линеарних под-
система проширених модела за раниjе разматране чфнс. Матрице опсервабил-
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ности у овом случаjу имаjу облик (4.19), при чему у последњих 𝑞 колона треба
изоставити све осим jедне. На пример, за чфнс#𝑗, матрица опсервабилности
проширеног модела дата jе са

𝒪s,𝑗 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
C e𝑗

CA e𝑗
...

CA𝑛 e𝑗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

где e𝑗 означава 𝑗-ту колону матрице I𝑞×𝑞. На исти начин као у теореми 4.1 може
се показати да jе ранг матрице опсервабилности 𝑛+ 1, односно да су сва стања
проширеног модела опсервабилна.

Откази коjи фигуришу у нелинеарним излазима описани су моделом

ỹnl(𝑡+ 1) = ỹnl(𝑡) + wỹ,nl(𝑡)

ynl(𝑡) − hnl (︀xnl(𝑡),unl,*(𝑡)
)︀

= ỹnl(𝑡) + vnl(𝑡).

Оваj модел jе очигледно опсервабилан и може се естимирати посебним кф-
ом, након што jе претходно одређена естимациjа за xnl техником честичног
филтрирања.

Други филтар у шеми називамо честичним филтром за (истовремено) над-
гледање свих актуатора (чфнса). Његов проширени вектор стања дат jе са

za =

[︃
x

ũ

]︃
,

а модел коjи га описуjе jе

x(𝑡+ 1) = f (x(𝑡),u*(𝑡) + ũ(𝑡)) + w(𝑡),

ũ(𝑡+ 1) = ũ(𝑡) + wũ(𝑡),

y*(𝑡) = h (x(𝑡),u*(𝑡) + ũ(𝑡)) + v(𝑡).

Претпоставимо да систем има условно линеарни део, описан са (4.17). Ком-
поненте вектора отказа ũnl коjе не припадаjу овом подсистему естимираjу се
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честичним филтрирањем, заjедно са xnl. Остатак проширеног модела дат jе са

za,l =

[︃
xl

ũl

]︃
.

Његова динамика описана jе са

za,l(𝑡+ 1) = Aa za,l(𝑡) + Ba ul,*(𝑡) + wl(𝑡),

yl(𝑡) = Ca za,l(𝑡) + vl(𝑡).

Матрице модела дате су са

Aa(𝑡) =

[︃
A(𝑡) B(𝑡)

0 I

]︃
, Ba(𝑡) =

[︃
B(𝑡)

0

]︃
, Ca(𝑡) =

[︁
C(𝑡) 0

]︁
. (4.20)

Следећа теорема даjе услове за опсервабилност овог модела.

Теорема 4.2. Нека су A, B и C матрице димензиjа 𝑛×𝑛, 𝑛×𝑝 и 𝑞×𝑛, респек-
тивно, такве да jе пар (A,C) опсервабилан и да A нема jединичне сопствене
вредности. Ранг матрице опсервабилности за пар (Aa,Ca) jе 𝑛 + 𝑚, где jе
𝑚 = rangC(A− I)−1B, а Aa и Ca су дефинисани у (4.20).

Доказ. Матрица опсервабилности дефинисана паром (Aa,C) има облик

𝒪a =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C 0

CA CB
...

CA𝑛+𝑝−2 C
∑︀𝑛+𝑝−3

𝑖=0 A𝑖B

CA𝑛+𝑝−1 C
∑︀𝑛+𝑝−2

𝑖=0 A𝑖B

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Уколико од последње 𝑞 × (𝑛 + 𝑝) субматрице, коjу чини последњих 𝑞 врста,
одузмемо субматрицу коjа се налази директно изнад ње, затим од претпоследње
𝑞×(𝑛+𝑝) субматрице одузмемо ону директно изнад ње, итд. и коначно од друге
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субматрице одузмемо прву, добиjамо

𝒪a ∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C 0

C(A− I) CB
...

C(A− I)A𝑛+𝑝−3 CA𝑛+𝑝−3B

C(A− I)A𝑛+𝑝−2 CA𝑛+𝑝−2B

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

За 𝑞 = 1 добиjамо

𝒪a ∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
C 0

C(A− I) CB
...

C(A− I)A𝑛−1 CA𝑛−1B

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (4.21)

Показаћемо да jе 𝒪a слична матрици (4.21) и за 𝑞 ≥ 2. Нека су 𝛼𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤
𝑛− 1, коефициjенти карактеристичног полинома матрице A. За 𝑞 ≥ 2 можемо
анулирати последњих 𝑞(𝑝 − 1) врста. Из Кеjли-Хемилтонове теореме следи да
jе последња 𝑞 × (𝑛+ 𝑝) субматрица линеарна комбинациjа претходних 𝑛, jер jе

𝐶(𝐴− 𝐼)𝐴𝑛+𝑝−2 = −
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝛼𝑛−1−𝑖𝐶(𝐴− 𝐼)𝐴𝑛+𝑝−3−𝑖,

𝐶𝐴𝑛−𝑝−2𝐵 = −
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝛼𝑛−1−𝑖𝐶𝐴
𝑛−𝑝−3−𝑖𝐵.

Слично, претпоследња 𝑞×(𝑛+𝑝) матрица jе линеарна комбинациjа 𝑛 субматрица
изнад ње итд. па имамо да jе

𝒪a ∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C 0

C(A− I) CB
...

...
C(A− I)A𝑛−1 CA𝑛−1B

0(𝑞𝑝−𝑞)×𝑛 0(𝑞𝑝−𝑞)×𝑝

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Изостављањем нула-врста добиjамо (4.21).
Уколико првих 𝑛 колона матрице (4.21) помножимо са (A− I)−1B и оду-
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змемо од последњих 𝑝 колона, добиjамо:

𝒪a ∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
C −C(A− I)−1B

C(A− I) 0
...

CA𝑛−1(A− I) 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Матрица A− I jе инвертибилна jер по претпоставци A нема jединичних соп-
ствених вредности. Уколико последњих 𝑝 колона помножимо са −1, а на суб-
матрицу коjу чини трећих 𝑞 врста[︁

CA(A− I) 0
]︁

=
[︁
CA2 −CA 0

]︁
додамо субматрицу [CA−C 0] сачињену од других 𝑞 врста, затим на субма-
трицу коjу чини четвртих 𝑞 врста додамо субматрице коjе чине других 𝑞 и
трећих 𝑞 врста итд. добиjамо

𝒪a ∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C C(A− I)−1B

CA−C 0

CA2 −C
...

CA𝑛 −C 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (4.22)

Из CA𝑛 +
∑︀𝑛−1

𝑖=1 𝛼𝑖CA𝑖 = −𝛼0C следи

CA𝑛 −C +
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖
(︀
CA𝑖 −C

)︀
= −

(︃
1 +

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝛼𝑖

)︃
C

па се 𝑞 × 𝑛 субматрица C у горњем левом углу матрице (4.22) може елимини-
сати (коефициjент уз C са десне стране jеднакости jе различит од нуле, jер по
претпоставци A нема jединичне сопствене вредности):

𝒪a ∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 C(A− I)−1B

CA−C 0

CA2 −C 0
...

CA𝑛 −C 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (4.23)
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Ранг субматрице коjу чини првих 𝑛 колона jе 𝑛, што следи из претпостављене
опсервабилности пара (A,C):

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
C

CA
...

CA𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C

CA
...

CA𝑛−1

CA𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
C

CA−C
...

CA𝑛 −C

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

CA−C
...

CA𝑛 −C

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Одавде следи да jе ранг матрице (4.23) jеднак 𝑛+𝑚, где jе

𝑚 = rangC(A− I)−1B.

Из теореме 4.2 следи да ниjе могуће истовремено естимирати отказе свих
линеарних управљања уколико jе 𝑞l < 𝑝l, где jе 𝑞l = dimyl и 𝑝l = dimul.
Наиме, како jе dimC(A− I)−1B = 𝑞l × 𝑝l, имамо да jе наjвише 𝑛+ min{𝑞l, 𝑝l}
стања модела опсервабилно.

Недостатак шеме са чфнсс и чфнса jе његова нумеричка комплексност.
Иако jе броj филтера смањен са 𝑝 + 𝑞 на свег два, броj честица за чфнса

мора се експоненциjално повећати услед пораста димензиjе нелинеарног дела
проширеног модела. Осим за системе веома малих димензиjа, нумерички jе ис-
плативиjе имати више филтара са мањим векторима стања, него мање филтара
од коjих сваки естимира већи броj променљивих.

Проблем диjагнозе отказа у случаjевима када су истовремено неисправни
сензори и актуатори у општем случаjу ниjе решив, чак ни за линеарне системе.
Интуитивно, ово се може обjаснити на следећи начин: разлика између предик-
циjа и мерења може бити изазвана било отказом у сензору, или неисправним
актуатором, или комбинациjом оба проблема. Математички, проширени модел
коjи поред стања x обухвата и отказе на сензорима ỹ и актуаторима ũ, ниjе
потпуно опсервабилан, о чему сведочи следећа теорема.

Теорема 4.3. Нека су A, B и C матрице димензиjа 𝑛 × 𝑛, 𝑛 × 𝑝 и 𝑞 × 𝑛,
респективно. Ако jе матрица A− I инвертибилна, следећи проширени модел
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у простору стања ниjе опсервабилан:⎡⎢⎢⎣
x(𝑡+ 1)

ũ(𝑡+ 1)

ỹ(𝑡+ 1)

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
A B 0

0 I 0

0 0 I

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣
x(𝑡)

ũ(𝑡)

ỹ(𝑡)

⎤⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎣
B

0

0

⎤⎥⎥⎦u, (4.24а)

y(𝑡) =
[︁
C 0 I

]︁⎡⎢⎢⎣
x(𝑡)

ũ(𝑡)

ỹ(𝑡)

⎤⎥⎥⎦ . (4.24б)

Доказ. Матрица опсервабилности дата jе са

𝒪sa =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
C 0 I

CA CB I
...

CA𝑛+𝑝+𝑞−1 CB + CAB + · · · + CA𝑛+𝑝+𝑞−2B I

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Одузимањем првих 𝑞 врста од субматрица сачињених од других, трећих, . . . и
коначно од последњих 𝑞 врста, добиjамо

𝒪sa ∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
C 0 I

C(A− I) CB 0
...

C(A𝑛+𝑝+𝑞−1 − I) CB + CAB + · · · + CA𝑛+𝑝+𝑞−2B 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (4.25)

Показаћемо да се колоне са индексима 𝑛+1, . . . , 𝑛+𝑝 могу добити као линеарна
комбинациjа првих 𝑛 колона. Наjпре уочимо да jе

A𝑖+1 − I =
(︀
A𝑖 + A𝑖−1 + · · · + I

)︀
(A− I) .

Преуређивањем матрице (4.25) добиjамо

𝒪sa ∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C 0 I

C(A− I) CB 0

C(A + I)(A− I) C(A + I)B 0
...

C
∑︀𝑛+𝑝+𝑞−2

𝑖=0 A𝑖 (A− I) C
∑︀𝑛+𝑝+𝑞−2

𝑖=0 A𝑖B 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Множењем субматрице коjу чини првих 𝑛 колона са (A− I)−1B, и одузимањем
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добиjеног резултата од субматрице коjу чини наредних 𝑝 колона, добиjамо

𝒪sa ∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C −C(A− I)−1B I

C(A− I) 0 0

C(A + I)(A− I) 0 0
...

C
∑︀𝑛+𝑝+𝑞−2

𝑖=0 A𝑖 (A− I) 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Линеарним комбинациjама последњих 𝑞 колона очигледно jе могуће анулирати
бар min{𝑝, 𝑞} од претходних 𝑝 колона. Ово значи да jе ранг матрице опсерва-
билности наjвише

𝑛+ 𝑞 + 𝑝− min{𝑝, 𝑞} = 𝑛+ max{𝑝, 𝑞},

па модел (4.24) има бар min{𝑝, 𝑞} неопсервабилних стања.

167



Глава 5

Зaкључак

Ефикасно одржавање техничких система, спречавање застоjа у производњи
и избегавање хавариjа са негативним последицама по безбедност људи, опреме
и животне средине, чине благовремену и поуздану диjагнозу отказа проблемом
од изузетно великог практичног значаjа. Ова чињеница jе рано препозната од
стране истраживача, па jе развоj првих техника за детекциjу и изолациjу от-
каза (дио) почео jош тридесетих година прошлог века. С обзиром на овако
дугу историjу области, не изненађуjе чињеница да jе данас у литератури до-
ступан велики броj решења, коjа се значаjно разликуjу по приступу проблему,
полазним претпоставкама и коришћеним математичким алатима. У овоj тези
разматране су само методе коjе подразумеваjу да jе надзирани систем описан
квантитативним математичким моделом.

Литература обилуjе алгоритмима за дио овог типа. Међу њима су наjброj-
ниjи они коjи подразумеваjу да се надзирани систем може описати линеарним
временски инвариjантним моделом. Оваква претпоставка мотивисана jе пре
свега потребом за jедноставношћу и раcположивошћу адекватног математич-
ког апарата за анализу и синтезу оваквих система. Нажалост, она често не
одговара реалности. О томе сведоче броjни системи у хемиjскоj процесноj ин-
дустриjи, роботици, авионици и аеронаутици, биомедицини итд.

Многе од доступних метода намењених нелинеарним системима засниваjу
се на проjектовању опсервера коришћењем техника диференциjалне геометриjе.
Њихов основни недостатак jе изузетна сложености математичке теориjе на ко-
jоj ови алати почиваjу. Осим тога, решења су наjчешће партикуларна, у смислу
да их jе могуће применити само на уско дефинисану, специфичну класу нели-
неарних система.

Проширени и unscented Калманови филтри су знатно популарниjи алати
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за естимациjу стања међу инжењерима у пракси, услед њихове интуитивности,
општости и релативне jедноставности у поређењу са нелинеарним опсерверима.
Ове технике се ослањаjу на линеаризациjу и/или претпоставку о нормалности
расподеле вектора стања. Отуда нису доступни теориjски резултати коjи га-
рантуjу конвергентност нити било какав вид оптималности у општем случаjу.

Честични филтар (чф) отклања наведене недостатке: добиjена апроксима-
тивна расподела вектора стања асимптотски конвергира ка стварноj, а правил-
ним избором фгв из коjе се генеришу предикциjе може се минимизирати Монте
Карло вариjанса естимациjе. Цена коjа се мора платити везана jе за нумеричку
сложеност имплементациjе ових алгоритама. Међутим, многи од процеса коjе
карактеришу изразите нелинеарности истовремено су и веома спори – типичан
пример су хемиjске реакциjе у процесноj индустриjи. Осим тога, са напретком
технологиjе, доступни рачунарски ресурси постаjу све моћниjи и jефтиниjи.
Из овога се може закључити да ће евентуалне потешкоће везане за практичну
примену чф-а са временом све више губити на значаjу.

Међу постоjећим методама за дио заснованим на чф-има могу се издвоjити
две групе. Прве се засниваjу на директноj естимациjи отказа кодираних це-
лоброjним вредностима посебне скаларне променљиве – тзв. мода. Недостаци
везани са примену ових метода произлазе из осиромашења узорка, коjе се ма-
нифестуjе непостоjањем представника априорно мало вероватних модова. У
литератури jе предложено више техника за превазилажење овог проблема. Ме-
ђутим, оне уносе значаjну теориjску и нумеричку сложеност у алгоритам, а
проблем осиромашења само мање или више ублажаваjу, али не елиминишу у
потпуности. Другу групу метода чине алгоритми коjи се ослањаjу на низове
чф-а. Сваки од њих ради под претпоставком постоjања одређене jединствене
комбинациjе отказа. Овакав приступ елиминише проблем осиромашења узорка.
Са друге стране, поступак проjектовања jе сложениjи jер се унапред мораjу мо-
делирати сви откази од интереса. Осим тога, коришћење већег броjа филтара
чини ове алгоритме нумерички захтевниjим.

У овоj тези предложене су три нове технике за дио засноване на коришћењу
чф-а, коjе превазилазе неке од наведених недостатака. Пре свега, постоjеће ме-
тоде полазе од веома општег модела отказа. У већини случаjева од практичног
интереса, сасвим су адекватни знатно jедноставниjи приступи, попут предста-
вљања отказа адитивним члановима коjи чине стварне улазе и излазе система
различитим од задатих, односно измерених. Овакав приступ карактеристичан
jе за већину класичних техника за дио, али jе до сада био углавном занема-
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рен у контексту диjагнозе отказа помоћу честичних филтара. Даље, неки од
наjстариjих и наjинтуитивниjих концепата оригинално развиjених за линеарне
системе, попут технике наменских опсервера, до сада нису нашли примену у
случаjу нелинеарних система. Коначно, постоjеће методе засноване на низо-
вима филтара користе технике за секвенциjално тестирање хипотеза коjе су
веома осетљиве на разлике између претпостављених и стварних статистичких
модела.

Прва метода предложена у овоj тези заснива се на jединственом чф-у коjи
по потреби раскида повратну спрегу по неком од мерених излаза. Тиме се ге-
неришу резидуали на основу коjих jе могуће диjагнозирати и идентификовати
отказе. Идеjа водиља при развоjу ове методе jе била следећа: уместо широке
класе разних типова отказа, пажња jе усмерена на мањи броj проблема коjи се
веома често срећу у пракси. Конкретно, разматране су само нагле калибраци-
оне грешке на сензорима. Развиjени алгоритам ефикасно решава постављени
проблем, а истовремено jе значаjно jедноставниjи од постоjећих решења сличне
намене, jер користи само jедан уместо низа чф-а. Наравно, ово jе остварено на
уштрб општости, jер предложена метода ниjе у стању да детектуjе отказе на
актуаторима и у самом процесу.

Други развиjени алгоритам примењив jе на знатно шири спектар проблема,
jер омогућава диjагнозу не само наглих, већ отказа произвољног временског
облика. Као и у претходном случаjу, разматрани су само откази на сензорима.
Предложена метода jе инспирисана наменским опсерверима, уз две битне ра-
злике: 1) претпостављени модел jе нелинеаран, и 2) експлицитно се разматра
утицаj поремећаjа коjи делуjу на систем. Ово jе уjедно и наjбитниjе унапређење
у односу на постоjеће методе коjе користе низове чф-а, jер се у њима пореме-
ћаjи не узимаjу у обзир, иако су у реалним системима неизбежни. Предложена
метода отуда има значаjну предност са становишта практичне употребљивости.

Коначно, трећи развиjени алгоритам омогућава не само диjагнозу отказа на
сензорима, већ и на актуаторима. Осим тога, он се лако може прилагодити
проблемима детекциjе промена и идентификациjе нових вредности параметара
система. Овакво значаjно проширење скупа разматраних проблема неминовно
jе скопчано са повећањем нумеричке сложености. Међутим, предложена метода
ублажава оваj проблем коришћењем маргинализациjе, коjа комбинуjе честични
и Калманов филтар у циљу истовременог повећања прецизности и смањења
броjа рачунских опсервациjа. Главна предност у односу на слична решења из
литературе jе робусност процедуре за избор наjверодостоjниjег из низа филтара.
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Уместо фиксних, овде се користе адаптивне границе у оквиру секвенциjалног
теста хипотеза. Показано jе да се тиме значаjно повећава отпорност на грешке
моделирања, што jе jедан од наjбитниjих фактора за успешан искорак из теориjе
у праксу.

Поред наведених унапређења области диjагнозе отказа у нелинеарним систе-
мима помоћу честичних филтара, спроведено истраживање jе оставило и нека
отворена питања. На првом месту, потребно jе теориjски оправдати структуру
филтра у коjоj jе из повратне спреге изостављено неко од мерења. Сасвим
оправдано се може поставити питање да ли jе, и под коjим условима ово могуће
урадити, а да се при томе не доведе у питање конвергентност апроксимативне
расподеле честичног филтра, дате узорком дискретних тачака, ка стварноj рас-
подели вектора стања. Логично делуjе претпоставка да одговор на ово питање
треба тражити у контексту опсервабилности модела са редукованим броjем ме-
рења. С обзиром на претпостављену нелинеарност система, оваj концепт скоп-
чан jе са теориjом Лиjевих дериватива и веома jе математички сложен.

Jош jедан могући правац за даље истраживање тиче се предложене методе
за избор наjверодостоjниjег из низа филтара. Математички гледано, у питању
jе заправо нова генерализациjа кусум технике за вишеструке хипотезе. Њена
ефикасност jе емпириjски показана, али jе потребно спровести теориjску ана-
лизу њених перформанси, односно утврдити границе за вероватноћу лажних
аларма, средње кашњење детекциjе итд. Такође, потребно jе извршити поре-
ђења са другим приступима генерализациjи кусум теста за случаj вишеструких
хипотеза предложеним у литератури [139].

Коначно, диjагноза отказа представља само полазну тачку шире методоло-
гиjе предиктивног одржавања техничких система. Знатно тежи задатак jесте
предикциjа преосталог времена у току коjег се део опреме може безбедно кори-
стити, након што jе утврђено да више ниjе у потпуности исправан. Претпоста-
вимо да су регистроване почетне етапе квара на неком подсистему – рецимо,
напрслина на ротору наизменичног мотора. Потребне сервисне радње треба
планирати тако да се минимизираjу губици услед застоjа у производњи, што
наjчешће значи да се квар не може отклонити чим jе детектован, већ у неком
касниjем тренутку. Поставља се следеће питање: колико дуго се овакав мо-
тор може безбедно користити и у ком капацитету, односно коjом брзином ће се
напрслина ширити и да ли ће можда изазвати и кварове на другим деловима
машине? Одговор на ова питања jе изузетно сложен, и сасвим сигурно не може
бити детерминистички. Као jедан од наjприродниjих приступа моделирању
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еволуциjе отказа намећу се стохастички процеси, а Монте Карло симулациjе су
jедноставан и интуитиван начин за анализу њиховог понашања. Идеjа да се
неки од приступа коришћених у оквиру овог истраживања могу прилагодити
проблемима предикциjе у циљу ефикасног предиктивног одржавања делуjе при-
влачно, и свакако мотивише даље истраживачке напоре у овом правцу.
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[11] Basseville, Michèle, Albert Benveniste, Maurice Goursat, Luc Hermans, Lau-
rent Mevel, и Herman Van der Auweraer: Output-only subspace-based struc-
tural identification: from theory to industrial testing practice. Journal of Dy-
namic Systems, Measurement, and Control, 123(4):668–676, 2001.
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systèmes automatisés, 31(9-10):1509–1539, 1997.

[35] Dhillon, Balbir S.: Engineering maintenance: a modern approach. CRC Press,
2002.

[36] Ding, Steven X.: Model-based Fault Diagnosis Techniques. Springer-Verlag,
2008, ISBN 978-3-540-76303-1.

[37] Doucet, A. и A.M. Johansen: A tutorial on particle filtering and smoothing:
fifteen years later. Handbook of Nonlinear Filtering, стране 656–704, 2009.

[38] Doucet, Arnaud: On sequential simulation-based methods for bayesian filter-
ing. Технички извештаj cued/f-infeng/tr.310, Department of Engineering,
Cambridge University, 1998.

[39] Doucet, Arnaud, Simon Godsill, и Christophe Andrieu: On sequential monte
carlo sampling methods for bayesian filtering. Statistics and computing,
10(3):197–208, 2000.

[40] Doucet, Arnaud, Neil J Gordon, и Vikram Krishnamurthy: Particle filters for
state estimation of jump markov linear systems. IEEE Transactions on Signal
Processing, 49(3):613–624, 2001.

[41] Edwards, Christopher, Sarah K. Spurgeon, и Ron J. Patton: Sliding mode
observers for fault detection and isolation. Automatica, 36(4):541–553, 2000,
ISSN 0005-1098.

176



[42] Edwards, Christopher и Chee Pin Tan: Sensor fault tolerant control using
sliding mode observers. Control Engineering Practice, 14(8):897–908, 2006,
ISSN 0967-0661.

[43] El-koujok, M., M. Benammar, N. Meskin, M. Al-Naemi, и R. Langari: Multiple
sensor fault diagnosis for non-linear and dynamic system by evolving approach.
У: IEEE Conference on Prognostics and System Health Management (PHM),
стране 1–10, Маj 2012.

[44] Foo, G.H.B., Xinan Zhang, и D.M. Vilathgamuwa: A sensor fault detection
and isolation method in interior permanent-magnet synchronous motor drives
based on an extended kalman filter. IEEE Transactions on Industrial Electron-
ics, 60(8):3485–3495, 2013.

[45] Fragkoulis, D., G. Roux, и B. Dahhou: Detection, isolation and identification
of multiple actuator and sensor faults in nonlinear dynamic systems: Appli-
cation to a waste water treatment process. Applied Mathematical Modelling,
35(1):522–543, 2011.

[46] Frank, P. M. и J. Wünnenberg: Robust fault diagnosis using unknown input
schemes. У: Patton, R. J., P. M. Frank, и R. N. Clark (уредници): Fault
Diagnosis in Dynamic Systems: Theory and Application, поглавље 3, стране
47–98. Prentice Hall, 1989.

[47] Frank, Paul M: Fault diagnosis in dynamic systems using analytical and
knowledge-based redundancy: A survey and some new results. Automatica,
26(3):459–474, 1990.

[48] Frank, Paul M: On-line fault detection in uncertain nonlinear systems us-
ing diagnostic observers: A survey. International journal of systems science,
25(12):2129–2154, 1994.

[49] Frank, P.M.: Advanced fault detection and isolation schemes using nonlinear
and robust observers. У: 10. Triennial World Congress of the International
Federation of Automatic Control, том 3, стране 63–68, 1987.

[50] Frank, PM: Advanced fault diagnosis techniques in aerospace systems. У: Com-
pEuro’89, том 3, стране 136–143. IEEE, 1989.

177



[51] Frank, P.M. и X. Ding: Survey of robust residual generation and evaluation
methods in observer-based fault detection systems. Journal of Process Control,
7(6):403–424, 1997, ISSN 0959-1524.

[52] Gertler, Janos: Analytical redundancy methods in fault detection and isolation.
У: Proceedings of IFAC/IAMCS symposium on safe process, том 1, стране 9–
21, 1991.

[53] Gertler, Janos J.: Fault Detection and Diagnosis in Engineering Systems. Mar-
cel Dekker, 1998, ISBN 0-8247-9427-3.

[54] Girshick, M. A. и Herman Rubin: A bayes approach to a quality control model.
The Annals of Mathematical Statistics, 23(1):114–125, 1952, ISSN 00034851.

[55] Gordon, N.J., D.J. Salmond, и A.F.M. Smith: Novel approach to
nonlinear/non-Gaussian Bayesian state estimation. IEE Proceedings F
(Radar and Signal Processing), 140(2):107–113, Април 1993, ISSN 0956-375X.

[56] Guardian, The: BP could face up to $18bn in extra fines after US ruling on
Gulf of Mexico spill. http://www.theguardian.com/environment/2014/

sep/04/bp-18bn-extra-fines-us-ruling-gulf-of-mexico-oil-spill-

deepwater-horizon-reckless, Датум приступа страници: 12.09.2014.

[57] Gustafsson, F.: Statistical signal processing approaches to fault detection. An-
nual Reviews in Control, 31(1):41–54, 2007, ISSN 1367-5788.

[58] Gustafsson, Fredrik: Adaptive filtering and change detection. John Wiley &
Sons Ltd, 2000, ISBN 978-0-471-49287-0.

[59] Hammersley, John M. и William K. Morton: Poor man’s Monte Carlo. Journal
of the Royal Statistical Society, Series B (Methodological), стране 23–38, 1954.

[60] Hammouri, Hassan, Michel Kinnaert, и E.H. El Yaagoubi: Observer-based ap-
proach to fault detection and isolation for nonlinear systems. IEEE Transac-
tions on Automatic Control, 44(10):1879–1884, 1999.

[61] Handschin, J. E. и D. Q. Mayne: Monte carlo techniques to estimate the con-
ditional expectation in multi-stage non-linear filtering. International Journal
of Control, 9(5):547–559, 1969.

178

http://www.theguardian.com/environment/2014/sep/04/bp-18bn-extra-fines-us-ruling-gulf-of-mexico-oil-spill-deepwater-horizon-reckless
http://www.theguardian.com/environment/2014/sep/04/bp-18bn-extra-fines-us-ruling-gulf-of-mexico-oil-spill-deepwater-horizon-reckless
http://www.theguardian.com/environment/2014/sep/04/bp-18bn-extra-fines-us-ruling-gulf-of-mexico-oil-spill-deepwater-horizon-reckless
http://www.theguardian.com/environment/2014/sep/04/bp-18bn-extra-fines-us-ruling-gulf-of-mexico-oil-spill-deepwater-horizon-reckless
http://www.theguardian.com/environment/2014/sep/04/bp-18bn-extra-fines-us-ruling-gulf-of-mexico-oil-spill-deepwater-horizon-reckless


[62] Himmelblau, David Mautner: Fault detection and diagnosis in chemical and
petrochemical processes. Chemical engineering monographs. Elsevier Scientific
Publishing Company, 1978, ISBN 9780444412959.

[63] Hou, M. и P.C. Muller: Design of observers for linear systems with unknown
inputs. IEEE Transactions on Automatic Control, 37(6):871–875, Jун 1992,
ISSN 0018-9286.

[64] Hutter, Frank и Richard Dearden: Efficient on-line fault diagnosis for nonlin-
ear systems. У: Proceedings of the 7th International Symposium on Artificial
Intelligence, Robotics and Automation in Space, 2003.

[65] Hwang, Inseok, Sungwan Kim, Youdan Kim, и C.E. Seah: A survey of fault de-
tection, isolation, and reconfiguration methods. IEEE Transactions on Control
Systems Technology, 18(3):636–653, Маj 2010, ISSN 1063-6536.

[66] Ibrir, S.: Simultaneous fault and state estimation in time-delay nonlinear sys-
tems having triangular form. У: IEEE International Symposium on Industrial
Electronics, ISIE 2009, стране 948–953, Jул 2009.

[67] Isermann, R.: Supervision, fault-detection and fault-diagnosis methods
— an introduction. Control Engineering Practice, 5(5):639–652, 1997,
ISSN 0967-0661.
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[85] Kovačević, Branko и Željko Durović: Fundamentals of stochastic signals, sys-
tems and estimation theory with worked examples. Academic mind, King
Alexander st. 160, Belgrade, 1999, ISBN 86-7466-007-X.

[86] Kullaa, Jyrki: Sensor validation using minimum mean square error estima-
tion. Mechanical Systems and Signal Processing, 24(5):1444–1457, 2010,
ISSN 0888-3270. Special Issue: Operational Modal Analysis.

[87] Lai, T.L.: Sequential multiple hypothesis testing and efficient fault detection-
isolation in stochastic systems. IEEE Transactions on Information Theory,
46(2):595–608, 2000.

[88] Lee, Kung Chung, Anand Oka, Emmanuel Pollakis, и Lutz Lampe: A com-
parison between unscented kalman filtering and particle filtering for rssi-based
tracking. У: 2010 7th Workshop on Positioning Navigation and Communica-
tion (WPNC), стране 157–163. IEEE, 2010.

[89] Lerner, U., R. Parr, D. Koller, G. Biswas, и др..: Bayesian fault detection and
diagnosis in dynamic systems. У: Proceedings of the National Conference on
Artificial Intelligence, стране 531–537, 2000.

[90] Li, P. и V. Kadirkamanathan: Particle filtering based likelihood ratio approach
to fault diagnosis in nonlinear stochastic systems. IEEE Transactions on Sys-
tems, Man, and Cybernetics, Part C: Applications and Reviews, 31(3):337–
343, 2001.

[91] Li, Ping и Visakan Kadirkamanathan: Fault detection and isolation in non-
linear stochastic systems—a combined adaptive monte carlo filtering and likeli-
hood ratio approach. International Journal of Control, 77(12):1101–1114, 2004.

[92] Liu, Jun S., Rong Chen, и Tanya Logvinenko: A theoretical framework for
sequential importance sampling with resampling. У: Doucet, Arnaud, Nando
de Freitas, и Neil Gordon (уредници): Sequential Monte Carlo Methods in
Practice, Statistics for Engineering and Information Science, стране 225–246.
Springer New York, 2001, ISBN 978-1-4419-2887-0.

181



[93] Liu, Ming и Peng Shi: Sensor fault estimation and tolerant control for itô
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