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Caxerak

Y oBoj Te3u je pasmorpeHa ¢opmynanuja TpoaumeHsuone (3J]) merome KOHAYHHUX
enemenara (MKE) y3 ymorpeby b-cmmaju dyskimja u kopuiiheme XeKcaeaapCKux
enemenata. I[Ipu Tome cy b-crumaju ¢yHknuje kopuinheHe W 3a TEOMETPH]CKO
MOJICNIOBakbe M 32 MOJIEJIOBAIE EJIEKTPUUHOr mMosba. bynyhu na HoBa (opmynammja
oMoryhaBa He3aBHCHO IT€OMETPHjCKO MOJICTIOBAE U MOICTIOBAHE T10Jba, POYUECHE CY U
dbopmynucaHe JBE BapHUjaHTE METONe, U TO METOJa KOja KOPHUCTH XHjepapXHjCcKe
MOJIMHOMCKE (DYHKITMjEe 3a MOJEeNoBamke I0Jba M MeToAa Koja KopucTu b-cruaju
¢yHkuHje 3a MoenoBame nosjka. O6e Bapujante Meroie Kopucre b-crnaju GpyHkuje 3a
TreOMETPHjCKO MojienoBame. Vcnurana je u Beza uaMel)y nBe Bapujante Metoze. Kako
6u 3] reomerpuwjckm Moxaenu wMorau aga ce kopucte y MKE morpebHO je
napaMeTpU30Bamke U TMCKPETH30Bamkbe reoMerprje. OBa Tema je AOAaTHO pa3MOTpeHa
umajyhu y Buay cnenuuuHOCTH Mo/ieloBama reoMeTpuje nomohy b-crutaju ¢pynkuuja.
Bynyhu na je naj3axteBmju neo MKE anroputma nomymaBame MKE wmatpurna,

U3BEJICHU CYy U3pa3y 3a lbUXOBO MOIMYyHhaBamke U MPUKA3aHU y JIeTaJbuMa.

dopmynucaHe MeTole Cy NPUMEHCHE Ha HEKOJIHMKO IOTOJHUX IIpuMepa KOju y
onpeheHoj Mepu WIyCTpyjy pearHe UHKEHmEpCKe mpobdiaemMe Kao MITO Cy HETPUBHjalTHA
reoMeTpuja, n300p QyHKIIHMja 3a alpoOKCUMAIIH]y MoJba U ciudHo. [Ipu TomMe cy metone
yrmopeheHe wiM ca aHATUTHYKUM peEUIeHhEeM WM ca pehepeHTHHM HYMEPUIKUM
pememeM. Jlat je u npumep peanuctuure ananuze MKE konBeprenuumje 6e3 ymorpeode
pedepenTHUX pemiewa U Monena. Ha kpajy cy mare cmepHuIle 3a Moryhe moooJbliname

YBCACHUX MCTOAA U MTPAaBLU OAJbET UCTPAKNBAbA.

KibyuHe peun: Merona KOHAYHHUX elieMeHaTa, b-CruiajH, TeOMEeTPHjCKO MOJIECIIOBALE,
MOJICJIOBaE €IIEKTPOMArHeTCKOT 1M0Jba, PE30HAHTHE MIYIJbMHE, [ ajJepKuHOBa METO/A,

aHaJIn3a.
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Summary

This thesis presents a novel three-dimensional @Bhulation of the finite element
method (FEM) which utilizes B-spline functions ahdxahedral elements. B-spline
functions were used for both geometric modeling @edtric field modeling. Since this
novel formulation enables independent geometricfaatd modeling, two variations of
the FEM were studied; the first utilizes hierarehipolynomial functions for field
modeling and the second utilizes B-spline functiforsfield modeling. Both variations
of the method utilize B-spline functions for georetmodeling. Possible relations
between the two variations of the method were sisdied in detail. In order to use 3D
geometric models as input for the FEM analysisther efforts to parametrize and
discretize the geometry were needed. These topare discussed in detail having in
mind specificities of the B-spline functions whesed for geometric modeling. Since
FEM matrix assembly is the most demanding taskmpléementation of the FEM

algorithm, detailed analytic expressions for estirethe FEM matrices were given.

Formulated methods were illustrated using severahlsie examples which resemble
difficulties met in real-life engineering problem&on trivial geometry, field-

approximation choices, etc.). The calculated resulere compared either with the
analytical solutions, or with the high quality numeal solutions. An example of
realistic FEM convergence analysis, which doesusat referent solutions and models
was also given. Concluding remarks state futureareh directions and possible

improvements of the proposed methods.

Keywords: finite element method, B-spline, geometric modglielectromagnetic field
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YBoa

Merona konaunux enemenata (MKE) je jenna ox Haj3Ha4ajHUjUX HyMEPUUIKHX
METO/a Y MOJCPHO] HHXKemepcko] npakcu [1-5]. Merone Bumier pema [6] (6wmo y
CMHUCJy BHIIET peJla TEOMETPHJCKE ampoKCHUMaludje, OW0 y CMHCIY BHIIET pena
ampOKCHMAIIHje T10Jba) Cy CBE BHIIC 3aCTYIUBCHE Y HYMEPUYKO] €JIEeKTPOMArHETHIIH, jep
npyxajy Behe MoryhHOCTM TpM T'€OMETPHjCKOM MOJEIOBakY M TMOOOJBIIAHY
KoHBepreHiujy u edukacuoct [7, 8]. Mako cy MKE u mweHe ocHOBHe mocTtaBke Beh
Iyro TIO3HATe, a HyMepUYKa eJeKTPOMAarHeThka pa3BHjeHa Hay4YHa o0JacT,
UCTpaXMBAYKKW pax y OBOj oOmacTu je Bpio xkuB. To je crora mrTo ymoTpeOa
pazmuuuTuX OaszucHux (QyHKOHja y GOpMyJalyju MOXKE OBECTH 10 APACTUYHUX
paznuka y tauHoctH M edpukacHoctd MKE mpopauyna [7, 9]. Mehyrum, ycnemnoct
UH)KEHEPCKOT TMPOjeKTa M3 EeJEKTPOMarHeTUKe je YecTo y MHorome oxapehena
BEIITHHOM TpakTu4apa y (opmymanuju mpoodsema. Ta BemTuHA JIeKH y HU300py U
ynoTpebu OBOJLHOT Opoja JeTajba MpPHU T€OMETPHUJCKOM MOJEIIOBAKY U MENIOBamY,
3aTUM Yy 3a/laBalby pa3yMHE TAayHOCTH Yy UTEPATHUBHUM METOAaMa, WU Haj3aa Y
CBPCUCXO/HO] HMHTepHpeTauuju J1o0ujeHux pesyirara. IlojMOBH TreoMeTpHjcKor
MOJICJIOBalba M MeEIIOBama ca crenuduyHocTIMa Koje mpare ymnorpedy b-crajn
dbyakuuja he OUTH pa3MOTpeHH y KacHUjUM TorjaBibuma. CTora je 3a CBaKy HOBY
METOAY HEONXOJHO IMPOYYUTH OBE AacleKTe, Kako OM ce MeToja MOrja YCIEIIHO

KOPUCTHUTHU y TIPAKCH.

Takohe, OuTHO je wucrtahm ma y HYMEPHUYKO] EJIEKTPOMArHETUIIM MOJIEI
TeOMETpHUje U MOJEI ToJba Tpeba Ja 3aJ0BOJbE BEOMa Pa3Iu4MT cKym ycioBa. C jenHe
CTpaHe, TeOMETPH]CKH MOel Tpeba aa Oyae KoMnaTHOUIaH ca CaBPEMEHHUM ajlaTuMa 3a

nu3ajaupare (enrn. computer aided design toQl€AD anatu) u moryhHocTuma u



orpaHuYe-UMa Ipoleca u3paze, I0K ¢ JApyre cTpaHe, alpoKCHUMaldja mojka Tpeda aa
mro 60Jpe 330BOJBM MakcBenoBe jelHauMHE W rpaHudHe ycioBe. Ctora je OMTHO U

3HAYajHO UCIIUTATH &CMEeKTe HE3aBUCHOT MOJIENIOBAakhe FTE€OMETPH]E U M0Jba.

[IpeameT uctpakuBama y OBOj AMCEpTaNHju je kKopumrhewe b-cruaju Gynkimja
y Meronu KoHauHux eiemeHata (enri. finite element method=EM) ca npumenom Ha
tponumensuone (3]]) enekrpomarnercke npobieme. Y aucepranuju he Outh npoydeHu
W mpoOlieMH  TEOMETPHJCKOI  MOJEJIOBakba W MpOOJeMH  MOJIEJOBamkba
eleKTpoMaruerckor moska. OBakaB m30op (yHKIHWja je mpupomaH, Oynyhm nma ce y
UH)KEHEPCKOj] Mpakcu b-cmmaju  ¢yHknmje 300r CBOjUX OAJMYHUX CBOjCTaBa y
anpOKCUMHpakby U TEOMETPHJCKOM MOJETOBalkYy Hala3e y IIMPOKO) M MHTEH3MBHO]
ynotpebu. Y 3J] reomeTpujckuM MojeiIMMa OM ce CTora KBaJUTETHO T'€OMETPH]jCKO
MO/ICITOBa-€ MOTJIO MmocTuhu yrmoTpedbom TpoBapujeTeTHuX b-crutaju gymkiuja (jep b-
CIiajH Mojenu reomerpuje omoryhasajy komnaruominoct ca CAD anatuma), 10K ce
MOJICTIOBaE M0Jba IOTOM MOXE pa3MarpaTH 3ace0HO M MOMOohy Ipyrux (WM MCTHX)
dbyakuuja, Oyayhu na xopumhena MKE ¢dopmynanuja nmomymra HE3aBUCHO
MOJIeJIOBamE. Y OBOj AMCEPTAIH]H Cy 32 MOJICTIOBAE MT0Jba pa3MaTpaHe XHjepapXHjCcKe

noJMHOMCKe Oa3zucHe pyHKIHje u TpoBapujeTeTHe b-crutaju ¢pyHkumje.

OcHoBHEe ocobuHe HOBHUX (opmynaiuja he Outu mpoydeHe Ha mpoOieMuMa
PE30HAHTHHUX IIyIJbMHA, e je Moryhe mupektHo nmpumenutn MKE 6e3 ymorpebe
aNpOKCUMATUBHHUX T'PAaHWYHUX YCJIOBAa WIM XHOPHIHUX (GOpMysanyja, MTO OJIAKIIaBa

3aCHUBAE U KOHIICTIIIH]CKU Pa3BOj HOBE METO/IC.

Ocum npeunzae MKE ¢opmynanuje 3a xujepapxujcke MoJIMHOMCKE (QYHKIHjE U
TpoBapujereTHe b-crnaju ¢yHkumje, y oBoj aucepraurju he OUTH pa3sMOTPEHU U HEKU
aCMeKTH TPOJUMEH3HMOHOT T€OMETPHU]CKOT MojieioBama b-cmuiaju ¢pyakuujama. OBo je
HApOYHMTO BAXHO MMajyhw y BHIy Aa ce y MIMPOKO PacIpOCTPACHUM IPUCTYNIUMA Y
TE€OMETPHjCKOM MOJICNIOBabY Kao IMOCIEAU CTENEH OMHca Ca eKCIUIMIUTHO 33JaTOM
reOMEeTPHjOM OOMYHO KOPHUCTE IMOBPIIH, JOK CE€ 3ampeMUHCKa Tella OOMYHO Jajbe
onucyjy tomonomku. bynyhu na dopmymucame MKE 3a 3] mpobGiieme 3axTeBa
3aIPEMHUHCKY IapaMeTpH3anyjy, TEOMETPHjCKH ONHC C€ MOpa NpPOLIMPUTH U

NpUJIaroJUTH OBUM 3axTeBuMa. Takolhe, Ouhe nat ocBpT Ha crienU(pUIHOCTH y MOTIETY



ocoOuHa Memra (IMCKpeTH3aluja reoMeTpHje pa3MaTpaHor mpobiema) Koje cy moTpedHe

32 TEOMETPH]CKO MOICIIOBA-E BUILIET pefa.

VY okBupy pa3MmaTpama MnpodiieMa ampoKCHMalije eJIeKTPUYHOT ToJha Oumhe
JTUCKYTOBaH TpoOieM ¢opMupama TPOAUMEH3MOHUX (yHKIMja Oasuca, mosazehn
HajlIpe Of TMOJMHOMCKUX XHjepapXHjcKuX Oa3ucHUX (yHKIMja TPUKA3aHUX Y
autepatypu [7]. Bynyhu na b-crimaju ¢yHKIMje He YMHE XHjepapXHjcKu 0a3uc, anu
mocToju MOryhHOCT hopMHpama XHjepapxujckux GyHKIIMOHATHUX MpocTopa, Ouhe mar
OCBpPT Ha MOryhHOCTH Koje M3 Tora mpousmiase. buhe pasmorpenu mpobiaemu h-
npodumuBama u P-npodumuBama [6], 1 pa3MOTPeH pei anmpoKCUMalHje MoJba KOjU
naje 3agoBoJbaBajyhe pesynirare y TOrJeay TadyHOCTH W Op3uHE H3padyyHaBama.
[IpopumuBame he OuTM pa3MOTpeHO TIpe cBera ca acmekra ymnorpedbe b-crajn

dbyHKIIMja 3a aPOKCUMAIIH]y T10Jha.

MokeMo pe3uMHupaTH Ja C€ HCTPAXHBAKE KOje j€ CIPOBEACHO Y OBOj

I[HCGpTaI_[I/IjI/I 3aCHMBA HA HCKOJIMKO OCHOBHUX MOJIA3HUX IPETIIOCTABKHU.

* Teomerpujcko monenoBame y MKE dopmynauuju tpeba na Oyme mro
yckiaheHuje ca MOJeNoBambeM KOje ce KOPUCTH Y CO(TBEPCKUM alaTUMa 3a YHOC
reometrpuje. OBO je UCIyHEHO KopuiihemeM b-crnajH GyHKIHMja y Te€OMETPHjCKOM
OIIHUCY.

* ['eoMeTpujcKO MOJETOBAE M MOJICIIOBAKE TT0Jba Tpeda Ja y MPUXBATIHUBO]
Mepu Oyay OJIBOJeHH, yBakaBajyhu paziauumte KpUTEpHjyMe Koje Tpeda Ja HCIyHU
MOJIeNl TeOMETpHje B MOJeN MoJba. Pa3MoTpeHa cy /1Ba HAUMHA MOJIETIOBaba 10Jba, U TO
NyTeM XHUjepapXHjCKUX IOJMHOMCKHX (yHKIWja ¥ myreM b-crutaju ¢yHkuumja (u3
KOHTeKCTa he OWTH jacHO 1a iu ce paau o b-crmajH ¢yHKIMjama jeHe MPOMEHIbUBE
WM O TpoBapujeTeTHUM b-crinaju GyHKIMjaMa, ma y gajbeM TeKCTy HeheMo KOpUCTUTH
HHUKaKBY JIOJIaTHY OJPEIHUILY).

* [lobGospmiame anmpokcuMaliije mojba He Ou Tpedaso Ja JOBOAM 0 3HAYAJHUX
IPOMEHa Y T€OMETPHUjCKOM OIHCY, IITO HHje ClIy4yaj MpH KOpUIIheHy reoMeTpHjCKUX
eJIeMeHaTa HUCKOT peJia.

* [locroje eduxacHu anropuT™Mu 3a W3padyHaBame b-crajH ¢yHKIHMja, Tako

Ja BUXOBa yrmoTrpebda Moke aonpuHeTd eduracHocTH mpeminoxkeHe b-crumaju MKE



dopmynanuje. Y Te3u cy pa3MOTPEHH acnekTu ynorpede b-cinaju ¢pyHkuuja Koju Mory
nosectH 1o epukacHujux MKE npopauyna.

['maBHM OpUTHHAJIaH HAYYHH JIONPUHOC OBE AMCepTanuje je popmynanmja HOBE
BapHjaHTe TPOAMMEH3MOHE METO/Ie KOHAUHUX €JIEMEHATa, TAe CC HE3aBUCHO MOJEIY]Y
reoMeTpuja u mnosbe y3 ynorpedy b-crumajuoBa. OBe dopmynamuje cy mpukasaHe y
HallMM paJoBMMa 00jaBibeHMM Yy MelyHapoanum vacomucuma [9, 10]. [Ipu Tome cy
pa3BUjEHH W HEKH [OJAaTHH aJTOPUTMH KOjU MOTY OWTH OJf HHTEepeca TpH

TrCOMETPHJCKOM MOJICIIOBarbY BHILET Pea KOju Cy MpHKa3aHu Ha koHpepenuju [11].

Hama crpykrypa auceprauuje je cieneha. Hajmpe hemo y mpBoM mornaBsby
NPEJCTaBUTH OCHOBE METOJIC KOHAYHMX eJIeMEHaTa, MOToM hemMo y Ipyrom IorJaBJby
JaTu OCHOBHE ocoOuHe b-crmaju ¢ynkumja, Oyayhu na cy oHe kopuniheHe Kao OCHOBa
TEOMETPHjCKOr Mojena (M ASTUMHYHO OCHOBA ampoKCHMalnje mosba). Ilorom hemo y
TpeheM MOriaBby HABECTH OCHOBE TI'€OMETPHCKOT MOJIENIOBama y3 OCBPT Ha HEKe
CHEUPUIHOCTH TEOMETPH]CKOT MOJENIOBama BUIIET peraa. Y OBOM MOriaBby hemo
Takol)e TPEJACTaBUTH W HEKOJUKO aJfOpUTaMa KOjU MOTy OHUTH OJf KOPUCTH Y
TCOMETPHjCKOM MOJICJIOBaby BHUIIEr pena. Y 4YeTBPTOM TOrNIaBjby hemo jgaTu
negunHuje 6a3ucHUX (PyHKIHMja 32 anpOKCHUMHUPAE €IEKTPUYHOT T0Jba M HABECTH
u3pase 3a nonymabame MKE marpuna. Takole hemo nuckyroBatu mpobiemM HaMeTamba
KOHTHHYAJTHOCTH amlpoKCHMAaIMje T0Jha M AalMpOKCUMHUPAKE TPAaHUYHUX YCIIOBa. Y
MEeTOM TIOTJIaBJby hemMo gatu pe3yaTaTe IMpopadyyHa KOjU Cy JOOMjeHH MeTojama
pPa3BHjEHUM Y OBOj IHCEpTaIrjH, y3 mopeheme qo0ujeHnx pesynrara ca aHATUTUYKAM
win peepeHTHUM HyMEepUUKUM perieruma. [lorom hemo natu 3akspydak u cMepHHULE

3a JaJbU Pa3BOj MPEACTAaBIbEHUX METO/A.



1 OcHoBe METOA€ KOHAYHHUX €JIEMCHATA

[IpuHUIMO HA KOME ce 3aCHUBA METOa KOHAYHHX €JIeMEeHaTa je AUCKpEeTH3alnja
napuyjaHux AudepeHnrjalHuX jeJHaYMHa Koja TOBOAM 10 (GopMyiHcama JTHHeapHOT
cucrema anrebapckux jemHaumHa [2, 12, 13]. IIpu TOmMe ce BpIIM JIBOjaKa
arpoKcUMalidja, amnpoKcuMmalja audepeHIjaTHe jeIHadyuHe M almpoKCHUMaIlrja
rpaHnyHuX ycioBa. Kao mro je 706po mo3Haro U3 KjiacuyHe TeopHje JuQepeHIINjaTHUX
jeAHa4YMHa, 1O JEOIUHCTBEHOT peIlIeHha Ce JI0Ja3d TEeK HaKOH 3a/l0BOJbaBamba |
nudepeHnrjagHe jeHauuMHe W onroBapajyhux rpanumuHux ycinoBa. Crora M cBaka
arpoKCMMAaTHBHA METO/a, Ja O y mrTo Behoj Mepu Owita 6113y jeAMHCTBEHOT W IITO
TauyHHUjEeI peliea, Mopa IITO OJMKe 3aJ0BOJbABAaTH W TPaHUYHE YCIOBE U
nuQepeHIrjaIHy jelHaunHy. 3a HEeKe je[IHOCTAaBHHUje BUJIOBE jeJHAUYMHA U T'PaHUYHU
YCJIOBU Cy jeIHOCTAaBHUjH, 1A jeé TaKO, Ha MPUMEp, MO3HATO Ja jeJHAYMHE JAPYror pena
MOpajy UMaTH M JIBa JOJIaTHA TPaHWYHA yCIIOBA 3a JEIWHCTBEHO peIIeHEe. Y Clydajy
Hymepuuke enekTpomarHetuke u MKE wmarematwmukum wmomen je 3acHOBaH Ha
MakcBelloBUM jegHaunHaMa y nudepeHujaiHoM o0auKy. MakcBeloBe jeHauYuHe Y
nuQepeHIrjaTHoM OOIHMKY Cy CHCTEM MNapUujalHuX Au(epeHLujalHuX jeJHaunHa U
YCJIOBH JEIMHCTBEHOT PEICHA Cy 3a OBaj CIIy4aj CIOXKEHUJU W JATH CYy TEOPEMOM O

JEMMHCTBEHOCTH perietha MakcBenoBux jennaunna [14, 15].

HcTopujcku rienaHo, MeToja je MpBU IMYyT MpEIIoKeHa OJl CTPaHE YYBEHOT
marematnuapa Puxapna Kypanta 1943. rogmne, Ha KoH(pepeHUIUjU AMepUUKOr
apymTBa Maremarmyapa [16], y Be3n ca HyMEpHYKHM pelllaBambeM MmpobieMa
yCTa/beHOI PAaBHOTCIKHOT CTamba W MpobiiemMa BuOpaidja (mpoOjeMH HalakKema
CONICTBEHMX BpenHOocTH). buTHO je Hamomenytnm W pan Hcaka IllenbGepra u3 Ttor

neproaa [17], y kome ce cyrepuiie 1a Cy HajunorogHuje GyHKIHUje 3a anmpoOKCHMUPABE



neo mo neo noiauHomcke ¢ynknuje. IllenGepr ce nHavye cmarpa TBOPIEM CILUIAjHOBA.
WnuTepecantan KpaTak Mperiiell UCTOpHje METOAE M HEKHX OTBOPEHHX mpoliema ce
moke Hahm y [18]. Mako je cama Mmeroma mNpBU MyT MpEACTaB/bEHA IPE
MaTeMaTh4yapumMa, 3a |BEeH Pa3Boj Cy y MOUYETKY Haj3acilyKHHjH WHKEHEPH KOJHU CY Ce
0aBUJIM TEOPHjOM KOHCTpyKIHja. M camo mme merone (Mako je HapaBHO OHA MOCTOjajia
U Tpe cajaiimer omnmrte npuxBaheHor umena) mpunucyje ce Pejy Knady, koju je mo

npodecuju Ono MHKEHEp U 0aBUO ce TWHAMHKOM KOHCTPYKIIMja Y KoMmmnaHuju bowHT

[19].

HNako hemo y oBoj auceprauuju npoydaBati MKE y KOHTEKCTy HyMepHuke
eJIEKTpOMarHeTuke, Ttpeba uMatu y BHAy na je caBpemeHa MKE ommra meroma
pemaBama qudepeHIMjaTHIX jeIHAYMHA, KOja C€ MOYKE€ TPUMEHUTH Ha BEOMa IIUPOKY
kimacy mpobOnema. Benukm Opoj mpoOnema KOju TPHUNAAa)y BpJIO Pa3sIUYUTHM
o0lacTUMa ce JaKie MOXKEe TPEeTUpAaTH Ha CIWYaH HAuyuH aKo HMX (OPMYIHUIIEMO
kopuctehu MKE. V TtabGenu 1-1 natu cy nmpuMepu MaTeMaTHUKUX MOJEIA y HEKOIUKO

pa3IUIUTUX 00JIACTH.

Tabena 1-1: Hperne,u KapakKTCpUCTUIHUX MATCMATUYKUX MOJICJIa Y HCKOJIMKO PA3JINIUTUX obactu

OobJaact Ha3us jeqnavyune
Knacuuyna Mmexannka JlarpanxoBe jeHaunHE
KBanTHa ¢uzuka [lIpenunrepoBa jemHauynHa
Teopuja nmospa AjHmtajH XunbepToBe jeHaunHe
MexaHuka 4BpCTOT Teja HaBwujeoBe jeqHaunHe €1aCTUYHOCTH
Junamuka daynaa Hagwuje Crokcoe/ OjnepoBe jeiHauMHE
Knacuyna enekrpoMaraetTuka MakcBernoBe jeJHauYnHe
Xunpaynavuka TamacHa jenHaunHa
dusnuka xemuja Kon I1lamoBa jeqnaunHa
NunycTpujcka ekoHOMU]a bnek lllonoBa jennaunna
Hyxkneapna Texnuka JeanaumHa TpaHcIopTa HEYTpOHa
Kunertnka racosa bonvanoBa jeqHaunHa
Eneprercka euxacHoct JenHaumHa TpaHCIIOpTa TOILIOTE
Teopuja KkoHCTpYKIHja JenHaumHa rpesie U jeqHaunHa 1I104e
MHkemepcTBO XeMHjCKHX peakiija | JeqHaunna KoHBekiyje/ mudysuje/peakiimje




WHTepecaHTHO je HamOMEHYTH Ja OBakBa mmpoka npuMmeHssuBoct MKE, ocum
pa3Boja MHKCHEPCTBA, pe3yiTyje U uuejama o pedopmu mkoncrsa [20], mpu yemy je
ujeja BOAMJbA Ta Ja OM CTYJEHTH MOIJIM Ja CTUYYy IIMpa MPAaKTUYHA 3HAKA U3 BUILE
00J1aCTH HEro y yoOMYajeHOM MOJENy IIIKOJICTBA Y KOME€ jeé CKOPO CBAaKO] CTaBKH Y

tabenu 1-1npunpyxken 3aceban nmpeameT, karenpa wi dakynrer [20].

VY nymepuukoj enexrpomarietuiiy MKE je mpBu myT npuMmemeHa y pagoBHMa
CunBectepa [21] 3a aHanu3y TanacoBoja. 3a MPUMEHY Ha MPOCTOPHO HEOTPAHUYCHE
JIOMeHe jeqHo onl Moryhux pemiema je xubpuana dhopmyiaiudja, Kojy je Mehy mpBuma

yBeo MapwuH [22].

IIpse dopmynamje MKE koje xopucre b-cruajHoBe 3a pa3Boj HEMO3HATOT
nojba Mory ce Hahm y [23-25], rae cy ananusupanu 2J] mpoGieMu y jeIHOCTaBHUM
peryjiapHUM TE€OMETPUJCKUM JIOMEHWMA, W TJe Cy JaTe MpBE Hjaeje O KOopHImhemy
MYJITUIUITMLIATETa Y BEKTOpY uBopoBa. MHTepecoBame 3a b-crutajHoBe kao OazucHe
¢ynkuuje y MKE je mNOHOBO OXHMBJBEHO Kpo3 HeIaBHE pajloBe Xjy3a y
n30reoMeTprjcKoj ananmusu [5, 26]. HegaBHo je m3oreoMeTprjcKa aHajm3a MpUMEeHa
Y Ha eJIEKTPOMAarHeTcKe mpobiieMe, ajid ce OBU MPBH PaJOBH yIriIaBHOM (OKyCcHpajy Ha
MaTeMaTHYKA OKBUp aHanu3e KoHBepreHuuje [27-29]. b-crmaju  dyHkmmje cy
xopuithene u 3a MKE y Bpemenckom nomeny y [30], xBaapaTHH CIUIajHOBH CY
kopuitheHu 3a 0asucHe (QyHKIMje 3aBUCHE OJ] BPEMEHA IIPH pEIIaBaby WHTETPATHUX
jeHaYMHA eJIeKTPOMArHeTCKOr pacejama [31], crmajHoBu cy kopuintheHn kao 0a3ucHe
GbyHKIIMjEe 3a pa3BOj CTPyje Y METOAM MOMEHATa 33 aHAIM3y aKCHjaJIHO CHMETPUYHUX
aHTeHa ca pedueKTopoM. Y HEIITO MKUPEeM KOHTEKCTY, U He cTpUKTHO BezaHo 3a MKE,
y [32] je aHTeHCkM HHM3 ONTHMHU30BaH KopuIIhemeM KOMOWHAIMje TE€HETCKOT

anropuTMa M b-crutajHOBa 3a Ipe/ICTaBIbamke CTPYyjHE OOy Ie.

MehytuMm, y ciydajy kama ce b-craju (yHKIMje KOpHUCTE 3a MOJETIOBAHE
1oJba, HUje MocBeheHO MHOTO MaXKHh¢ HE3aBUCHOM MOJICNIOBalby I€OMETpHje U T0Jba,
MaKO OBaKaB MPHCTYII TOBOJM /0 3HauajHOT nojeaHocTaBberba MKE anropurma, moxe
OJIAKIIATH YBUJA y JeTajbe Meroze, moehatn edukacHOCT mpopadyHa W OJNAKIIaTH
MpaKkTUYHY TIPUMEHY H peanu3anujy wmetone. HMako b-crmajaoBu omoryhasajy
MOJIEIOBake BUIIET peaa (OMIo y CMHCITY TEOMETPH)CKOT MOJCIOBakba OMIIO0 Y CMHCITY

MOJIEJIOBambha M0Jba), ITO he OMTH IeTaJbHO Pa3MOTPEHO Y OBOj JHCEPTAIH]jH, IIOCTOjE U



Jpyre MeTole BHIIET pela, Ydju ce omn4aH mperyien mMoxe Hahm y [33] m tamo

HaBeJIeHUM pedepeHIiama.

1.1 MaTteMaTHYKe OCHOBE METO€ KOHAYHHUX eJIeMeHaATa

Ha 6ucmo xopuctun MKE, norpeGHo je mpoGieM ¢popmynucaT y 00IuKy
L(f)=g, (1.1)
rae je L nmuneapan (uHTerpo-)audepeHiujaaau omnepatop, f Hemosnata ¢yHKIHja
KOjy TpaKUMO M Q rmo3Hara QyHKIHMja Koja rnpeacrasiba modyay. [Topexn (1.1) norpedban
je W OBOJbaH OpOj TPAaHWYHHUX YCJIOBa KaKO OMCMO MMaJld jeTHO3HAYHO IOCTaBJbECH
npobieM. Y oBOM TpeHYTKy hemo ce camo (oKycHpaTH Ha ampOKCHMHUPABKE, Tj.
nuckperusanujy jennaunte (1.1) mok hemo HameTame rpaHUYHUX YCIOBa Pa3sMOTPUTH
Ha KOHKPETHOM NIPUMEPY.
IlpBu kopak je ma Hemo3Haty ¢(yHKuujy f ampokcumupamo pasBojeM IO

no3HatuM OazucHUM ¢yHKIHjama. Mmamo nakie
f = zai b| ) (1'2)

r7e ¢y o, Hemo3HaTu koeduiujeHTH, b mosHare GasucHe QyHKIMje KOjUX YKYITHO HMa
N,. 3aBucHO on Tuma Hemo3HaTe (yHKOMje (Ia JIM je CKajapHa WM BEKTOpPCKa
BEJIMYMHA) MOXKEMO 0/a0paTh HEKOJIMKO OIIHMja. YKOJUKO je Hero3Hara BeIWYHHA
CKaJlapHa, OHAa cy W OasucHe (QyHKIHMje U KOCPHUIMJEHTH y pa3BOjy CKajapHe
BEeJTMYMHE. YKOJMKO je HEMo3HaTa BEJIMUYMHA BEKTOPCKA, Taja cy Moryhe aBe omiyje:
Koe(pHUIMjeHTH Cy BEKTOPCKE BeJIMYWHE, a Oa3ucHe (yHKIHje CKallapHe, WU CY
KOeQUIMjEeHTH CKallapHe BeIMuYuHe, a 0a3ucHe (QyHKIMje BekTopcke. HakoH 3ameHe

anpokcumanyje (1.2)y (1.1)u umajyhu y Buny na je L nuHeapan oneparop, uMamo
Np Np
L(f):L(zaibl]:zaiL(Q):g' (1.3)
i= =1

Jennaumna (1.1) Baku y OeCKOHaYHO MHOTO Tadaka 00jacTd Je()UHHUCAHOCTH
dyuknuja f m g. JacHo je ma anpokcumarmja (1.3), mako Moxke OUTH BpIO 100pa, y

OILITEM CIy4ajy HE MOXKE€ MMaTH HYATY Ipeuiky y OeckoHadyHo MHOro Tayaka. Y MKE



MIOCTaBJ/baMo OJIaXke YCIIOBE jeIHAKOCTH (DYHKIIMja HErO MITO j€ TO jJeAHAKOCT "TauKy IO
Tauky' Ha IeJOM JOMeHYy (QyHKUUje. YMECTO CTpOre jeAHAKOCTH, KOPUCTHMO
tectupame jennakoctu (1.3) Tako3BaHMM TecT (QyHKIMjaMa, Tj. 3aXTEBAMO jE€IHAKOCT

VHYTpalllbUX TPOU3BOJA JIEBE U JIECHE CTpaHe ca TecT (QyHKIUjama. YHYTpalllbu

npou3Box JBe (yHKIMje AePUHUILIEMO Kao <fi,fj>= .[ fif,dQ, (tme cmo ca Q
Q

o0eITeXXuTi TOMEH Ha KOMe perraBaMo mpooiiem). Hakon tectupama jeqraunna (1.3)ce

CBOJIM Ha JIMHEApaH CUCTEM jeTHaYnHa

iai<L(h),t,»>=<g,t,»>, j=12.N,. a1

i=1

bpoj jennaunna y cuctemy (1.4)je y ommreM ciydajy jeaHak 0pojy Tect GyHKIH]a, Tj.
UHJEKC j KOJU MHAEKcHpa TecT (QyHKuuje ysuma BpenHoctd ox 1 mo N,. Lws je

TOOWTH KBaJpaTHU CHUCTEM Yy KojeM (UrypHiny camo CJIOO0OIHE TPOMEHIbUBE.
dopmupame kBagpatHor cuctema y MKE Huje TpuBujanno u 6uhe Hajupe mpuka3aHo
Ha jegHoctaBHOM 1J] mpumepy, a motoM U Kpo3 (opmynanujy Koja ce KOPUCTH Yy
HYMEpUYKO] eJNeKTpOoMarHeTuiy. HakoH pelmaBama OBOT CHCTEMa Kao peIICHEe
nobujamo Hemo3Hare Koedwuirjente y pa3Bojy (1.2). Ox uzbopa 6asucHux GyHKIHja U
TecT (yHKIM]ja 3aBUCH U TAYHOCT U e(PUKACHOCT MeToze. Y0o0udajeHo je a ce 3a TeCT
dyHKIMje y3uMajy ucte (QyHKIHMje Kao 3a pa3Boj HEmo3HaTe BeauuuHe (Tj. Oa3ucHe
dyHkIuje), a TakBa Bep3Wja METoAe HasuBa ce [ amepkuHOBa MeToga. Moryhe je
KOPUCTUTH W JHenta (QyHKIMje Kao TecT (yHKIHMje, dyuMe I00ujaMo T3B. METOMY
nojemanama y tTadkama (eHri. point matching, Tj. jennaunna (1.1) Baxku y Taukama
Koje oaromapajy tect nenta ¢ynkuujama. Caga hemo pa3MoTpHUTH jeaH jeHOCTaBaH
npumep, ca 1J[ reomerpujom, Ha KOMe heMO WIyCTpOBaTH W HaMETame TPaHUIHHUX

yCIIOBA.

Hexka je jenHOAMMEH3UMOHU €IEKTPOCTATUYKH MpoOIeM 3a1aT 1 epeHIjaTHOM

JeTHaYnHOM A\V=—B, r€ je \ eNeKTpUYHW cKamap mnoreHuujain. Heka je 06e3
€

yMamemha OMIITOCTH JUMEH3Hja Iy KOje TOCTOjU MPOMEHa MOTEHIMjajla X U HeKa Cy

NPOCTOpPHE TpaHuile mpodiemMa a u b. AnpokcumatuBHO pemiewhe hemo mponahu



kopuctehu MKE, a 3a 0GasucHe ¢ynkuuje hemo KOpUCTUTH TpoyraoHe OazucHe

GyHKIMje ¥ ucTH ckyn Tect ¢pyHkuuja ([anepkuHOBa METOA).

YV kanonmuko] MKE dopmynanuju oBaj mpobieM ce MOXKe 3amucaTth Kao

2
L(y)=9g rmeje L = PVl (jep mocmaTpaMo jeIHOAUMEH3UOHHU TIpobaeM) u g(X) = _P
X €

basucHa Tpoyraona gpyHKuuja je pata Ha HHTEpBaNLY (X _;,X,,,) H3pa3oM

X~ Xia

XO (X4, %)
bitrougaona(x) = ); )j—)é (15)
Hl— X D (Xi ) Xi +1)
Xi ~X

u uma BpeaHoct O Ban uHTepBasa neduHucanoctn. OBakaB Tun (yHKIHja C€ Ha3MBa
HenenoqoMencka (ynakiuja [34], jep Huje neduHMcaHa Ha meiaoMm goMeny (a,b) koju
HaM je o]l MHTepeca. AHAJIOTHO, LENOJ0MEeHCKa (QyHKIMja je aedrHUCaHa Ha LEIOM
JIOMEHY O]l MHTepeca. Y HWHXKEHEPCKOj Mpakcu Cy MehyTuM JOMEeHH Off MHTepeca
WCYBHUIIIE BEIMKM M TEOMETPHJCKM KOMIUIMKOBAaHU Ja Oum ce Oas3ucHe (QyHKIH]je
neduHMCcalle TUPEKTHO Ha IeloM jJoMeHy mnpobiema. Crora ce y mpaktuuHo] MKE
KOPUCTH HEILTO Mame CTpora JeduHHIIN]a, [1a Ce MO HeleN0JOMEHCKUM (pyHKIHjama
noJipa3ymeBajy (GpyHKIMje YHjU je TOMEH MamkU Off JoOMeHa TojennHavHor enemenTa. Ca
Jpyre CTpaHe, LENOoJ0OMEeHCKe (YHKIHje CY pa3jMuuTe O] HyJle Ha IIeJIOM KOHAYHOM
eleMeHTy. Y TIpakcu cy jnakie oOe Bpcre (yHKIHMja jeIHaKe HYJIH BaH CBOT
(omromapajyher) koHayHOr eneMeHTa. Y pa3MaTpaHoM mnpoOiemy 3a TecT (yHKIHje

y3umamo (ynkiuje nmate uspaszom (1.5). YHyrpammu mpousBoa aeduHHIIEMO ca

b
<fi,fj>:J.a f.(x) f; (x)dx. Henosmary dynkumjy v passujamo y pex npeko N,

Ny
no3Hatux OasucHuX (yHKIMja, kKao y m3pasy (1.2), 1j. \V=Zocib, . bynyhu na cy

i=1
0a3ucHe (QyHKLIHMje TpPOyraoHe, OBaKaB pa3BOj HaM Jaje A€o0 IO Je0 JHMHeapHYy
arpoKcuManMjy Hemno3HaTe ¢GyHknuje. TpoyraoHe QyHKIMje KOje ce Hajiaze Ha
rpaHuiiaMa uHTepBaia (a,b) He KOpHUCTUMO Ha KHUXOBOM IIeJIOM J0MeHy Beh camo Ha
onroeapajyhem gemy momeHa KOjuUM 3aia3e y JAOMEH on umHTepeca. Kama HameTHeMo

JIMpuXJeoB rpaHUYHU yCJIOB 32 GYHKLHU]Y W y KpajlbUM TaukaMa MHTepBasia JoOHjaMo

na je o, =y(a) u oy =y(b). Jakne Hucy cBu KoeUIMjEeHTH y pa3BOjy HEIO3HATE
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cioboiHe TPOMEHJbHBe (HEmo3HaTo Tj. ciobonHo je cBera N, -2 xoedurmjeHara), Te

MMaMO CMameH Opoj Hemo3HaTtux. To 3aXxTeBa W MamH Opoj jeHAYMHA Y CHCTEMY, Ta
HaM je moTpebaH u Mamu Opoj Tect ¢dyHknuja. Jla OMCMO KOPHUCTHUIM HCTH CKYI
¢yHKIMja 3a pa3Boj HEMo3HaTe (YHKIHMjEe M 3a TECTHUPABE M3 CKyMa TecT (DyHKIHja
n30airyjeMo MpByY U MOCIEABY TECT QYHKIIH]Y.

Jla GucMo MOrJIM Ja TIOCTaBUMO CHUCTEM JIMHEPAHUX alNreOapCKuX jeaHaunHa
noTpebHO je na Hal)eMo YHYTpallmbe MPOU3BOAC <Lbn,bm> rae je m=23..N, -1 a
n=12..N,. Takohe cy Ham mnoTpeOHH U <g,bm> 3a m=23..N, -1. 3a wuspas
<Lbn,bm> HE MOXEMO Ja KOPHUCTUMO HyMepHuyKy wHHTerpauujy jep Lf, wuma
UHTETpaOWIHN CHUHTYJIApUTET. YHYTpalllbi MPOM3BOJ MOXeMO Hahu aHamuTHUKH,

nMajyhu y BUIly 1a BaXKH

0° 1
Lb, :F(bn(x)) ZE[S(X_Xn—l) = 28(X = %,) +3(X~ X1 (1.6)
X
rae je h kopak ¢ kojum cMo Bpuiwiu nojeny uatepBaia (a,b) Ha noguatepsane. Kao
TECT UCMPABHOCTH AJITOPUTMA MOXKEMO KOPUCTUTH jETHOCTABHE aHAIUTHYKE MPHUMEPE

3a KOje je JeMIHOCTaBHO TUPEKTHOM HMHTErpalrjoM Hah# TadyHO pelieme. AHATUTUYKA

U3pa3 Ha OCHOBY KOTa M3padyHaBamMo <Lbn , bm> je

1
- |n—n'1 =1
<Lbn,bm>= 2h a jennak je O kana |n—n1D{O,]} (1.7)
_E |n - n1 =0
d2
3a morpebe KOHKPETHOI MpopadyHa HeKa je X\g =g(x) =—-1-4x*, Heka je

obmact mpoliiema 3amata ca (a, b):(0,+1) U HEKa BaXe TpPaHUYHU YCJIOBU

_ _ . _5x x* x*
v(0) =y@® =0. Anamuthuko peuiewe oOBOr mpodiema je Y(X) % "3 3
Pesyntatu xoje mobujamo 3a pazIuyuTe BPEIHOCTH Opoja 0a3sucHUX (PyHKIM]ja Kao H
AHAJTMTUYKO pelIekhe NMpukasanu cy Ha ciunu 1-1. Ca moBehamem Opoja (yHkIiuja

rpelika arpoKcuMalyje ce BUAHO cMamyje. HamoMeHuMoO 71a 0BO HE MOpa yBeK OUTH
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Cllydyaj W Ja KOHBEpPreHIMja anpoKCHMalldje TayHOM pelIielhy HE MOpa yBEK OWUTH

MOHOTOHa, IITO hemo u BuaeTH KacHuje y 3J[ HyMepHuKuM npuMepruma.

Younmo oOpazany koju he ce TOHOBHTH U y CJIOXECHHJUM TIPUMEpUMA.
Koedumnujentn y pa3Bojy GyHKIOHMje HaM CIy)Xe 3a INTO OO0Jbe anmpOKCUMHPARHE
OlEepaToOpCKe jeAHAYMHE M TPaHUYHMX YyciaoBa. [Ipupona mocTymka TecTHpamba
orepaTropcke jeqHauyMHe omoryhaBa TOCTaBKY TEOPHjCKH HEOTpaHHYEHOr Opoja
JWHEapHUX jeqHaunHa. OBe jelHaYMHE Cy TOCIEIHIa BaXKCHa IOJIa3HE ONEepaToOpCKe
jennauune. BbuxoB Opoj je MehyTum y ommTeM ciydajy jemHak Opojy TecT (QyHKIHja.
I'pannunmn ycnoBu Takohe yinase y KOHAyHY arnpoKCHMAIM]y Kpo3 JIO0JIaTHE JIMHEapHe
jenHaumHe. 3a TpaHWU4YHE ycioBe Koju Hucy JupuxieoBor tuma (Hrnp. HojmanoB wiu
POOMHOB rpaHUYHU YCIIOB) HE OMCMO OaMax JOOHMIIM BPEIHOCT KOoehHIMjeHaTa Kao y
pasmaTtpanoM npumepy, Beh O6ucmo MKE cucremy npumomanu nomaTHE JTUHEApHE
jennaunne. OBo je ctora mrto HojmanoB 1 POOMHOB rpaHMYHM YCIIOB CaapkKe U U3BOJIE
¢yHkmje Ha rpanuny qomeHa (HojMaHOB yciioB canpu camo M3Boae (QyHKIH]jE, TOK
PoOMHOB caap:ku THHEAPHY KOMOWHAIIN]Y BPEAHOCTH (DYHKIM]e M U3BOJa HA TPAHMIIN).
HNHTepecanTHO je MPUMETHUTH J1a Cy TpoyraoHe OasucHe (yHKIHje y cTBapu b-cruiaju

¢ynkuuje npsor crenena. Hemro Bumie o ciaju gyakiujama hemo pehu y Hapennom

HIOTJIaBJbY.
— MKE — MKE
0.30 - ¥ 0.30 === U
0.25 ’ 0.25 ”
0.20 / 0.20 \
0.15 , 0.15
0.10, 0.10
0.05 / 0.05
0.0
008002 02 06 08 Lo o) 02 04 06 08 1.0
(a) (6)

Cnuka 1-1: Jleo mo meo jimHeapHa ampokcuMmanyja HemosHate (yHkuuje nooujena MKE wmeromowm:

(a) nymepnuko pemerse npu Ny =5 n ananntiuxo pememe, u (6) Hymepuuxo pemerse mpu Ny =10 n

AHAJIUTUYKO PEHICH:E.
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Bynyhu na je aHanmuTHUKO perieme y pa3sMaTpaHoM IpuMepy 00JIuKa NOJIMHOMA,
nomohy MKE 6u ce morino moOuTH M TayHO peliewmhe y3 ynoTpedy oxarosapajyhux
(momuHOMCKHX) OasuCHUX (GyHKIHja. Y OMIITEM Ciydajy je mehyrum moryhe moburtn

caMo anpoOKCHMAIIUjy TAYHOT pelieHha.

Haxko je To Temko youssuBo Ha 1/ mpumepy, ommroct MKE ce 3acHuBa Ha
moryhHocTH neduHHMcama OazucHUX (YHKIHMja HAa JOMEHHMMa pazHux obiuka. OBo
oMmoryhaBa ampoKcUMHpame HENO3HaTe BEJIMYMHE 3a CIIy4a) MHOIMX HpPaKTUYHUX
yIIa3HUX TEOMETPU]CKUX MOJIEIIa KOjU Cy OJ1 UHTepeca Y HHXXemepcTBy. [locTynak koju
CMO ONHCATHM y MPETXOAHOM Tpumepy, uako nexu y ocHoBu MKE, 30or reomerpuje
KOja je jeIHOJMMEH3MOHA HE MPUKa3yje y JOBOJbHO] MEpU CHAry M OIIITOCT METOJIE,
aJi WIYCTpyje yroTpeOy HelenoJ0MEeHCKUX QYHKIIMja ¥ HaMETamke TPAHNYHHIX YCIIOBA.
[Ipo6nem mpaktuuHor 3] TEOMETPHJCKOT MOJCIOBalkba M TEOMETPHUJCKH  OIHC
XeKcaeJapCKuX eleMeHara BHIIET peaa hemo naTtu y HapeIHMM IOrjaBjbUMa, a caja
hemo HaBecTH joml HEKe J0jJaTHE MareMaTHuke [epuHHLMje. Y MaTeMaTHyKoj

JUTEPATypH Ce T0jaM KOHAYHOT ejeMeHTa qeuHHuIIe Ha cieaehu Haunn [6, 35]:

Konaunu enemenm je ypehena mpojka (03, P,(D) 20e je ® 3ameopeHu NOOCKYn
R", nD{Z,S} ca Jlunwuyosom eparuyom 00 * u nenpasnum ckynom ® ywympaursux

mauaxka mj. ugoposa (® npeocmasba 2eoMempujcku 0eo KoHaunoe eiemenma), P je
M-Oumenzuonu npocmop @yukyuja Oepunucanux na o (basuche Gynxkyuje
Odepunucane Ha eremenmy cy Oazuc 0oz npocmopa, Hajueuthe nOIUHOMCKO2 00OaUKA,
Apu uemy ce HApasHo Kopucme NOIUHOMU uue npomeHmusux), O je ckyn auneapro

He3asucHux auneapnux gyukyuonara F 1P - R, i=1....m (muneapnu ¢ynxkyuonan

F. nexe ¢hynkyuje cenajuewhe oegpunuwe kao epednocm me QyHkyuje y HeKOM 48opy

X Do ).

! 3a opmamny medmmunumjy Jlummmmose rpamune Buzeru [36] K. Rektorys,Variational methods in
mathematics, science and engineerirg. 1: Springer, 19803 ca cTaHOBUIITA NPAKTHYHE MPUMEHE
JIOBOJBHO je 3Hatu Aa yobmuajean MKE nomenu kao miro cy TeTpaenap, xekcaeaap JIMImmmoBu 10MeHN.
JlomatHo, MOMEHH KOHAYHHMX eJieMEeHara Ce y Mpakcw M00Wjajy TpecinKaBarbeM MOJIHHOMCKOT THIIA a
HOJIMHOMH Cy KoHTHHYa HK Y Jlummnosom cmucity [20] K. Eriksson, D. Estep, and C. Johnson, Amplie
mathematics body and soul: vol I-1ll: Springer-\é&gyIPublishing 2003.)
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Ykomuko cy Oasucue ¢ynkumje b;(X), j=1...,m unepnonaropue (1j. y

onrosapajyhum uBopoBuMa camo je jeqHa 0azucHa GpyHKIMja pa3IuduTa Of HyJle U UMa

BpeaHocT 1), Tana je y3 oaroBapajyhy Hymeparujy JuHeapHuX (pyHKIOHAIa

Flb)=5,. (1.8)

i ij

Tana ce u Ouio xoja ¢pyHkuMja U3 mpocropa P Moke mpenctaBuTu y 00Ky

1= F (o 0. 1.9

i=1

VY ommrem ciydajy, mehyTum, 6a3ucHe QpyHKIMje HUCY HHTEPIIOJIATOPHE, a ce
u3pa3 3a pa3Boj HE MOKe TUPEKTHO M3pauyHaBaTH. Takohe, ¢pyHkuuje koje Tpeba ma
npeacTaBuMoO y oapeheHom eneMeHTy 0OMYHO HHUCY U3 mpoctopa P, Beh ce y memy
MOTY 00Jb€ WJIM JIOIIHje alPOKCHMHpATH. AKO je JIakie TakBy (YHKIH]Y TOTPEOHO

NPEICTaBUTH HAa HEKOM KOHAYHOM €IIEMEHTY, MOTpeOHO je PEIIUTH CUCTEM
m

f(x) = Z(xi b (X). OBo ce Moxe yunHUTH [ alepKHHOBOM METOJOM KOja je MPeTXOTHO
i=1

OIMCaHa, TJIe je orneparop L omepaTop HISHTHYHOT MPECIHKaBamba.

HaBenena neduHMIMja KOHAYHOT €JEMEHTa MMa HEKOJIHMKO HEJOCTaTaka 3a
OpUMEHY y TPaKTUYHO] HYMEPHUYKO] E€JIEKTPOMArHeTHIIM ca KOHAUYHUM eJeMEHTHUMa
Buter peaa. Hajope, 6asucHe QpyHKIHje cy ckainapHe, IITO HaM OoTexaBa (GopMyiIanujy
y K0joj je Hemo3HaTa (yHKIMja BEKTOPCKA BETWYWHA. 3aTUM, (DYHKIIMOHAIA KOJH CE
NMOMUKY Y JAePUHULIMJH KOHAYHOT eJeMeHTa OOWYHO TMOoJpa3yMeBajy AchUHUCAEHE
YBOpPOBAa KOJU Cy KapakTepUCTHUYHH 3a CBakd (yHKIMOHAN, Tj. OAroBapajyhy
UHTEPNOJaTOpHy Oa3ucHy (QyHKuMjy. CBaku Koe(UIMjeHT y pa3Bojy HeNo3HaTe
GyHKIIHje Ha eJIEeMEHTY MMa JaKje AUPEKTHY GU3HUKY HHTepIpeTanujy (Kao BPeIHOCT
dbyukuuje y onrosapajyhem uBopy enementa). [Toznato je mehyTum na koepuujeHTH y
pa3BOjy KOJ eJieMeHaTa BHILEr peAa HeMajy IUPEKTHY (QHU3UYKY HHTEpIpeTalyjy,
(jeman on pasnora je W mTO OasMcHe (YHKIHMje KOX eJIeMeHara BHUIIET peia HUCY
UHTEPIIOJIATOPHE y OMImITeM ciydajy). Ctora ce y WHKEHEPCKO] MPAaKCH IOJ [TO0jMOM
eJIeMEeHTa MMopa3yMeBa HEMITO jeHOCTaBHU]ja CTPYKTYpa, KOja UMa CBOjy NeUHHUCAHY
reoMeTpujy U OasucHe (yHKIUje neduHUCAHE HA OCHOBHOM eleMeHTy. JloMmeH

O0asucHUX (DyHKIIMja 32 CBaKH €JEMEHT C€ MOTOM J00Wja MOTOAHHM IPECINKABAHEM
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OCHOBHOTI' JIOMEHa Yy JIOMEH CBaKOI' IOjeMHAYHOT eleMeHTa. Y Te3u hemo 3aceOHa
NOTJIaBJba TOCBETUTH W JAeQUHHCAY TEOMETpHje XeKcaelapcKor enemMeHTa (U
TCOMETPHjCKOM  MOJEIOBamky) H 0Oa3sMCHMM (YHKIMjaMa 3a  ampoOKCHMAIH]y
eJIeKTpUYHOr TMoJba. Mmak, Tpeba HamOMEHYTH M Ja MaTeMaThyka AcPUHHUIIN]jA
eleMeHTa HUje 0e3 CBOje MpaKTHUYHE BPEIHOCTH, HAPOYUTO 33 HOJAIHE EJIEMEHTE,
Oyayhu na ce mMoxke KOopucTUTH Tpu popmynanuju HoBuX THroBa ¢ynkiuja y MKE,
HIp. XapMoHHjckuX ¢yHknuja Buirer peaa [35]. Hogamuu (exri. node smauu 4Bop)
€JIEMEHTH KOPUCTE MHTEPIOJIATOpHE Oa3ucHe (QYHKIM]E KOje Cy jeHaKe jeAMHUIM Ha

YBOPOBHMA €JIEMEHTA, U IpU ToMe Opoj GpyHKIIMja oAroBapa Opojy YBOpOBa.
Cana hemo ce ocBpHYTM Ha MaTemaruuke mojene koju ce kopucre y MKE y

€JIEKTPOMAarHeTUIU 1 U3BECTH HEKE KapaKTePUCTHUHE jeTHAYNHE.

1.2 ®opmyananuja MKE y HyMepuukoj ejiekKTpoMarueTuu

Yobuuajena ¢opmynammja MKE y  HyMmMepuuko]  elEeKTpOMarHeTHIU
nofipa3yMeBa IOCMAaTpame YCTAJbeHOT MPOCTONEPUOJMYHOI pEXMMa Kaja Cy

MakcBenoBe jeJHauMHe 3a1aTe y KOMIUIEKCHOM foMeny [14, 37]

UOXE=-joB-J,, (Papanejes 3aKkoH), (2.10)
OxH = joD + J_ (MakcBen AMIepoB 3aKoH), (1.11)
UD =p, (l"aycos 3akoH 3a eNESKTPHYHY HHIYKIIH]Y), (1.12)
OB =p, (laycos3akoH 3a MarHeTCKy HHIYKIIH]Y), (1.13)

rae cy E jaunHa enekTpuYHOr MoJba [V/m], H jaumHa mMarHeTckor mnosba [A/m] D
eJIEKTpUYHA MHAYKIHja [C/mZJ, B marnercka mnaykuuja [T]=|_Wb/m2J, Je rycruna
CTPYyj€ C€IEKTPUYHUX CJIO0OAHUX HACICKTPHUCHA lA/mZJ, Jy TycTuHa cTpyje
MarHeTCKMX CJIOOOTHHX HAelIeKTPHUCHA [V/mzl, pg 3ampeMHHCKa TyCTHHA
CJIEKTPUYHUX CJIOOOJHUX HACJIEKTPUCabhA [C/m3], py  3allpEMHUHCKAa TyCTHUHA

MarHeTCKUX CI000IHUX HACTIEKTPUCHA [T/m] = |_Wb/m3J 17 0) |_S'l] KPYXKHa y4eCTaHOCT.
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[Ipumerumo na cy jeaHauuHe GopMmysrcaHe TaKo J1a UMajy BPJIO BUCOK CTEICH
CUMETpHje M JYyaJJHOCTH U TO YBOHEHEM MAarHeTCKuX CTpyja M MAarHeTCKHUX
HaeJeKTpucama. Vako cy oBe BennunHe (DUKTHBHE, OHE MOTY MMAaTH KOPUCHY YJIOTY
HApOYHTO y HYMEPHUYKHM METOJaMa KaJa c€ MOTy KOPHUCTHTH Kpo3 (opme Teopeme

SKBUBAJICHIIM]€, Ka0 U Y HEKUM BpcTama I'paHUYHUX ycioBa [14, 15].

Ilon mpermocraBkama sa HaM je 3a oApehuBame jeAHE HEMO3HATe CKaJllapHe
(koMIUTEKCHE) BeJIMYMHE IMOTpeOHA jeaHa HE3aBHCHA CKalapHa (KOMILICKCHA)
jemHaynHa, ¥ aKO jeIHa BEKTOpPCKa jeIHaYMHA Jaje TpU CKaJlapHe, yodaBaMoO J1a HaM
MakcBenoBe jenHaunHe najy cBera 8 ckamapHux jennauymHa [37] (PapanejeB 3akoH u
Makcgen AmriepoB 3akoH 1o 3, u ['aycoBu 3akoHu 1o 1), 10K ca Jpyre CTpaHe UMamo
20 ckamapHux Hemo3Hatux (cBakM on HenoszHatux Bekropa E,H,D,B,J:,J,
JIOTIPUHOCH ca 1Mo 3 CKaJlapHe Hero3HaTe W MMaMo joll 2 CKajapHe HEMo3HaTe y BUAY
Pg U py,naje 6[3+2=20). /la Oucmo noOmim 10BOJbaH OpOj jeAHAYMHA HOTPEOHO
je y3eTu y o03up W T3B. KOHCTHTYTHBHE pelanuje Koje onapelyjy Bese wusmely

H,D,J:.,J,, nu E,B numajy popmy

H=H(E,B),
D =D(E,B), (1)14
Je =J.(E,B),
J, =3, (E.B),

KOje HaMm Jajy npeoctanux 12 He3aBUCHHMX jeqHaunHa. Heku ayTopu KOHCTUTYTHBHE
penaiyje 3amnucyjy y oqHocy Ha Bektope E u H, HO 0BO HMje 0x1 mpecyiHe BaXKHOCTH,
HApOYHMTO y CJIydYajy ako NpOoydaBaMoO JIMHEApHE CpeIuHE TAE Cy KOHCTUTYTHBHE

penamnuje jemHocTaBHUje. Y Ciy4ajy JWHEApHUX CpPeIrHA, KOHCTUTYTHBHE peElallvje

riaace
H =u_1B,
D =¢E, 1.15)
Je =0,E,
Jy =oyH
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e cy u [H/m] epMeabuIHOCT, € [F/m] HEPMUTHUBHOCT, G, [S/m] cnenuduyHa
IPOBOAHOCT EJIEKTPUYHE CTPyje U G, [Q/m] ceun(uyHa MPOBOAHOCT MArHETCKE
cTpyje.

['yctuHa MarHercke cTpyje ce OOWYHO KOPUCTH IpH HPUMEHU Teopema

eKBHUBAJICHIIM]€, T1a 32 by KOHCTUTYTHBHE peJalije HUCY O] MOCeOHOr MHTepeca, alu

cy nasenene y (1.15) 3apan kommuieTHocTH. Takolje, KOPHCTHIM CMO O3HAKy W -
1 . )

ymecto — Oynyhm na je HemTo OMIITHja M MOXE Ce KOPUCTHUTH M Kaua cy
u

KOHCTUTYTHUBHHM TNapaMeTpH TEH30pPCKE BEIMYMHE, a HE cKajlapu. Y OBOj TE€3H HHCY
pasmMaTrpaHe TEH30pCKE BEJIMYMHE KA0 KOHCTHUTYTHBHM IapaMeTpy aju je HIaK
kopuirheHa oBa HEMITO ommITHja Gpopmynanyja. ¥ ciiydajy OMaHU30TPOIHHUX CPEIMHA,
KaJla y KOHCTUTYTHUBHUM pellaliijama TOCTOJU 3aBHUCHOCT O] 00a 1MoJha, MOTPEOHO je
BOJIMTU padyyHa O TOME€ KOjy oj BenuunHa kopuctumo (H wiu B) ca meche crpane y

penauuju (1.15).

JloMeH y Kome pemaBamMo cucteM MakCBEelIOBUX jeIHAYMHA U KOHCTUTYTUBHUX
penamuja Mopa OWTH KOHa4YaH. YBOhEHEM TpaHMIE JOMEHa Mopamo AchUHUCATH U
JOJJaTHE TpaHUYHE YCIOBE KOje BEJIMYMHE OJf WHTEepeca MOopajy Ja 3all0BOJbE.
JenHaumHe Koje cagpiKe poTOp MOTry ce mpedopMynucaTd y eKBUBAJICHTHE HHTETpaTHE
jeaHaynHe y KojuMa (purypwuine MHTerpai no 3aTBOpeHoj KOHTypu. Ha cnuyan HauuH ce
jemHayuHEe KOje caapKe JUBEPreHIrjy Mory mnpedopmynucati y eKBHUBAJICHTHE
WHTETpaJIHEe jeHauYMHE Y KojuMma (UrypuIle HHTETpaJl IO 3aTBOPEHO] IOBPIIIH.
I'pannunm ycinoBu ce Hajuenthe W3Boj€ U3 OBUX MHTETPATHUX j€AHAYMHA, TAKO IITO UX
NPUMEHHMO Ha E€JIEMEHTApHY 3aTBOPEHY KOHTYPY OJHOCHO E€JIEMEHTApHY 3aTBOPEHY
MOBPII KOje 3axBaTajy pa3ABOjHY IMOBpII. MHTEpECaHTHO je HalOMEHYTH Ja ce
TPaHUYHU YCJIOBH MOTY M3BOJHUTH M JUPEKTHO Oe3 mpejiacka Ha WHTErpaiHy Gopmy y3
xopuiheme reHepanucanux ¢ynkiuja [38]. Ckuie 3aTBOpeHe KOHTYpE M 3aTBOPEHE
MOBPIIY Ha Pa3ABOjHO] MOBPIIHU JBE CPEIUHE KOje C€ MOTY MCKOPHUCTUTH 33 U3BOheHme
IpaHUYHUX YCIIOBA MpHKa3aHe cy Ha ciaunu 1-2.'paHnvHM yCI0BU ce U3BOJIE TAKO LITO

nyctumo ga Ah - O 3a xoHrypy omnHocHo Ah, — 0 3a moBpm. Ha mnpumep,

uHTerpainHa ¢popma jennaunne (1.10)rmacu

17



3€Em|:—jmj5ms—jJMms (1.16)
S S

C

U TIPUMEHOM Ha KOHTYypy 3a cinuke 1-2, 6yayhu na cy B u J,, umajy koHauHy
BPEIHOCT, a Ja je MOBPII 10 KOjoj pauyyHamo (rykc mpousBospHO Maia (jep Ah, — 0),
UMaMo

fE = [Emd + [Erd+ [Erd+ [Ef@l = [E@+ [E@ = ~{Jg, [@S.
C Al Ahy+ Al Ah - Al Al S

i

(1.17)

Cnuka 1-2: Pa3jmBojHa HOBpPII JIBE CPEIAMHE Ca EJIEMEHTAPHOM 3aTBOPEHOM KOHTYpOM (JI€BO) U

CIIEMEHTAPHOM 3aTBOPESHOM TOBPILH (JECHO).

VY jemnaxoct (1.17)cMo yBenu (UKTHBHE MOBPLIMHCKE CTPYje jep jeIUHO OHE
MOry JaTH (JIyKC KOjH je Pa3Iu4uT OJ HyJe Kpo3 MOBPIIMHY Mepe Hyja. JeaHaKoCT
(1.17) usjennavaBa aBa CKajapa M TMPAKTHYHO IPEACTaB/ba TI'PAHHYHH YCJIOB Ha
pa3BOjHO] TOBpIIKM. Y0OHWYajeHO je MehyTUM na ce TpaHW4YHU YCIIOB 3ajiaje Kpo3

BEKTOPCKY peHaHij

N xE; +n, xE; =-Jg, 1.18)

re ¢y N; U N; jelMHUYHE HOPMAJIE Ha Pa3/BOjHY TOBPII YCMEPEHE O CPEIMHE | U O]
cpemune J, penoM, E; u E; npencraebajy e1eKTpUYHO MOJBE Y3 PasiBOjHY TOBPII Y
CPEIVHU | Uy cpeanHH |, peaoM, Jg,, je (GUKTHBHA) MOBPIIMHCKA I'YCTHHA MarHeTCKe

ctpyje. Mako pukTHBHE CTpyje YeCTO HEMAj]y AUPEKTHY GU3UYKY UHTEPIPETAIH]Y, OHE
MOFy 6I/ITI/I on KOpI/ICTI/I y HyMepI/I‘-IKI/IM MeTogaMa u KOpI/ICTe CcC y paBHI/IM BHUI0BUMA

TEOpeMa EeKBUBAJIICHIM]jE M Yy CBPXY alpOKCUMHpama TpaHUYHHX YycioBa. Hapouuty
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yJIOTY MMajy Yy METOAM MOMeHata, Buietu Hip. [8, 34]. [loBpumMHCKE eneKTpu4He
CTpyj€ MOTY UMaTH (PU3UUKY UHTEPIPETALN]y YKOJIHMKO j€ jelHa Ol CpeIuHa CaBPIICHU
€JICKTPUYHN TPOBOAHUK. OBakaB MoOeN je OJu3aK peasHoj (U3UYKO] CUTyalHju Yy
ClIy4ajy TOCTOjama CTPYyje BHUCOKE yUECTaHOCTH Y BeoMa JA00pPOM IPOBOJHHUKY 300T
Tako3BaHOT MOBpUIMHCKOT (eHri. SKin) edekra. Ciu4HO ce MOTY WM3BECTH T'paHHYHH

YCIIOBH U 3a OCTajle BEJIMYMHE O] MHTEpeca U JaTu cy y tabenu 1-2. Benuuune pge u

Psy CY MOBPIIMHCKE T'YCTHHE €IEKTPUYHOT M MArHETCKOT HACIEKTPHUCAha PEIOM.
butHO je HamOMeHyTH Aa Cy u3pas3u y Tabenu 1-2 HaBeeHH y3 MPETIIOCTaBKY Ja

ce MaTrepujajHe CpeJUHE W IHMXOBE pa3JBOjHE NOBpIIM He Kpehy y oaHocy Ha

pedepeHTHH KOOPIMHATHU CUCTeM. VIHTepecaHTHO W3BOhEHmE I'paHMYHUX YCIIOBa Y3

kopuiitheme [Iupakose faenta GyHKIHjE 3a cpeaune Koje ce kpehy ce moke Hahu y [38].

Tab6ena 1-2:TIpernen rpannunux ycnosa 3a senuuure E,H,D,B.

PaznBojHa mOBpII CpeauHAa Yy ONIITEM

clyuajy

PaziBojHa moBpII cpenrHa ca KOHAYHOM

npoBogHouIhy

n, XE, +n; ><Ej =-Jgy

nxE; +n; xE, =0

ni><Hi+nj><Hj =Jg

n,xH; +n, xH, =0

n; LD, N, EDj =Pse

n,[D; +n;D; =0

n; (B, +n; EBj =Psm

n; EBi+nj EBj =0

Anpokcumupame rpaHnuHux ycioBa y MKE wuma u  Heke pgomatHe
cnenuduanoctu. Ocum ¢usnuke pazasojue noBpmmm y MKE u u3mely cBaka nBa
€JIEMEHTa II0CTOjU pa3ABojHa moBpil. Dusnyke pas3iBOjHE MOBPIIK Cy OOUYHO
JMCKPETU30BaHe MMOMONy BUIIIE eJeMeHaTa, Tj. 0OMYHO TOIUpYjy BHIIE elleMeHara ca
o6e crpane. bpoj ememeHata Moke OWUTH pa3IUYUT, a Yy CiIy4dajy Ja KOPHUCTHMO
SNIEKTPUYKH BEIIMKE eJIeMeHTe, (Pu3ndKa pa3IBojHa MOBPII MOXKE JOAUPUBATH CBETa J[Ba
eneMeHTa. AKO je 3apeMHHa CpeMHE | IMapaMeTpr30BaHa Tako Jia je pa3IBOjHa MOBPII

napaMeTpU30BaHa JOKAJTHUM KOOpJMHAaTama U U V, TaJa cy YHUTapHHU BEKTOpH &, U a,

TaHTEHTHH Ha Pas3[BOjHY MOBPII, JOK j€ PELMIPOYHN YHUTAPHH BEKTOP &, HOpMasaH

Ha noBpin (cnuka 1-2). JlepuHniije yHUTapHUX W PEIMITPOYHUX YHUTAPHUX BEKTOPA Y
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koHtekcty MKE peanuzoBane momohy xekcaemapckux ejeMeHata hemo natu y
NOTJIaBJbY O TEOMETPUjCKOM MojenoBamy. AKo je cpeauHa | oOyxBaheHa W
napaMeTpu30BaHa KOHAYHUM €JIEMEHTOM Ha Ha4MH MpHKa3aH Ha caunu 1-2, mvamo na

je

n=—-,n =—-——=¢, (1.19)

Yob6uuajero je ma ce Bekropcka MKE dopmynuiie mpeko tanacHe jeHaunHE
(mBOCTpyKE pOTOpCKE jemHaunMHEe) y KOjOj je HEMmo3HaTa EICKTPUYHO I0JbE WIIH
jemHauyMHEe MAarHeTCKOT BEKTOp MOTEHIMjaja y KO0joj jeé HelOo3HaTa MarHeTCKH BEKTOP
norerujan [39]. Mako ce rpaHUYHH YCIIOBH yOOWYajeHO HABOJE CaMO 3a BEIWYHHE
nare y tabenu 1-2, ykomuko MKE ummuiemeHnrtanyja To 3axTeBa, MOTPEOHO je 3HATH
TpaHUYHE YCJIOBE W 3a HEIITO Mame yoOWdYajeHe BeNW4YMHe, Kao Ha IpHMep 3a
MarHeTcKu (M eICKTPUYHM) BEKTOP MOTEHIHjall, MPEKO KOjUX Cce TaKohe Moxke
¢opmymucatt MKE y HyMmMepuuko] elIeKTpoMarHeTuiu. Y Te3u heMo KOpPHCTUTH
dopmynanujy MKE y3 kopumiheme TanacHe jeqHaudHe, TIe je HeMo3HaTa BETUYHHA
CJIIEKTPUYHO TOJbe. Y TOTJaBjby O ampOKCUMHUpAmy EISKTPUYHOT ToJha Nomohy
BEKTOPCKHMX 0a3uCHUX (YHKIIH]ja AeTaJbHU]Ee heMO M3TI0KUTH KaKO C€ TPAaHUYHH yCIOBU
3a enekTpuuHO moJbe ampokcumupajy y MKE. JlogatHu ompe3 je moTtpebaH mpu
yTBphUBamy jeIMHCTBEHOCTH peniewma ykonuko ce kopuctu MKE ¢opmynamnuja npeko
jemHayMHe MAarHeTCKOr BEKTOp IMIOTEHIMjajia, jep OCHMM Tora IITO je Teopema
JEAMHCTBEHOCTH JlaTa TMPEKO TPAaHWYHHX YCJIOBa 33 EJIEKTPUYHO M MarHeTCKO MOJbe,
NOTEHIMjajli HHUCY JEIWHCTBEHE BeIMYMHE, Beh je 3a jeIMHCTBEHOCT IOTPEOHO
HAYMHUATH W300p T3B. rejya (eHMI. gaugeg, mTo ce MOopa HaMETHYTH Kao J0JaTHa

jennaunHa ipu popmupamy MKE cuctema.

TanacHa jeHa4YMHA 3a €JCKTPUIHO MMOJbE ce U3BOAM Ha ciefachu vauun [14, 40].
Ionazehn on ®apasejeBor 3aK0Ha, YKOIHMKO 00¢ CTpaHe TIOMHOXKHMO ca |1 , a 3aTHM

U Y3MEMO POTOp 00€ CTpaHe, UMaMo

Ox(w'OxE) =0x(-joH -p™3,,) =

_ (1.20)
= —jo0xH-0x(u™,)

3amenoM [XH u3 MakcBen-AMIiepoBoOr 3aK0Ha J00HMjaMo
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Ox (W*0XE) =—jo(joD +J¢) ~Ox (14,,) =

_ (1.21)
=0%E - joJ. -Ox(@™J,,).

VY yobuuajenoj MKE ¢opmynanuju mpernocraB/ba ce Ja HeMa CTpyja y

3alpeMUHU O] UHTEepeca, Na MPETX0Ha jeJHaYuHa J00H]ja jeJHOCTaBHUjU O0JINK
Ox(u'0OXE)-w’E =0. (1.22)

[IpernocraBka 1a HeMa 3alMpPEMHHCKHX CTpYja je HCIYEHhEHa Y BEMKOM Opojy
npoOjemMa oj] MPaKTHYHOT WHTEpeca. Y ciydajy mpoydaBama MpodiieMa pe30HaHTHUX
NIYTUbMHA MaTeMaTHYKd TpoOJeM je HaJaKeHmhe CONCTBEHHX BPETHOCTH U Y TOM
ciydajy ce moOyaa myTeM 3alpeMHHCKHX CTpyja u He yBoau. Ca apyre crpaHe, y
cllyyajy Ja ce IpoydaBa €JIEKTPOMAarHeTcka CTPYKTypa y KOjoj MMaMO HEKH H3BOp
onpehene ydyecranoctd, tajga je MKE ¢opMynanmja HEmTo cinoxxeHuja ajau U 1ajbe HE
3axTeBa YyBoheme 3alpeMHHCKHMX CTpyja. Ha MHUKpOTalacHHM y4YecTaHOCTUMa
CTPYKType Cy OOMYHO ca M3BOPOM M NPHUJEMHUKOM ITOBE3aHE HEKOM BPCTOM BOJa
(TaymacoBo, MUKPOCTPHIT BOJ MTA.). Y TOM CIIy4ajy ce MOJbe YK BOJa anpoOKCUMHpPa
pasBojeMm 1o MmojoBuMa [41], a 3atmMm ce oaroBapajyha moOyma yBOOH Kpo3
TaHTEHI[MjaJHe TPaHWYHE YCIIOBE, MPH 4YeMy |€ audepeHirjaaHa jeIHaunHa U J1aJbe

UCTOT 00JMKa, Tj. 6€3 3aMPEMHUHCKHX CTPYja.

Juckperusanuja jennaunte (1.22)ce BpiIM Ha MOTIYHO aHAJIOTAH HAYMH Kao U
y 1J] mpumepy NpeAcTaBJbeHOM Ha TOYETKY OBOT IIOTJIaBJba, y3 HE3HATHE HM3MCHE.
bynyhu na jennaumna (1.22) Baku y TpOIMMEH3HOHOM IIPOCTOPY M Ja KOPHUCTHMO
BEeKTOpcKe OasucHe ¢yHKIMje u Meroxy [amepkuHa, neduHMIMjAa YHYTpAIIbHEr

MPOM3BO/IA je J1aTa ca

(f.1)=[[[f 3,av. (1.23)

Huterpan (1.23) ce u3padyHaBa 1O II€710] 3allPEMUHHU Ha KOjoj je neduHHCaH

npobnem o wuHTepeca. HakoH Tectmpama jemHakoctu (1.22) tect dynkimjama f,

n001jaMo jeTHAKOCT

(f,, 0% (u'OxE) - 0%E) =(f, 0) = 0. (1.24)

21



Bynyhu na je (A xB)=BI[OxA-A[xB aKO y3MeMo 1a je A=f, n

B=p" MxE, nmamo xa je
f. Mx(u'0xE) = (u'OxE)Mxf, —O0Qf, xu " OXE). (1.25)
Crora ce neBa crpana uspasa (1.24)cBoau Ha

(f,0x(W'OxE) - 0’E) =

M(u—lm xE) M xf.dV - ”J'D [f, x n 'O x E)dV — wzj'“'ft FEAV. (1.26)

basucue dyaknuje cy neduHMCaHe Ha 1€70] 3aNpPEeMHHH WX Ha eIy
3alpeMHHE KOHAYHOT €JIEMEHTa, TaKo Jla Ce 3alPEMHUHCKH HHTerpaiu y udpasuma (1.24)
u (1.26), nako je jemnakoct (1.22) nepuHricaHa 3a 1€0 JOMEH MpoOiiemMa, CBOJE Ha
3alPEMHUHCKH HHTErpajl Mo IIeJ0j 3alpeMUHH WM 10 JeNly 3alpeMUHE KOHAYHOT
enmemeHTa.  YobOuuajena ¢opma (1.26) ce no0uja Kaga 3ampeMHHCKH HHTETPajl
JMBEPreHIMje  3aMEHHMO  [OBPIIMHCKMM  HHTErpajioM 1o TeopemMu [ ayc-

Octporpazckor. Ha ocHoBy (1.24)umamo:

m(u‘lm x E) 0 xf,dV —mzﬂjft REAV = ﬁft xpu ' OxE@S. (1.27)
Q Q 0Q

Omnmra ¢popma uzpasza 3a MKE marpune nobuja ce kaga y neBy crpany (1.27)

3aMEHUMO H3pa3 3a Pa3Boj €JIEKTPUYHOT MM0Jba
Ny
E=) af;. (1.28)
-

Bynyhu na xopuctumo I'anepkuHOBY merony, OazucHe M TecT (yHKIMjE MPUIIALIAjy
UCTOM cKyIny, ma 3ameHoM (1.28)y neBy crpany (1.27)u TecTHpameM OBE jeTHAKOCTH

JIOBOJLHUM OpojeM TecT QyHKIHja J001jaMo
Ny, Ny,
[[JY e 0xt)mxf dv - [[[f; @) ofdv = fff xu"OE@S.  (1.29)
Q i=1 Q i=1 0Q

[IpumeTnMO 1a MaKO CMO y IPETXOAHOM TEKCTY HAIIOMEHYJH Ja j€ Y OMNIITEM CIIy4ajy

Opoj TecT QpyHkuuja jenHak N, , YKOJIMKO c€ TOIOJOUIKOM aHAJIN30M YTBPIU /1a j€ HEKU

on koedunmjeHata y pas3Bojy (1.28) jemHak Hyau Tajna HUje TOTPEOHO BPIIUTH

TecTUpame QYHKIIM]jOM KOja OJIroBapa TOM KOe(UIUjeHTY.
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[peypehuBamem u3zpaza (1.29)n06ujamo

N, N,

o [[J(u0xf) Mxfiav -0 o, [[JF; Ghav = {Jf, xu"OxE@S. (1.30)
=0 =l 0 0

U3pa3 (1.30)npencrasiba QUCKpETH3ALM]y MoJIa3He qudepeHIjatHe jeTHaYnHe

(1.22)u MOKe ce HamKMCaTH Y MATPUIHOM OOJIHKY

|_Aj ][ai]_ mlelj J[O‘i] = [Gi] , (1.31)

rae je [Aj]=[J‘”(u_1D Xfi)D]]ijdV}, koja ce y MKE mnonekan Ha3uBa MaTpuua
Q

kpyroctH, (enri. stiffness matrix mro Boam mopekno u3 mpsux npumeHa MKE y
Teopuju KOHCTpykuuja (enrn. structural analysis YV  npumenn MKE vy

CJICKTPOMArHeTui OBa MaTpulla HEMa OHI_HTerI/IXBaheHO nme. CIIM4HO ce U Marpuna

[B”.]: .”J.fj EfidV] Ha3WBa MaceHa wMarpuia, (eHMI. Mass matrix Marpuia
L Q

[Gi]z ﬁfix u‘lmems} ce HasuBa Marpuia modOyme (exrn. load matrix wim
| 0Q

excitation vectoy.

Haxo u3pas ca necue crpane jeanakoctu (1.30) mpencrasipa moOydy, Kao mTo
cMo Beh HarmoMeHyJIi oBa o0y 1a HHje TMOCJIeINIIa 3aTPEMUHCKH pacriopeeHnx crpyja.
Takohe, u3pas 3a porop enexkrpuyror mosba y (1.30)Huje passujan kopuctehu (1.28),
cTora IITO ce ca jJecHe cTpaHe u3pasa (1.31)u He Mor'y Halla3UTH HEMO3HATE BEJTHMYUHE.
VY ciydajy 1a MOAenyjeMo eIeKTPOMArHeTCKU CUCTEM ca o0yaoM, Moryhe je HeKOITUKO
pas3nuuuTHX Gopmynandja, o Kojux cy Hajuemthe xubpuana MKE-MoM (merona
MoMeHata) (opmynaija win ¢GopMmyiandja MmyTeM mpuiarohema momosa (mode
matching. ¥V ciyuajy na pasmarpamo npo0iemMe CONCTBEHHX BPEIHOCTH, Ko IITO je TO
CIIy4aj y OBOj T€3H, Y KOjHMa je TPpaHUIla TOMEHa 00JI0KEeHA CaBPIIICHUM EICKTPUIHUM

IPOBOIHUKOM, JecHa ctpana (1.31)je Hyna.

Koedunujentn y paspojy (1.28) mpumamajy y OMNINTEM CIy4ajy PasIHuHuTHM
KOHAYHUM eJeMeHTHMa. J[ogaTHO, HHCY CBU KOCPUIMJEHTH Y pa3BoOjy HE3aBUCHE
BennurnHe. Hamerame rpaHMYHUX yCIIOBA Ha Mpefia3y ca eIeMEeHTa Ha eIeMEHT, Kao U

Ha CTpaHHMIaMa €JICEMCHTA Ha I'paHUIlaMa JOMCHAa OJf MHTEpPECA, Cy pas3jior HaMETamka
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JIOJaTHHUX jeJHaYMHA KOje Bake 3a Koedunujente y paszsojy (1.28).IIpomec y kome ce
onpelyjy oBe penanuje ce Ha3WBa TOMOJOIIKA aHAIN3A YJIa3HOT Melma. YoOnudajeHo ce
HU3 CBMX KoeduijeHara y pa3Bojy (1.28) HasuBa HHM3 HEMOBE3aHHMX Koe(HUIMjeHaTa
(errn. dissconnectedd mox ce Hu3 KoeduIHMjeHaTa KOjU Cy YjeAHO W CI00OIHE
IPOMEHJbMBE Ha3WBa HU3 MOBE3aHUX KoeduuujeHara. OnHOC OBa JBa HHU3a c€ OOMYHO

CUMOOJIMYKH TMpHKa3yje KpO3 MaTpHIly MOBE3aHOCTH, Tj. Mely mHUMa Bake JIMHEapHe

BE3C
[ai ?\:3?59‘1 = [Cij ]Ndi59< Nconn[aj ](l:\l(z:r::)nnml ' (132)
3amenom (1.32)y (1.31) robujamo
[Al ]NdISS<NdISS[ 'l ]Ndlschonn[ ](I:\E:r;r;rxl [ i ]NdisyNdiss[Cij ]Ndiss< Nconn[ i ](l:\l(z:r::)nnml = [G' ]Ndi59‘1
(1.33)
MHoxemeM JieBe u JecHe crpane jenHakoctu (1.33)ca [C ]NCOWN s Ao0Hjamo
onpeheH cucrem (cuCTeMcKa MaTpHIia je KBajpaTHa 3a pa3nuky ox (1.33)):
[ ij ]Nconrdeiss[Aj ]NdisyNdiss[Cij ]Ndiss< Nconn[ i ](l:\lcz:r;nnrxl B
o [C'l ]Nconrdelss[ 'J ]NdlsyNdlss[ 'J ]Ndlschonn[ ](I:\E:r;r;rxl = (134)

=[G e .
[ 'I]Nconrdeiss[ I INdiss<1

Cucrem jeqnaunna (1.34)npencrasiba konaunu MKE cucrem jennaunna y koju
Cy YKJbYYEHHU M almpoKCUMallMja Mojia3He AudepeHnrjaiHe jelHaunHe KPo3 TECTUPAE
(1.30)u rpannuHy ycinoBu kpo3 penanujy (1.32).V npaktuunum peanusanujama MKE

Ndiss<Ndiss’ |-BIJ ]NdisyNdiss " [Gi]Ndissd ce He NOMYHbaBajy 3acebHO 1

aIropuTMa MaTpULE |_AJJ
HE BpIIK Ce€ CKCIUTMIUTHO MHOXEHe MaTpuila aaro udpazom (1.34) seh ce dunamuu
u3pasu Gopmupajy onmax. Heku nerassu Gopmupama MaTpulla U AITOPUTMU KOjU ce
Kopucte he OWTHM ONUCAHM Yy KAaCHMjUM TIOTJIaBJbMMa. YOUMMO Ja Cy MaTpulle

|_Aj JN dissendiss lB” ]N dissendiss CUMCTPHYHE, IITO CE MOXKE BUJICTH HA OCHOBY nepuHUIIja

matux y wm3pasy (1.31). Takohe, Ha OCHOBY oBOora Cy © MaTpHIE
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[Cij ]ilconrdeiss[AJ ]NdisyNdiss[CiJ ]Ndiss< Nconn 1 [Cii ]IT\lconmNdiss[BiJ ]NdisyNdiss[Cij ]Ndischonn
CUMETpPUYHE jep 3a MPOU3BOJbHY CUMETPUUHY MaTpHlly M u mpousBoJbHY MaTpuiy C
BaXKM  pelaruja (CTMC)T =C'M T(CT )T =C'MC. Ha ocHOBy OBe OCOOHHE
3aKJbydyjeMo aa je 3a ¢opmupame MKE marpuiia moTpeGHO MOMYHUTH CaMO TOPHY

WIN OBy TPOyraoHy Matpuily, kopucrehn m3pasz (1.31)uume ce mocTmxe 3HayajHO

nosehame epukacHoctn MKE nporpama.
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2 OcHoBHe JeduHMIHje U  0COOMHE

b-cniaju pyHknuja

VY oBoM onesbKy heMo natu OocHOBHE Ne(UHUIMjEe Be3aHE 3a CIUIajHOBE, KaKo
O6rcMO M30eraH TEPMHUHOJIOIIKE HeIOYMHUIIE U 3apajl KOMIUIETHOCTH M3JIarama.

b-cniajuoBu cy nedunucanu Kpo3 crieichy pekypeHTHY JeMHHUH]Y.
Hajnpe, B-crutaju dgamunuja npBor pena (1 HynaTor crenena T1j. Gpamwimja QyHkumja

KOje Cy KOHCTaHTHe) fara je cieaehum uspaszom [42-44]:

Uu<usu,
B.l(U)={ -4 i (2.1)
' 0, nnaue
[ToToM cy cBU BHIITU peJOBH PEKYPEHTHO 33/1aTH U3Pa30M:
BoW)=—— B (et p ), m>1 (2.2)
’ i+m-1 ui ' ui+m “ Ui ’

rae je 0<i<n, n>0, U U = (Ug,Uy,...,Unsm) j€ Heomamajyhu nus peannux Opojesa. U je
O3HaKa 3a BeKTop uBopoBa (eHria. knot vectoy crutaju ¢pamuimje, 1 MOXE ce KOPUCTHTH
na ce Ha ¢raexkcuOunan HaunH TnoBehaBa Opoj CIUTajHOBA W KOHTPOJIMIIE HHXOBA

KOHTHHYaTHOCT Ha 4BopoBMMa. DyHKIHMja B;,(u) ce 30Be i-Tu b-crumaju pema M u
creneHa p=m-1.

[Tomohy pekypeHTHe neduHUIMje ce aKie HAjIpe KPEeHe OJf KOHCTAHTHUX
dyuknuja (Koje uMajy BpeaHOCT 1 Ha CBOM JOMEHY Kao mTo Buaumo u3 (2.1)) ma ce
KOMOMHAIMjOM IO J1Ba cIiuiajHa (mecHa ctpana y (2.2)) moBehaBa cTemeH cruiajHa 3a
jenan y cBakoM kopaky (ieBa crpaHa y (2.2)). Tako mocie jeJHOr KOpaka HMaMo
CIUIajHOBE KOjU Cy J€0 MO Jeo JHuHeapHe (yHKLHUje, MOcie JBa Kopaka HMaMo
CIJIajHOBE KOJU Cy JI€O MO Aeo KBaapaTtHe (PyHknuje utia. HamomeHumo momaTHo na
cabupameM JBa CIUIajHa KOjU Cy /Jeo mo jAeo neduHucane (QpyHKIMje Ha HAYWH AT

jennaunHoM (2.2) Kao pe3yaTar Jo0HjaMo Jeo 10 Aeo AehUHHUCaHy (YHKIHU]Y KOja uMa
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JIOMEH je/lHaK YHUjU JOMEHa JIBa Noja3Ha ciiajHa. Ha Taj HaumH ce ocuM peja cruiajHa
ca CBaKMM PEKYypEHTHHM KOpakoM moBehaBa M JOMEH CIUIajHA 3a MO jelaH MUHTEpBal y
BeKTOpYy uBopoBa. Ilpumernmo na y uspasy (2.2) Moke gohu 10 Je/berba HYIOM
YKOJIMKO BEKTOP YBOPOBA CAAP>KHA YBOPOBE Ca MCTHM BpPEIHOCTHMA. AKO JI0 Tora Jole,
OHJa W3pa3 KOju uUMa y ceOM Jesbele HYIOM He yna3u y nepuHuuujy, Beh ce
u3ocTaBiba. Bekrop yBopoBa U ca mpeuu3HO HaBEJCHMM YBOPOBHMMa M OpojeM
IbUXOBUX IOHABJhakha HEONXOAaH € 3a moTnyHy aehuHuuMjy b-crutaju ¢yHkimja.
[Mpumerrhemo (a kacHWje W ACTaJbHHUjE MOKA3aTH HA MPUMEPHUMA) Ja j€ MOHABJbAIHE
yBopoBa (exr;. multiplicity) Beoma OuTHa KapakTepHCTHKa BEKTOpa 4BOpOBa, Oymyhu
Ja MOXK€ Jla HapylIu XHjepapxujy koja moctoju usMmehy b-cruraju ¢yHKImMoOHaTHMX
poCcTOpa KOHCTPYHMCAHUX Ha OCHOBY onroBapajyhux b-crutaju dammimja. U3 yria
Kopuihema CrijiajHOBa y reOMETpUjU OBa 0COOMHA C€ MOXKE CXBAaTHTU KPO3 YHUHHCHUILY
Jla KpUBa BUIIET CTENEHAa KOHTHHYAJTHOCTH HE MOXKE Ta4yHO Ja MPEJICTaBH KPUBY ca
"homkoBuMa" mako oBe JBE KpUBE MOTY OMTH JAedHHNUCAHE Ha BEKTOPUMA YBOPOBA KOjU
CE pasNuKyjy jeauHO 1Mo Opojy MOHAaBJbakha YBOPOBA.

Hako mnperxoqHo HaBelneHa JeQHUHUIMja BEKTOpPa YBOPOBA HE MpeLU3Upa
YBOPOBE, y MPAKCH C€ Y€CTO KOPUCTH YHU(OPMAH BEKTOP YBOPOBA, Tj. BEKTOP KOJ KOTa
Cy pacrojama wMely uYBopoBMMa jenHaka. [IpenusHuje, Hajuemhe ce KOPUCTH
YHU(OPMHHU BEKTOP YBOPOBA aJM ca MYATHIUTUIMTETHMA HA KPajlbUM YBOPOBUMA JIaT
U3pa3oM

0, 0<ism-1

n-m+2, n+l<i<n+m

OBaj BEKTOp je HapaBHO HOPMAJIM30BaH TaKo Ja OM TapaMeTapCKd OICer
dbamunuje crurajaoBa 6mo ox —1 mgo 1, momTo je TO MOroAHO MpH AchUHUCABY

NOJMHOMHUjaTHUX (PYHKIIM]a 32 pa3Boj 1MoJba.
Bektop 4BOpoBa ce MOke KOPUCTHUTH M Kako Ou ce dyHknujama y b-crutaju

0a3ucy MpUIKCa0 HEKH MapaMeTap y WHTepBalLy [— 1,+1]. To mMoxe OUTH MOTOHO TpHU

onabupy Tauaka 3a UHTEpIOJAlM]y jep Ce jeIHAaunHEe 3a HUHTEPIONIAIUjy MOTY
MOCTaBUTH Ha HAYWH Jia 10 U3pakaja HajBuIIe aohe camo jenHa GpyHKIMja. Y OBY CBPXY

ce mory kopuctuT I'peBuiioBe Tauke (HasuBajy ce u Mapcaen-1llenoeprose Tauke)
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[45] koje ce medumHHMITY Kao cpelma BPEAHOCT M—1 y3acTONMHUX YBOPOBA 3a CBAaKy
6a3ucHy pyHKIHjy peqa m.

Ha kpajy oBe cekmuje HamoMeHUMO Ja Cy MOTYhU U APYTH €KBUBAJICHTHH HJIH
CJIIMYHU HauuHU popmynucama b-ciaju Gpamunmja, HApOUUTO y ciyyajeBUMa Kaja cy
YBOPOBH Yy BEKTOPY YBOpOBa paBHOMEpHO (YHH(OPMHO) pacrnopehenu, BumeTn HOp.

blossomind46] u nebununujy myrem kouoxymuje [47].
2.1 OcHoBHe ocoOune b-cruiaju pynknuja

Cnenehe ocobmne Baxke 3a b-crmaju ¢yHkiuje neduHMCaHE y TPETXOTHOM
OJIEJbKY.

1) Bb-crumaju QyHKIMje Cy MO3UTUBHE M cadWpajy ce y jeIuHHIy, Tj.
n
Z B, () =1 3a cBaky BpenHocT napamerpa U. Kao nupextHy nocieauity umMamo na je
i=0

" dB . (u) : : . .
zd— =0, 1j. m3Boau b-crmaju dyHKIMja ce cabupajy y HyJdy, ma cTora HHUCY
i=0 u

JIMHEAPHO He3aBHCHH.

2) B-cruiaju QyHKIMje €y OrpaHHYEHOr AOMEHAa, a OBY OCOOMHY MOXEMO
HAJjeTHOCTAaBHU]€ BUJETU W3 PEeKypeHTHe aedunuije. Hamme, dynkumje pema 1 ce
MPOTEKY Camo YK JeHOT MHTEpBaja y BEKTOPY YBOpPOBa, (DyHKIHje pena 2 AyXK JBa
UHTEpBasa, UTA. QYHKIUje pera M ayx M uHTepBana. Kaga kaxxemMo MHTEpBal, y
OBOM KOHTEKCTY MHUCIMMO Ha JIe0 peaiiHe IpaBe n3Mely JBa y3acToIlHa YBOpa BEKTOpa
YBOPOBA, & MPU TOME CE MOXE PAJAUTH M O MHTEPBAILY MEpe Hylla YKOJIHMKO je YBOp
NOHOBJbEH. [IpuMeTHMO 1a Cy Kpajibe hyHKIHje y b-cmnaju hamuuju (mpu ynorpebu
cTaHaapAHOT YHU(GOPMHOT BEKTOpa YBOPOBA) AchHUHMCAHE CaMO Ha jeIHOM HHTEPBAITy
KOJU UMa Mepy Behy o1 Hyina, IOK je ocTanux M—1 uHTepBaia Mepe HyJa.

3) b-crnaju GyHkuuje cy TMHEapHO He3aBHCHE (IPH TOME MHUCIMMO Ha JIOKATHY
JWHEapHy HE3aBHCHOCT IIOIITO Cy Ha OCHOBY ocoOuHe 2) b-cruaju ¢yHkmje
neguHUCaHe Ha KOHAYHOM JOMEHY, a MO3HATo je Ja yOamnuBame HyidTe (QyHKIHjE Y
CKYII CTBapa CKYII JINHEAPHO 3aBUCHUX (DYHKIIH]ja).

4) KontunyaaHocT b-criaju QyHKIHMja je KOHTpoiucaHa OpojeM IMOHaBJbamba
YBOpPOBa Yy BEKTOpy uBopoBa. Ha mHTepBanmuma m3mel)y 4yBopoBa je cBaka b-cruiaju

¢ynkuuja nepuHrcaHa kao nmonuHoM. bynyhu na je cBaku moJuHOM OECKOHAYHO ITyTa

28



nudepennujadunan (C” KOHTHHYATHOCT), jeIMHO CMabEHh¢ KOHTHHYATHOCTH CE€ MOYKE

OYEKMBATH HAa CAMHM YBOPOBHUMA TJE C€ “Crajajy’ TMOJWHOMHU U3 CyCEHUX MHTEpBaJIa.

B-crumaju ¢yHkmmje cy 360r oBora Ha usopoBuMa ceera C™* xomrunyamue (rze je K
Opoj MOHABJbAA YBOPA).

[IperxoaHo HaBeneHe ocoOuHe hemo Haj0OJbe MIYCTPOBATH Ha Map HMpUMEpA.
Ha cmumm 2-1(@) je npukasana b-criiaju damuinja Koja je KOHCTpyHWCaHa Haj
CTaHaapAHUM YyHH(OPMHHM BeKTopoMm uBopoBa (2.3), mok cy Ha ciuuim 2-1(0)

NPYKa3aHU TPBU U3BOJIM CILJIajHOBA.

1.0 1.0 .0 — @ mma & o dif wt
. du du, du,
hS ant
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. we
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et .
O_Ol\‘ .
0‘.
0.4
*
.

~0.5|

0.2 KR
0..
.0

-1 .

0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

a) 0)

Cnuka 2-1. ®amunuja B-crinajuosa ca Bektopom usoposa U = [— Y} L+ 1+ 1,+1] u perom M=3:

(a) pyskuuje u (0) mpBH U3BOIH.

[Tomro cy cBu b-cruiajHOBH MO3UTHBHU U cabupajy ce y jeIMHHILY, jacHO je n1a
je cBaka mojenuHauHa (yHKIMja U3 hamunuje no BpeaHocTu usmehy O m 1 (mro
HapaBHO HE BaXXU 3a HEHE M3BOJE, KOjU MOpajy OMTHU W HEraTUBHHU jep ce cabupajy y
Hy1y). OBa 0cOOMHAa MO)XXE€ MMAaTH IO3WTHBAH YyTHIA] HA HYMEPHUYKY CTAOMIHOCT
anropuTama Koju kopucte b cmiajHoBe, jep ce cBaka JMHeapHa KOMOWHaIlMja Tadaka
(6bumo koje aMMEH3Wje), Koja Kao KoeduiujeHTe KOpHCTH b-criajHoBe 300r OBe
0COOWMHE Halla3W YHYTap KOHBEKCHE TpaHUIle AeQUHMCAHE TUM Tadykama. AHATUTHYKU
n3pazu 3a GhaMuInjy CIlajHOBa ca ciuke 2-1 Mory ce JOOWUTH ITUPEKTHOM MPUMEHOM

nedunnimje (2.1)u (2.2)u natu cy ca
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1 1 1
B..(u) =+=u?-=u+=:ul[-1+1],
0,3() 4 2 4 [ :L ]

B.,(U) :—%uz +0[ +%;UD[—:L+1], (2.4)

1, 1 1
B, .(u)=+—u"+—u+—ulld[-1+1].

Ha ocHoBy oBux m3paza, rienajyhu koeduijente y3 oarorapajyhe crereHe
napameTpa U, jacHO je Ja ce 3a CBaKy BPEIHOCT IMapameTpa U CIUIajHOBU cabupajy y
jemuuuny. JlomatHo, o1 WHTEpeca je MOMEHYTH JOMEHe (yHKIMja maTe (popMysioM
(2.4). Uako je momen [— 1,+1] UCTH 3a CBe (YHKIIH]je, IITO CE€ jJaCHO MOKE BHIETH H Ca
ciuke 2-1, BUXOBH JOMEHH ce y (popmamHOM cMmucly neduHHUIM]E aaTe Ha TOYETKY
norJiaBjba, pasznukyjy. Hamme, ako y obOmact nedpunucanoctu b-crumaju dyHKuje
yopojumo u nomene ayxkuHe O (Mako je Ha wrMa 1o AedhuHuIUju QyHkimja jenHaka 0),

Gynkumnja B,; je mepuHmcana Ha noMeHMMa [— ZL—l], [—l—l], [— ZL+1] Tj. Ha JBa
uHTepBaia qyxune 0, camo Ha jenHom uHTepBany ayxune 2. Cinuno, pynkuuja By,
je neduHUCcaHa HA HHTEPBAIUMA [— l—l] , [— 1,+1], [+ ZL+1] . OBU MHTEpBANH Cy, PEAOM,
nyxune 0, 2u 0. 3a nocnenwy ¢yukumjy, B,;, untepBamu cy nyxune 2, Ou O.

Bunumo nakne na cy pynkinuje nepunucane Ha M= 3 wHTEpBaIA U Ja HE MOpajy OUTH
cBU WHTepBanu ayxkuHe (Mepe) Behe on Hyma. 3Hayaj oBe AuCKycHje heMo yBUICTH y
KaCHHUjUM TOTJIaBJbUMa, HAPOYUTO KaJ OyJeMO KOPUCTHIIM KOMIUIMKOBaHH]E BEKTOpE
yBopoBa. Ha oBaj HauMH ce MOXKE YBOAWUTH CMameHE KOHTUHYATHOCTH (yHKIHja Y
criajH  pamMunmju, mwTo he HaM OWTH OJ HMHTEpeca MPHIMKOM alpOKCUMHparmba
CHUHTYJIApHUX T0Jha U TeoMeTpHja. OcobnHa TMHEapHe HE3aBUCHOCTH j€ JaCHO YOUJhbHBA
Ha OBaKBUM JEJIHOCTAaBHUM IpuMepuMa, Mel)yTuM, TadyaH TECT OBE OCOOMHE je

dopmupame ['pamMoBe MaTpuIe 1 IpOBEpa leHE NeTepMHUHaHTE [48)].

,m?

1
Yuoc y I'pamoBoj marpuim je nar ca G; ; =< - Bj’m> = .[Bi'm (WB,,U)du ny
-1

OBOM KOHKPETHOM TMpuUMEpy MaTpulia TIJlacu [G]= , a meHa

alvalkrR| e

Bkl
[ERN
alRR|sale
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JNeTEpMUHAHTA je det([G])=1—;, ITO j€ pa3IMuuTO Of Hyjle, Te Ccy W (yHKIHje

~

auHeapHo HeszaBucHe. KoHauHo, y oBoMm mpumepy, ¢yakmuje cy C® Ha nemom
UHTEpBAITY [— 1,+1], NOIITO HHCMO WMajJW YHYTPalllbUX YBOpPOBAa M HHUXOBHX

IIOHaBJbaka.

2.2  AJaroputMmm 3a u3pauyHaBame b-cruiajnoBa

Yecr je ciydaj 1a ce anropuTMH 3a b-crijiajHoBe 0JHOCE CTPUKTHO Ha HUXOBY
npuMeHy y reomerpuju. Tako ce, Ha mpuUMep, jeIHOIUMEH3HMOHU b-crutajHoBH yecTo
KOPUCTE Yy KOHTEKCTY M3pauyHaBama Tadaka Ha TPOAMMEH3MOHO] KPHBOj, 3a IITa ce
KOpHUCTH 100po mo3Hatu ae byp-os (de Boor)anropuram [43]. 3a motpede kopurherma
CIJIQjHOBA, U y TEOMETPHUJCKOM MOJIEIOBakhy M Y MOJICJIOBAKkY I10Jba, TOTOJHH]E j€
KOPUCTHUTHU HEIITO IPYTraduju MPHUCTYII, Tj. U3padyyHaBaTH IUPEKTHO (QYHKIHM]E, a TOTOM
¢opmupatn mnorpeOHe wu3paze. OHO ImITO je 3HaAdajaH (akTop y ePUKACHOCTH
Kopuithewa CIUTajHOBa je Ja Cy OHH, y3 TOTOAHO AehUHUCAH BEKTOP YBOPOBA,
neUHUCAaHU caMo Ha JIeNly MapaMeTapcKor HHTepBaia [— l+1] , T€ TIPU NIpOpavyyHaBamby
u3pasza y MojeIMHUM TadKama HHUje MOTpeOHO KOPUCTUTH CBE CIUIajHOBE M3 (hammiuje.
Ha ocnoBy nedununuje b-crimajua m ocoOuHe 2, HaBelICHE y MPETXOAHOM OJICJBbKY,
MOXE Ce YBHJETH Ja jeé Yy CBaKOj TAukH WHTEpBaJa [— 1,+1] camo pP+1 cruajHoBa

pa3nuuuTo ox Hyne. 300T OBora je, Ha MpPUMeEp, 3a MPOpaydyH MOJI0XKaja jeJHEe Tauke Ha

TPOIUMEH3UOHO] KPHBO] r(u)=ZCiBi’m(u)=[Bi'm(u)]T[Ci] (roe [Ci] O3Ha4aBa

KOHTpPOJIHE TayKe) MOoTpeOHO cabparu Hajpumie P+1=m wianoBa cyme. CiauyHo, 3a

IPOpavyH I0JIOKAja TAYKe Y 3aKPUBJHEHOM XEKCaeIpy KOjH je 1aT U3pa3oM

r(u,v,w) = zci,j,kBi,m(u)Bj,m(u) Bym(U) (2.5)
i,j.k
NMoTpeOHO je cabpaTh HajBHUIIIE (p+1)3 =m® unaHoBa cyme. M3 mcror pasnora, ce H 'y
HakHagHOM aHamm3upay MKE pemema Opxe wu3pauyHaBa TIOJb€ ako je
anpoKCUMHUpaHO ToMohy HelenonoMeHCckux b-cimaju  QyHKuuja, y OxHOCY Ha
HIOJIMHOMHUjaJTHE [IEI0I0MEHCKe (PyHKIMje Wi nenogoMencke b-crnaju dynkuuje (mox

YCJIOBOM J1a j€ jeJJHaK YKyIaH Opoj 4WiaHOBa y Pa3BOjy Y TPH HaBEJCHA CITydaja).
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Eduxacan anropuram 3a npopauyH b-cinajH QpyHKIMja pa3iuuuTUX O HYJE Y
HEKOj Ta4KH MapaMeTapcKor MHTepBasia Moxke ce Hahu y [42]. [loueBmu ox pemaHor
Opoja HenynTor uHTEepBaa (eHria. Knot spafy Bekropy Y4BOpoBa KOMe IPHUIIaIa Tauka y
K0jO] BPIIMMO W3padyHaBame, a HA OCHOBY Kora je Moryhe m3pauyHaTH KOepHUIIHjCHTE
y nepuaunmju (2.2), peKypeHTHO ce W3padyyHaBajy CBH b-CIUIajHOBM Pa3IUYUTH OJ
Hyse. Yecto je moTpeOHO M3pauyyHaTH U W3BOJE CIUIAjHOBA, 1A C€ Y TOM CIy4ajy 3apaj
e(hUKaCHOCTH yjeHO M MCTOBPEMEHO Ca BPEIHOCTHMA (PYHKIIHMja padyyHA]y U HHUXOBH

W3BOJIH, jep Cy MHOTH KOS(hHUIIM]jSHTH OJ] MHTEPECa UCTH U Y TOM CITy4ajy.

[MpumeTriMo Ha Kpajy Ja HE MOpPaMO KOPUCTUTH CTaHAAPIHH BEKTOP YBOPOBA
HOPMHpaH Ha HHTEPBAJ [— ZL+1], a mat m3pasom (2.3), Beh je moryhe xopuctutu camo
neo (u3meljy mapamerapa —1 u +1) memrro Beher BekTopa 4BOpoBa. Y TOM Ciy4ajy
MOXe c€ JOTOJHUTH Ja je BUIlIe Hero jenHa gyHkuuja pasnuuura of O Ha KpajeBUMa
WHTEpBaja [— 1,+1]. TakaBp mpumep je mpukasaH Ha ciunm 2-2, ToK je b-crmaju
(dbaMuMja UCTOT peiaa, ca CTaHAApJIHUM BEKTOPOM YBOpPOBA MpUKA3aHA Ha CIHIMU 2-3.
3aBUCHO O] Jy)XKHMHE BEKTOpa 4YBOpoBa koju ce “ckpahyje” (Tj. xopucTH camoO Ha
WHTEpBaTy [— ZL+1]) HEKH O]l KpajlhbHX YBOPOBA HEMA]y YTHIIQ] HA BPEIHOCT QYHKIIH]jA Y

MHTEPBAIly OJ1 HHTEpECa.

0.7
0.6 L] BL4 i

0.5

— BO,4 el — s v 24 T

0.4
0.3
0.2},

. \
’ .
. \

Tt

.0 -05 0.0 0.5 1.0

(@) (6)

Cnuka 2-2. ®amunuja b-crimajHoBa ca BEKTOpOM YBOPOBA U= [-3,-3,-3,-3—2,-1,0,12,3,3,3,13 H

penom M =4 (a) bynxuuje u (6) IpBU U3BOIN.
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Cnuka 2-3. ®amunumja B-crimajnoBa ca Bektopom usopoa U =[-1,-1,-1,-10,1,1,1,l U penoM

M =4: (a) gyuxuuje u (6) npBu U3BOIM.
2.3  AJroputrMH 10aBamba YBOPOBA M MOJAM3aHa CTelNeHa

Pazmorpumo Hajrpe anropurtam JoaaBama 4BopoBa (eHri. knot insertion koju
Ce YeCTO KOPUCTH y KOHTEKCTY MHTEPAKTHUBHOI KOMITjYTEpCKOT MpojeKToBama. Hanwme,
aKo JKEJIMMO Jia UMaMO BHUIIIE KOHTPOJIE Ha/l JOKATHUM OOJIMKOM KpHBE, YOOMYajeHa je
npakca Ja 101aMo jOIIl YBOPOBA y BEKTOP UYBOpoBa (TUMe moBehaBamo 6poj ¢hyHKIHja y
pa3Bojy, Ma U KOHTPOJHHUX Tayaka), ajli Ha TaKaB HAYWH Jia C€ OPUTHHAIHA KPUBA HE

NPOMEHM HU NapaMeTapCcKu HHU reoMeTpujcku. Jlakie, ako je opuruHajHa KpHBa JaTa

u3pasom r,(u) = z Bil’m(u)Cil, Taja je, Mocie 10/1aBamka YBOPOBa, “HOBA” KpHBa JaTa ca
i
r,(u) = z Bim(u)C? , IPY Y€MY BEKTOpP YBOpOBa (haMHIIHje CIJIajHOBA Bim (u) uma cBe
i

yBOpoBe (hamumiuje Bﬁm(u), U TPOM3BOJbAaH OpOj I0JaTHX YBOpOBa. Y cymama Koje

nebunnmry kpuBe [r(U) u r,(U) KOPHCTHMO pa3IM4YHTe HWHICKCE, Kako OHUCMO
HarJlacuiii 11a je Opoj WiaHOBa y CyMH pas3W4uT. AJNropuTaMm J0JaBamkba YBOPOBA
onpelhyje koHTponHEe Tauke Tako na je r,(u) =r,(u). JacHo je ma oBako (opmynucaH
ajqropuTaM HWMa 3Hayaj 3a HWHTEPAKTHUBHO TEOMETPHJCKO MOJIEIOBamke, ald HHUje
OYHTJICTHO KaKO CE MOKE OJHOCHTH Ha CJIy4ajy Kaja KopucTumo b-cruiaju ¢pyHkmje 3a
pa3Boj MoJba, MOUITO TaJa HE KOPUCTUMO CIUIaJHOBE 3a ONMC MO3HATUX KPUBHUX Beh 3a

anpOKCUMALIM]y HEMO3HATOT MoJba. Mel)yTum, oBaj anropuram, WM HEroBa yoIITenha,
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Mory OUTH O]l KOPUCTH TIpH CIajarby eJleMeHaTa Kako Ou ce YCIOocTaBHiIe Be3e u3Melhy
06a3ucHUX (PyHKIMja y CyCeIHUM elleMeHTUMa. [IpuMeTnMo aa Hac y OBOM CIlydajy He
3aHUMAjy penaiuje u3Mel)y KOHTPOIHUX Tadaka Kao y OPUTHHAITHO] BEP3UjU aJITOPUTMA
JIo/maBamka YBOpoBa, Beh pemamuje msmely OasucHux dyHKuMja. Ako je Beza u3Mehy
KOHTPOJIHMX Ta4yaka jata nmomohy marpuie Tpancpopmanmje T (oBa MaTpuia ce 100uja

Kao pe3y/ITaT OpUTHHAIHE METOJIE JI0/laBarhba YBOPOBA), Tj. aKO je [CI?J:TI_C%], Tajga

umamo [48]:
rw=[s, @[ e,

(2.6)
o =[82 ] [c7]=[82,. ] Tle].

OJTaKJIe IMPEKTHO CIIE/IN [Bim (u)]T = [Bim(u)]TT , T..

Bl )] =T7[BS (W) (2.7)
ANTOpUTMH JlOAaBamka YBOpPOBa ce OOMYHO (opMmynuiry 3a ciydaj Kajua ce
J0/1aje jelaH YBOp, W TajJa IMOCTOje M3pa3u 3a WIAHOBE Y MATPUIM | , 3aJaTH MPEKO
HOBOT M CTapor' BEKTOpa YBOpOBa. AKO je MOTpeOHO O0JaTH BHUIIE YBOPOBA, Tajaa
MIOCTOj€ U HELITO ONTUMAIHUJU AITOPUTMH, M j€ YECTO Ca CTAHOBUINTA €(hUKACHOCTH
OTpaBJaHO MPUMEHUTH [0JIaBakhC¢ jeHOT YBOpA BUIIE MyTa, WM KOPUCTUTH OIIITH
aqropuTamM koju he OWTH TIpencTaB/beH Yy HapeIHoM ojesbky. Kama aupekTHO
KOpUCTUMO penanujy (2.7), TakaB MPUCTYIl ce Ha3uBa Moamojaeaa (GpyHkmmja (SHII.
function subdivisioyu najnoronnuju je 3a npumeny y MKE [48].
Kama BpmuMo pomaBame jeaHOr 4YBopa Moryhe je KOpUCTUTH TmocTojehe

aHaJMTHYKE H3pas3e 3a wiaHoBe Matpuile T (Maja je Hama y cTBapu MOTpeOHA MaTpHUIla
TT) [43]. Kao mpumep anropuTMa 10/1aBamkba YBOPOBA PA3MOTPHMO J0JABAH-E YBOPOBA
CIlajHOBMMA peda 3 KOjU ¢y  jAehUHHMCAaHM  HA  BEKTOPY  YBOpOBA
U, = [— -1+ 1+ ZL+1] , Koje cMo Beh IpeTXoaHO pa3MaTpaid U KOju Cy MPUKa3aHu Ha
cmumu 2-1. Kapa mogamo uBop Ha mo3unmju U =0, HOBM BEKTOp YBOPOBA je 3ajaT ca

u,= [— } L 10+1+ 1,+1] , @ HOBa (paMmMja CIyIajHOBA je 3a/1aTa ca:
Bys(U) = +u? + 00 +0;u0[-10],
—§u2 -u +l;u O[-10]
B, (U) = 12 12 (2.8)
~u?-u+=;ul[o+1],
2 2
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Yy +%;uD[—lO]

3

B,s(U) = 1
-=u®+u+=;ulfo+1],
2 2

B, (u) =+u”® + 0 +0;u0[0,+1] .

2.0
1.5' ",
1.0}

0.5}
0.0t
—0.5}
-1.0}
—1.5}

—2.9%

-0.5

0.0

(6)

Crnuka 2-4. ®amumija b-crimajnosa ca Bektopom uBopoBa U = [-1,-1,-1,01,l,i| u petoM M=3

nobujena sonasameM usopa y Taukun U = 0: (a) dyukumje u (6) npBu u3BoH.

OBa (amunuja criajHOBa MpUKa3zaHa je Ha ciauiy 2-4. [I[pumenom anroputMa

nojaBama uBopoBa [43], nuHeapHa Be3a n3Melly (hamuidja CrutajHoBa UCTOT peaa 3, ca

BekTopuMa yBopoBa U, n U, nara je TpaHCIIOHOBAaHOM MaTpULIOM TpaHchopMaluje:

1%00

17=l0 1 1 of. (2.9)
2 2
00%1

[TpumeTnMoO Aa cy ca HOBUM BEKTOPOM YBOpOBa HEKe (PYHKIIM]j€ 3a/1aTe Ha BUIIIE

MOJUHTEPBAJIA.

Tako Ha mpumep, uako je Be3a wu3Mmely damuwmmja ¢yHKIHja

jenMHCTBEHO 3amara MaTtpuiioM (2.9), iMaMo Ja y mapamMeTapckoM HHTEpBally [— 1,0]

BaXWU.
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1
B'os(u) =1B%3(u) + 3 B?13(u) =

1( 3 1)_1 1 1 (2.10)
1[ﬂ+ u?+00+ O)+—(——u2 -u +—j ==u-Zu+-,
2\ 2 2) 4 2 4
JIOK y TapaMeTapCKOM MHTEpBaIly [0,+1] 32 UCTY (DYHKLIU]Y BaXKH:
1
B'os(u) =1[B%0s(u) + > B%13(U) =
(2.112)

1EQO)+1 luz—u+1 :1u2—1u+1.
2\ 2 2) 4

Jenuaunne (2.10) m (2.11) moka3syjy aa mako cy ¢yHKHje u3 aABe (hamuimje
MOBE3aHE WCTHUM Koe(HIMjeHTHMa, Ha pPa3IUYUTHM TOJHMHTEPBAINMA OPHUTHHAIHOT
WHTepBaja (Qurypumy apyradvju u3pasd 3a (amwinjy ca yBehaHUM BEKTOPOM
YBOPOBA.

OBo je Ouo mpumep Xujepapxujcke mojene (QyHKIHUja Koja je ocTBapeHa
JoIaBamkeM jemHor uBopa. IlpumernMo na ckymoBu OasucHuUX (yHKIHM]ja HUCY Y
XUjepapXujCKOM OJTHOCY Tj. {Bli,m (u)} [ {82 jm (u)}, MelyyTuM, BUXOBH JMHEANH (JIMHEeas
je CKymn CBHX JIMHEApHHX KOMOHWHAIMja) jecy y XHjepapXHjCKOM OJHOCY Tj.
L(BY,m(u)) O L(B?;,m(u)). IocTymak nonaBama uYBOpPOBA YBEK Kao pe3ylTaT naje
XHjepapxujcke JnHeane u Moryhe je gohu g0 nuHeapHe Bese kao mTo je (2.9). Ako He
MOCTOjH JTMHEapHa Be3a Tor Tumna u3Mely OasucHux (yHkmnuja, Taga hemo pesynryjyhe
npocTope HasuBath Hexujepapxujckum. [lpum  kopumhemy criajHoBa  3a
anpOKCUMAIIM]y EJIeKTPUYHOT TI0Jhba Y METOJIM KOHAYHUX eJeMeHaTra IOCTYIaK
noBehaBama ckyma (yHKIMja, 6e3 moau3ama pena, hemo HasuBaTH h-mpodumasame
(errn. h-refinement 6e3 o03mpa ma 1M ce MPH TOME KOPHCTE XHUjEPAPXUjCKU WK
HEXUjepapXHujCKu CKYMOBH (PyHKIIH]a.

Bpoj ¢ynkumja y paszBojy moryhe je moBehatu m Ha apyre HauumHe. AKO ce
OTPaHUYHMMO Ha CIIy4aj Ja KOPUCTHMO HMCTE YBOPOBE a MOJWTHEMO CTEIEH CIIJIajHOBA,
HauIa3uMo Ha cieaehu mpobmem. Haume, umajyhu y Buay ocoouny 4) Kojy CMO HaBelu
Ha MOYETKY pa3MaTpama, KOHTUHYATHOCT CIUIajHOBA HA MOjeIMHAYHUM YBOPOBHMA j€
C™*. Crora, ako mosehamo pen, a ocraBUMO HCTH Opoj TOHaBJbamba YBOPOBA,
noBehaBaMO KOHTHHYQJIHOCT CIJIajHOBa Ha TOM 4BOpy. Ha oBaj HaumH ce BpuH
HeXujepapxujcko nosehasame Opoja GpyHKIM]ja jep ce QYHKIMje HUKE KOHTHHYATHOCTH

HE MOTY IpPEJICTaBUTH JIMHEAPHOM KOMOWHAIMjOM (PYHKIMja BHILIE KOHTHHYAJIHOCTH.
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Crora ce y mpUMeHH CIUIajHOBA 3a T€OMETPHUJCKO MOJETOBame Ipu nosehamy pena
o0aBe3HO noBehaBa 1 Opoj MOHaBJbaka U CBUX YBOPOBA 3a jenaH. Ha oBakaB HauuMH ce
nobuja xujepapxujcko moBehame Opoja dyHkumja. [lpu kopumihemy crurajHoBa 3a
arpOKCUMAIIN]y €JIEKTPUYHOT 110Jba, MOCTYyMaK nosehaBama ckymna (QpyHKIMja, Ipu KOMe
nosehaBamo pex kopuimrheHuWX cIutajHOBa HasuBaheMo p-nipodumaBambe (CHIU. P-
refinemen), 6e3 o03upa nma M ce NpH TOME KOPUCTEC XHUjEPAPXHUJCKU HIIH
HEXHjepapXHujCKu CKYNoBHU (YHKIIH]a.

Kao mnpumep amropurma moaum3ama crenena (enrn. degree elevation
pasMoTpUMO cCIUIajHOBEe pena 4 Koju cy jaeduHuUCAaHM Ha BEKTOPY YBOpOBa
U,= [— 4 £ % 1,00+ 1i+1+ ZL+1], Koju cy mobujenu ox (mperxoaHo Beh pasmarpane
¢Gamunmje) cruiajHoBa pena 3 u BekTopa uBopoBa U, =[— F E10+ ZL+1,+1]. Hosa
(daMuiMja crijajHOBA je 3ajaTa ca.

By, (U) =-u®+0W* + 00 +0;u[-10],
B, (u) =3u® +3u® + 00 +0;u[-10],

> 3 .1

—gue'—gu —Eu+5;uD[—lO]
BsW=y 5. 5 1 (2.12)
-—u*+>u”-Zu+=;ul[o+1],
2 2 2 2
1u3+§u2+§u+£;uD[—10]
B.,(u) = 2 2 2 2
34 5 9 3 1
ZuP-=u®+=u+=;ul[o+1],
2 2 2 2

B, (u) ==3u®+3u®+ 00+ 0;u[0,+]],
B, (u) =u®+0* + 0w +0;u0[0,+1]

U TIpUKa3aHa je Ha ciunu 2-5.
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Cinka 2-5. ®amumja B-cruiajuosa ca Bekropom usoposa U,

penom M =4 nobujena noausamem crenena: (a) Gynkuuje u (6) npBu U3BOIH.

[IpumenoMm anropuT™a TOJM3ama CcTerneHa [42],

pa3mMaTpaHux

Tpanchopmarmje:

dhammnnja

TT

CIUTajHOBA
120
3
0 23
- 3 6
OO1

6
0 0O

mara
0O O
1
6
5 2
6 3
o 1
3

je

1

TPAHCIIOHOBAHOM

=[- 4 % £ 2100r 4+ 2+1+1 u

IuHeapHa Be3a usMel)y

MaTpHUIIOM

(2.13)

Tako, Ha mpumep, 3a QyHKIH]jY Bf3(u) Koja je AeuHNCaHa Ha WHTEpBAIMMA

u [0,+1], Ha uHTEpBaATY [— 1,0] AMaMo:.

[-10]

2 5 1
Bfa (= 3 Bf4(u) + 5 B§,4 (u)+ 5 82,4 (=

=g(3u3+3u2+0m+0)+§(—§u3 2 3u+1j 1(1u3+3u2+3u+1)

3 6l 2 2 2 2) 6\2 2 2 2
=(2 2—5+iju +[2 ﬂ:’+3Ju2+(0 15, 3) (0+£+EJ=—§U2—U+E.
12 12 12 12 12 12 2 2
(2.14)

3a ucty QyHKIH]y aju Ha HHTEPBATY [O,+1] MMaMo:.

38



2 5 1
Bra(u) = 3 Ba(u) + 5 Ba(u)+ 5 B, (u) =

:2(0)+§ —1u3+§u2—§u+1 +1 §U3—2U2+§U+1 = (215)
3 6 2 2 2 2) 6\2 2 2 2

(5 5)5; (15 9), ( 15 3 5 1) 1, 1
S R [ i ) iy LI bt || [ [ iy R | LS | [ Sy

12 12 12 12 12 12 12 12) 2 2

IITO je y CarjJacHOCTH ca BpeaHocTuMa GpyHKIrja HaBeaeHuM y (2.8)u (2.12).

24 OnmTu ajaropuraM 3a MNPoOHAJAKEH€ JUHEAPHUX Be3a
mmel)y davuianja Ha OCHOBY MATPHYHOI TMPEACTAB/bAKA

b-cniajuoBa

[IpencraBuhemo anropuTaM KOjH je pa3BHUjeH TOKOM U3paJie OBE Te3€ 3a MoTpede
U3padyHaBama JIMHEAPHUX Be3a (TaYHUX WM alnpOKCUMATUBHHX) H3Mely (amuminmja
crajHoBa. Tpeba uMaTu y BUIy Aa 32 MMIUIEMEHTAIM]y METO/Ie KOHAaYHUX eJieMeHaTa
HHUJ€ O]l MPECyIHOT WHTEpeca 3HaTh Be3e m3Mehy pasHux (ammimja crutajHoBa Koje
KOPUCTUMO, aJld HaM y HEKHUM CJTydajeBUMa TO MOXe OUTH o] ToMohwu.

[MomrTo cy crutajHOBM €0 MO €0 IOJMHOMH, KOJU Cy HajBUIIE CTEIEeHA

p=m-1, cijajHOBHM KOjU Cy pa3iIUYUTH OFf HyJIe Ha HEKOM HHTEpBally MOTY ce

IPE/ICTABUTH Kao MaTpHUIle AMMEH3HMja IMXM, TAe cBaka BpPCTa MaTpHUIE OAroBapa
jenHoj HeHynToj QyHKIUMjU U3 pamMuiIMje, a BPEIHOCTH Cy KOe(ULMjeHTH MOJIMHOMA
Koju AeduHUINE CIUIaJH HAa TOM HHTepBany. McmoctaBuhe ce nma je mocTymak
npeJcTaB/bamba CIUIajJHOBA Y MATPHYHOM OOJIHMKY, a TOTOM HaJaKeHmhe Be3e (Tj. MaTpuIle
Tpancopmanuje) m3melhy Qamumimja pemaBameM CHCTEMa JIHHEAPHHX jeIHAYMHA,
YONIITEHHjH HETrOo BpIICHE IMOMyHhaBamba MaTpulle TpaHcpopMmalrje Ha OCHOBY
aHATUTHYKKUX u3pasa (mro je moryhe camo 3a ciydajeBe I/ie TOCTOj€ aHATUTHYKU
u3pasd Kao IITO je HIp. Clydaj J0JaBama jeAHOT 4Bopa). MHTepecaHTHE MaTpHuHE
METOJI 3a PE/ICTaBIbakE CINIAJHOBA U TIOAM3amke cTerneHa Mory ce Hahu y [49, 50].

Heka cy nBe ¢pamuimje criiajHOBa 3aJaTe BEKTOpUMa 4BOpoBa U creneHuma U,
p, u U,, p,. Heka je npu Tome damunuja 2 Hactaga npodumUBamHEM MOryhHOCTH

arpokcuManuje pammimje 1, Oumo momaBameM JOJATHUX YBOPOBA, OMJIO MOAM3AHEM
cTereHa, OMI0 HEKOM KOMOWHANMjoM (MM BHUIIECTPYKHMM KOMOHWHAIHMjaMa) OBE JBE

merone. Oppehene komOuHanuje mnpodumuBamba MOTYy Kao pe3yinraT JaTh
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XHUjepapXujcKe IpOoCTOpe, MITO je AeTalbHUje pa3MaTpPaHO HAa KOHKPETHUM IpUMepUMa y
MpETXOAHOM OJCJBbKY. HpI/IMeTI/IMO Aa C€ Ha CBAKOM HCHYJITOM NOAUHTCPBATYy BCKTOpaA
YBOpPOBa CBaka 0j1 PyHKIM]a U3 00e (haMUITje MOXKE MPEICTABUTH Y HOPMH

C0

B(U) — [umax(pppz) umax(pl,pg) -1 ... UO] Cl , (216)

Cmax( P P2)

ra CTOra Ha HEHYJITHM NOJMHTEpBAIMMa BEKTOpa uyBOpoBa damuiuje 1 moxkemo
noctaBuTH ciefchu nuHeapHM cucrteM (MpHUKa3aH je caMoO JIeO CHUCTEMa Ha jeIHOM

HEHYJITOM MOJJMHTEPBAITY)

Co o o o 8
0 1 p;
G G ¢ 0 a Ch
0 1 p. 2.17
CmaX(plvpz) CmaX(pl,pz) Cmgxm,pz) a,, - Brnax(ppy) | ( )
d? d: d B aq
dlO dll d,” B a
0 . . . : :
0 1 p;
i, pr) Ao p) Ao ) 'B.pz max(py )
O 0 p p . . .
TAC CY  Co,Craxppy)r o s Dmax(p,p,) KOCOHLHMjEHTH KOjU JeduHHMIY QyHKIMjE H3

bamunuje 2, 8y, Aoy, p,) CY KOCOULMjEHTH KOJU Aeduuniy QpyHKumje n3 pammmje 1,
JOK Cy Qo,Q, [, B, xoebuumjentn koju nosesyjy dyHkuuje u3 ase damuimje.
Cnyuyaj npukasan jennaunaoM (2.17)oaroBapa ciydajy Kajaa je OpUTHHAIHA HHTEPBA
NOJE/beH Ha [Ba MOAMHTEpBaja Ma cTora HMMamMo JBa Oyioka Koe(uIujeHara.
[Mpumernmo na ce ca gecHe crpane (2.17)noHaBsbajy UCTH KOS(HUIM]CHTH.

VY ommtem ciydajy, KoepHuIMjeHTH KOju TMOBe3yjy (YHKIHMje HUCY HE3aBHUCHE
MPOMEHJbUBE, Beh cy 3a cBaky QyHKUH]Y U3 damuirje 1 jeTuHCTBEHH, A j€ CUCTEM
noTpeOHO MOIU(PHUKOBATH J1a YKJbYYH M MAaTPHUILy TOBE3aHOCTH, Tj. JIa TJ1acu

[K.Jcla] = [k, (2.18)
rae cy

[Kz] - MaTpuIia kKoedunujeHaTa koju Aeununry GpyHkiuje uz pamuinmje 2,
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[Kl] - MaTpuIia koedunujeHara koju aebunumy GyHkiuje uz pamunuje 1,
[C] - MaTpuIla NOBE3aHOCTU U
[a] - Koe(ULMjeHTH KOoju cBaky (yHKUHU]y u3 (amunuje 1 moBe3yjy jeAUHCTBEHO Yy
JUHEapHY Be3y ca HEKOJIMKO (yHKIH]ja U3 damummje 2.

[IpumeTuMo 1a OBaj alropuTaM MMa HEKOJHMKO INpenHocTd. Hajmpe, y ciyyajy
Jla He TIOCTOjU TauHa JIMHeapHa Be3a u3Mmel)y ¢amuinja criajaosa, Oyayhu na je cucrem
(2.18) mpeompehen, Tama he Outm mnpoHaleHa nMHeEapHa Be3a ca HajMambUM
CpeIEKBAIPATHUM OJICTYIIalkbeM. AKO TIOCTOjH JIMHEapHa Be3a, Tj. aKO C€ paad o
XHjepapXMjCKUM MpocTopuMa, Taaa he Outm mnponaheHa TayHa JMHEApHaA Be3a.
Henocrarak oBor wmeroma je Taj Ja 3axTeBa CIELUjalM30BaHE alroOpUTME 3a
cuMOoMuHU TipopauyH b-cruiajHoBa, Tj. HE MOTY C€ KOPUCTHUTH CTaHAApJIHE METOJE
yoOuuajeHe y coTBepcKUM makeTuma, Kao mrto je [45]. JlomatHo, edukacHOCT
aIropuT™Ma 3a yoOHuajeHe CiIydajeBe jeIHOCTPYKOT J0/aBara 4YBOpa M MOIU3ambha
CTENCHa 3a jeJaH HHUje ONTHMalHa M Tocroje edukacHuje uMIuleMeHTauuje [42].
Mehyrtum, 3a noKase JiMHeapHE HE3aBUCHOCTH, MTOKa3UBamhe HE3aBUCHOCTH MPOCTOPA U
Cl1. 3a moTpebe MEeTo/Je KOHAUYHUX €JIEMEHATa MOHEKAaJl je ONpaBIaHWje KOPUCTUTH CE

alaTuMa 3a CUMOOJIMYKe mpopadyse [51].
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3 I'eomeTpujcko MoaejoBame Y  MeTOAH

KOHAYHHX €JICMeHaTa BULICT peaa

Y oBoM opebKy hemMo pa3sMOTpUTH OCHOBE U HEKE CHEIU(PUIHOCTH
TEOMETPUJCKOT MojenoBama nomohy b-crmaju dynkumja. Pasmorpuhemo HeKoIMKO
KOHKpPETHUX TpuMepa, a Takohe hemo ommcat u anropurmMe 3a ayTOMAaTCKO
napaMmeTpu3oBame b-criajH XekcaeqapcKkux eleMeHaTa Kao W allfOpUTaM 3a MpopavdyH
MHBEP3HOT T€OMETPHjCKOT MpECINKaBamba KOjU MOKe OUTH O KOPUCTH y HAKHAIHO]
o6pamu pesynrata MKE npopauyna. Takohe hemo ce ocBpHyTH 1 Ha HEke yoOu4ajeHe

METO/I€ TEOMETPH]CKOT MOJIEIIOBakha Y MHKEHEPCKO] MPAKCH.

31 Bb-cnuiajH xekcaenapcku eJieMeHTH

Onuc xekcaenapcKuX ejieMeHaTra Koju heMo OBJie M3JIOKHUTH Yy HajBeho] mMepu
npatu [9, 10]. Kopucrehu Bb-cmmaju ¢yakiuje, nedpuHHCaHe Ha HAYUH Kao y
NPETXO/HO] TJIaBH, Je(hUHUIIEMO JIe0 10 Ie0 miagak xekcaemap I : (U,V,w) - (X, V,2),
IJie ce Tayka rmapamerapckor jgomena (U,V,W) Hajla3d yHyTap T3B. OCHOBHOT JIOMEHA
[—1,+1]><[—1,+1]><[—1,+1]. Omncer on —1 mo +1 je y3er 0e3 ymamema OMINTOCTH, U
3apan yckimaheHocTn ca ¢yHKIMjamMa 3a pa3Boj mosba (OWII0 Ja Cy Yy NHTamy
XHjepapXHjCcKu MOTMHOMH Wik b-criaju ¢pynkumje). On npeciaukaBama I ce Hajuenthe
3axTeBa Ja OyJe WHTEPIOJIATOPHO Yy HEKOM oJpeheHOM CKyly Tadaka y TJIOOAITHOM

JlexapToBOM KOOpAMHATHOM cucTeMy. KoHKpeTaH n3pa3 3a mpeciukaBame I je aar ca
ny,Ny.Ny

r(uvw)= > By, (U)Bj, (V)By, (WIC (3.1)

i,jk=0
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rie cy B B B

m, CIUTAJHOBU KOjH oOXAroBapajy U,V W W TmapaMeTapCKuM

im, » Sk,

npasiuMa U G, Cy BEKTOPH MOJIOKaja KOHTPOJHUX Tayaka. [Ipumernmo na Oynyhu
Jla y ONINTEM ciyd4ajy CIUIajH (YHKIMje HUCY MHTEpIOJaTOpHE, XeKcaenap 3ajar ca
(3.1) me cagpxku y cebu cBe KOHTpoiHe Tadke (OBa OCOOMHA je yOu/bHMBHja Ha
MOBPIIIMHYU €JIEMEHTa TJIe MBHIIE Koje Cy b-ciuiajH kpuBe He Tpoiia3e Kpo3 KOHTPOIIHE
Tauyke W CTpaHe Koje cy b-crajH moBpim He mposia3e Kpo3 MpPEkKY KOHTPOIHUX
Tadyaka). BekTopu moyokaja KOHTPOJIHHUX Tayaka MOTY ce MpoHahu perraBamemM

cneneher cucrema IMHEApHUX aNre0apCKUX jeTHAUYNHA:
= 2 WBi,m (UO)Bj,m (VO)Bkm (Woki,j,k ’
2= 3B (1)8, 0 B (Wi

i, jk=0 (3.2)

Ne = z WBi,m (UK )Bj,m (VK )Bkm (WK bi,j,k

rae cy fy,fy,...,[x BEKTOpH MOJNOXaja HHTEPIOJAIMOHMX Tavyaka (meduHucanm y
rmobamHoM J[ekapTOBOM KOOPIMHATHOM CHCTEMY) | (uO,VO,WO), (ul,vl,wl),
(uK VK ,WK) napameTapcKe KOOpPIMHATE WHTEPIIONAIMOHUX Tadaka. Y cuctemy (3.2)
nocroju ykynuo (n,+1)(n, +1)(n, +1) Hemo3HaTHX U UCTO TOJMKO MHTEPIOIAHOHUX
tayaka 1j. K =(n, +1)(n, +1)(n, +1)—1. V300p MHTEpHOIALNOHHUX Tayaka, BEKTOpa

YBOpOBa U pena kopumheHux b-criiajHoBa 3aBUCH 0] KOHKPETHOT T€OMETPH]CKOT Tela

KOje pazmarpamo 1 Ouhe miIycTpoBaHO Ha HEKOJIMKO MpUMepa.

PazmoTpumMo kao TpBU TpUMEp pE30HAHTHY IIYIUBMHY OOJIMKa KBajapa
UCITYECHY Ba3AyXoM, YHjH C€ 3UJ0BU MOTY allpOKCHMHUPATH CaBPIICHUM IPOBOIHHKOM.
3a morpebe TeOMETPHjCKOT MOICIOBamka, MaTepujadd Koju (UTYPHUINY Y TOCTaBIH
npobiemMa HHCY O] MHTEpeca, adu heMo oBe MpHUMepe pa3MaTpaTH U y MOrJaBJby ca
HYMEpUYKUM pe3yiTaTuma, rae he OuTu BakHa yKymHa nocrtaBka. OBa HIyIUbMHA je
nprKazaHa Ha caunm 3-1(a),rae je MozenoBaHa Kao jeJjaH KOHAYHU eileMeHT. DyHKIHje
Koje cy KopuirheHe 3a Te€OMETPHjCKO MOJEIOBame MpHKazaHe cy Ha ciauiu 3-1(0) u

UCTE Cy y CBa TPH IpaBiia 300T MpUpPOIe TEOMETPH]eE.
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Cinka 3-1.Pe3onaHTHa mIyIubHHA 00JIMKa KBaapa: (&) Momen ca quMensnjama y [mm] u (6) mopoauma b-
comajuosa, ca M, =M, =m, = 2 W cTaHIapIHUM BEKTOPOM YBOPOBA ku = kV = kw = [—1,1]
KopuinheHUM y MoAeIy.

Kao gpyrm mpumep pasmorpumo chepuyHy pE30HAHTHY IIYIUBUHY,
nosrynpednrka 1 Cm,koja je Takohe MojieoBaHa jeTHUM KOHAYHUM €JIEMEHTOM BHIIIET
pena. 300r cuMeTpuje reomMeTpHje mpodiema, 3a moTpede reOMETPUjCKOT MOJIEIOBamha
KOPHCTUMO CILUIajHOBE MCTOT pelia ca HCTUM BEKTOPOM YBOPOBA y CBUM IpaBIUMA Tj.,
m,=m,=m, =5 u k, =k, =k,=[-1,1]. OBakBa mocraBka 3axteBa 5x5x5=125
MHTEPIOIALMOHMX Tayaka, Koje ce J00Hjajy Tako IITO MPUMEHUMO aHAJUTUYKH 331aTO
MpPEeCIUKaBamke Tadyaka 3a/1aTUX Ha YHHU(DOPMHO] MPEXH y MapaMeTapcKoOM IMPOCTOPY.

AHaJIUTHYKO MPECINKABALE j€ 1aTO U3PA30M

X = RyuvV1-v?/2 - w?/2 +v2w2/3,
y = RW1-U%/2 - w22 + u*w?/3, (3.3)
2= RWy/1-u?/2 - Vv2/2 + udv?/3,

[IpumetrnMo na cy moryhe pa3zHe MeToje mapameTpusoBama cepe, 6miio aa ce
paay o TauHOM HJIM alPOKCHMAaTUBHOM MOJIETIOBamky cepHe moBpiu. TakBu mpumepu
CC MOTY HahI/I KO MOZACJIOBAaha ACJIa KPYXKHOTI JIYKAa U KOJ TAYHOI' MOJICJIOBAka IMYTEM
palMoOHATHUX IOJIMHOMHUjATHUX (GyHKIWja (HOp. pannoHadHe beswjeoBe KpuBe
HeyHupopMHHM parroHanau b-crmajuosu ckpaheno HYPBC) [52, 53].Mehytum, 3apan
jemHocTaBHOCTH W Behe e(hMKACHOCTH MpopadyHa, MU CMO CE€ OJTYYHIIM CTPOTO 3a JE0

1O JIe0 TIOJIMHOMCKO T'€OMETPH]CKO MOJIENIOBamkE KOje, Kako heMo BHIIETH Y HapeIHUM
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HorjaBjbuMa, 00Jb€ OYyBaBa MOJMHOMCKY CTPYKTYPY IOJMHTErpAHUX H3pa3a 3a

nonymasakbe MKE marpune (y nenoctu usyseB Jakooujana), 1 crora omoryhasa Beoma

edukacHo pauyHame uHTerpaiga y MKE.
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Cmuka 3-2. Chepuuna myrmbuHa mnonmynpedrnka 1 cm: (a) mogen wymbuHe u (0) mopoxauna b-
crnajuoBa, ca M, =M, =M, =5 u cranmapannm Bextopom wusoposa K, =K, =K, =[-1,1]
KopHumIheHNM y MOJIey.

Kao tpehu mpumep, pasMOTpUMO MeTaIHy HIYIJBHHY ca rpebeHoM (enri. ridge
cavity), npukaszany Ha ciaunu 3-3(a). lllymbrHa je MoaemoBaHa KOpUITNEHEM jeTHOT
XEKCaeAapCKOT KOHAYHOT eJleMEHTa. 3a TEeOMETPHUJCKO MOJCIOBAkE KOPHUCTHMO
CIUTaJHOBE HCTOT pela y CBHM IapaMEeTapCKUM IMpaBIUMa, add 3a pasluKy O
NpeTXOJHa JBa MpHUMEPa, KOPUCTHMO Jpyradje BEKTOpEe YBOPOBA, Tj. HMaMoO
m,=m,=m, =2, a Bekropu uBopoBa cy Kk, =[-1,-1/3,1/3,1] u k, =k,=[-1,1].
Ilena cTpykTypa ce cTora MOXe MOJeIoBaTH Ta4dHO (y CMHUCIy TeoMeTpuje) y3
kopuitheme cBera 4xX2x 2=16 cruraju ¢yHknuja (KOHTPOJHUX Tadaka). JemaH W-
npeceKk Mojelia MYyMJbUHE je ToKa3aH Ha ciauim 3-3(8), ca KOoje MOKEMO jaCHO BHIETH
Ja U-KOOpJMHATHE JIMHHUje (MpHUKa3aHe MyHOM JIMHH]jOM) HUCY MpaBe, jep mpare IpaBe
yr0Be MIyIJbKUHE ca TpedeHoM. [1omTo je anmpokcuMupame MoJba OCETIHUBO YK OBHX
yTJI0Ba, MOpaMO OMTH NaXKJbUBH Y 0J1a0upy (DYHKIM]a KOje allpOKCUMHUPA]y MOJbe TyX U

napaMeTapcKor IMpaBlia Kako OMCMO MOCTHUTIIN BUCOKY TauHOCT.

45



(@ ¢)

1.0 ’_ B0,2 [N Bl,2] "‘0

D T 1 0.8

4’ .. ", ".’u: '... ... .. 1 0.6’ “‘¢0
=347 b : .1 "t 4
€ * o E *e * ‘o"
ﬁzi ot . . | 0.4 “c‘

1 . - : "0 1 Q“‘

0“ : ‘.o 027 “‘
of |
5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 (o | | |
X[mm] =~1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
(8) V)

Cimka 3-3. lllyrubnnaa ca tpeberom (enri. ridge): (a) aumensuja mozena y [mm] u (6) mopomuia b-

ciuiajuoBa, kopumhena y U-mapaMetapckoM mpasuy ca IT), =2 u CTaniapiHUM BEKTOPOM 4BOPOBA

11

k, = [—1,—§ ,g ,+1], (8) U - V KoopmHaTHE THHEje Y jenHOM W-TIpeceKy H () mopomuma b-crmajHosa,
xopuwhena y V u W-napamerapckoM mpasiy ca M, =M, =2 u cTaniapiHuM BEKTOPOM HBOPOBA
k,=[-1+1].

3.2 AJaropuraMm 3a ayToMaTcko napamerpu3oBame b-crmiaju

XEKCacAapCKuX €jeMeHarTa

b-crimajH  Xekcaemapcku €IEMEHTH BHINET peaa 3axTeBajy oAroBapajyhy
JTUCKpETHU3aIM]y TOoJa3He TeOMeTpHje Ja OW MoIyia Ja C€ TOCTUTHE ONTHMAaJHA

epukacHocT anroputMma. Behuna (ako He W CBM) JOCTYIHH XEKCaeJapCKU MeEIIeph
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JTUCKPETU3yjy TreoMeTpujy mpoOinemMa Kopuctehu TpunmHeapHe Xekcaenpe, V3
eBeHTyaJIHy MoTyhHOCT KopuiThemwa eleMeHara Japyror peaa. Bugenn cMo Ha npumepy
cthepe n1a je TOHEKa ] MOTOJHO KOPUCTUTH U €JIEMEHTE jOIIl BUIIIET T€OMETPH]CKOT pejia.
HonatHo, Oyayhu na cy pa3marpaHu €JIeMEHTH 3alpPeMHHCKH, a O Ce MOrao PemuTH
cucreM (3.2), moTpeOHO je 3aJaTH MHTEPIOIAMOHE TauKe M YHYTap CaMOl' €JIeMEHTa.
HapaBHo, y HEKMM jeJHOCTAaBHUM CIIy4ajeBUMa, Kao IITO je ciyd4a)] TPHIMHEAPHHUX
eJleMeHaTa, YBOPOBH Cy YIPaBO TeMEHa XeKcaelapa, Ila HHUTH je MOTpeOHO HMaTH
J0JIaTHE YBOPOBE y YHYTPAIIOCTH, HUTH je MOTpeOHO pemaBatu cucteM (3.2),jep cy
cruajH (yHKIMje MpBOr pena uHTeprojatopHe. Beh kon enemenara apyror pena
uMamMo 27 4BOpOBa O] KOJUX je jelaH yHyTap Xekcaenpa. JloKk 3a MHTepIioyalioHe
YBOPOBE KOJH CE€ HaJla3e Ha MOBPIIU MOCTOJH OTPaHUYCH-C JIa MOpajy OUTH Ha MOBPIIIH,
3a yHyTpalllke YBOPOBE IMOCTOjU oapeheHu cremeH cio0oae Tj. MPOU3BOJHHOCT Yy
onpehuBamy MHUXOBE TO3MIHMjEe Yy TMapamMeTapckoM MU Yy TiobamHo JlekapToBOM
KOOPJMHATHOM CHUCTEMYy. YOYHMO CTora Jia W 3a (hukcupane uBopoBe y JlekapToBOM
KOOPJIMHATHOM CHCTEMY M J1aJb€ TIOCTOJU BEIMKU Opoj Moryhux koMOWHaIMja lUXOBUX
KOOpJMHATA Y JIOKAJTHOM KOOPIWHATHOM CHCTEMY. ANroputaM Koju hemo nmpeacTaBuTi
uMa 3a IUJb J]a OJlaKIa Je(pUHUCAKE YHYTPAIIBUX YBOPOBA, U TUME OJIaKIIa MPUMEHY

MKE Bumer pena.

[Ipeunsnuja Gpopmynamuja npobdiema koju hemo pemasatu je cneneha. Heka je
XEKCaelapCKh €JIEMEHT BHWIIET peaa 3afaT TNPEeKo CBOjuX 6 cTpaHa, Koje ce y
HAJONIITHjEM CITy4ajy MOTY OINHCaTH Kao J1eJoBU 3/ moBpiu orpaHudeHu ca 4 uBHUIIE.
[MotpebHo je nedunucatn npecnukaamwe (3.1), umajyhu y BuIy Za je TeOMETPHjCKU
ONHUC eJIeMEeHTa 3a/JaT jJeAMHO TIPEKO CTpaHa Koje Tra orpaHuyanajy. JlocTymHH
XeKcaeaapcKu Memepu kao mto je [54] mory ma perne mpobiaeM dMje je reoMeTpuja
3aj1aTa Ha OBAj HAYMH, ali CE PellIeHhe 3acHUBA Ha h-mpodumbuBamy, MITO KEIUMO J1a
U30eTHEMO jep y TOM clly4yajy METOJe BMIIET pela He /1ajy ONTUMAallHE pe3ysTare.
JlogatHo, 3a MpoydaBame ONTUMAIHUX IMPECIUKaBamba MOKEJbHO je MMAaTH IITO BHILE

KOHTPOJIC HaJl TEOMETPH]JCKOM (hopMyIIaiimjom.

Pememe koje hemo mpemiokuTu 3acHUBA ce Ha ciiefieho] PU3NYKO] aHaJIOTH]H.
Heka je mpexxa Tadaka 3amara y JlekapToBOM KOOpIMHATHOM cucteMy (Heka ce
UMHUIMjATHE TO3MIMje Tayaka Mo OpojHO] BPEIHOCTH Hala3e y MHTepBaily oa —1 1o

+1) u Heka cy moBe3aHe (UKTHBHUM €JaCTHYHMM oOmpyrama. AKO Tadke Ha 0001y
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MpeXe IMOCTaBUMO Ha CTPAHUIE XEKCAeAapCKOI eIEMEHTa BUIIET pefa, Tauke Koje Cy
Ouie y yHyTpammocTu Mpexe he ce 300r [1ejcTBa €IacTUYHUX CHJIA PACHOPEIUTH I10
YHYTPAIIFOCTH €lIeMeHTa. AKO cajla pelIMMO OBaj KJIACHYHO MEXaHWYKH IMpoOIIeM
cucrteMa JaepOopMHUCAHMX €JIaCTUYHUX OmNpyra, Kao pememe hemMo JO0UTH IMOJI0Kaj
Tayaka y YHYTPalllbOCTH €JeMEHTa, Tj. muxoBe JlekapToBe KoopauHare. AKO cy
napamMeTapcke KOOpAMHATE 3ajaTe IMOJa3HOM MpEeXOoM Tadaka, uMaheMo JOBOJHHO
nojaraka 3a mocraBky cucrema (3.2). [IpoGimem koju cMo mpeOpMyNIHCaId y BHIY
(U3NYKOT aHAIOTOHA MOXKEMO Yy alpOKCMMATHBHOM CMUCIY PEIIUTH Ha clieaehu
HaunH. Hamme, Heka je CBakOM 4YBOpY INOYETHE Mpexe NpUApPYKEHa HIU (UKCHA
no3uiyja (Ha jenHoj ox 6 cTpaHa eJeMeHTa BHIIET Pea) WM HENO3HATH MMOMepaj KOju
KemuMmo Ja mpoHahemo. Ako 3a cBaky jaedopmucaHy ompyry i JAeGHHHIIEMO HEHY

eHeprujy aedopmaruje Kao
_ 1( V2 +k(v. = V)2 +k (z — 2)
Ei - 2 k| (Xl Xz) + i(yl yz) + |(21 Zz) ) (3-4)

rae ¢y X, X%, Y, Y., 2,2, - IOMEpaju KpajeBa i-Te ONpyre y OJHOCY Ha WHHIMjATHY
no3unujy (Mo3HATH WM HEMO3HATH), U K - KoepuIMjeHT ucTe3ama (GUKTUBHE OMPyre
(koju MOXe OUTH pa3IMYHT 3a CBAKY ONMPYTY Yy CHCTEMY), MOKEMO Ie(UHHCATH YKYITHY
eHeprujy nedopmanuje Kao
E, = z E . (3.5)
i

Hemosnare momepaje Hajga3uMO U3 YCJlIOBa MHHUMU3AIMjE CHEPrHUje

nedopmarje, Tj. U3 CUCTEMA

%:O'

0%

JE,

—+=0, 3.6
oy (3.6)
%:0

oz,

y3 HAallOMEHY JIa Y CUCTEM YJjla3e caMO HETO3HaTH MOMEpPajH, MOIITO j€ JeIUHO 10 ’hUMa
Moryhe nudepenuupame. [Ipumernmo na u3pas 3a eneprujy (3.4)He onrorapa XyKoBoj
anpoKcUMaluju (pu3nyke onpyre Koj Koje je eHepruja aeopmaryje nponopiroHaiHa

KBaJpaTy HCTe3ama Ompyre, Beh je ampokcumaruja Koja HaM omoryhaBa ja cucTeM
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(3.6) 6yne nuneapan. Y3 oBakBe ampokcumaruje cucrteM (3.6) je moryhe mocraButh
TUPEKTHO, jep C€ 3a CBaKM YBOp IMOYETHE MpPEXKE CUCTEM CBEJE Ha jeIHAYNHY
paBHOTEXE CHJIa MCTe3ama (UKTUBHUX ONpyra. AKO je MmodeTHa Mpeka CTaHIapAHa
CTPYKTYHpaHa TPOAMMEH3MOHA MpeXa, OHJAa HEKH YBOp y YHYTPAIIkOCTH UMa 6
CYCEJIHHX YBOPOBA Ca KOjHMa je MoBe3aH onpyrama, rna oaroapajyhu neo cucrema (3.6)

rjacu

KX = Xy i) KOG = Xgapy ) +
KX = Xi o) K = Xijani) + (3.7)

KX = X geeny) + KOG = X 6e0ny) = 6,

U CIIMYHO 32 mpeocTaiie 2 koopauHare. [IpumeTnmMo /a je, Kajga ce Hermo3HaTe TPYIHITy
Ha JIEeBy CTpaHy, a KOHCTaHTE Ha JIeCHY, U (opmmpa ce CUCTeM jeqHAuYMHA, MATPHUIA
CHUCTeMa HCTa 3a CBE KOOpAHMHATE, IOK C€ JeIWHO pPAa3JIMKyje NecCHa CTpaHa. AKO je
Koe(HIMjeHT uCcTe3ama MUCTH 3a CBE ONPYre, OHJA HEroBa BPEIHOCT HHUJjE HM BaXKHA,
IITO C¢ JIaKo MOe yBHAeTH Ha ocHOBY (3.7). IlpumkazahemMo HEKOIHKO MpHMepa
3aCHOBAaHMX Ha LIYIUBMHHU ca IpeOEHOM Koja je mpHKa3aHa Ha ciauuu 3-3(a), rae je

napameTpu3aiyja Jo01jeHa Ha MPEeTX0HO ONMUCAHN HauuH.

Nako ce reoMmerpuja TOBPIIM INYIJBUHE TIOTIIYHO Ta4dHO  OIHCYjE
napameTpH3alijoM IMoMONhy JMHeapHUX CIUIajHOBa Koja 3axTeBa cBera 16 dyHKumja y
pa3Bojy, aKo Yy TEOMETPHUjCKA OIKC YHECEMO U JI0JlaTHE 3aXTe€Be Yy BUAY
MHTEPIOJIALMOHAX Tayaka Koje Cce Haja3e y YHYTPalllbOCTH, TaJa MOXKEMO J0OWUTH
MPaKTUYHO HEOrpaHWueH Opoj HOBHX mMapaMeTpu3aija. AJTOpuTaM KOjU CMO
NpEJCTaBWIM Y OBOM TIOTVIaBJby IMIPEICTaB/ha CaMO jemaH oJf MOryhmx HauuHa
MpecIruKaBama MapaMeTapcKor AOMEHa y KOHAYHH €JIEeMEHT BHIIET pena, TAe je Mpu
TOME HAauyuH IpecihKaBamba 3a7aT NPEeKO (HU3UYKOr AaHAJIOTOHA y BUAY (PUKTHBHHUX
orpyra u3Mel)y cycemgHHX YBOpOBa MapaMeTapcke Mpexke. Moxke ce O4YeKHBAaTH M Ja
HEKe 0J1 THX MapaMeTpu3aiuja 1ajy 00Jbe pe3ysTare y Morjieay anpoKCUMHUpama 1moJsba,

yrme heMo ce 6aBUTH y HApEIHUM IOTIIaB/HHMA.

Axko moBehamo pen ¢yHKIMja y U-KOOPAMHATHOM TIPABIlY, MOXEMO OYECKHUBATH
Jla YHYTpalllke JIMHUje 3aBHCHO OJI Pacropela WHTEPIIOIAIMOHUX Tadaka He BpIIe
omTap mnpena3 Ha homkoBuma miymsbkHe. Ciuka 3-3(B) mnpukasyje jemaH W-

KOOpJMHATHU Tpecek M KopuiiheHe (yHKIUje Koje OAroBapajy U-KOOPIMHATHOM
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npaBiy (cimka 3-3(0)) mpu mpecnukaBamby Koje KOPHCTH caMO CIOJbHUX 16 TemeHa
myrmbuHe. Cinuka 3-4() npukasyje jenqan W-KOOpPAMHATHH TPECEK Kasa je W3BPIICHO
HEXHjepapXHjCKO TOAM3ame cTerneHa (YHKIMja Koje OAroBapajy U-KOOpIWHATHOM
MpaBily TAe Cy JIOJaTHE HMHTEPIIONATOPHE Tauke J0OMjeHe KOPHUIINCHmEM aaropuTMa
KOjH je IpPEeICTaB/beH Y OBOM IOriaBsby. [IpobiieM ca OBaKBUM NPECTUKABABEM j€ Taj
Jla Mako cajga HoBa (paMuinja (QyHKIMja ©Ma BHIIE WIAHOBA, OHU MMajy BHILU CTEIECH
KOHTUHYaQJHOCTH T€ HE MOTY Ta4yHO Jia NpEJCTaBe IpaBe YIJOBE KOjU MOCTOje Ha
CIIOJPHUM HBHIIAMa IIYIJbMHE. AMNpOKCHMaIMja ToJha Koja OM KOPUCTHIIA OBaKBe

¢ynkuuje Ou nMana nmoBehany KOHTHHYaJIHOCT, ajld OM caM T'€OMETPHjCKH OmHuc Ono

HCTa4YaH.

(I B3’4
5 = B414
BSA
4
—3 ",
S y E
£>
N . -
1 P
L)
i
0 %
1
-
. 4 L
o, o’ p %, ¥
e ®e, LITITINC)

00 05 1.0
(6)

Cimka 3-4. @) U - V KoOopauHaTHE JHHHje y jenHoM W-tipeceky. (6) [Topomuia b-crmajHoBa, kopurhena

y U-lapameTtapckoM mpasuty ca 1], =4 u craHgapAHUM BEKTOPOM YBOPOBA.
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Cnuxka 3-5. @) U - vV koopauHaTHe JuHHje y jeaHoM W-nipeceky. (6) [Toponuua B-crajHoBa, kopuinheHa
y U-napamerapckoM npasiy ca M, =3 u Bekropom usoposa K, = [-1,-1-1,-

1111

) _l_l_,]'ll .
3 333 :
Cnuka 3-5(@) mpukasyje KOOpAMHATHE JIMHHjE KajJa j€ HW3BPIICHO XHUjepapXHjCKO

npopUBUBaKkE MOIU3AKBEM CTEIICHA 32 je/laH CBUX (haMiija KOpUIINEHUX y TOYETHOM
MOJIEITy ca clIuke 3-3.

3.3

JonatHe nepuHuumje HeonxoaHe 3a popmyaanujy MKE

[TocmaTpaHo Ha HMBOY j€THOT KOHAYHOT €JIEMEHTa, KOMIUIETaH TE€OMETPH]CKH OITUC €

nat uspasoMm (3.1). basucue dyHKIHMje 3a pa3Boj moJka, Koje heMo JeTa/bHO OMUCATH Y

HapeIHNM TMOTJIaBJbMMa, ociamajy ce Ha (3.1) 3a nedunucame “BekTOpcKor” nena

6azucue Qynkmmje [10]. domaTHe BEKTOpCKe (YHKIMje KOjeé KOPUCTHMO, a KOje Cy
3acHOBaHe Ha mapametpu3sanuju (3.1),1are cy ca

B : 3.8
= ou km,, (Wx:l IS ( )
or g 0By, (W)
a, a_ - z Blmu (U)Bjm, (V)
W i,j,k=0
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¥ Ha3MBajy C€ YHUTApHU BEKTOPH. PEeIMIIPOYHM yHUTAPHU BEKTOPH Cy AAaTH ca

; X ; xa, _, _a,x
au:av_ av=aW— a, Tav, (3.9)

J J J
rze je Jakooujan Tpanchopmanuje (3.1) 1aT MEIIOBUTHM BEKTOPCKHUM MPOHU3BOI0M
J=(a,xa,)@,. (3.10)

butHO je HamoMeHyTH 1a, OCUM Yy CIEIHjaHUM CIIy4ajeBUMa, YHUTApHH U
PELMIPOYHH YHUTAPHH BEKTOPH HUCY jeqMHHYHH BekTopd. OHHM HE MOpajy Ourth
KOHCTaHTHM YaK M aKo je OOJHMK eJleMEHTa BpJIO TIpaBWiaH, HOpP. OOJNHMKa KBajapa,

YKOJIMKO jeJHaKa MapaMeTapcka pacTojara HE OJAroBapajy jelHAaKUM pacTojalbuma y

JlekapToBOM KOOP/IMHATHOM CHCTeMy. PenunpounocT ce ornena y ocodunu @, (@) =9,

rae i, | D{u,v, W}, rae je 5“ Kponekepos cum0bo011.

34  Ajaropuram 3a NpPOpPaYyH HHBEP3HOI TIeOMETPHjCKOT

Ipec/iMKaBama

[pecnukaBame nato jennaunHoM (3.1) npecnukaBa mapamMeTapcKu JOMEH Yy TI00aTHU
JlexapToB koopauHaTHU cucteM. Hekan je, mel)yrum, motpe6HO yTBpAUTH OOPHYTO, Tj.
3a 3ajary Tadyky y rio0amHoM JleKkapTOBOM KOOPIMHATHOM CHUCTeMy Hahu HbeHe
napameTapcke koopauHare. To je HajmoronHuje (a y onmreM ciy4dajy jeanHo u Moryhe)
ypaauTH Ha alpOKCHMATHUBAH HAuWH. JelaH oJ] HAauMHA Ha KOjU C€ TO MOKE€ KOHKPETHO
yauHHUTH je crnenehu. [Ipunmkom dopmupama mojene yiazHe TeoMeTprje Ha CIIEMEHTE
Buier pena, Gopmupa ce u kd-dpso, cTpykTypa mopataka morojaHa 3a MPOHAIAKEHE
HajOnmmker cycema 3a 3agar ckyn Ttadaka [55, 56]. OBa crpykTypa ce momyHH
WHTEPIIONAMOHNM TauKaMa eJIeMEHaTa, 3a KOje HapaBHO 3HaMO 00a THITa KOOpAHHATA.
[Tomro mocroje anropuTMu 3a e(hUKACHO HaJaXeme Hajommker cycema yHyrap Kd-
Opeema, Ha OBa] HAUMH (pOpMHUpaHA CTPYKTypa IoJaTaka HaM MOXKE MOCITYXUTH Ja 3a
IPOM3BOJbHY Tayky ry00agHOr JIekapToBOI KOOPAMHATHOT CHCTEMa MOXKEMO
JeTHOCTAaBHO YTBPAWTH Yy KOM, WiH OIU3y KOT, eJeMeHTa ce Hana3u. Hajommka
WHTEPIIOJIaTOpHA TadkKa eJIEMEHTAa HaM CIy)KH 32 WHUIHMjaTHy MPOIEHY JIOKalTHEe
koopauHare. [lotoM wuTepatuBHO TPOPHUELYjEMO OBY HHHIMJAIHY TMPOIEHY YHYTap

onrosapajyher enemenTa Ha cienehu HaYWH:
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A (v w) = (% viz)-ruv,w) =
or(u v w),,  Orluvw),,
ou ov ow

or (u ’Vi’Wi)AW (3.11)

Au, +

ma momto je Ar, =a Au, +a Av, +a,Aw n aa; =9, e, | 0{u,v,w} mmamo
(B, Av, Aw ) = (B, @), Ar, @, A @), (3.12)
(U Von W) = (U v W)+ (B, v, Awg ), (3.13)

re je (ui WV, ,Wi) - IPOIICHA JIOKAJIHE KOOpAMHATE Yy i-TOj UTEpauuju, (Aui ,Av, ,Avvi) -

KOPEKIIUja JIOKaJHE KOOpJHHATE Y I-TOj uTepanuju, a,,a,,a,, - YHUTapHU BEKTOPH,
a,,a,,8,, - PeIUIpPOYHH YHHTAPHU BEKTOpH U O; - KpoHekepos cumbor.

Bpiio Benuka TagyHOCT ce Moxe nmocTrhu Beh HAKOH cBera HEKOJIMKO UTepalyja,
aiy oBaj Opoj 3aBHCU W OJ1 MHUIIM]jAJTHE TIPOIICHE JIOKAIHE KOOPAWHATE, YMjU KBAIUTET
HApaBHO 3aBHCH OJ1 Op0ja HHTEPIIOJATOPHUX Tadyaka Koje cMo goaanu y Kd-opso ynasue
reomMeTpuje. Y nmpuMepruMa Koje CMO pa3MaTpaliid y OBOM IOTJIaBJby MAaIIMHCKA TAYHOCT

ce moctrxe Beh HakoH 2-3UHTEpaLyje.

35 OcoOuHe onmmTer TreoMeTPHjCKOr  MOAeJOBaKba U

reoMeTPHjCKOT MO/IeJI0OBaa Y METOAM KOHAYHMX eJieMeHaTa

[Ipakce ommTer TeOMETPHjCKOI MOJEIOBAaka M TEOMETPH]CKOT MOJENIOBAkba
Koje ciayxu kao mpunpema 3a MKE ce ymHorome pasnukyjy. Hajpacnpocrpamenuja
METOJIa OIIITET TeOMETPH]CKOT MOJICJIOBaa 3aCHHBA CE HA TEXHHKAaMa MPEACTaBIbamba
NOBPIIMHCKE TPaHUIIC TEOMETPHjCKUX Tella Koje ce Hajaze y moneny (enri. boundary
representation modelling ca muoorum gocTynmHuM IIatGopMama 3a pas3BHjambe
codrBepa 3a 3J] MomenaoBame, 01 KOjUX Cy HEKe M jaBHO goctymHe [57]. Y oBakBOM
MOJIeNly, EKCIUTMIIMTAH T€OMETPHjCKH OIMC MMajy camMO Tayke, JIMHHUje W TOBPIIH.
HapasHo, nunuje u nospim je moryhe najbe pa3BpcTaTH Ha IpaBe, OJTHOCHO paBHH, b-
CIUIajH KPHBE W MOBpUIM UTH. [IpuMeTHMO Ja ce reOMEeTpPHjCKM OIUC 3aycTaBjba Ha
BpJIO JEIHOCTAaBHUM oOOjekTrMa. KOMIUTMKOBaHW]M TEOMETPHJCKH OOjeKTH ce

IPEeCTaBIbajy YMCTO TOMOJIOIIKH, K20 KOMOMHAIIMja OBHX jeIHOCTaBHUjUX oOjekaTa. Ha
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pUMep 3aIpPEMUHCKO TEJNO je CKYIl MOBE3aHHX CTpaHa, a CBaKa CTpaHa je MOBpII Ha

KO0jOj ce Hajase JHHH]jE KOje I'a OTPaHu4aBajy.

['eoMeTpHjCcKO MOJIEIOBaKE KOje CIIYXKHU Kao mpumnpema 3a yoondajeny MKE je
HeImTo jeaHocTtaBHUje. Hanme, y OBOM citydajy ce reoMeTpHjCcKa IMoJjiora cacToju camo
on Tayaka. CBe ocrajie mHpopMmalMje 0 MOJENY ce 3aajy TOMOJOMKH. Tako cy, Ha
npuMep, UBHUIE CKYNOBHU O] 2 Tayke, €JIeMEHTH Cy, 3aBUCHO OJ] THIIa U JUMEH3Hje,

ckymnoBu o 3 10 8 Tadaka.

I'eomerpujcko mogmenoBatbe y MKE Bumer reomerpujckor pema ce 1o
CJIO’KEHOCTH OIHUca Haia3u u3Mely mpeTxo/Ha JBa omMcaHa TUIA MOZENIoBama. Tako,
Ha TNpHUMEp, XEKCaelapCcKH eJIeMEHT BHILIEr peaa Moxe Outu 3amar ca 6 b-crimaju
MOBPIIH KOje Ta orpaHuvaBajy. [IpumeTuMo 1a HaMm je 3a MPUMEHY METOJIe TIOTpedHa U
3J1 mapamerpuzaija, Koja ce MOXKe J00uTH TIoMohy anropuTMa ayToMmaTcKe
napameTpH3aliije Koju je MPeTxoIHO onucaH. MeTose BUIIET TeOMETPHjCKOT peaia Koje
Cy 3aCTyIJbEHE y HIMPO] MHKEHEPCKO] MPAKCH YIIaBHOM KOPUCTE €JIeMEHTE HajBHILE
npyror peaa. Tako ce 3Ha4ajHO ympolrhaBa TeOMETPH]CKH OIHC, ali CE HapaBHO U I'yoH
Ha BEroBoj (JIEKCHOUITHOCTH, IITO CE€ MOXKE BUICTH Ha Map MpUMepa MoJeloBama b-
CIJIajH €JIEMEHTUMa KOjeé CMO MpHUKa3ajiH, a Koju oMmoryhasajy 3HaTHO (ieKkcuOMIHUje
TE€OMETPHJCKO MOJENIOBame. b-CIIajH eleMeHTH Ccy [0BOJbHO (IEKCHOWIHU [a
NPaKTUYHO MOTY Jla KOPUCTE HM3J1a3e ayTOMAaTCKHX Meliepa OWiIo KOT pena, JeAHHO je

noTpeOHO Ha MPUKIIAAaH HauuH GopmynucaT cucteM (3.2).

JonatHa ananmu3a koja je motpebna nma ce ypanu npu MKE dopmynamuju je
tonosiomka aHanu3a. ¥ MKE ce Tomosomka aHanu3a KOPHUCTH 3a alpOKCUMHPARE
rpaHnuHUX ycnoBa, koju ce y 3/] MKE namehy Ha cBuM noBpumma mozena. Mehytuwm,
Kao mTo heMo BUIETH Yy HapeAHMM IIOIJIaBJbHMA, HAKO j€ TEOPETCKU JIOBOJHHO
HAMETHYTH TpaHMYHE YCIIOBE Ha MOBpIIMHAMA MOJENa, Y MPAKCH je y TOIMOJIOUIKO]
aHaU3u, OCHM 3ajeIHMYKHX CTpaHa, IMOTOJHO IOCMAaTpaTd M 3ajeHUYKE WBHUIE
eJleMeHara. 3aro, ca craHoBUIITa HMILIeMeHTanuje anroputma, MKE crpykType
noJiaTaka Koje KOPUCTUMO 3a MeIl MOJieJia MOpajy UMaTH U MOTOJHE METOJIE 3a YIUTE
KOja JBa €JIEMEHTa JeJie HEKYy CTpaHy, Ka0 U KOJU €JIEMEHTH CY 3ajeTHUYKH HEKO]
onpehenoj uBuim. OBe uHPOpManuje he Outh KopuinheHe y alaropuTMy crajama

esieMeHara Koju he OMTH onrcaH y HapeIHUM IOTJIaBJbUMA.
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(a) (6)

Cmnka 3-6. Mem mobujeH momMolly ayTOMAaTrcKOT XeKcaemapcKor Memiepa: (a) chepudHa IIyribHHA

MoJenoBana momohy 32 enemenra u (6) wymsraa U tuna (ridge) moxenosana nomohy 10 enemenara.

Hamerame rpaHMYHHX YCIIOBAa Y HEKHM CIIy4ajeBHMa 3axXTeBa U MHPOpMAIHjy O
TEOMETPHUjH, @ HE caMO O TOTOJIOTHjH Mojea. TakaB je ciy4aj, Ha pUMep, KOO T3B.
TaJJaCHUX TIOPTOBA, I/I€ jé HEONXOJaH MPOPadyH MOBPIIMHCKAX MHTETpaja Mo IMOBPIIN
nopta [41]. ¥V Te3u Hehemo pa3MaTtpaTH METO/e HaMeTama I'PAaHUYHUX YCJIOBa Koje
YKJbY4yjy NpOpadyH MOBPIIMHCKMX HHTerpaia, Beh hemo BuIle MaXmke IMOCBETUTH
TPaHWYHHUM YCJIOBUMA KOjH C€ MOTY HaMETHYTH CTPUKTHOM TOIIOJIOIIKOM aHAJIU30M,
KOHKPETHO, TPAaHWYHHU YCJIOB Ha CIOjy AMENEKTPUK-ANCIEKTPUK M TPAaHUYHN YCIIOB Ha

CaBpUICHOM CJICKTPUYHOM MMPOBOJIHUKY.
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4  MopaenoBame eJJEKTPUYHOT M0JbA

VY oBom nornaiey hemo natu netasban onuc QyHKIHMja Koje Cy KopuirheHne npu
anpOKCHUMHpamy eJNeKTPUYHOI mojba y pasMaTrpanoj (opmynanumju MKE. OcnoBa
TEOMETPHUJCKOT MOJIeTIOBama je ynorpeda b-crutaja GyHkIMja Ha HAYMH KOJH j€ ONHUCaH
y TPETXOAHUM moriaB/buMa. DyHKIH]e Koje Cy KopuimheHe 3a Pa3Boj €IeKTPUYHOT
10Jba Cy XHjepapXxujcKe MOIMHOMCKe QyHKIHje onucane y [/, 9], u b-cinaju pyHkuuje

onucane y [10].

4.1 AnpokcuMHpame eJICKTPUYHOT 10/ba nomohy

XHjepapXujCKUX MOJIMHOMCKHX QyHKIHja

[IpunrikoM ampoKkCHUMHpama EIeKTPUYHOT I0Jba TOMOhy XHjepapXujCKuX

MOJIMHOMCKHUX (PYHKITH]a, y CBAKOM €JIEMEHTY I10Jb€ C€ pa3BHja Ha clieehy HauuH

N1 Ny Ny Ny Ny Ny, Mgy Npy Npy~1
e
SEDIDWNTATEDIDIDICH LIS T I I I (4.1)
i=0 =0 k=0 i=0 j=0 k=0 i=0 j=0 k=0

VY oBoj gedpunnumju N, N, U Ny ce KOpUCTE 3a Hymepucame (yHKIHUja 3a
pa3Boj noJba (mosbe enri. field, crora f y unmekcy) y jenHoM mpocTOPHOM IpaBily, U
OJIrOBapajy peay NOIUHOMCKE (YHKIHMjEe jenHe INPOMEHJbUBE Y oaronapajyhem
napamMeTapcKoMm mpaBiy. basucHe ¢yHKIHjEe Cy BEKTOpCKE (PYHKIIM]E€ TPH MPOMEHIbHBE

KOj€ Cy Jare ca.
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fe = UPMV)RW) axa,

uijk

je
fo, = P(u)v’P(w)ana”
fo = R(U)P W)W av%, (4.2)
1-v, s=0
v+l s=1

R.(v) .
V' =1 s=2wumnmapHo

V' -V, S= 3uHenapHo,
or® . _or° or°

3= @A) &, A= oAl =

~e

rae je J° JakoOujaH koBapwjaHTHE TpaHcopmamuje, a a., a,, U &, Cy YHHUTapHH
BEKTOPH AY)X TMapaMeTapcKuX KOOpAWHATa €-Tor eneMeHTa. M3pa3 xujepapxujcke
GbyHKIIMje OJTHOCH ce Ha HaunH yBehaBama ckyma 6asucHux (ynknuja. Haume, cBako
noBehame pesia ampoKCUMAaIIH]je T0Jba MO OMII0 KOM IMapaMeTapcKoM IpaBIly, TOBOIH 10
TOTa J]a Ce MPETXOAHU CKyN (pyHKIMja KOpUITheHNX 3a apOKCUMHUpPAE Y TOM IPaBILy
OpOIIMPY 3a JIOJaTHE 4IAHOBE, Y3 3aJpXKaBamke CTapux wiaHoBa. Hako cy
Xxujepapxujcke, pyHkuuje nehuHucane u3pazom (4.2) HuCy MOTIYHO WHTEPIIOIATOPHE,
IITO 3HAYH J]a HE MOXEMO 3a CBaKy (pyHKIM]y Hahu TauKy mapamMeTapCcKOT MHTEpBaya y
K0joj je camo jemHa (QyHKIMja pa3iauuurta of Hyne. M3y3erak cy mpBe nBe (yHKIHUje
KOj€ Cy MHTEpIIOJIATOpHE Y KPajlbUM TauKama MapaMeTapcKor HHTepBaia. To MTO CKyI
GyHKIIMja HUJ€ WHTEPIOJATOPaH Kao MOCIEAUIly Ma U YHCHUILY 1a KOS(DHUIIMjEHTH Y
pas3Bojy moJsba, Aatu y uspasy (4.1), Hemajy qupextad (U3MYKHA CMHCA0, Kao IITO j& TO

CIJIy4aj KOJl MHTEPIOIATOPHUX (YHKIIH]A.

3a notpebe nonymaara MKE marpuna notpebHHM Cy HaM U U3pa3H 3a poTope

0a3ucHHUX (DYHKIIM]a KOjU Cy Y OBOM CITy4ajy JaTH ca
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4.2 ANpoxkcuMHUpame eJeKTPUYHOr mno/ba momohy b-cmuiaju

pyHkumja

Y cBaKoM eNeMeHTY, eIeKTPUYHO M0JbE Ce pa3Buja Ha cienehu HaunH

Nimu Ny Niw Nty Nimy Niw Nty Ny Nimw (44)
DI IILFATEDIPIPILIATEDIPIP IR
i=0 j=0 k=0 i=0 j=0 k=0 i=0 j=0 k=0

VY oBoj mepuHuumjm - Ny, N, N N W N, N CE KOPHUCTE 3a

HyMepHcambe (yHKIHMja 3a pa3Boj nosea (mosbe enrd. field crora f y unnekcy) y jenHom

IPOCTOPHOM TPaBIly M OJroBapajy NpOMEHJbHBO] N Koja je KopuinheHa y AepUHULINJU

CruIajH (QyHKIMja 1Mo jeaHOj MpoMeHJbuBoj. CBaku mpasall UMa J[Ba OIcera MHIEKca 3a

HyYMEpHCame, KOjU Ce OJJHOCE Ha MyH pea pamunnje GyHKIM]a U Ha HUXKU Pell, Y CKIaay

ca 138B. mixed orderpopmymnammjom. Ha mpumep, 3a GpyHKIHjE 1O TpaBIly U KOPUCTHMO

UHIEKCE N

, 1 Ng,. Y Tesu cMo kopucTwin (QopMynanujy y Kojoj ce OasucHe
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¢ynkmje y mixed orderpopMmynanvju KOHCTPYHINY TaKO INTO c€ (paMUIMjU HUXKET
pena pen cmamyje 3a jenaH, JIOK Ce MYJITUIUIMIUTET CMamyje CcaMo KpajibuM
YBOPOBHMA y BEKTOPY YBOPOBa. Y OBOM ClIy4ajy ce Opoj 6azucHux (GyHKIMja moayaapa

3a Xujepapxujcke MoJuHOMcke U b-crmaju 6asucHe ¢yHKIMje, Ipu yciaoBy N, =N,
n,=n ung,=n,.

bazucue dpyHkmje cy BekTopcke GyHKIHje TpY MTPOMEHIBUBE KOj€ Cy J1aTe ca:

e
fuijk

ex e
= B (WB, (VB (W) 220

rje
o e X e
fik = Bim, (WB;n (VB (W) awjeau , (4.5)
foi = Bim, (WB;n (V)Byy (W) @ ,

_or® . _or® . _or°

= (agxay) @, & PR VR

rae je J° JakoOujan koBapwjaHTHe TpaHcdopmanuje, a a,, a,, U &, Cy yHHTapHH
BEKTOPH AY)X MMapaMeTapCcKuX KOOpAWHATa €-Tor eileMeHTa. Tpeba HamoMmeHyTH aa b-
cruiajH (yHKIMje HUCY XHUjepapXujcKe, M Ja je CcTora HaMeTame KOHTHHYaJTHOCTH
TaHTeHI[MjaJIHe KOMIIOHEHTE 10Jba HETPUBHjalTHO U Ouhe pasmoTpeHo 3acebHo. Takole,
b-crinaju ¢yHKIMjE HUCY HM MHTEPIIOJIATOPHE, TAKO Ja KOS(DHUIIMjEHTH Y pa3BOjy MOJba
(4.4) nemajy nupekTan GU3NYKH CMHUCAO.

Penosu m,,, m,,, u m,, b-cnaju QpyHKMja 3a pa3Boj M0ba HE3ABUCHH CY Of
pemoBa m,, m,, ¥ m, b-cmmajH QyHKIMja KOje Cce KOPHCTE 3a I'EOMETPHU)jCKO
NPECINKaBambe.

3a notpebe nonymaarka MKE marpuna notpeOHM Cy HaM U U3pa3H 3a poTope

0a3ucHUX (PyHKIMja KOJU CYy Y OBOM CJIy4ajy JIaTH ca
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aU a.V a.W
Oxfy, =—=|a/du dlov dlow|=
T B (WB . By (W) O O
B, (W) B (V)
iBim (U) B, (V) il a, ———"B,. (Wa,
je 1 fmu 2y aW av 2w
- (4.6)
1 au a'V a'W
Oxfy, =—|0/du a/dv 3/ow|=
1o By, (WB,, (B, (W) O
aB m (W) aBim (U)
LB, -8B, W a s (wa,
je 1 fmy 2y aW au 2w
aU a.V aW
Oxfo =—=|0/0u d/dv 0/dw -
Yo 0 By, (WB;, VB, (W

aB'm (V) aBim (U)
1 By, (W)| B, (W)—>"—"a, ————"B,  (v)a,
fje 2  fmw L T] aV au sy

Ha ocHoBy mperxonmnux neduHHIMja, Ka0O M Ha OCHOBY ocobwHa b-craju
¢yHKIIMja, MOKEMO YBUAETH HEKE CIMYHOCTH U pa3iiuke u3Mely nBa Tuma BEKTOPCKUX
6asucHux ¢ynkuuja. Hajmpe, Bekropcku neo 06a tuna 6a3ucHuX QyHKIMja 1 BUXOBHX
poropa je meduHHCAH Ha WCTH HAYWH, MPEKO YHUTAPHHUX BEKTOpa (POTOp OasmCHHX
byHKIHja), W PEUUIPOYHUX YHUTAPHUX BekTopa (OasucHe QyHkuje). Jok cy
XHjepapxHjcKe MOJIMHOMCKe (yHKIHMje IeT0JoMeHCKe, b-ciaju ¢yHkuMje y onmrem
Cllyyajy HHCY LEJIOIOMEHCKE, ITO y oJpeheHoj Mepu Mema alropuraM IMONyHhaBamba
MKE wmarpuna. Takohe, mocmaTpano Ha HUBOY TOjeAMHAYHUX (DYHKIIHja, ITOJTUHOMCKE
byukuuje nepunrcane n3pazom (4.2) iMajy UCTH JOMEH, I1a C€ CTOra KOPUCTH U UCTH
O0poj ombupaka ¢yHKIHje TP Hymepuukoj uHTerpanuju. Kom b-crmaju ¢ynknuja
CHTYallMja je HEeIITO Apyrayuuja, jep uako cy cBe (pyHKuuje AepuHrucaHe Ha UICTOM Opojy
NOJUHTEpBaNa, HEKH OJl OBUX MHTEpBaja MOy OMTH Mepe Hyja, Ma IJIeJaHO II0
nojeAMHAYHUM  (PyHKIIMjaMa TpU HYMEPHUYKO] HWHTErpalju HEMaMoO HCTH Opoj
onbupaka 3a cBe (QyHknuje. OBo yHOCHM pa3iauky mnpu umimementupawy MKE

npopadyyHa, 3a OBa JBa THMAa Oa3ucCHUX (QyHKUIWja, a 300r pa3IMYUTUX JOMEHA
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noguHTerpanuux Gynkmuja ce uarerpanu y MKE npopauyHny npopadyHaBajy Ha HEIITO
Mamkbe HMHTYMTHBAaH HauMH 3a b-crmajn ¢QyHKIMje Hero ImTo je TO ciydaj ca

XH]JepapXujCKUM MOJMHOMCKUM (yHKIIHjama.

IIITo ce Tnye mobosplIama KBAJUTETa ANpPOKCHMAlHje I0Jba pa3MaTpPaHuM
6a3ucHUM (yHKIH]jaMa, OHO ce MOoxe roctuhu nosehamem Opoja OazucHUX QyHKIMjA Y
pa3Bojy, a OBO ce TmocTwxke MoBehaBameM Opoja (yHKIHMja Yy TOjeAMHAYHUM
napaMeTapckuM mpaBiuma. OBO ce y ONIITEM CiIydajy MOXKE ypaJuTH HE3aBHCHO y 3
MpaBlia, Tj. aHU30TPOITHO, T1a j€ Y HEKUM cllydajeBUMa MoTyhe cMamUTH WK ToBehatn
pen ampokcuMalmje caMmo y crnenu(puyHOM mpaBLly KOjU JTUKTHpPA yila3zHa TeoMeTpHja.
Tpeba namomenytu na ce oba Tuma ¢yHKIHja KOjeé CMO NePUHHUCANTH KOHCTPYHILY
MIPEKO TEH30PCKOT Mpou3BoJa (PyHKIMja y MOjeJUHAYHUM IMapaMeTapCKUM IpaBIlUMa,
ra CTora JIOKaJIHO MPOoQUkECHE alpoOKCUMAIlije YHyTap jeTHOT eJeMeHTa Huje Moryhe.
TaxBa mMoryhHocT Ou 3axTeBania ynorpely crjajH (yHKIHja KOje UMajy JOKaIU30BaH

JIOMEH, Kao IITO Cy Ha npumMep T-cruiajaoBu [48].

4.3 Hamerame KOHTHMHYAJHOCTH TAHTe€HIMjaJIHE KOMIIOHEHTE

CJICKTPUYHOTI 110/bAa

OcuMm mTo OoJber ampoKcUMHUpama JudepeHIrjaTHuX jeTHadynHa, Oa3uCHE
dbyaknmje Tpeba mTO O0JBE Ja ANMPOKCHMHUPA]y W TpPaHWYHE YCJIOBE. Y Clydajy
dopMynamuje eIeKTPOMArHeTCKOT MpoliaeMa MPEKO EeNEeKTPUYHOT MOoJba TO 3HAUU Ja
OasucHe ¢yHKIMje Tpeba 1a 3a10BOJbE TPAaHUYHE YCIIOBE 33 EJIEKTPUYHO MoJbe. Ocum
(GU3NYKKX TpaHWYHUX yCJIOBa Ha CTBApHUM  DPAa3/BOJHMM  IOBPIIMNMA, V
aNPOKCMMATUBHOM DEIIeHhY M Ha Pa3JBOjHUM IOBpPIIMMA elneMeHaTa Hamehemo ycios

KOHTHHYaJIHOCTH TaHFGHI_II/Ija.HHG KOMITOHCHTC CJICKTPUYHOT I10JbA.

[Mokaxxumo Hajrpe na je TO Moryhe YYMHUTH KOpUIINEHmEeM MPEeTXOTHO
HaBeleHUX OasucHMX (QyHKIMja. OBa MOryhHOCT ce 3acCHMBa Ha BEKTOPCKOM JCITY
Oa3ucHUX (QYHKIM]a KOJU j€ 3a/JaT MPEKO PEIUIpPOYHUX YHUTApHHX BekTopa. Heka je
CTpaHa eJeMEeHTa MapaMeTph30BaHa MpoMeHJbMBamMa U u V. Ha ocHOBY nedunuimja
VHUTApHUX BEKTOpa, 3HAMO Ja Cy YHUTapHU BEKTOPH KOJU OJIrOBapajy OBUM

IpOMEH/bMBaMa Tj. NpaBUUMA &, U &, TAHICHTHM Ha IOBpII cTpaHe. Penunpounu
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a xa;

~e

YHUTapHH BEKTOp &, = je HOpMajaH Ha Ty CTpaHy. YOYMMO Jia y OIIITEM

Clly4ajy elleMEeHaTa BHIIET T'€OMETPHjCKOT pena PELUNpPOYHH YHUTAPHH BEKTOPH II0
npaBUMMa U M V MMajy W TaHTEHIMjaJHY ¥ HOPMAaJHy KOMIIOHEHTY Ha pa3MaTpaHoj
cTpanu. Hamerame KOHTHHYaTHOCTH TaHT€HIIMjallHe KOMIIOHEHTE ce BpIIM Ha cienehu
HAaYMH. Y3 TPETIOCTaBKy Ja JBa eJIeMEHTa HMajy 3ajeHUYKy CTpaHy Koja je
napaMeTpu3oBaHa Ha WCTH HayuH (y3 CBEHTyallHE pa3liiKe y HMEHHMa U 3HaKy

NPOMEHJBHBHX, Koje hemo 3a cana 3aHeMapuTu 0€3 yMamema OMIUTOCTH JUCKYCH]e),

MUMaMo 1a je @, =a  u a =a’, Ha OCHOBY dYera CIeId [a H3jeIHAYABAEM
onrosapajyhux koedurujenara y3 6asucHe QyHKIMjEe YMjH BEKTOPCKH JI€0 MOTHYE O]
PELMIIPOYHUX YHUTAPHUX BEKTOpa, €(QEKTHBHO U3jeAHAYaBaMO TaHTCHIIM]jaTHE
KOMIIOHEHTE anmpOKCHMAIIHje MoJba Ha 3ajeJIHMYKOj cTpanH, jep je a, @ =al @7 =1.
[IpumeTnMoO 1a CMO OBAaKBUM H3jeHAYaBAK-EM KOCHHUIIMjEHATA YBEIIM M HAMETAHE BE3€
n3Mel)y HopMaTHUX KOMIIOHEHTH 3a cBe 0a3ucHe (yHKIIMje€ KOje MMa]y TaHTCHIIHjaTHY
KOMIIOHEHTY Ha 3ajeJHHYKOj CTpaHu, Oyayhu na, xkao mro cMo Beh HaroMeHyn,
PELMIIPOYHM YHUTAPHH BEKTOPH HMajy M HOPMAJHY KOMIIOHEHTY. MelhyTtum, oBaj

criopenHu eekar je ucrpaBibeH y (DMHAIHO] alpoOKCUMaIHju momohy QyHKIIM]ja Yuju je

BEKTOPCKH €0 &, M KOje MMajy caMO HOPMAaJHy KOMIIOHEHTY Ha 3ajeAHIYKO] CTPAHH.

TaGena 4-1.Bba3ucHe (pyHKIHje KOje HE YUECTBY]Y Yy Clajarby XHjepapXHjCKUX HOJIMHOMCKHX €JIeMEHaTa.

bazucha ¢-ja | 31 ckanapuo nmosse | 31 BekTopcko nosbe | Muaekcu

e i e e i cBU
o uP (M R(W re _ &, %a ,
a-u - je jeuocum Om 1
k cBu ocum Om 1
e j e e i ceuocum Om 1
f ROV R(W . _aixa |
a\, - je ] cBU

k cBu ocum O 1

fe R(V)F])(V\)W aixa\(le i cu ocum Om 1

jeBnocum Om 1

K cBu
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TaGena 4-2.basucHe QyHKIMje KOje HE YUECTBY]y Y crajamy b-criaju enemenara.

bazucna 3/1 ckamapHO mMoJbe 3/ BEKTOPCKO MOJbe | UHACKCH
bja
i
| B 0B, (VB () [ . _aal
3 € j cBu ocum O u

-1

k cBu ocum O u

-1

fVe Bl'mfu (U) Bjumfmv(\b B(,mfw( W aLe — a\?v Xaﬁ i_lCBH ocum 0 u

j cBH

k cBu ocum O u

-1

i cBu ocum O m

f © Bi,mfu (u) Bjrmfv (V) Bk’mfmw (W) e =
a, =——— 1

j cBu ocum O u

-1

k cBu

Caga hemo mpenctaBUTH W HEKe J0JaTHE JAeTalbe MOTPeOHE MPUITHKOM
HameTama rpannuHux ycnoBa y MKE. Hajnpe hemo pasBpcratu ¢yHKIHjEe Yy CBaKOM
€JIEMEHTY Ha HEKOJHMKO TIpyma, a MpeMa YJIO3d KOjy MMajy Yy HaMeTamy TPaHUuYHHUX
ycioBa. Kacuuje hemo HemTo nerajbHHje pa3MOTPUTH CIydajeBe pa3ABOjHE MOBPIIH
TMETIEKTPUK-IHETICKTPUK, KAa0 M CIIy4aj CaBPIICHOT EJIEKTPUYHOT MPOBOTHHKA 3a 00a

Tuna 6a3ucHUX QyHKIHja.

W3 mperxomHe AMCKycCHje jacHO je Ja Yy Clajamky elieMeHaTa y4ecTBYjy CaMo
GyHKIIMje KOje MMajy TaHTEHIMjaTHy KOMIIOHEHTY Ha cTpaHama eineMeHTta. OyHkiuje
KOje HE y4YeCTBY]y y CIajamy eleMeHaTa jgare cy y Tabemama 1 m 2 3a 00a Tuma
esleMeHara. Bekropcka ocHoBa 0a3ucHUX (yHKUHWja je, Oyayhu na KOpUCTHMO HCTY
TEOMETPH]CKY OCHOBY, HapaBHO HCTa y o0e Tabeine, ra Hajgake Hehe Outu HaBoleHaA.
Takohe, Hymepanuja ¢yHKIMja je pa3NUuMTa 3a JIBa TUMA €JIEMEHTa, Tako Ja Cy 3a
XH]jepapXHujcKe MOJTUHOMCKE QyHKIIHUje 0 HapouuTor uHTepeca nuaekcu O u 1 Tj. mpBe
nBe GyHKIH]E, KOje Cy jeUHE pa3IMuuTe OJ] HyJlIe Ha KpajeBHUMa IapaMeTapCcKOT

WHTEpBaja [— l+1]. 3a b-crimaju ¢QyHKIMje je Hymepamuja HeITo Apyraddja, ma cy
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jenuHe QyHKIMje pa3IUuUTe OJl HyJe MpBa M mocieama QyHKIMja y GaMuiuju, mro
cMo o3Haumin uHaekcuma O u —1. OBre je OUTHO HAaIOMEHYTH Ja je MPEeTHOCTaBKa Ja
nedunnmemo b-crutaja GyHKIMje HA cTaHIapAHOM BEKTOpY YBopoBa. [Ipu apyraunjem
BEKTOpPY YBOpOBa, M aKO C€ KOpPHUCTE cKpahmBama BEKTOpa YBOpPOBAa Ha HHTEpPBA
[— l+1] , BUIIIE 0/ ABE (PYHKIH]E CYy pa3IMuuTe O] HyJIe Ha KpajeBUMa uHTepBaia. OBaj
CJTy4aj je 3HaTHO KOMIUTMKOBaHU]HU 3a aHAIM3y U Hehe OuTH moceOHO pa3maTpaH, aju je
MIPUHITMIIE KOJU CY OBJIC€ HaBeJCHU MOTyhe KOPUCTHTH M Y TOM cliy4ajy. Hamomennmo
Ha Kpajy jom jemHoMm naa b-crmmaju ¢ynkuumje y mixed order popmynanuju, ocum
CTETeHa, ME’ajy M BEKTOp YBOPOBA, Ma CTOra (yHKIUje KOje ce KOPUCTE Yy HCTOM
napaMeTapcKoM IpaBlly, HaKo uMajy ciuuHy osHaky B, (u) n B, (u), npunanajy
3HAYaJHO PA3IMYUTHM (pamMuirjama cruiajHoBa. MoOXeMO joll MPUMETHTH, Ha OCHOBY

tabena 1 m 2, ma je Hymepanuja (GyHKIMja O WMHTEpeca BpJIO CIWYHA 3a 00a THIa

OasucHuX ¢yHKIMja, Ta hemo crora mpeocrane TabIuIle HaBOAUTH camo 3a b-crmaju
dyHkuyje.

bazucue QyHKIMje KOje MMajy TaHTCHITHjaTHYy KOMIIOHEHTY, 1a CTOTa Y4eCTBY]Y
y CHajamy eJeMeHaTa, MOTYy Ce pa3BpCTaTH IO CTpaHaMa ejleMeHTa. Ha ocHOBY m3pasa
(4.2) n (4.5), bynxumje koje yuecTByjy y crajamy enemenara cy pynxumje o, fl .
Ha ctpanu U = -1, pynkuuje fy ), o ) Ha ctpann u =1, dyuxumje 7o, T o Ha

e

ctpanu V=-1, dynxumje 7, ., f5 4 Ha crpanm v=1, dynximje f; ., 7, Ha

ctpanu W= -1, pynkuuje 7, ), f7; ) Ha ctpanm w=1. Jlakne, on dpynxumja f; y
cnajamy yaectBYjy fi o0, f5icoefs jor fo ey, 3aTuM on dyrxmmja f) y crmajamy
yaectBYjy fiou fonyur oo fv ey ¥ on dyskmmja f7 y cmajamy yaectByjy foo .
focnic Toios fio icoc - [TpUMeTHMO jorm ja ce, Ha mpuMep, 3a Gynkuujy f; wHmeKcH
uiOk u uijO npeknamajy y cnyduajy ungekca Ui00. Jaxie, pynkuumja f ca nHgexcom

uiO0 wuma TaHreHIHWjalHy KOMIIOHEHTY Ha JaBe cycemHe crtpane. Y hp-FEM
TEPMHUHOJIOTH]jH OBakBe (PYHKIHje ce 0OMYHO Ha3uBajy mBHuHE QyHKnuje (eHrI. edge
functiong. ®yukuuje Koje Majy caMo TaHTEHIIH]aaTHy KOMIIOHEHTY Ha CTPUKTHO jEIHO]
CTpaHU elieMeHTa ce Ha3uBajy ¢pyHkuuje ctpane (enri. face functiony a gynkuuje koje

cMo HaBenu y Tabenama 4-1u 4-2 Ha3zuBajy ce 3anpemuHcke QyHkumje (eHri. volume
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win cell function$. dysknuje crpaHe eneMeHTa W MBHYHE (QYHKIHjE JaTe Cy y

tabenama 4-3 u 4-4, penoMm. 3a HaMeTame KOHTUHYAJTHOCTH I0Jba MOTPEOHO je U

JOBOJbHO HAME€TAaTH KOHTHHYAJTHOCT Ha CTpaHaMa CJICMCHATa.

MehyTtum,

ca

CTAHOBHUINTA HWMIUIEMEHTAIM]€ ajrOpuUTMa CIajamka, HEITO j€ JIaKIIe pa3BpCTaTH

¢yHKLIMje KOje yU4ecTBYjy Yy cHajalmby Ha MBHYHE (PyHKIHMje U Ha QYyHKIH]jE KOje UMajy

TaHTEHI[MjaJTHy KOMIIOHEHTY Ha CTPUKTHO jeJIHOj CTPaHHU.

Tabena 4-3. basucue ¢QyHKIMje KOje y4ECTBYjy y Cliajarby €lIeMeHaTa U MMajy TaHT€HIHjaIHy

KOMIIOHEHTY Ha CTPHKTHO jeTHOj CTpaHH, pa3BpCTaHE 10 CTpaHaMa.

Crpana | ba3ucue ¢-je | 3/1 ckanapHo mosbe WNunexcu
u=-1 f\/erk Bo,mfu (U) Bj,mfv—l(\b 3<m,w( Wy J cmn
k cBu ocum O m -1
fv‘\elojk BO,mfu (U) Bj m ( \b 3( m,w—l( W LCBI/I ocum O m -1
u=1 Foten i By m, (W By -1(V) By (W Jomt
k cBu ocum O m -1
fv?/(—l) ik B—l,mfu (U) Bj . (\b B( mw—l( W LCBI/I ocum O m -1
v=-1 f o B (W) By, (W By (W[
k cBu ocum O m -1
Fi o B, (WBm (VB (W 'k“ oo O -4
V= 1 fj i(-1k Bl,mfu—l(u) B(—l),me ( \b B(m,w( W o
k cBu ocum O m -1
f\; -1k Blmfu (u) 3_1)’% (v B( rr}w—l( W :(CBI/I ocum 0 11 -1
w= _1 fj ijo Bl,mfu—l(u) Bj Mgy, ( \b %,mfw( W o
jeenocum Om -1
ff io 8|,me (u) Bj,mfv—l(\b %’mfw( W iCBI/I ocum O 1 -1
j cBu
w=1 fj i (-1) 8|,me 4 (W) Bj mg, (v 3—1),%( Wy o
jeenocum Om -1
fve i (-1) BI,me (U) Bj,m,\,—l( \b 3_1)’mfw( W l cBu ocum O m -1
j cBu
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Tabena 4-4. basucHe ¢QyHKIMje Koje Y4YecTBYjy y CHajamby eJieMeHaTa M MMajy TaHICHLHjaIHy

KOMIIOHEHTY Ha JIBE CTpaHe, T3B. HBUYHE (YHKIIH]e, pa3BPCTaHE 10 UBUIAMA.

WBuma enementa | basuche ¢-je | 3/1 ckamapHo mosbe HWHJIEKCH
v=Lw=-1 | fe B, 2(WB, (VB (W |
v=-1,w=1 foon B 2(WB, (VB (W |
veLw=-1 s B 2(W) By (VB (W |
v=l,w=1 f i B i 1(W) By, (W By, (W |1
u=-1,w=-1 2o Bom, (W B (W B, (W [T
u=-1,w=1 Foicn Bom, (W) By a(V) By (W |7
G=tw=-1 | .. By, (B (Y B (W |1
u=1,w=1 fe iy B sy, (U) B 1(W By (W |1
i=iv=d | e By, (U) By (9 By (W | <
u=-1,v=1 F o By m, (W By (VB (W [
u=1,v=-1 £ Coon By, (W) By, (W By (W[
u=1,v=1 R Bisyim, (W) Boym, (W By (W |5

OBo je mociemuiia TOra IITO CE€ TOIMOJIONIKA aHAIHW3a PA3iMKyje 3a WBHIC H
CTpaHe, Tpe CBera 300T YMICHUIIE /1a 32 THIOBE MEIa KOje pa3MaTpaMo y OBOj TE€3HU
jemHa CTpaHa MOXE MMaTH HajBUIIE JIBa €JIEMEHTA KOJH j€ JOIUPY]Y, AOK MBHUIIA MOXKE

OuTH 3ajeTHUYKa 3a Behu Opoj CTpaHa U eJeMeHaTa.

VYcenen yumenune aa b-criiaju GyHKIMje HUCY XUjepapXHjCcKe, TOCTOje U3BECHA
OTpaHHYCHa MPU BHUXOBOM Kopuinhewmy. Kao mTo cMO Toka3anw y TMOrJIaBlby O
OCHOBHMM ocoOnHamMa b-cruiaju (yHKIMja, 4ak Cy U MPOCTOPH KOje pasanumy 0a3ucHU
CKYNmoOBH camMo Tmoa ojapeheHuM ycioBuma xujepapxujcku. Crora je 3a yrasHe
TEOMETpHUje ca BEIUKUM OpojeM eleMeHaTa HajIpaKTHYHHU]e KOPUCTHUTH UCTE CKYIOBE

CIJIajHOBA 3a CBE €JEMEHTE, U y CBUM IpaBIuMa. AHH30TpPONHja ce€ MOTOM MOXKE
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€BEHTYaJIHO KOPUCTUTH Y 3alIPEMUHCKUM O0a3ucHUM (yHKIHMjaMa, KOje HE yYEeCTBY]Yy y
Cmajamy eJeMeHaTa, aju y3 TIOLITOBame XHjepapxuje mnpocropa (yHKIHja 10
napaMeTapcKuM mpaBiuMa. Mu hemMo y HyMEpHYKMM NpUMEpHMa pa3MaTpath
AQHU30TPOIH]y CaMO y jeJHOCTaBHUJUM CIIy4ajeBUMa KOjU CE€ MOTY MOJIEJIOBATH MOMONhy
jennor b-crutaju enementa. Ty cmamajy c¢BM mpuMepH HaBeIeHH Yy TMOTJaBJbY O
OJUTMKaMa T€OMETPH]CKOT MOJIEIOBama. Y ClydyajeBUMa KOMIUIMKOBAHHJUX YIIa3HHX
reoMeTpuja, pazmarpahemMo camMoO H30TPONHE U CUMETpu4He b-cruiajH enemenrte, Tj.
eJeMEeHTe 3acHOBaHe Ha b-cmmajH ¢QyHKOMjamMa KOJ KOJHUX j€ BEKTOp YBOpOBA
cumerpuyad y oaHocy Ha 0. VY o0BakBOj IIOCTaBIM, CEJIEKTUBHO IPOCTOPHO
npopUmbUBakE alPOKCUMAIlMje T0Jba JEMHO Ce MOXE MNocTUhM mpodumbUBamkEM

Mcelia.

[log npermocTaBKOM Jga pa3sMaTpaMoO H30TPONHE W CcHUMeTpuyHe b-crutaju
eJieMeHTe, ako Opoj pyHKIMja y OCHOBHO] (haMmiIMju Ay>K HEKOT TTapaMeTapCcKor Mpasiia
03Ha4MMo ca b, a 6poj dyHkuHMja y haMHUIMju HUKET CTEeleHa 110 TOM UCTOM IpaBIly ca
M, oHja je yKynaH 0poj 6azucHux QyHkuuja y ToM enementy 3LmIblb. ®yukuuja xoje
HE y4YEeCTBY]y y Clajamy eJIeMeHara hMa 3ﬂn[ﬂb— 2)[Qb— 2). OyHKIH]a KOje UMajy
TaHTEHI]aTTHY KOMITOHEHTY Ha CTPUKTHO JemHO] CTpaHH! nMa
GmlﬂnEﬂb— 2)+ 1[Qb— Z)Dn') = GIZQ b- QDm: 12@ b )ZD r. UBnuHux ¢yHKIH]ja, Tj.
¢yHKIMja Koje HMMajy TaHTCHIMjaTHy KOMIIOHEHTY Ha TayHO JBE CTpaHe, UMa

3M4MMAM= 12in .

NnycrpoBaheMo mpeTxoaHy MWCKYCH]y HAa MPUMEPY IIYIJBHHE ca TpedeHOoM,

koja je mozaebeHa Ha N,gnena=10 H30TponHux b-crmaju enemenata. Kopuinhena

dbamunuja b-crimaju ¢yHKnMja mpukazaHa je Ha ciaunu 4-1. Y cnydajy dyHkiumja
npuka3zaHux Ha ciunu 4-1, umamo na je b=3 u m=2. [lakne y ciydajy pazmarpaHe

[(BUnCbb= 540 6a3ucHux ¢QyHKIH]ja.

HIyIJbUHE ca TpebeHOM UMa YKYMHO N, ienat
MehyrtuMm, umajyhu y BUAYy MPETXOAHY MHUCKYCH]y O HaMeTamy TPaHUYHUX YCIIOBA,
HHUCY CBH KOG(UIMjEeHTH CTBapHe ciI000He poMeHsbruBe. CTBapaH Opoj MPOMEHIBUBHUX
3HaMO TEK HaKOH M3BpIICHE TOMOJOIIKe aHanu3e. Kako y oBOM mpumepy 1mocroje camo
JIBa THTA TPAHWYHHUX YCIIOBA, IHEICKTPUK-IHEICKTPUK CIOj M YCIIOB Ha CaBPUICHOM
eleKkTpruHOM TpoBOAHKKY (eHri. perfect electric conductor - PEE 6poj crBapaux

IMPOMCHJbUBUX U3HOCHU
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Nnakon_spa;’nja =N [(3[mI (b - 2) [(b - 2) + Ndielektrik_dielektrk_lica (2 [(b - 2) [m+

N PEC_lica E(D + Nivica_beszC_Iica Dm

elemenata

(4.7)

V pasmarpanom cny4ajy j€ Neemenan=10, Nieewik dietekrk_iica =135 Npec jica = 34

N =4, ma je Opoj CTBapHUX NPOMEHJHPMBHUX, KOjU oapehyje m Benmuuuny

ivica_bez PEC_lica
MKE wmarpuna, N0 spaina =106 +13M4+0+4[2=120, 1j. umamo 60 crBapHux
NPOMEHJbUBUX KOje OJroBapajy 3alpeMUHCKUM Oa3ucHUM  (QyHKUMjama, 52
MPOMEHJBMBE KOje 0roBapajy GyHKIHMjaMa cTpaHe U 8 MPOMEHJBUBUX KOj€ OATOBapajy

uBHYHUM (yHKIMjama. Bumumo na je oBaj O6poj 3HauajHo Mabu 01 N gpaia =040,

1.0

% mm & (L 4By [
du, du, du
RO
0.8} . ot
0... ‘\‘\‘\‘\\n
(0N
0.6} <~ \\\“‘\‘\ %o
. K ot ’0.
. *
*
*
.0
*
0.4 *,
0.‘.
*
0.2| .
*
.0
.0
L *
0 Ql' " %o
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
(a) (6)

Cnuka 4-1. ®amunuja B-crnajuosa ca Bektropom usoposa U = [— Y L+ 1+ 1,+1] u perom M=3:

(a) pyskuuje u (6) mpBH U3BOIH.
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0.0 =65 00 0.5

(a)

Cnuka 4-2. ®ammnmja b-crinajHoBa ca BEKTOPOM

(a) dyukuuje u (6) npBU U3BOIH.

1.0

0.6——

EEsEsmEEE}

dBy,
du

dB,,
du

0.4
0.2
0.0
-0.2

—0.875

-0.5

0.0

(6)

0.5

1.0

ypoposa U :[— 1- 1,+l,+1] u perom M=2:

Ha cnukama 4-3 u 4-4 npukaszane cy Heke of Tux 540 6a3ucHux QyHKIHja.

OcuM mTO Cy HEKM OJ KoedulujeHaTa y pa3Bojy I0Jba MOBE3aHU, T€ CTOra MMaMo

Mamku Opoj CTBapHHX CIIOOOMHUX TPOMEHJBUBHX, BEIHKHA Opoj KoedwuiujeHara y

pa3Bojy je O, 300r rpaHUYHOT YCJIOBa Ha CaBPIICHOM E€JICKTPUYHOM IPOBOJHUKY, a Y

HallleM IpuMepy oBaj Opoj m3Hocu 4ak 344 GaszucHe ¢ynkuumje. Takobe, ca cimka ce

MO3KE JOIII jeTHOM YOUHTH JIa Cy, 0e3 003upa Ha MoAey Ha HEKOJIUKO TUIIOBA 0a3MCHUX

¢byHukuuja, cBe oHe aeduHHCaHE HA JAeiy ejdeMeHTa (y OIIITEM CIIydajy MOJCIIOBarba

noJjba b-crmajHoBrMa) MM Ha 1€N10j 3anpeMuHH eaeMenTa (y MOCEOHUM CllydajeBUMa

MO/JIeNIOBamka 1MoJba b-CcrtajHOBMMA M y OIIITEM CIy4ajy MOJAETIOBaka XUjepapXHujCKUM

noinuHoMuMa). OBO ce HapaBHO MOXKE BHJIETH W Ha OCHOBY U3pa3a Koju AeHUHHITY

OasucHe (yHKIH]E, TIa je OBO JOII jeHA MOTBpJa Jia je IMOojeia Ha HEKOJHMKO THUIIOBa

GbyHKIIMja YBEJIEHA JeIMHO 3apajl JeTHOCTaBHH]E TOIIOJIOIIKE aHAIN3E.
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() ()

Cinka 4-3. (a) @yHKIHje HA AUCICKTPUK-IUEICKTPUK CTPaHH, fuaoo1 u f3021 u (6) uBnuHe QyHKIMjE

f3 1

2 4
faoz0 + Tuooo: Fuizo0 1 fwzzo_

(a) (6)

Cnuka 4-4. @) 3anpemuHcka GyHKIH]ja fjon' (6) ®ynkuuja va PECcrpanu f\Z,OlO.

BekTop moBe3aHOCTH KOjU HaM CIY)XH 32 YTBphHBame Be3e u3Mel)y cTBapHUX
MPOMEHJBUBUX U CBHX KOe(HIIMjeHaTa y Pa3Bojy M0Jba MOXKe Ce OJIpEeIUTH Ha cienehu
HaynH. MTepauujy BpIIMMO MO CBHUM €JIEMEHTHMa MeEIIa W 3a CBAaKU IMOjeIUHAuYHU
€JIEMEHT BPIIMMO CBOJEBPCHO Pa3BpPCTaBamke U HyMepHcame KoeduimjeHaTa y pa3Bojy
nosba. CBUM KOoe(pHIIMjEeHTHUMa KOjU OAT0Bapajy 3alpeMHHCKUM 0a3ucHUM (yHKIHjama

NpUIPYKYje ce HOBAa NPOMEHJbMBA, HAKOH 4Yera ce Opoj CTBAPHHUX NPOMEHJBHBHX

mosehaBa 3a 3I]n[ﬂb— 2)[Qb— 2). ITorom ce 3a cBaky CTpaHy eJI€eMEHTa pas3JIuKyje

HEKOJIMKO ciydajeBa. YKkoiauko ce paaun o PECcrpanu tajga ce cBUM KoeUIMjeHTHMA
KOju oJroBapajy GpyHKIHjama 3a Ty cTpany (Buaetu tadbeny 4-3) mpuapyxyje BPeIHOCT

nyna. Ilpu Tome pasnukyjemo ciydaj kaga je PEC cTpana Ha rpaHui goMeHa, WU
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yHyTap nomeHa oja uHTepeca. Ako je PEC crpana ynyrap nomena, taga BpeaHoct O
OpUAPYKUMO U (PyHKIMjaMa KOje OAroBapajy TOj CTpaHU alld ce JOMEHOM Hajiasze y
CyCEeIHOM €JIEMEHTY. Y OBOM Ciy4ajy Hema rmoBehama Opoja CTBapHUX MPOMEHJbUBHX.

VYKOIMKO ce paau O JUEICKTPUK-TUEICKTPUK CTPaHH, Taja je nmocrynak cienehu. bpoj

CTBapHUX NMPOMEHJPUBHUX ce mnoBehaBa 3a ZEGb— 2) [, anu je Opoj koeduuujeHara y

pa3Bojy IMoJba, KOjUMa MOpaMoO MPHIPYKUTU HEKY OJf OBHX CTBAPHUX NMPOMEHJbUBHUX,
nBoctpyko Behu. OBae Tpeba BOOUTH pauyyHa O YMECHUIM J1a KOeULUjeHTH y JBa
CyCcelHa eJeMEeHTa, MaKO OJroBapajy HCTO] CTBapHO] MPOMEHJBHBOj, MOTY HWMAaTH
pasnuky y 3Haky. [locTymak 3a uBu4He (QyHKIH]E ce HEIITO pa3iukyje, Oynyhu ga y
OINIITEM CIIy4ajy y MEIIy BHILIE eJieMeHaTa MOXKe MMaTu 3ajeqHuuKy uBuny. [lpu
HaMeTamby KOHTHHYAJTHOCTH je MOTpeOHO y3eTH y 0031p cBe UBUYHE (DYHKIMje U3 BHILIE
eJleMeHarTa Koju Jeie UCTy UBUIy (BuaeTu HIp. ciauky 3(0) rae 4 eneMeHTa aeie jeany
UBHIy). YKOJHMKO Cy CBE CTpaHEe KOje CaJpKe pa3MaTpaHy HBHIY IHEICKTPHK-
JIUENeKTPUK THIA, jeAuHO Tajga yBehaBamo cTBapaH Opoj NMPOMEHJbUBUX 3a M, a
onrosapajyhum koeduuujeHTHMMa y3 HBHYHE (YHKIHMjEe M3 €JIEMEHaTa Koje cajpikKe
Pa3IMYUTY UBUILY MPUIPYKYjEMO OBE CTBApHE MPOMEHJbUBE. YKOJIHMKO je Makap jeaHa
ctpana PEC crpana Taga ce He yBehaBa Opoj cTBapHUX TPOMEHJbHBHUX, a

koedumjenTIMA y3 UBUYHE QYHKIHMjE ce mpuapyxyje Bpearoct 0.

Heku nerassu Koju Mory OMTH O KOPHCTH NPH MMILJIEMEHTHPARY MPETXOTHO
HaBeJleHUX anropurama cy cienehu. Caka cTpaHa y Melly c€ MOXKE jeIWHCTBEHO

oapenutu ca 4 riaodanHa ysopa (9,, 9,, Us, 0,), IPU YeMy Cy peaHU OpojeBH r1o0aTHIX

YBOpOBa copTupanu y pactyhm Hu3. CBaka MBHUIIA C€ MOXE jEIMHCTBEHO OJPEIAUTU

nomohy 2 rnob6anna ysopa (0,,0,) . [Ipu utepauuju no eaeMeHTUMa Kojy BOIAUMO Of

HajMamer peaHor Opoja eleMeHTa Ka BUIIMM pPEIHUM OpojeBHMa, CBakKa IperiieaHa
CTpaHa Cce EBHICHTHpA y CKYI MperyieJaHWX CTpaHa M CBaka MperiieflaHa WBUIA Ce
EBUJICHTHpA y CKYIl MperjieJJaHuX WBUIlA, yUMe ce o0e30ehyje na cee dyHkumje ox
UHTEpeca EBUACHTUPAMO caMO jelaHmyT. Takohe BOIMMO W E€BUACHLM]Y CTBAPHUX
MPOMEHJBMBHUX TIyTeM Opojada Koju ce yBehaBa camo y cilydajeBUMa KoOj€é CMO
MPETXOJHO HaBENW. 3a CBaKy HOBY BpPEIHOCT Opojaya €BHJICHTHPA]y C€ CBU
KoedunmjeHTn y3 OasucHe (QyHKIMje KOjU Cy jeaHaku (M3y3eB MOXKIa 3HAaKa) OBOj

CTBapHO]j IPOMEHJBUBO] .
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VY cnyyajy XujepapxHjcKUX MOJMHOMCKHX (YHKIMja, TOCTynak onpehuBama
BEKTOpa IOBE3aHOCTU je Bpiio ciuvad. [lox mpeTrnocTaBKOM HEM3OTPOITHOI Melia U
HEXOMOTEHHUX eJIeMeHaTa, Bake cliefehe gomaTtHe HamoMmeHe. Y ciydajy (yHKIuja
CTpaHe, 3a JBa IpaBlla Koja MmapaMeTpu3yjy CTpaHy Y3MMajy C€ MamHu CTENEHH Tj. aKo

jETHOM TIpaBIly y jeIHOM €JIEMEHTY OAroBapa CTeNeH N, a y IPYroM eJIeMEHTY CTEHeH
n,, 3a QyHKIMje CTpaHa KOje YYECTBY]y y Clajamy y3uMajy ce camo (yHKIMje O0
uHIKca Min(n,n,) mo ToM mpaBuny. Bumak koeduiujeHaTa Koju HacTaje OBOM

NPUWIMKOM Y jeIHOM WM o0a emeMeHTa ce mocraBjba Ha 0. CimuHO, 32 WBHUYHE
¢byuknuje, 6poj CTBApHUX MPOMEHIBMBHX (IO MPETIIOCTABKOM J1a Cy CBE CTpaHE Koja
calipike pasMaTpaHy UBHIYy JHEICKTPHK-IUCICKTPUK Tuma) yBehaBa ce camMo 3a

min(n, -Ln, -1 n, -1,...) toe cy n,n,,N;,... CTENEHH y HapaMeTapCcKOM IIpaBIly

UBUIIC Y €JIEMEHTUMA KOjU CajpXKe Ty UBUILY.

4.4 IonymaBamwe MKE matpuna

[Nonymwasawe marpuna y MKE je kopak Ha KOju oJja3M HajBUILE BpEMEHa
TOKOM H3BpIIaBama mporpama. Crora ce NHpU UMIUIEMEHTAIMjU OBOT ajropuramMa
noceOHa makmwa obpaha Ha MITO ONTHUMATHK]E UCKOpUIITNaBake padyyHAPCKUX pecypca.
PasmoTpumo Hajupe ciaydaj jeAHOT €JIeMEHTa, a IOTOM heMO HEemTO JeTajbHHU]je

Pa3MOTPHUTH U CIy4aj BUIIE eJIeMeHaTa.

YHOCH y MaTpuLu [A] Cy JaTH U3pa3oM
[A]tipliik tip,f Kk = ,[“51(5 X, i )[ﬁD xfnpzf]lz)dv (4.8)
ve

rmecy i,k mi, J.k MHEeKcH Ga3HCHUX ¢bynknuja carimacuo nepununujama (4.2) u
(4.5), u tip,,tip, D{u,v,w}. JacHo je ma ce MHIEKCHUpame MATPUYHOT €IEMEHTa MOopa
obaBspaTu camo nmomohy 2 mHzaekca, ma ce npu umiuieMeHtaunju MKE anroputma
4ecTO YBOJM NpeciukaBame tip,ijk — indeks koje nmpecinukaBa 4eTBOPOCTPYKH HHIEKC

y jenHocTpyku. OBakaB TUI MPECITUKABAkbha CE€ YeCTO KOPUCTH KaJla je YIaHOBHMa HEKOT
CKyIla KOjU je KOHAa4aH U MHJCKCHpaH moMohy BuIlle MHIEKCA MOTPEOHO MPUCTYNATH
cekBeHIMjamHo. JloOpo Mmo3HaT mpuMep M3 padyyHApCTBA je Kajla c€ BUIICAMMEH3HMOHU

HU30BU MOpPajy CMECTUTH Y JINHEAPHY CEKBEHIlY Y MEMOPH]H.
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V ciydajy XxujepapXujCKuxX NOJTMHOMCKUX (YHKIHja, U3pa3 32 YHOC y MaTPHUIH
[A] cBoau ce Ha (HaBemhemo camo u3pa3 3a ciydaj tip, =u, tip, =V 0e3 ymamema

OIIIITOCTH):

[A]UIJkVIjk Iue Dxfu“k EﬁD fVI ka =

J.u +1J-v +1J- a1 (P( )aP (W) an V) E‘((W)aw] [ (4.9)

He 3¢ ov

1 \apﬁ(w) P (u) i
v[ P(u) AT P(w)awj Jedudvdw

VY cnyuajy b-cinaju gyHkImja, u3pas 3a yHOC y MaTpHUIH [A] CBOJIU CE Ha

[A]uljkVIJk jue u,jk [ﬁD f }jV_

0By, (W) 0B, (V)

J«u +1Jv_+1J«w_+1u_l 1 |mfmu( )[ ( V) ’ a, - : Bk]me (W)aW]D (4.10)

=—1dv=—1Jw=-1"¢ ~e ow ov

1 0B, (W) 0B (u)
—B._ (W-B  (uy———a,+——B; (w)a, |J°dudvdw
je 1My 1,Mg, 6W au kMg,

YHocH y MaTpuIm [B] JIaTH CYy U3pa3oM
[Bliplijktipzfjlz = l:_[s ft|p1|]k [ﬂtipzfjlzdv:l . (4.11)
Ve

VY cnydajy XujepapXujCcKuX MOJWHOMCKHX (DYHKIIHM]a, U3pa3 3a YHOC Y MAaTPHUIIH
[B] ceoqu ce Ha (maBemhemo omer camo m3pa3 3a ciywaj tip, =u, tip, =v 0e3

yMameiba OIIITOCTH) :

[B]uijkvfjk - .[Sefuuk vi Jde .[u +1J.V +lj €e ui Pj (V) I:)k (W) aLe O
(4.12)
F}(v)viPIZ (wa;” av

VY cayuajy b-crinaju dyHknmja, u3pas 3a yHOC Y MaTpHUIU [B] CBOJIM C€ Ha
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u=+1 v=+1.[W_=j-18 eBi,mfmu (u) B. (V) Bk,m,W (W) aLe [l

=—1Jv=-1 1My

[Blussi = [echui T 50V = |
e

(B

(4.13)
(u) Bim, (v) Bk,m,w (w)a;dVv

?'mfu

HaBenenu mHTErpaii MOTY C€ jeIHOCTaBHO aHAJTUTHYKH M3PAYyHATH jEIUHO Y
Cllyyajy BpJIO TPAaBWIHHUX OOJIMKa eJieMeHara, Kaja Cy MOAWHTerpaiHe (yHKIHje
nosiMHOMCKe. KOMITJTMKOBaHHMjU TEOMETPHJCKH  OONWIM  €JIeMEHaTa  pe3yiaTyjy
JakoOWjaHOM KOjM HHje KOHCTAHTaH, IMa C€ CTora TyOM TIOJWHOMCKAa CTPYKTypa

HNOJUHTErpATHUX (DYHKIH]A.

Hymepuuka  umHTerpamuja  u3paza  peanusyje Cce  JUCKPETH3aIljoM
MOAMHTETPATHUX (PYHKIM]a, IHUXOBUM MHOXKEHEM OAroBapajyhuM TEKUHCKUM
dakTOpMa W TOTOM CyMHpameM. PasznumuuTe MeToAe HyMepHuKe WHTErpalyje
pa3uKyjy ce y onadupy Tadaka 3a IJUCKPETH3allljy M HapaBHO Y TEXHHCKUM
¢dakTopuma. HajonTumanmHMju HauMH HyMEpUYKe MHTErpaldje 3a IOJIMHOMCKE
dbyakuuje je 'ayc-JlexxanmpoBa mHTerpamyja. ONTHMAIHOCT C€ Orjiefa y HajMameM
Opojy ondupaka mOTpeOHOM 3a TadyHO H3padyHaBamke HMHTErpana, mrTo 3a [ayc-
JlexxanipoBy METOAY M3HOCH N oadupaka momMohy KOjUX c€ TayHO H3padyyHaBajy
UHTETPAIH T/Ie Cy MOIWHTErpaidHe (yHKIHMje MOJMHOMHU CTerneHa 2n—1 W Mamber.
[MpunukoM mpopadyHa HHTErpaia Ije MOAMHTETpaiHe (YHKIHMje HHCY MOJMHOMH,
moryhe je BpPIIMTH NPOIEHY TAaYHOCTH HHTETpalyje, alid je TMOTPEeOHO BPIIUTH
HEKOJIMKO M3pauyHaBama UCTOT MHTErpajia U HAaKOH TOTa OLEHUBATH KOHBEPreHLU]y. Y
OBOM CIly4ajy Moxe ce mpubehu XujepaxujCKUM HHTETPAllMOHUM aITOPUTMHUMA, TPH
KOjHUMa Ce CKyIl o0MpaKa caMo HpoImupyje (a He u3padyyHaBa U3 IMOYETKA) IIPH CBAKO]
uTepanuju. JemaH mpuMmep TaKBOT MHTErpamuoHor anroputMma je [ayc-Kponpomosa
uHTerpanyja. Mnak, 3apan epukacHoctu MKE anropurama, yobudajeHo je BpIIUTH
caMo jeJaH MpopadyH WHTErpajia, Py YeMy Ce ONTUMAJIHU PEJIOBU MHTETpaIlHje 3a/1a)y
yHanpen. [Ipumep oapehuBama onTUMaTHUX peaoBa HWHTETpaIHje 3a XHjepapXHjCKe
noiuHoMcke pynkiuje y MKE/MoM xubpuanoj Mmetoau je nat y [58)] npu xopumthemy
JlarpaH:xOBUX TOJMHOMA 3a TEOMETPHjCKO MojenoBame. 3a b-crnmaju ¢yHKIMje mon
oapeheHnM yCIIOBMMa MOTY IMOCTOjaTH ehHUKACHHjH anropuTMu uuTerpanuje [59, 60]
Hero mTo je To [ayc-JlexxanmpoBa mHTerpamuja. Mehytum, 3a eduxacHy NpUMEHY
noTpeOHO je Jla anpoKcUMallje KOpUCTe BEIUKH 0poj QyHKIIM]ja, TAKO Ja je Y OBOj Te3U

kopuithena [ayc-JlexxanngpoBa wuHTerpanuja u 3a b-crmaju ¢ynkuwmje. Ilopehema
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BpeMeHa nonymasara MKE marpuna cy Ha oBaj HaunH MepojaBHuja. Mnak, motpedHo
je HaloOMEHYTH Jla y3 ONTHUMAaJHy MHTErpaiyjy, uateranuja b-cruiaju ¢pyHkmmja mMoxe

outu apamatudHo yopsana [59, 60].
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Cnuxka 4-5. O6nuk nomymeHnoctd b-crmnaju (mBoctpykux) MKE matpuuna: (a) nBa enemenra u (0) ocam

cJIcMecHara.

Anroputam nonymaBatkba MKE marpuna 3a b-crumaju 6asucHe QyHKIHMje je
mIeMaTCKH TpuKazaH Ha ciaunu 4-6. OcHOBHa pa3idKa y OJHOCY Ha CIy4aj
NOJMHOMCKHUX 0a3MCHUX (QYHKIMja je Ta IUTO je KOJA MOJMHOMCKHUX 0a3uCHHUX (-ja mpu
nonymaBamy JokamrHuXx MKE marpuiia moromHuje crospalimby HTEPALA]y BPIIUTH IO
dbyHKIIMjama, a HEe 10 MUHTETPAIIMOHUM Tadkama. Tako ce KOJ MOJWHOMCKHUX Oa3MCHHX
¢-ja cBaku yHoc nokamHe MKE wmarpuie, koju oaroapa jeqHOM mapy Oa3HCHUX
¢ynkuuja, nmomymana oxajenHoM. Kox b-crutaju gyHkiumja oBo Huje ciyuaj, Beh ce
nonymaBarkbe MKE maTpuiie Bpim Hau3MeHHYHO 3a pa3He mapoBe 0a3ucHuX QyHKIIH]a,
Oynyhm na ce ocHOBHA WTepalja OJIBHja 10 UHTETPAIlMOHUM Taukama. J[eo anroputMa
y KoMe ce pasziukyje nonymaBakbe MKE marpuma 3a nBe Bpcte 6a3ucHuX (yHKIH]ja

OCEHuYeH je Ha cuiu 4-6.
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dopmupame Mpexe (eHrit. grid ) 3a HyMepu4Ky HHTETpaIyjy

dopmupame ondupaka 6a3ucHUX (YHKIH]ja HA MPEXKH

A4

Htepanyja mo cBUM eJIeMEHTHMA

A 4

dopmupame oa0UpaKa BE3aHUX 3a
reOMETPH]|CKO MoJIeoBame, I (i, j,K),
a,(,j,k) ,a,,a, J,a, a, a, (popmupa

ce Ha OCHOBY YJIa3HOT MeIlIa U peHoT Opoja
TNEHVTHOT eTeMeHTA)

dopmupame CKaJapHUX MPOU3BOAA
notpeOHux 3a yHoce y MKE marpunn
V¥ xombunanujama a, [a,, a, [&,, a, [&,,

a, la,, a la,, a,ld,, nasanorso 3a

NETTUTINOYHE VHUTANHE REKTONE

l

—»  Hrepanmja mo Mpexu 3a HyMEPHUKY UHTETPAIU]y

|

3a cBaKy TauKy Mpexe ce, Ha OCHOBY b-cmiaju
¢dbyakumja pazmuuutux o 0y TOoj Tauku, HA OCHOBY

OpeciuKaBaba U3 JIOKATHUX y  IJ00anHe
IIPOMEHJBUBE, U BEKTOpPA MOBE3aHOCTU M3padyHaBajy
yHocu (meo mauckperHe cyme) y sokanmaum MKE
MaTpHLIaMa.

W3pauyHata BpeqHOCT ce Aojaje (ca oarosapajyhum
3HakoM) y rmobanny MKE marpuiy

Cnuxka 4-6. [lujarpam anropurma nonymasarsa MKE matpuna y ciyuajy b-crutaju 6a3ucuux ¢yHkumja.
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4.5 3ak/pyuak

Y oBoM mornaBiby cy jgare jAeduHUIM]E ABa TUMa Oa3HCHUX (yHKIHja:
nepUHULIMja XUjepapXUjCKUX TTOTMHOMCKHUX (PyHKIMja U Ae(hUHUIM]a TPOBAPH]ETETHUX
b-crimaju pynkmmja, Koje cy kopumheHe 3a anmpoOKCUMHUPAKE SIEKTPUIHOT 1moJba Y 3]
MKE ¢opmymnanuju y Hymepuukoj enekrpoMmarHetuiid. O6a tuma 6a3ucHuX QyHKIH]a
ce ocllamajy Ha FeOMETPH]CKO MOJIeNIOBake 3aCHOBAaHO Ha b-crajH GpyHKIMjama Koje je
JeTaJbHUje OIMCAHO Yy MPETXOJHOM TMoriasipy. Takole, matm cy u3pasu 3a poTOp
OasucHux (yHkIHMja koju cy notpednu npu popmupary MKE matpumna. Onucan je u
HAYMH Ha KOjU ce HaMehy JBa TMIa IpaHUYHUX YCJIOBA, YCIOB HA TPAHMIIM CaBPIIECHOT
CJIEKTPUYHOT TPOBOJHMKA M YCJIOB Ha CHOjy IHEICKTPUK-AMETICKTpUK. basuche
¢yHKIMje Cy pa3BpcTaHe Ha TpW Tuma, MWTO je yoOmuajeHa npakca y hp-MKE, a
byHKIIMje Cy 3aTUM W TpaduiKd NMpUKa3aHe Ha MPUMEPY MOJICIOBama IIyIUbHUHE Ce

rpeOeHOM.

Hatu cy ommtu u3pasu 3a Opoj 6asucHUX (yHKIHja y CIydajy H30TPOITHOT
(mBoctpykor) b-criinaju enemenTa. Ha kpajy cy HaBeleHH U3pasu Koju AeHUHHILY YHOCE
y MKE marpunama, ckumupana je nomnymeHoct MKE marpuiia u HaBeZeH je aropuram
nonymaBarba MKE maTtpuna. HaBenene cy u pasznuke Koje MOCTOj€ Y OBOM JITOPUTMY

3a JIBa pa3MarpaHa Tura 0a3ucHuX (PyHKIH]a.
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S5 Hymepuuku pe3yjTaTH U JUCKYCHja

[Ipu HymMepu4yKoj aHaNM3U PE30OHAHTHUX INyIUbMHA (Koje y kopuinhenoj MKE
bopMynanuju TpuUnanajy KiacH reHepalMcaHUX MpoOJjieMa COMCTBEHHX BPEIHOCTH)
TajJjacHu Opoj MoJa, OJHOCHO BPETHOCT ojroBapajyhe TpaHWYHE YYECTAaHOCTH CYy
MIOTOJTHE BEJTMYMHE 3a MOTBphUBame Mojea W peliemka y MEelIOCTH, Kao U 3a aHau3y
KOHBEpreHuuje. Y MmpuMepuMa y OBOM IOTJIaBJby IpEIlKa j€ MpOlCHhUBaHa Ha OCHOBY
nopehema ca TauHUM (AaHAJTUTUYKUM) peliehuMa Wi ca pe)epPEHTHUM HYMEPUYKUM
pemiemuMa 100MjeHuM 1omMohy komepiujaiaHor copreepa [61]. ¥ npakcu je HapaBHO
Hajuenthu ciydaj kajga HeMaMo pedepeHTHO PEIICHhE U Tajla Ce aHAIN3a KOHBEPTeHIIN]e
MOpa BPIIUTH JUPEKTHO Ha OCHOBY JOOHMjEHHUX HYMEpHUKHX pe3ynrara. OBakaB BUJ

aHanu3e hemo npukaszatu Ha IpUMepy WYIJbUHE ca TPEeOSHOM.

Eduxacnoct MKE mnpopauyna je mporemHBaHa Ha OCHOBY Cpelmer Opoja
WHTETPAIIMOHNUX Tadaka Koje cy MmoTpebHe 3a npopauyH jennor yHoca y MKE marpunn
n BenmnunHe MKE wmatpune. HajkopucHuju naumn mnopehema eduxacnoctu MKE
mpopadyyHa 3a TPaKTHYHE CBpPXE je Topeheme TOTAIHOT BpeMEHa W3BpIIaBamba
nporpama. Mehyrum, Oyayhu ma akajgeMcKu KOJIOBH y CBOjUM TMOYETHUM Bep3ujama
Hajuenthe HUCY y TMOTIYHOCTH ONTHMH30BaHHW, 3HATHO OOJbM YBUI Yy €(hUKACHOCT
QITOPUTMa CE MOJE JOOHMTH aHAIM30M Cpeamer Opoja mHTerpanuonux (amp. [ayc-
JlexanapoBux) tayaka mo yHocy y MKE wmarpunu. 3a na moxena umje cy MKE
MaTpHlle MCT€ BEIMYMHE, OJHOC BpPEMEHa HM3BpIlIaBama j€ MPONOPIHOHANAH OJHOCY

cpenmer Opoja MHTETPAIlMOHUX Tayaka.

300r paznmwke Koja TMocToju u3Mely IenmomoMeHCKuX Oa3sucHuX (QyHKIHja

(xujepapxujcke MOJMHOMCKE (YHKIMje) U HeUeloJoMeHCKuX OazucHux dynkuumja (b-
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ciiajH OasucHe (QYHKIMjE y OIMIITEM Cly4ajy HHCY LEIOJOMEHCKE) U CpelmH Opoj
MHTETPAllMOHUX Tayaka ce pasjiKyje y oBa JBa ciaydaja. byayhu na 6asucue QpyHnkimje
KOj€ 3a ampoKCHUMAIM]y ToJhba KOpHCTe b-CrutajH dyHKIMjEe y OMIITEM CIIy4ajy HHUCY
paznuuMTe OJf HyJ€ Ha ILEJOM IapaMeTapcKOM HWHTEpBAy [— l+1] U Ja ce He

npeKIIanajy 1oMeHH cBUX (QyHKIHUja, Opoj MHTErpalMoHuX Tayaka Bapupa ox O (momeHu
GyHKIIHja ce YOIMIITe He MpeKsanajy) 10 MaKCHMaJTHOT Opoja MHTErpalMOHUX Tadaka
(ma mpumep y wiaHoBMMa Ha TiaBHOj aujaroHann MKE wmarpuie rae ce JgoMeHH
npeknanajy y mnormyHoctu). Ca gapyre crpaHe, OasucHe (YHKIHjEe KOje CcaapiKe
XHjepapxHjcke MOJMHOME Cy IIeNI0JJOMEHCKe, na mnpu nonymaBaby MKE marpuie 3a
CBaK{ YHOC y MaTPHUI[M UMaMO jeHaK Opoj moTpeOHuX oabupaka (o1 MpeTIoCTaBKOM

na cy cBe ¢pyHknuje nedunucane Ha uctoj 3J] Mpexn).

HonatHo, Tpeba HanmomeHyTH Aa je 'ayc-JIexxanapoBa mHTerpanuja onTUManHa
MHTETpalyja 3a ciy4yaj X1ujepapXujCKuxX MOJIMHOMCKUX (PYHKIHM]a U Y TIOTJIEAY TaYHOCTH
¥ y Torjiely MUHHUMAJIHOT Opoja ogbupaka 3a 3aaary tadHocT. Ca Apyre CTpaHe, 0Baj
TUTl WUHTETpalldje HUje ONTUMAJIaH y CMHCIYy MUHUMAJTHOT Opoja ojaOuWpaka 3a naTy
Ta4HOCT 3a ciy4aj b-crutaju 6asucHux ¢yHKuMja, anu U Tpeba UMaTu y BUAY Ja Cy
ONTHUMAaJIHA TMpaBHJia HyYMEPHUYKE MHTErpaluje TeK y MmoBojy 3a b-cmmaju yHkimje y
MKE Bumier pena [59, 60].IIponanaxkerme onTumMannux npaBuia uarerpandje y MKE
HYMEpPHUKAM METOJaMa TIIPe/ICTaB/ba BEOMa JKMBY HCTPaKMBaukKy oO0jacT, HOp. y
METOAM MOMEHaTa TIJe C€ IpU INONylmaBalkby MaTpUlla jaBJjbajy HWHTETPAOMIHU
cuHTynaputetu [62], kao u y ciyuajy b-cruiaju ¢yHkImja rae ce Ten MUHUMU3AINjU
Opoja motpebHux ombupaka [59, 60].OBre je BeoMa BakHO HAITOMEHYTH Ja C€ IpaBuja
Hymepuuke uHTerpanvje y MKE yoOuuajeHo u3Bojie 1Mo MpeTIoCTaBKOM MPUOIMKHO
KOHCTAaHTHMX YHHUTapHUX, pEHMIPOYHMX YHUTApHUX BeKkTopa M JakoOujaHa
reomeTpujcke Tpancopmanuje. OBaj ycaoB HUje UCIYHEH y ommreM ciydajy 3a MKE

BHUIIIET TEOMETPH)CKOT peia.

Nmajyhu mperxomHo HaBeieHe ocoOWHE y BHAY, Npu mopehemy nBa Tuma
6asucHux QyHkKuuja hemo kopuctut paznnuute ['ayc-Jlexxanapose tauke. [lok ce 3a
XHjepapxujcke TOJIMHOMCKe (YyHKIMje Tadyke OHMpajy Ha IeJOM JIOMEHYy mpema
HajBUIIIEM cTeneHy GyHKIH]ja, 32 b-crutaja dynakmuje hemo Tauke GupaTtu “aeo mo aeo”
Ha BEKTOpPY 4YBOpOBa, mpema peny b-cruiaju damunuje. Ha oBaj HaumH ce He ryOM Ha

TayHOCTH Tipu nonymaBarky MKE martpuma, te je mopeheme TauyHOCTH 3a JBE BpPCTE
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6a3ucHuX QyHKIMja onpasraHo. Ca qpyre cTpaHe, MaKO y HEKHM CIIy4ajeBHUMa MOCTOjH
MoryhHOCT 3a cMmameme Opoja onbupaka morpeObHux npu kopumhewy b-crmaju
OasucHux (QyHKOMja, mokazahemo na je e(GUKACHOCT y OJHOCY Ha IIEJIOJOMEHCKE
dbyHKIIMje Bpiao Ao0pa 4Yak M aKo C€ HE KOPHCTE MOCeOHO mpuiaroleHa mpaBuiia
HyMEepHU4Ke HMHTerpanuje. 3apaj 0oJbe JOKYMEHTOBAHOCTH W JIAKIIe MOHOBJBUBOCTH
HYMEpUYKUX pe3yaTara, Mo morpebu hemo TabenapHO NMPUKA3MBATH HHTETPAIOHE

TayKe.

5.1 Pe3oHaHTHa MIyIULMHA 00JIMKA KBaJpa

PasMoTpuMO Kao mNpBH TpUMEp PpE30HAHTHY LIYIUBMHY OOJHMKa KBajpa
OrPaHMYCHOT CAaBPIICHUM EJIEKTPUYHOM MPOBOJHHMKOM (mperpal)eHn KpaTko CIOjeHH
TaJIaCOBOJ] MPAaBOYraOHOT mHompevHor mpeceka). llynsbuHa je MomenoBaHa Ha HAYMH
OIKCaH y TOTJaBJbY O T€OMETPHjCKOM MOJIEIOBaKY Y3 KOpHUIINEHE jeJHOI KOHAYHOT
XeKcaemapckor eneMenTta. Kao mro cmo Beh HamoMeHynH, 3a MOTpeOHE TEOMETPH|CKOT
MO/JICITIOBakba KOPUCTHMO CIIQJHOBE MCTOT pela U ca MCTUM BEKTOPOM YBOpPOBA, Kao

IITO j€ TO MpUKa3aHo Ha ciumu 3-1.

PasmoTpumo Hajupe ciydaj mymbuHe AuMeHsuja 1lcmx 0.5cmx 0.75cm. OBaj

IpUMeEp je MOTo/aH jep je MO3HATO aHAJMTUYKO pellewme, a Moryhe je m ynopenuTtu
pe3yaTare ca HEKOJHMKO HyMEpHYKuX periewma [63-65]. 3a MomenoBame eIeKTPUIHOT
1oJba heMo KOPUCTUTH anmpOKCUMAIIH]jy U30TPOIHY y CBHM NapaMETapCKUM MPaBIHAMA.
OBo je yoOMuYajeH Ha4YMH aNpPOKCUMHpama I0Jba Kaja HemamMo MoryhHocTH 1a
IPETHOCTaBUMO NMPOCTOPHE KapaKTEPHCTUKE PACMoelie MoJba, UM yJa3HU MEHl uMma
BeNIMK Opoj enemeHata (IITO HApaBHO y OBOM IPUMEPY HHUjE CIy4aj), a He KOPUCTHMO
HUKaKaB TOMONHHM airoputraMm 3a ojpehuBame peaa amnpoKCHMaIije y CBaKOM

N0j€ITMHAYHOM EJIEMEHTY.

VY Tabenama 5-1 no 5-3 nmpukasaHe cy rpemike y npopadyHy TajgacHor 0poja K,

3a IPBUX HEKOJIMKO MOJIOBA NpU KopHInhewy 0a3ucHUX (PyHKIHMja KOje Cy pa3MaTpaHe
y OBOj Te€3W, 3a MOJENoBamke IIyIsbuHE auMensuja lcmx 0.5cmx 0.75cm. Moxemo
yountu ciaeache. Tabeme koje campke pesynTaTe 3a MOJEN Ca XHjepapXHjCKUM
NOJMHOMCKUM (yHKIHjama (tabema 5-1) m momen ca b-crutaju ¢yHkmpjama uMajy

CKOpO MICHTHYaH caapkaj (tadenma 5-2). [TorpeOHO je mokaszatu rpemky Kopucrehu 1o
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14 3navajuux mudapa kako Ou ce yBHeia pa3iivKa y pe3ylraTuma mpopadyHa usmelhy
nBa mozena. Takohe youaBaMo /1a je TauHOCT KOja Ce MOCTHXKE MpU P-IPOPUBLUBABY
HEKOJMWKO penoBa BenuwumHa Beha ox Taunoctm MKE dopmymanmja Hmwker pena
npukazaHux y Tabemu 5-6. Méyytum, Bpio go0pa TayHOCT C€ TOCTHXKE U TIPH
kopuithewy b-crinaju anpokcuMarije HIXKer pefa Koja je mpukasana y tabenu 5-3,rae
ce Bpu h- mpodumuBame yHudopmHuM mnoBehaBamem Opoja 4BOpoBa y BEKTOPY
yBopoBa. Takohe, moTpedan 6poj ombupaka mo yHocy y MKE marpumm (koju je y
JUPEKTHO] BE3M Ca BPEMEHOM H3BpIIIaBamba) je HEKOJIUKO IyTa MamH y Ciydajy b-
CIIajH Mojena Huxker pera ca h-mpopumuBamem. Crora ce Hamehe 3akipydak je b-
CIUIQjH (PYHKIMjE 3a MOJICJIIOBAmkE M0Jba ONTUMAHUje KOPUCTUTH y KOMOWHAIMjU ca
HIDKUM CcTereHoM, a Behum Opojem uBopoBa. Ha Taj HauMH ce YECTO TOCTHIKE

3a/10BOJbaBajyha TauHOCT 1 BeoMa Op30 nonymaBambe MKE matpuiie.
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Cinka 5-1. ®amunnja xujepapxujckux moiuHoma: (a) pema 3 (oaroapa mojeny ca 36 HEMO3HATHX) U

(6) pena 7 (omrosapa mojeny ca 756Heno3HaTux).
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TaGena 5-1:I'pemka npeux 8 monosa npu MKE mozeny 3acHOBaHOM Ha XHjepapXujCKUM MOJTUHOMHMA 32 MOJIEIOBamke NoJka U b-cIiiajH reoMeTpujy,

IpH P- TpOQUBUBAKY.

Mon ko[cm'l] Xujepapxujcku nonuaomu (b-crtaju reomerpuja) p-podumuBame |[['pemkal [96]
Heno3sH. Tauno 36 108 240 450 756
pereme

TE101 5,236 0,65818882634201 0,00050184688684  BOI@A688641 0,00023367122911 0,00023367122969
TM110 7,025 0,65576956392068 0,00190160840162 0MIEn840156 0,00263710884021 0,00263710883961
TEO11 7,551 0,66440869634303 0,00668107709922  681@F 709909 0,00594551353365 0,00594551353363
TE201 7,551 2,39185542526944 2,19334957816619  03BABB66126 0,02622990673150 0,00599431547848
TM111 8,179 0,65687765601648 0,00080075642962 8642905 0,00153626496473 0,00153626496512
TE111 8,179 0,65687765601650 0,00080075642924  8QUIB642894 0,00153626496420 0,00153626496478
TM210 8,886 1,90620231979929 1,58194689814067 GgAM627210 0,01201441923275 0,00259933318354
TE102 8,947 2,84396067093035 2,76482314739138  63WB®796042 0,02858984779378 0,00296573194720

Cpeaibi 0poj ondupaxa 64 125 215 343 512

Cpelmba rpemika 1,3042676018 0,8188507084 0,0097756071 0,009840374  0,0029310255
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TaGena 5-2:I'pemka npBux 8 monosa npu MKE mozeny 3acHoBanom Ha b-crutaju QpyHKIMjaMa 3a MoziesioBame 1ojka U b-ciutaju reomeTpuju, npu p-

npopumBUBAKY

Mon ko[cm'l] b-crunaju (b-crutaju reomerpuja) p-npodumuBame [['perkal [%0]

Henosnare Tauno 36 108 240 450 756

penieme

TE101 5,236 0,658188826342590,000501846887320,000501846887290,000233671228690,00023367122867

TM110 7,025 0,655769563921290,001901608400860,001901608400790,002637108839320,00263710883916

TEO11 7,551 0,664408696343800,006681077100020,006681077100020,005945513534710,00594551353479

TE201 7,551 2,391855425269922,193349578167100,026456188662630,026229906732510,00599431547851

TM111 8,179 0,656877656017140,000800756428700,000800756428600,001536264963930,00153626496396

TE111 8,179 0,656877656017240,000800756428690,00080075642857 0,001536264963860,00153626496330

TM210 8,886 1,906202319799891,581946898141380,012382116272980,012014419233540,00259933318290

TE102 8,947 2,843960670930762,764823147392080,028680507961380,028589847794360,00296573194649
Cpeaseu bpoj onbupara 64 125 215 343 512

Cpeaba rpeika 1,3042676018 0,8188507086 0,0097756073 0,0098403747 0,0029310255
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Cnuka 5-2. Ddamuiija b-crumajroBa: (a) ca BEKTOPOM YBOPOBaA
U= [— Kl i - 1,+1,+1] u penom M =4 (oarosapa moaeny ca 36 menosmatux) u (6) ca

secropom  wsoposa U =[~ -1-1L444 % % & ¥ ¥ 1+ 1+1+1 u  ponom

M = 8 (oarosapa mozeny ca 756 Heno3HaTHX).
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(a) (6)

Cnuka 5-3. ®amunuja B-crimajosa: (a) ca Bektopom usopoa U = [— } } 10+ 1+ 1,+1] U penom

m=3 (oaroapa Momeny ca 36 HemosHatmx) u (6) ca  BEeKTOpPOM  YBOpOBa

U= —l—l—l—g,—%,Oﬁ%ﬁ% +1+1+1| u pemom M=3 (omrosapa moxeny ca 756

HETIO3HATHX).
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Tabena 5-3. I'pemika npBux 8 mogosa npu MKE mozeny 3acHoBanoM Ha B-crinaju GyHKIMjama 3a MoJieIoBame 1moJjba U b-crutaju reomerpuju, npu h-

npopumUBamY .
Mon ko[cm'l] b-cnnaju (b-crutaju reometpuja) h-npodumusame |[['pemikal [%0]
Heno3nate  TauHo perieme 36 108 240 450 756
TE101 5,236 0,65819 0,10359 0,02976 0,01152 0,00530
TM110 7,025 0,65577 0,10119 0,02735 0,00911 0,00289
TEO11 7,551 0,66441 0,10978 0,03594 0,01770 0,01147
TE201 7,551 0,66441 1,82771 0,47145 0,17194 0,07954
TM111 8,179 0,65688 0,10229 0,02845 0,01022 0,00399
TE111 8,179 0,65688 0,10229 0,02845 0,01022 0,00399
TM210 8,886 0,65577 1,34473 0,34206 0,12053 0,05205
TE102 8,947 0,66135 2,27732 0,58408 0,20994 0,09462
Cpentsi 6poj onbupaka 97,29730 71,73853 45,39585 29,33880 19,76524
Cpenuwa rpettiia 0,65921 0,74611 0,19344 0,07015 0,03173
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PasmoTpumo makjpuBHje ciiydaj youeH y Tabenmama 5-1 m 5-2, koje HaBoje

NpPaKTUYHO UCTY TPEIKy 3a aBa Mojena. Mcnurahemo Besy n3mel)y aBa tumna 6a3ucHUX

.I: Pol f Pol f Pol

(yukumja. Heka cy 6asucHe Qynkuuje y asa mozena o3nauene ca fu., fu, fuy u

Bspl Bspl Bspl
1:uijk ’ fvijk ' fwijk

. IIpu ToMe cy xHjepapxujcKe MOIMHOMCKE (yHKIHje o3HadeHe ca Pol
(cnmuka 5-1) nok cy b-crutaju dynkiuje o3nadene ca Bspl (ciouka 5-2). Ha ciukama je
IpUKa3aH caMo MyH pejl alipoKcuMaliyje, a Tpeda UMaTu y BUAY J1a Cy 32 MEILIOBUTHU PEJ
anpoKcuMaluje norpedHe u (GpyHKIMje HIDKET pesa, Ha HAYMH ONKMCAH y TOTJIaBJbUMa
4.1 u 4.2. bynyhu na je mapamerpusanuja mojaena y oba ciydaja ypaheHa Ha uctu
Ha4YWH, BEKTOPCKH Je0 oaroBapajyhux (yHkImja je uCTH, Tako 1a MOKEMO pa3MaTpaTu
caMO CcKajlapHu Jeo OasucHux (QyHKIUje A00UjeH TEH30pPCKUM Mpou3BogoM  1J]
¢ynkuuja. JacHo je Aa y ONIITEM CiIy4ajy HE MOXKe IOCTOjaTH TayHa JIMHEapHa Be3a
u3Mel)y nBa tuna 3J1 6asucHuX (QyHKIHMja Koja cy pa3MaTpaHa y oBoj Te3u. Mmak, Ha
OCHOBY pe3yJiTara aatux y tabemama 5-1 m 5-2 MoxkeMo O4YEeKHMBAaTH Ja MOCTOJU Be3a
n3Mmelyy nBa tuma QyHKIM]a, IO YCIOBOM J1a ¢€ MPOPUILUBAKE alPOKCUMAIIH]E BPIIN
Ha ONWCAaHM HAYMH, Tj. Ja Cca jeJHE CTpaHe KOPHUCTUMO XHUjepapXHujcKe MOIMHOMCKE
¢yHkuuje, a Aa ca Ipyre crpaHe kopuctumMo b-crumajH QyHKimje 6e3 yHyTpalmux
YBOpOBa. YOUHMMO J]a BE€3€ MOTy 00yxBaTratu caMo 0a3ucHe (QyHKIIMje KOje OJroBapajy
UCTHM TTapaMeTapCKUM IPaBIMMa, I1a je CTOTa Y HaIlleM CIy4ajy OBOJFHO pa3MaTpaTh

Be3y (QyHKIHja qui’jﬁ' u fu%f(p'. Jpyrum pedrMa, O4eKyjeMo Ja LEeNOKyMHH Oa3ucu Oymy

NIOBE3aHU JINHEAPHOM DPEeJIalijoM

fm] [eke o o Tt
far [=| O CPoesp! 0 |[fa]. (5.1)
e 0 0 Con P || f oo

Taxohe, ouekyjeMo a Baxku U 0OpHYTa penanuja, Tj. 1a je MaTpula lC PoIBspl] y

jennaunnu (5.1) vHBEp3UOUIIHA.

Bese naBenene y penanuju (5.1) 1ox ycioBoMm Ja mocToje) MOTY c€ U3BECTH U3

ocobuna 1J[ ¢yHkumja koje yuectByjy y ¢opmupamy 3/| OasucHux ¢yHKuHja.
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OyHK1Hje qui’jﬁ' cy 10OujeHE TeH30pCKUM mpousBogoM Oymkmmja Lu,u®,u’,...

byHKIIH]a 1-vv+1VP -1V -v,... u byHKIIHja 1-ww+1lw -1w —w,... .

Tabena 5-4: Ananutruxu u3pasu 3a 1J] pynkuunje momohy xojux ce nodujajy nzorponne 3J1 6azucue

byHkuHje qui;jipl . O3Haka * o3HayaBa Ipasall 110 KOMe Ce CHIKaBa pejl aa ou ce noouiaa mixed order
¢dopmynanyja.
Bspl
fuijk
Bpoj HpaBau u* HpaBau V (y npaBiy W ce kopucte ucte GyHKIHjE Y3
HpON: f Bspl MPOMEHY UMEHA CII000/THE TPOMEHIBUBE )
u
Bspl
fy
+1 _2 +1 u2 -1 +3 _3 +1 V3
36 1_20_|_2u 1/+3 -3 -3 +3|V?
41211 8/-3 -3 +3 +3||v
+1 +2 +
+1 +3 +3 +1||1
-1 +3 -3 +1][® [+1 -4 +6 -4 +1]v*]
1|+3 -3 -3 +3|u? AT

108 al-3 -3 +3 +3 T6+60_120+6V2

u ~4 -8 0 +8 +4|v
+1 +3 +3 +1]1 1 +4 +6 +4 +1]1
[+1 -4 +6 -4 +1][u*] [-1 +5 -10 +10 -5 +17*]
—4 +8 0 -8 +4| 3 +5 -15 +10 +10 -15 +5 [y
1 1/-10 +10 +20 -20 -10 +10|v®

—|+6 0 -12 0 +6|u? —

240 16 32|+10 +10 -20 -20 +10 +10|v?
-4 -8 0 +8 +4ju -5 -15 -10 +10 +15 +5| v
|1 +4 +6 +4 +1] 1 | +1 +5 +10 +10 +5 +1 1|

[-1 +5 -10 +10 -5 +17u®] [+1 -6 +15 -20 +15 -6 +1v°]
+5 -15 +10 +10 -15 +5 | * -6 +24 -30 0 +30 -24 +6 |°
1/-10 +10 +20 -20 -10 +10 u? 1 +15 -30 -15 +60 -15 -30 +15 vt
- | = _ 3

450 | 33410 +10 -20 -20 +10 +10|u? 6a| 20 0 *00 0 7600 200V
5 15 10 +10 +15 +5 +15 +30 -15 -60 -15 30 +15|v
5 -5 -1 u —6 -24 -30 0 +30 +24 +6 v
[+1 +5 +10 +10 +5 +1] 1] | +1 +6 +15 +20 +15 +6 +1) 1|

(41 -6 +15 -20 +15 -6 +1Tv°] [-1 +7 -21 +35 -35 +21 -7 +17[V]
-6 +24 -30 0 +30 -24 +6 |\ *7 35 463 -35 -35 463 -35 47|V
415 -30 —15 +60 -15 —30 +15| -21 +63 -21 -105 +105 +21 -63 +21|5

\%
1] ~ i 1[+35 -35 -105 +105 +105 -105 -35 +35| s

756 gq 20 0 *60 0 -60 0 20 v 128 -35 -35 +105 +105 -105 -105 +35 +35|\2
*15 +30 -15 -60 -15 30 +15)v +21 +63 +21 -105 -105 +21 +63 +21|\?
~6 -24 -30 0 +30 +24 46 v -7 -35 -63 -35 +35 +63 +35 +7|vy

[+1 +6 +15 +20 +15 +6 +1]1] | +1 +7 +21 +35 +35 +21 +7 +1]1]
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Bynyhu na b-crunajHoBu HuCy Xujepapxujcke (QpyHKIUje, HEIITO je TEKE HAaBECTH

f Bspl

nyreM kojux 1J[ dynxuuja cy nobujene Oasucue dynkumje f", ma hemo ce

NOCTYXUTH TabenapHUM MpukazoM. Y Tabenu 5-4 cy npukasaHu uspasu 3a 1]]

Bspl

dynkumje nomohy kojux ce nodujajy uzorponne pynkuuje f;” kopumhene y moneny.

[TpumeTrMo 1a ce Opoj MPOMEHJBMBHX Y MOJIeNy (IpBa KoJIoHa y Tabenu 5-4) pasnukyje
on Opoja (yHKOHMja y TEH30PCKOM TPOHM3BOAY, a OBO j€ TMOCIEAWIAa HaMeTamba
IrpaHUYHUX ycloBa. Takohe, MPUMETUMO /a c€ 0 OCOOMHAMa €BEHTYAIHUX JIMHEAPHHUX
Be3a u3melhy 3] 6a3ucHux GyHKIHMja MOKE TUPEKTHO 3aKJbydMBATH HA OCHOBY OCOOMHA
1/1 dbyakumja xkoje GUTrypuIny y BMX0BOj 1eHUHHIIH]H.

Hoxazahemo na cy xwujepapxujcke mosmHoMcke 3J Ga3ucHe GyHKIHjE MO
onpehenum ycioBuma nuHeapHa komOuHanuja 3J{ b-crmaju 6asucHux ¢ynkmnuja. Ha

OCHOBY Je(pHUHMIIM]jE XHjepapXHjCKUX MOJMHOMCKUX Oa3ucHHUX (PyHKIMja 3HAMO Ja ce
OHE MOTy HpejicTaBuUTH y Oasucy Lu,u?,u’,... (ucTu oBaj 6a3uc je M 1O IpeocTana JBa

napaMmeTapcka mpaBlia y3 IpoMeHy UMeHa ciio0oiHe npoMeHbuBe). Takole, Ha OCHOBY
tabese 5-4,BuaumMo aa ce u b-crutaju pyHKIMje Koje ¢y mobujeHe p-npodumuBameM (1
KOje HEeMajy YHyTpaIllibe YBOPOBE y BEKTOPY YBOpOBA) Takole MOTY MPEACTaBHTH Y
uctom 6azucy. Ctora 3akibydyjemo Aa ce, Oyayhu ga cse marpuue y tabenu 5-4 umajy
UCTH PaHr U AuMeH3uje, cBe 1J| (yHKuHMje MO CBUM MapaMeTapcKuM IMpaBIUMa y
CIIy4ajy XHjepapXujCKuX IMOJIMHOMCKUX (yHKIHja mMory mpencrtaButu nomohy 171 b-
criaju GyHKIHja Koje Ccy mobujeHe pP-npodumuBameM (0e3 qoaaBama YHYTPAIIBHX
YBOPOBA y BEKTOPY YBOPOBa) U 0OPATHO.

WnyctpyjMo OBY 4HMEIGHUIlYy Ha HpuMepy (yHKIMja Koje OAroBapajy Opojy
npoMeHJBUBUX 36. XujepapXujcKe IMOJMHOMCKE (YHKIMje KOje OaroBapajy Opojy

pOMeHJBUBHX 36 nate cy y Tadenu 5-5.
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Tabena 5-5: Ananutruxu u3pasu 3a 1J] pynkuunje nomohy xojux ce nodujajy nzorponne 3J1 6azucue

. ¢ Pol .
¢dbyHKIHjC fuijﬁ . O3Haka * o3HauyaBa mpasail 10 KOMe ce CHIKaBa pejl aa ou ce qobuna mixed order

¢dopmynanyja.
fuik
Bpoj ITpasar u* I[TpaBan v [TpaBan W
fpeM f Pol f Pol f Pol
1 0 ol 0 0 -1 +1fV? 0 0 -1 +1w
0 0 +1 +1|v? 0 0 +1 +1|w?
36 0 +1 0 |u
o o0 +1l1 0 +1 0 -1fv 0 +1 0 -1 w
+1 0 -1 01 +1 0 -1 01
3a mapameTapcKu npasar U ©iMamo:
1+1—2+1u2 1+1—2+1 +1 0 O
qu‘$*"=Z -2 0 +2|u =7 -2 0 +2{nv| 0 +1 o0 |[fl=
+1 +2 +1| 1 +1 +2 +1 0O 0 +1
(5.2)
1 +1 -2 +1
=7 -2 0 +2|f
+1 +2 +1
1 +1 -2 +1 +1 -1 +1
fP =1n Z—z 0 +2[|fP=|-1 0 +1|f>", (5.3)
+1 +2 +1 +1 +1 +1
3a mapaMeTapcKu Impasail V UMaMo:
-1 +3 -3 +1|? -1 +3 -3 +1 0O 0 -1 +1
pospi - 1 +3 -3 -3 +3|v?| _1/+3 -3 -3 +3 n 0 0 +1 +1 ¢ Pol
Y 8/-3 -3 +3 +3|v| 8/-3 -3 +3 +3 0 +1 0 -1f|"
+1 +3 +3 +1| 1 +1 +3 +3 +1 +1 0 -1 0
+4 0 +3 -1
_1 O O _3 +3 fPOI
80 0 -3 -3|"°
0 +4 +3 +1
(5.4)
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+4 0 +3 -1 +3 +2 +1 O

prozny 2 000 T3 e (21 0 L +2 43 g g
v glo 0o -3 -3[|' "30 -2 -2 0"
0 +4 +3 +1 0 +2 -2 0

[TormyHo aHanorHo ce moOuWja JHMHeapHa Be3a 3a MapaMETapcKu Tpasai] W,
oynyhu ma cy y wmsorpomrom mojaeny 1) dyHkiuje wcror pema ucre (jeauHO ce
pa3iMKyjy y HOTallMju 10 UMEHYy CcJ000jHE MmpoMeHJbHBe). HapaBHO, 0 MOCTOjamy
uzpasa (5.2)-(5.5)Morno ce 3akJbyunuTH Ha OCHOBY YHIbEHHIIC Ja cy Kopuihene 11 b-
criajH QyHKIMje MehycoOHO JIMHeapHO He3aBHUCHE, Kao U aa cy 1J[ xujepapxujcke
noJiMHOMCcKe ¢GyHKIHje MelyycoOHO nrHeapHO He3aBUCHE U Ja ce 00e BpcTe (PyHKIH]a
MOTY MPEJICTaBUTH y UCTOM Oa3ucy (0a3uc {ZL u, u2,-~-} ). Jluneapue Bese nzmely opa ipa
ckyrma (ckyma bB-crmaju ¢-ja w CKyma XHjepapXHjCKHX ITOJMHOMCKHX (¢-ja) cy
eKCIUTMIIUTHO HaBEJCHE 3apaJi KOMIUIETHOCTH m3iarama. CIIMYHe Be3e MOCTOje M MOTY
ce JOOWTH Ha aHAJIOTaH HA4YMH U y ciIydajy Beher Opoja mpoMeHJbHMBUX (Kala OCHM
NPOMEHJbHMBE U MMaMO W Ha MpUMep mpoMeHsbrBe V U W). bynyhu na nuneaphe Bese
nocrtoje u3mehy 1/ dyHKIrja, oOuurieano je aa te Bese noctoje u usmelhy 3J1 6azucHux
dbyHKIIMja Koje ce nmoOujajy kao TeHzopcku mpousBoa 1/ dynkmmja. OBo ymyhyje Ha
3aKJbyYaK Ja anmpoKCHMMaTHBHA peliema 100ujeHa momohy oBakBux (yHKIH]a, u3mehy
KOjHUX IIOCTOje JMHEapHEe Be3e, Mopajy Outu Beoma Omucka. EBeHTyanHa ofcTynama ce
Mory 00jaCHHUTH JIOIIUM KoHIUIMOHNM OpojeM MKE matpunia, kao 1 YMEBHEHULIOM Ja Cy
koxa b-cmaju dynkmuja cee 1)1 dyHnkumje Hajpumer moryher pena (Tj. mpBa KojoHa y
marpuiiamMa y tTabenu 5-4 je myHa), 10K je KOJ XHjepapXHjCKUX MOJUHOMCKUX (DyHKIH]a
TEeK Toclenma (QyHKIHja MakcuMaiaHor pena. OBO JOBOOM [0 Tora Ja IMOCTOjU
moryhHoct na ce jeman aeo MKE wmartpuma 3a xujepapxujcke (yHKIHMje HEHITO
Mperu3Hnje nomymasa. Mehyrum kao mro BunauMo u3 tabena 5-1 u 5-2, pasnuke aBa
Mojena ce Buje Tek Ha 14-r0j 3HauajHo] udpwu.

TaGena 5-6 npuka3zyje Hekonnko MKE ¢dopmynanuja HUXer peia Koje Kopucre
npusMe ca TpoyraoHom 0azom [63], kBampe [53], u Terpaeape [53], kao enemente, u
MKE ¢opmynanujy koja Ha TeTpaeapuma KOPHUCTH JUHeapHe (QyHKIHMje 3a
arpoOKCUMAllM]y TaHTCHI[MjaJTHE KOMIIOHEHTE ToJha M KBajapaTHe QYHKIHjE 3a
arnpoKCcUMalnjy HOpMaJIHe KOMIIOHeHTe noJka [54]. Mako y Tabenu 5-6 Hucy HaBeneHU

HUKAaKBU HMHIUKaTopu epukacHoctu npumewmeHux MKE mopena, moxemo wusByhu
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HEKOJIMKO 3akJbydaka. Hajmpe, 1Mo TauHOCTH Cy pe3yiTaTH HaBeACHU y Tabenu 5-6
omwku b-crnaju moneny ca h-mpodpumuBambeM. Ca cinyHUM OpojeM MPOMEHJbHBHX b-
crutaju Mozen (rabena 5-3) uma Hemro Behy Taunoct om MKE mopaena Humker pena.
Takohe, b-crutaja Mozen ca p- mpogumbUBamHEM UMa HEKOJMKO IMyTa Behy TavyHOCT O]
MKE mopena Huxker pena (kao yocranoM u o b-crunaju mozena ca h-npodumuBamem).
Mehyrtum, Beha taunoct b-crimajH Monena ca pP-mpogumbUBakHEM JOHOCH ca cOOOM U
3HATHO JyXe Bpeme u3BpuiaBama. Mako 3a MKE monene Hwker pena u3 tabdene 5-6
HEMaMo ToaTKe 0 €(hUKACHOCTH MpOopadyHa, MOKEMO MPETIOCTaBUTH 1a, Oyayhu na je
npema tabenu 5-3 B-crutaju monen ca h-npodumuBamem no taynoctu Onmzak MKE

MoJieluMa HIXKeT peia u3 tabene 5-6, HajBepoBaTHUjE JIeje U CIUYHY €(UKACHOCT.

Tabena 5-6:I'pemka npsux 8 monosa npu MKE mozeny 3acHoBanom Ha MKE ¢dopmynannjama Hrxer

pena. Pesynraru cy npeyseru u3 [63-65],a Tabena je nenom npeysera us [7].

Mog ko [cm-1]
Tpuswe [63] Ksanpu [64] Terpaeapu [64] LT/QN[65]

Henosnate  Taumo pemieme 382 270 260 204
TE101 5,236 0,73 1,36 0,44 0,54
TM110 7,025 2,32 2,23 0,7 0,57
TEO11 7,551 0,53 2,58 1 0,18
TE201 7,551 0,64 3,13 0,56 1,89
TM111 8,179 0,22 2,09 2,29 0,56
TE111 8,179 2,09 0,7 1,57
TM210 8,886 2,98 3,53 0,84
TE102 8,947 5,38 1,7 0,49

Cpeniza rpeitika 0,88800 2,73000 1,36500 0,83000

Kao mro cmo Beh HamomeHynu, ampokcumalgja ToJhba M alpoOKCHUMaIlrja
reomerpuje Tpeba Ja 3aJ0BOJE BpJIO pa3iIuyuTe 3axTeBe. Mako je ca CTaHOBHUINTA
MOJIEIOBakha FeOMETpHje MOTIYHO ONPaBIAHO KOPUCTUTH HCTE (TMHeapHe) QyHKIHje Y
cBa Tpu mpaBlia (M30TPOITHO MOJEJIOBAaE), Ca CTAHOBHUINTA MOJCIOBAaKmAa IM0Jba OB3j
MPUCTYI HUje yBek morojaH. [Ipemioxena merona naje noHEKIe (GIEKCHOMITHOCT Yy
OBOM Tmorieny, a Ha cueaehem mnpumepy hemo moka3aTH Kako HEHU30TPOITHO
npoQUmeke ampoKCUMAIMje MOXKe Ja JOBele [0 3HauajHOT CMamema Opoja
HETO3HATHX, a ca 3aJpXKaBalkbeM HCTE TAa4YHOCTH. Pa3MOTpHMO mpuMep pe30HaHTHE

mymbrHa auMen3rja 1cmx 0.lcmx 1cm. Kako je mympuaa 10 myTta yka y mpaBiy

OI[prGHOM rio0amHoOM Y-0COM, MOXKE€ C€ OUYCKHMBATH Jia CYy 3a IIPBUX HCKOJIMKO MOJ0BA
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IPOMEHE y pacrloieiay MOAATHHX MO0Jba H3PAKEHHje IyXK X- U Z-0ce, Ia MOXKEMO

kopuctuty Buile 1/ pyHKIMja 32 ampoKCUMHpae 10Jba y OBa J1Ba MPaBIa.

a 6ucmo oBo moTBpawIH, pBo hemo npukazatu MKE npopadys 3a mymsuny
y K0jOj j& anpoKcHUMaIlyja mojba npodumbHBaHa jeIHAKO y cBa 3 mapaMeTapcKa Mpaslia,
Tj. TPUMEBYjeMO H30TPONHO NpopHUHHBAKE YHyTap eieMeHTa. Y Ttabemu 5-7 je
npukazana rpemka npBux 10 momoBa, 3ajeqHo ca cpenmuM OpojeM MOTPEeOHHMX
onbupaka o ynocy MKE marpurie.

Tabema 5-7. I'pemka mpopadyyHaTHX TIPaHUYHUX ydecTaHoCcTH 3a mpBux 10 pe3oHaHTHHX MOIOBa

HIyIJbUHE 00JMKa KBapa— KOHBEPreHIMja ca H30TPomHuM h-podumsnuBameM yHyTap ellEMEHTA.

Tayna
YUECTaHOCT [Ipemkal [%6]
|Hzl

211985280 | 0,65842421) 0,10383 | 0,0299913| 0,01175173) 0,00552921
335178157,6 | 0,65842421] 2,08627 | 0,5330519| 0,18995879| 0,08417607
335178157,6 | 0,65842421 2,08627 | 0,5330519| 0,18995879| 0,08417607
423970560 | 0,65842421 2,57590 | 0,6584242| 0,23446104| 0,10382812
474013496,3 | 219,897477] 0,60310 | 3,8903363| 1,41278808| 0,5933254
474013496,3 | 219,897477] 0,60310 | 3,8903363| 1,41278808| 0,5933254
540458539,7 | 181,95418| 1,25228 | 3,2005121| 1,15904237| 0,48810526
540458539,7 | 181,95418| 1,25228 | 3,2005121| 1,15904237| 0,48810526
618037985 | 148,967315 3,57666 | 0,6215662| 4,51185432 2,42648712
618037985 | 148,967315 143,99836 | 0,6215662| 5,11827753) 2,42648712

Bpoj 36 108 240 450 756
HCIIO3HATUX

Cpenmu 6poj

onbupaka 3a | 97,2972973| 71,7385321] 45,395851| 29,3388027| 19,7652387

MHTETpaIyjy
Cpenma
rpemka

110,427164| 15,813807[7 1,7179349 1,53999P31 0,720354

[IpumetnMo TOHOBO Aa 3a paznmuky ojn kimacuune MKE dopmynanumje, npu
kopuiithemy b-crutaju eneMenara Koj Kojux 6asucHe QpyHKIIMje HUCY IeI0g0MeHCcKe h-
npopumbUBakbEe HE MOpa Ja YKJbYUyje BUIIE O] jeIHOT eleMeHTa y memry. OBo 10Boau
1o h-npopumuBama kox kora cy OasucHe (yHKIMje 3a pa3Boj mMojba ca BehuMm
crerieHoM KoHTHHYHTeTa. Kinacnuno h-npodumuBame je moryhe nmMutupatu momohy b-
CIJIajHOBA ca yBehaHuM OpojeM yHYTpallmbUX YBOPOBA KOjH CE MOHABJhAjJy, MITO hemo
NoKa3aTh Ha KacHUjuUM npumepuma. Tabena 5-8 mpukasyje rpeuky npsux 10 momoBa,

KaJa ce KOPUCTH aHM30TponHOo h-mpodumusame, Tj. moBehan je Opoj ¢yHKIHja 3a
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pa3Boj MoJba caMo y U- U W-IpaBIMMa JIOK je y V-mpaBily (Koju oAroBapa Y -mpaBily
y TI00aJHMM KOOpAMHATamMa 10 KOME je IIYIUbMHA Hajy)ka) 3aJpKaBaH HCTH Opoj
byHKIIMja TpU TPOPUBLUBAKY allPOKCUMAIIHje. AKO TTOCMaTpaMo Pe3yJITaTe HaBeICHE Y
tabenama 5-7 u 5-8 MOKEMO YOUHTH Jla Cy TpEIIKe y OATroBapajyhuM KoJoHaMa y OBE
nBe Tadene (ca M3y3eTKOM HEKOJIMKO BPEIHOCTH y MPBE JBE KOJOHE) UCHTUYHE U J1a CY
pesynratu y Tabenu 5-8 moOujeHu ca 3Ha4ajHO MambUM OpojeM Hemo3Hatux. JlomaTtHo,
300r Tpupoje cruiajH QyHKIHja, alpoOKCHMAaIlhja MoJba ca CIJIajHOBUMA HUCKOT pela u
h-npodumuBamemM yHyTap eleMeHTa J1aje OMIHYHY e(HUKACHOCT METOJE, IIITO MOKEMO
BUJECTH HAa OCHOBY Mayor Opoja moTpeOHUX oadupaka 3a uHTerpanujy. Ilpumernmo
JOJIaTHO JAa Cy, YCJEN Tora INTO T€OMETPHCKM MOJENl MMa caMoO jelaH KOHAYHU
€JIEMEHT, CBE HEIMO3HAaTe€ Be3aHe 3a 3alpeMUHCKe (QYHKIHjEe, Tj. HEMa HMBUYHHUX
byuknuja u QyHKiuja crpaHe (KoeUIUjEHTH y pPa3BOjy Mojba Cy Hy/lIa y3 OBE
dynkuyje).

Tabena 5-8. I'pemka npopadyHaTHX TpaHMYHHMX ydecTaHOCTH 3a npBux 10 pe3oHaHTHHX MOIOBa

IyTUbKUHE 00JIMKA KBaJpa — KOHBEPIeHIIM]a ca aHU30TPONMHUM h-TpodHBbHBakbEM YHYTAP CIEMEHTA.

Tauyna
YUECTaHOCT [Tpemxal [%6]

|Hzl
211985280 | 0,65842421 0,10383 | 0,0299913| 0,01175173 0,00552921
335178157,6 | 0,65842421] 2,08627 | 0,5330519 0,18995879 0,08417607
335178157,6 | 0,65842421] 2,08627 | 0,5330519 0,18995879 0,08417607
423970560 | 0,65842421 2,57590 | 0,6584242| 0,23446104| 0,10382812
474013496,3 | 219,897477| 0,60310 | 3,8903363| 1,41278808 0,5933254
474013496,3 | 219,897477| 0,60310 | 3,8903363| 1,41278808 0,5933254
540458539,7 | 181,95418| 1,25228 | 3,2005121| 1,15904237| 0,48810526
540458539,7 | 181,95418| 1,25228 | 3,2005121| 1,15904237| 0,48810526
618037985 | 148,967315 3,57666 | 0,6215662| 4,51185432 2,42648712
618037985 | 148,967315 145,33682 | 0,6215662| 5,11827753| 2,42648712

bpoj 20 42 72 110 156
HCITIO3HATUX
Cpenmu 0poj
onéupakasa | 69,9428571 60,4285714| 45,493151| 34,3415233| 26,5281725
WHTETPAIH]Y

fgf}i‘i’j 110,427164| 15,9476531 1,7179349 1,53999p31 0,7Z0354
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5.2 Coepuyna mynmbuHa

Kao apyrum mpumep, pazmMoTpumo chepuuHy WIyIJbUHY, MOJyNpedyHuKa 1cm

MOZCIIOBAHY je,Z[HI/IM XCKCACAapCKUM KOHA4YHUM CJIICMCHTOM, Ha HAYMWUH OIIMCaH Y
MOTJIaBJby O TE€OMETPHJCKOM MOJCIIOBalkY. 300T CUMETpHje mpodiieMa U KOpHUIheHOoT
MIPECIINKaBamka, MPUPOAHO j& MPOPUIHLUBATH AITPOKCUMAIIN]Y T10Jba JEHAKO y CBa TPHU

napameTapcka Mpasla.

Tabena 5-9 npukasyje rpemky (Ipeko nmpopadyHaTor TanacHor opoja K,) npBux

11 monoBa cdepuune mynspuae npu MKE mozeny ca jeHUM €1eMEHTOM 3aCHOBAaHOM
Ha XHUJEpPapXUjCKUM TOJIMHOMHMMA 33 MOJIENOBamke IMojba M b-cliajH reomeTpuju.
Tabena 5-10 mpuka3syje rpemky mpopadyHaror K, y ciydajy p-npodumuBama Ipu
yeMmy je MoJbe arnpokcuMupaHo nomohy b-crumajn ¢yHKIMja ca BEKTOpMMa YBOpOBA

k, =k, =k, =[-1,1] u penoBuma m; ox 5 (108neno3narux) no 8 (756Heno3Harnx).

Pesynraru cy npukazaHu ca BelMKUM OpojeM 3HayajHux mudapa (mo 14) xako Ou jorur
jeIHOM TOTPBPAWIM Ja MPAaKTHYHO HeMa pa3inke u3Mmely oBa aBa mojena, mTo ce
MOXe OOjacHWTH JIMHEApHOM Be30M wu3Mel)y nBa Tuma Oa3ucHMX (yHKIHMja, VY3
PE30HOBakE HABEJCHO Y MPETXOJHOM OfeJbKy. HamoMeHnMo BpIiio BaXXKHY UHEEHUILY
Jla ce YIOPEIUBH PE3YyITaTH M00Hjajy jeAUHO MpH KOpUIIhemy HCTOT MpEeCcIuKaBamba
JOKAIHOT pe(epeHTHOr eJIeMEeHTa. YKOJIHMKO Ce KOPHCTE Ipyraddja IMpecinKaBama,
moryhe je M0OMTH W HEKOJIMKO PEI0Ba BEIHUYWHA Pa3IUYUTe pe3yirare (BHACTH HIIP.
[7] rne je kopumrtheHo mpecinuKaBame y KOME Cy MHTEPHE Tauke pacrnopehene mo Komku
a rpaHnyHe Ha cepu). MokeMo JaKie 3aKJbyYHTH JIa Cy XHjepPapXHjcKe MOTHMHOMCKE
OasucHe (ynkmuje crnernujanan ciaydaj b-crutaju Qynkmmja xoje cy aeduHMcaHe Ha
BeKTOpMMa 0€3 YHYTpalllkbuX dYBOpoBa. Mako je OBO TayHO ca CTAHOBHIITA
EKBUBAJICHTHOCTH caMUX 0a3Wca, HAIOMEHUMO Jla XHUjepapxXxujcke (QyHKIHje
oMoryhaBajy J1akie UMINIEMEHTUPABE aHU30TPOITHUX alpOKCUMAIlHja TI0Jba Y CIIydajy

BHUIIC €JICMCHATA.
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Tabena 5-9.Tpeuika npeux 11 momosa chepuune wymbsnae npu MKE moneny (ca 125uHTepnionaniioHnX Tauyaka) 3aCHOBAHOM Ha XHjePapXUjCKUM MOJHHOMUMA 32

MOJIeIoBamke MMoJba M b-crutajH reoMeTpuju, pu P-poUBIBAKY .

NJ

L4

U

NJ

U

Mox Tauna Bpez[HOCTkO[Cm'l] [Ipemkal [%6]

TMO010 2,744 0,0941554949273] 0,060184873137890,036016927832¢ 0,0361638687978
TMIIl, mapru 0,0941554949276] 0,060184873141640,0360169278381 0,0361638688077
TMIIl. Henapru 0,0941554949297( 0,060184873141910,0360169278545 0,0361638688369]
TMO021 3,87 0,3040443302373( 0,120556932467860,0790610677254 0,0241492930641
TM121, napau 0,3040443302455( 0,120556932470190,079061067732¢ 0,0241492930727
TM121 grenapan 3,6868568149848( 0,120556932485060,079061067732¢ 0,0241492931461
TM221, napau 3,6868568149849( 0,353911222782520,0969481124177 0,0976027764420
TM221 prenapuu 3,6868568149850( 0,353911222827320,0969481125287 0,0976027772152
TEO11 4,493 6,3497985977018] 0,307836795387310,2227344802475 0,0578270933892
TEN, napau 6,3497985977018{ 0,307836795403060,2227344802865 0,0578270945033
TEIll, venapun 6,3497985977024( 0,307836795427450,222734480516¢ 0,0578270948605
Bpoj Hemo3naTux 108 240 450 756

Cpenmpu Opoj HHTETPALIMOHUX OI0MpaKa 125 216 512 729

Cpenwa rpemka 2,8182292166662! 0,197596204424750,1097576047921 0,0499660292850
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Tabena 5-10. I'pewka mpBux 11 momoBa chepuune mwymbude npu MKE mozmeny (ca 125 unHTepmosialMOHUX Tayaka) 3aCHOBaHOM Ha b-crumajH QyHkumjama 3a

MOJIeoBamke 1MoJba M b-crutajH reoMeTpuju, pu P-poUBIBABKY .

Mox Tauna Bpez[HOCTkO[Cm'l] [Tpemkal [%60]

TMO010 2,744 0,09415549492904 0,06018487314032/0,0360169278333 0,0361638688013¢
TMIII, napuu 0,09415549492904 0,06018487314046|0,0360169278333 0,03616386880163
TMIIl. Henapan 0,0941554949290¢ 0,06018487314063/0,0360169278334 0,0361638688018¢
TM021 3,87 0,3040443302363¢ 0,12055693247842/0,0790610677529 0,0241492933112§
TM121, napuu 0,30404433023641 0,12055693247845/0,0790610677529 0,02414929331138§
TM121 penapan 3,68685681498584 0,12055693247858/0,0790610677531 0,02414929331144§
TM221, napau 3,68685681498587 0,35391122280971/0,0969481125162 0,09760277705604
TM221 penapan 3,68685681498587 0,35391122280973/0,0969481125164 0,09760277705607
TEO11 4,493 6,34979859770249 0,30783679539395|0,2227344805662 0,05782709274433
TEI, mapau 6,34979859770269 0,30783679539407|0,2227344805662 0,05782709274444
TEIl, nemapan 6,34979859770267 0,30783679539411|0,2227344805663 0,0578270927444¢
bpoj Hemo3HaTux 108 240 450 756

Cpenmu Opoj MHTETPAIMOHUX 0JI0MpaKa 125 216 512 729

Cpenma rpemka 2,81822921666594 0,19759620442349|0,1097576048627 0,0499660289713(
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Tabena 5-11: I'peuka npeux 11 momoBa chepuune wympune npu MKE moneny (ca 125 mHTepmoialiioHMX Tayaka) 3acHOBaHOM Ha b-cruiaj ¢yHkuujama 3a

MOJIEIOBamhE 1oJba U b-crumaju reomerpuju, npu yaugopmuom h-npodumnsamy.

[Tpemkal [%60]

Mon Tauna BpeHOCT [cm™]

TMO10 2744 0,52873435663313 0,18062848772344/0,0925679038271 0,06266635325402
TMIll, napru 0,52873435663317 0,18062848772350/0,0925679038276§ 0,06266635325429
TMIIl. nenapru 0,52873435663337 0,18062848772352|0,0925679038276 0,06266635325472
TM021 3,87 1,33637432292557 0,49360248499803 0,2490352269141 0,1418652991745(
TM121, napuu 1,33637432292571 0,49360248499811]0,2490352269146 0,14186529917463
TM121 penapuu 3,11765744195219 0,75812769785896|0,2881609709600 0,14186529917482
TM221, napuu 3,1176574419522] 0,75812769785902(0,2881609709603 0,16647310651443
TM221 penapuu 3,1176574419522] 0,75812769785904|0,2881609709604 0,16647310651446
TEO11 4,493 5,10073225410454 1,09804089689599 0,4287212400370 0,2209086407361(
TEN, napun 5,10073225410467 1,09804089689621|0,4287212400370 0,22090864073619
TEN, nenapuu 5,1007322541047] 1,09804089689628|0,4287212400371 0,22090864073622
Bpoj Heno3Hatux 108 240 450 756

Cpearu 6poj muTerpaiHonnx oxoupaia 71,7385 45,3959 29,3388 19,7652

Cpenma rpemka

2,62855643672013

0,64523601976656

0,2660382543912

0,14629700841131
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AHU30TpOIIHA amNpoOKCHMalMja ToJba je HapaBHO Moryha u ca b-cruaju
¢yHKIMjamMa, Kao IITO CMO M MOKa3aJld Ha MPUMEPY jJeAHOT €JIeMEHTAa y MPETXOIHOM
OJICJbKY, ali OW OBaj THUIl aNpOKCUMAIM]e Yy Cydajy BHUIIE eJeMeHaTa 3aXTeBao
NMoceOHy TMaxmwy W AchUHUCAKE XHjepapXHUjCKuX mpoctopa b-cmuaju dyHkImja, y3
CIEeIMjaIn30BaHe METOoJle ‘crmajama” enemMeHara. Mojene ca BHIE KOHAYHUX
eJleMeHara y oBOj Te3u hemo pasmarparu camo y3 kKopuirheme H30TpOonHUX (PyHKIHMja

3a MOJICJIOBAHE 110JhA.
Tabena 5-11 npukasyje rpemky npopadyHator K, y ciydajy h-mpodumenor
peliema ca cCIajHOBMMa (QUKCHpaHOr pega My, =mg, =m,, =3, TIc CBe

anpoKCHMalldje KOpHCTe CTaHIapIHH YHH(OPMHHU BEKTOp 4YBOpOBa M HMajy on 4
jemuncTBeHa yBopa (108 Hemo3HaTHX) 10 7 jeauHCTBeHUX 4BOpoBa (756 Hemo3HaTux).
Kopumihene ¢yHKIMje cy ucTe Kao y MpuMepy y MPETXOIHOM OJIEJbKY M MPUKa3aHe Cy

Ha ciimkaMma 5-1 o 5-3.

Ha ocHOBY oBor nprMepa Moe ce jaCHO BUAETH J1a cy b-criajH eneMeHTH Bpio

¢irekcuOMIHN jep M03BOJbaBajy U P- U h-mpodumuBame, U TO y OKBHPY jEIHOT

KOHAuHOT eJjeMeHTa. J[ogaTHO, MOXEMO 3aKJbyYHTH Ja j€ HEmTO 00Jbe KOPUCTHTH
KBajipaTHe cCIulajHoBe W h-mpodumuBame. OBakaB HaumH Kopumhema b-crutaju
0a3ucHUX (YHKIMja 3aXTeBa HUXKHM OpOj MHTErpalMoHUX ojdupaka mo yHocy y MKE
MaTpuiH (M TO HEKOJIMKO ITyTa HWXKH 32 MarkbK OpOj HEMO3HATHX, 10 HEKOJIMKO PeoBa
BEJIMYMHA HW)KH 3a BEJIMKH OpOj HEMO3HAThX), ca CIMYHOM (Miau 60JbOM TadHOImhy,
BUJIETH KOJIOHY Koja oaroBapa 0pojy 108 Hermo3Hatux) y 0JHOCY Ha MOJEN Ca jeIHUM

€JIEMEHTOM U P -npodumbuBameM. Takohe je MHTepecaHTHO NMPUMETUTH J1a Cce 3a CBE

MojoBe u3 Tabene 5-11 rpemka MoHOTOHO moBehaBa ca ydectaHomhy ¥ MOHOTOHO
cMmamyje ca Behum Opojem HermosHaTtux. [Ipeanoctu h-mpodumuiBama y pa3MaTpaHoM
cinyuajy cy cnenehe. MKE matpuiie koje ce m1o6ujajy u3 mojzena ca P -nmpohumbHBaAKHEM
cy nyHne (momTo cy kopuitheHe 6a3ucHe (yHKIHjE ICIIOJOMEHCKE) M CBAaKH YHOC y
MaTpHUIM YBOOM Tpeuky 300r Hymepuuke uHTerpamuje. Takxobe, momen ca jenHUM
€IeMEHTOM HMa U3paxeHy aeopmanujy YHUTApHUX U PEHHUIPOYHUX YHUTAPHUX
BekTopa (yBeleHy Kpo3 JakoOWjaH), KOja ce jaBJba Ha MBHIIAMA W Y YBOPOBHMA, IIITO
yrude Ha mnpopauyH cBux yHoca y MKE warpunama. Ca apyre crpane, h-

npodumbUBakbe YHYTap jEIHOT €IIEMEHTa jaje cinabo momymene Matpuie (jep
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pa3marpaHu 0a3McH HUCY LIETIOJJOMEHCKH W CTOra ce JOMEHH 0a3ucHUX (yHKIHja He
npeknanajy y nornyHoctd) 1 MKE matpuiie cy cBakuM KopakoMm HpodHmUBama CBE
cnabuje nomymwene. Hyne y MKE martpuniama cy crora m3pauyHaTe Ta4yHO, a HEHYJITH
yHocu y MKE wmarpunama cy u3padyHaTH Tako IITO Cy HMHTErPaJbEHH MPOU3BOIU
GyHKIHMja KOje ce caMO JNEeTMMUYHO TpeKianajy y chpepudHoM nomeny (BehmHa oBHX
(GyHKIMja HUje HA TPaHUIlaMa JIOMeHa OJIM3y reOMEeTPpHjCKUX cuHTyaapurera). Ctora ce
Moe ouekmBath ga je Behumna yHoca y MKE martpuiin taunwja y ciaydajy h-

npoumrBama YHYTAp JEIHOT eJeMeHTa Hero y ciydajy P -npodumuBama. MKE
MaTtpuiie y wmojeauma h-npodumuBambeM W P -npodumbHBambeM 3a ciydaj 756

IIPOMEHJBUBHUX CY MPUKa3aHE HA CIULIU 9-4.

Ha ocHOBY oBuX pa3MmaTpama W Ha OCHOBY pe3yJsiTaTa Jatux y tabemama 5-10um 5-11,
MOXE Ce 3aKbydduTd jaa h-npodumuBambe Ha MOJAENY ca jEIHUM EJIEMEHTOM H
KBaJpaTHUM b-crmajHoBUMa Jaje pesynraTe ca CIMYHOM, a MOHEKaa U 00JboM,

TayHoIhy 3HaTHO euKacHUje Hero P -npodumeH Moaen (rae je BEeKTop YBOpOBa Oe3

YHYTpAIIIbUX YBOPOBA) Ha mpumepy chepruune (3aKpHBIbEHE) TEOMETPH]E.

(a) (6)

Crnuka 5-4. MKE wmatpuue y monenuma ca: (a) P -npodumuBameM (BEKTOp YBOpOBa O3 YHYTPAIIbUX

upopoga) 1 (6) N -npopumusamem (yrnpopman BexTop usopona). Jlumensuje matpuna cy 756X 756.
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PasmoTpumo cana ciyyaj kajga ce p -poumbUBambe BPIIHM a 13 IPH TOM BEKTOP

YBOpPOBa MMa yHYyTpallme uyBopose. [lomazHe ¢(yHKIMje 3a MoJeNn MpHKa3zaHe Cy Ha

cmuiu 5-5. Buaumo na gyHkiuje umajy pasimuuTe TOMEHE U Jla ¢e He MpeKianajy y
MOTHOYHOCTH, ITO moOospmaBa edukacHocT mnonymaBakba MKE wmatpuma. Ilpu

XHjepapXxujcKoM P -popHUBUBakY MHOTOCTPYKOCTH CBHX 4YBOpoBa ce mosehaBajy 3a

jemaH y3 monau3ame cTeneHa 3a jenaH. Ha Taj HaumH ce mpocTopu Koje (yHKIuje
[Tpu

neUHUITY XHjepapXujCKH MPOIITUPY]Y, Tj. CBaka (PyHKIM]a U3 TIOJA3HOT CKyIa CE MOXKE

MPEJICTaBUTH JTUHeapHa

OBOM CJTy4ajy pa3nuuuTa 3a (QyHKIHMje U3 TOJa3HOT U HOBOJAOOHjeHOr 0a3uca, BHICTH

ocobune b-crutaju ¢yHKIMja HaBeneHe y MorIaBsby 2,1).
1.0 — B,

1.0 LI B2’4

i

mm B14

m— B
Bs,

KOoMOMHarmja

Kao
HEXUjepapXujCKOM P -popUbIBaBkY MOIMKE c€ CTeNeH (PYHKIMja, ald He ¥ YBOPOBA,

0.8

0.6}

L

0.4}

<

0.2l7

e

HOBOJIO0M]EHUX

mm Bl3

byHKIIH]a.

na 300r TOra TOJa3HU MPOCTOP W HOBOAOOHWjeHH TMpocTop GYHKIUja HUCY ¥

XHjepapXxHujcKoM OJHOCY (OBO je mocieaniia KOHTHHYaTHOCTH Ha YBOPOBHMA Koja je y

0.8
0.6}
0.4

0.2}

-0.5

\
0.01 A
-1.0

(a)
. 1
Ciuka 5-5. TTonasne dynkumje: (a) myn pex (— 11— l—l—g
. 1
(bopmynanmja ca memosutuM pemom) (— 1- 1,—1,—5
HETIO3HATHX.

Wk

(6)

+ L+ 1+1+1) u (6) cumxen pen

1
’5 #1+1+1). Onrosapa monmemy ca 240
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B3,5

i

(a)
OyHKIMje

(- & - 1-1-1-

Canka 5-6.

3" 3

1 1 1 1
+Z 4+ + 114140
33+llll)

S
W
TN

npu

(0)

P -npodumuBamy:

u (6)

XHjEpapxHjCKOM

(@ mym  pen

camken pen (dpopmyrnanmja ca
1 1 1 1
memosutum perom) (— - 1-1-1—-=,—-=,+=,+= + L+ 1+1+1). Onrosapa momeny ca 1176
3 3 3 3
HEIO3HATHX.
1'0 — B0,5 i B3,5 B5’5 1'0 ‘ — B0,4 N B214 = B4‘4
mm Bl,5 ma B45 - B65 Em B1’4 ni ‘33,4 — BSA
0.8
0'67 .0‘ .0‘ g W, S \\\\\\\“““”’/x/,l// '0"~¢‘
D LR . & 7, & .
ORI
» s S, K /’//// L)
0.4 ;i $ 3 EE T A i
ol N S ION B 1
0.2t S 3 7z 3
L N \\\\\ ’. 0' "l B -
S R S, 2, A
Es N\ ‘e’ ‘e
0 . N anny e, m i
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
(a) (6)
Cnuka  5-7. @yHKuMje 1pu  HEXHjepapXujcKOM P -npobumuBamy: (a) myH pen
11
- % -1~ l_l_é ,5 + I+ L+ 1+1+1) u (6) cumxken pen (hopMynammja ca MEMOBHTHM PeIoM)
11
(-5 1-1-1-2.5 ¢
33

1+ 1;+1+1) . Onrosapa mozeny ca 450 Heno3HaTHX.
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Tabena 5-12. I'pewka mpBux 11 momoBa chepuune mwymbude npu MKE mozmeny (ca 125 unHTeprosialMoHUX Tayaka) 3aCHOBaHOM Ha b-crumajH QyHkumjama 3a

MO/IENIOBabE 10Jba U b-CIIajH reoMeTpHjH, IPH XUjepapXujCKOM U HEXHjEePapXujcKoM [ -ipodumHBamy.

Mon Tauna Bpez[HOCTkO[Cm'l] [Tpemmkal [%0]
TMO010 2,744 0,0740178124168 0,0363667347943 0,03691415307059
TMIII, napuu 0,0740178124168 0,0363667347944 0,03691415307083
TMIIl. Henapau 0,0740178124169 0,0363667347946 0,03691415307090
TMO021 3,87 0,1702484817639 0,0270299791516 0,101280157419838
TM121, napuu 0,1702484817640 0,0270299791517 0,10128015741989
TM121 genapuu 0,1702484817642 0,0270299791518 0,10788809219270
TM221, napuu 0,3825594493429 0,0981706037489 0,10788809219271
TM221 penapau 0,3825594493429 0,0981706037494 0,10788809219280
TEO11 4,493 0,2298956351918 0,0633552242130 0,28484058668188
TEI, mapau 0,2298956351919 0,0633552242132 0,28484058668200
TEI, nenmapuu 0,2298956351920 0,0633552242132 0,28484058668214

Bpoj Hemo3natux 240 1176 kujepapxujcko) 450 @EexujepapxHjcko)
Cpenmpu Opoj MHTErpaIllMOHUX 010HpaKa 309,74938 126,31452 861,48559
Cpenma rpemka

0,19887315334588 0,0524179110887 0,1355898918796

(o)
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Pesyntatn mpopauyHa 3a ciIydaj] Mojelda ca  XHJEpPAPXUjCKUM U
HEXHUjepapXujcKuM P -npopumbuBameM aatu cy y Tabenmu 5-12. [Ipumerumo na ce
3HAYajHO pasliiKyje Opoj WHTErpalMoHUX oaOuMpaka 3a oBa JBa ciydaja. Mako cy
(GyHKIMje UCTOT CTeleHa, U ca (aKo He TOCMaTpaMO MHOTOCTPYKOCTH YBOPOBA) HCTUM
YBOPOBHMMA y BEKTOpY uBopoBa (ma crora u uctuM ["ayc-JlexxanapoBum Taukama), 300r
Bulle (yHKIMja Koje ce€ TpeKianajy CBOJUM JIOMEHMMa HEXHjepapXHujcko P -
npopumHUBamHE pe3yaTyje MHOro Behum Opojem oxbupaka. [lpumeTmo momaTHO na,
MaKo XHjepapXHjcKo P - npodumHUBamKE pe3ynryje monenom ca 1176 Hemo3HaTHX,
cpeama rpemka 3a npsux 11 monosa nznocu 0,05242% juto je Bpiao CIMYHO MOJEITY
HaBeneHoOM y Tabenu 5-10, rae je cpeama rpemka npsux 11 momosa 0,04997%,y3
cBera /56 mpomeHJbMBHUX. ['perika mpBor Moja y oBa JBa MOJejla j€ HEIITO Mama,
ommcka je y oba cimydaja, u u3Hocu 0,03637%mu 0,03616%,penom. Pazmor 3a oBy

TPEIIKY Ce MOKEe TPaKUTH y cienehem.

Tanacuu 6poj y cinydajy cepuyHe mynjbuHE je AaT U3pa3oM

k=—o (5.6)

e je U,, Hyna onrosapajyhe becenose dynkimje (wim menor ussona) [66], a R je

NOJYNPEYHUK cQepuuHe WIyIUbMHE. Y Hamem mnpumepy, 3a npBux 11 momosa

peneBaHTHE Cy Hyle Ha nosuumujama U, =2,7443,870um 4,493, a R=1cm.

N3pauyHajMo mpomMeHy TajlacHOT Opoja ca MpoOMEHOM 3anpeMuHe chepe.

_gE.:fyffﬂg::fﬂf_}_;:—fhﬂ____jg____:-_fi__jL__::—_K_ 657)
dv dRdv drdV R?* d 4 R4 v '
—| R T
dR drR{ 3 3

OnaBne mMaMo Ja je pellaTHBHA TpeIika TajacHOr Opoja y OJHOCY Ha pelaTUBHY

TpeliKy 3anpeMuHe chepe nara ca

é!S:p—légi' (5}”
3V

Ako cdepy Moxmenyjemo ca 125 uHTepmonmanmMOHUX Tadaka 3agaTHX [MOMONy
npecinvkaBama (3.3) HA HAYMH OINKCAH Yy IOIJIaBJby 3, pelIaTHBHA TIPEIIKa 3alpEeMHHE

HN3HOCHU
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AV _Vyn-V

Y =-0,13966% (5.9)

rae ce V,,, U3padyyHaBa Ha OCHOBY JakoOMjaHa KoBapujaHTHe TpaHcopmaruje. Ha

m

ocuoBy (5.8)umamo 1a je

Ark =0,04655% (5.10)
MoskeMo 3aKJby4dTH J1a j€ JeIMHA HA4MH J0JIaTHOT CMamkHBama Ipelke y Tabenama 5-
10, 5-11wu 5-12, ucnon rpanune koja je mara ca (5.10) moryh y3 moOoJbliaBame

napameTpHu3aluje.

[TapameTrpuzanujy je moryhe moOoJplIaTH Ha HEKOJIMKO HaunHa. Mu hemo
KopucTHTH MoBehame Opoja MHTEPIOIANMOHUX Tayaka, Kao IITO je yuumeHo u y [9].
Moryhu cy u npucTynu npeko Kopuirhema panroHaTHUX (QYHKIHja KOje, 3a pa3iuKy
OJl TIOJIMHOMA, MOTY TayHO Ja MpejacTaBe cdepy, ajlud ce 3a Taj MPHUCTYN HHUCMO
OJUTYYMJIA M3 pasliora MTO KOpHUIINEHke parmoHATHUX (YHKIHja TOTCHIMjATHO MOXKE
JIOBECTH JI0 HYMEPHUYKHX HECTaOWJIIHOCTH. YTIPKOC TOME, HEKH ayTOpPH KOPHCTE
paunoHanHe QYHKIHUje U 32 MOJICTIOBAakh¢ TEOMETPHUjE U 32 MOJICTIOBAbE 110Jba (BHICTH
unp. ynorpedy HYPBC ¢ynkuuja y MKE [5, 27, 67]).3a oBy omuujy ce, ocuMm u3
pasziora HyMepU4Ke CTaOMIIHOCTH, HHCMO OIUTYYMJIM W W3 pPasiiora KOMIUIEKCHOCTH
nedhunncama HYPBC dyHKIMja koje, ocuM HaBolema BEKTOpa YBOPOBA U CTEIICHA,
3axTeBajy M HaBolheme TeKUHCKHUX (hakTopa 3a cBaky OasucHy ¢ynkumjy. Y 31 MKE
O0M OBO camO 3a T€OMETPH]y 3aXTEBaJlO Ja ce, OCUM JAe(uHHCamba BEKTOpa YBOPOBA,
nedunnmre u 3] Mpeka TEKUHCKUX (hakTOopa 3a TEOMETpH]y, jep reomerpujcke 3]

HYPBC ¢ynkmuje ne Hacrajy reHzopckuM npoussogaom 11 HYPBC dynkimja.

Axo nosehamo Opoj Tawaka Ha 1000 MHTEpHONAIMOHMX Tadaka, MOXKEMO
3Ha4yajHO ToBehaTH TayHOCT ampokcuMalpje cdepe jeTHUM KOHAYHHM EJIEMEHTOM
BUIIIET TeoMeTpHjckor perna. Ha cmunum 5-8 mpukaszane cy damuiuje criiajHoBa
kopuithene y mozaeny ca 125 u ca 1000 unTepnonanmonux tadaka. [Ipumernmo na
damunuja Ha ciounu 5-8(0) mma wHTepHe uBOpoBe. bynyhu na ¢yHKImje Koje
neGUHUITY TEOMETPHjY U PYHKIHje KOje alpOKCUMUPA]y T0JbE MOTY UMATH Pa3IUUNUTE
BeKkTOpe uBOpoBa (momro kopuiiheHa GopMysammja JOMYIITa HE3ABHCHO MOJICIOBALE

rEOMETPHje W 10Jba) y OIIITEM CIyd4ajy je MmoTpeOHa moceOHa Makma Mpu U300py
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UMHTETpalMoHuX Tadaka. Hamme, cmiaju QyHKIgje cy aeo mo neo neduHHCaHE, a

UHTerpanuone tauke ce y layc-JlexannpoBoj meroau Oupajy Ha TUM “JenoBuMa’.

[MpousBox (Mau Heka Apyra OCHOBHA OIepalldja) Hal CIUIajH (QyHKIHjama pe3yirTyje
dbyHKIIMjamMa Koje Cy y OIIITeM Ciiydajy neduHucaHe Ha BHUINE “eioBa” o1l OMIO Koje
nojenvHayHe QyHKIHMje KOja je ydecTBoBana y mpousBony. [la 6u gopmynamuja MKE
Ouna y pa3syMHO] MepH e]HKacHa, MOTpeOHO je OupaTH KOMIIATHOMIIHE BEKTOpe
YBOPOBA 3a alPOKCHUMAIIH]y TEOMETpHUje U TIoJba. Melyytum, moctoju u moryhHOCT fa cy
T€OMETPUJCKE BEJIIMYMHE OJ] MHTEepeca MPUOIMKHO KOHCTAHTHE, Ma TaJla HE IMOCTOJH
notpeba 3a crporom npumenom ["ayc-Jlexxanapose metose, Beh ce MHTErparioHe TauKe
Mory OMpaTH caMo Ha OCHOBY (DyHKIIMja KOje allpoKCUMUpajy nosbe. Buaehemo na je to
ciaydaj ca cdepoMm. Jomr jeaHOM HAOMHUEEMO Ja CIEIMjajJM30BaHa IpaBuja 3a
uHTerpanujy b-cmmaju ¢yHKMja oOMYHO MOApa3yMeBajy Ja je YCJIOB MPHUONMIKHE

KOHCTaHTHOCTHU FGOMeTpI/IjCKI/IX BCJIMYMHA UCITYELCH.

1'0 — 3075 Oy B2’5 = B4’5 [ '. 1'0 — BO,5 T B4,5 e B7,5 [
mm Bl,5 i 33’5 i am ‘B175 — B5,5 — ‘B&5 E
0.8 ;' 1 0.8 v B25 - BGS nma 395 a
» B B .
6 '.; 6 Hiim B3,5 :
0. 9 1 0. e .
i' M .
4
0 4 LR , \\“““‘”””U’,, | 0 4 k
. h. ot Ting, ’\t‘)\\\\\ .'b /,//// . .
e 7, 2
:. \\‘\\ .’b \\\\\\\\\\ * . F 7, :.
& “ . Z -
v . ’ Z .
0.2 s o ", 3 0.2 :
. o ‘e Z me
) o R > . 2 hs .
0 N . oY ld O o d
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 - 1.0
(a) (6)

Cmuka 5-8. B-crmaju ¢yukumje pena 5 kopumthene 3a gBa mozgena cdepe: (@) momen ca 125

unteprnonamuonux tavaxa, (-1,-1,-1;1,+1,+1,+1 +1) u (6) monen ca 1000uHTEpHIONAMONNX TadaKa

(11112 -2 0+ 42 11414140,
3 3 3 3
Pen ¢ynkimja koje cy nmpukasaHne Ha cluiu 5-8je ucTu y oba ciaydaja, mro uMa

WHTEpECaHTHy mocieauny. Hawme, y Omio kojoj Tauku (Ma ¥ y HHTErPAIHOHUAM

Taykama Koje cy HajOuTHHje ca cTaHoBHIITa momymaBarba MKE matpuia) je on Hyne

paznuuuTo HajBumie 5 QyHkuuja y o0a ciyuyaja. 30or oBora ce eduKacHOCT

n3padyHaBamka YHHUTAPHHUX BEKTOpa, JakoOMjaHa M OCTaIUX T€OMETPH]CKUX BEIMYMHA
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O]l MHTEepeca, He pa3liMKyje 3a JBa MojJeja U 3aBHCH caMO O] Opoja MHTErparmOHUX

tadyaka. [Ilpu xopumhewmy wmoxaena ca 1000 uHTeprnonanmMOHMX Tadaka, TIpelIKa
3alpeMUHE U3HOCU AV—V =1,07685E 04%. MaTepecanTHO je YOUHTH JIa j& 3HAK TPEIIKe

CyNMpOTaH y OJTHOCY Ha Mojien ca 125 Tavaka, TO MOXKE YTHIIATH HA 3HAK TPEIIKE KO/

pelemka Koja Cy KOHBeprupaa.

[Mojenunaune u ycpeameHe rpemike 3a npBux 11 momoBa, ca MoOOJbIIAHUM
TEOMETPHUJCKUM MOJICNIOM, TIpH P-ipodumbuBaky U h-npodumuBamy Cy jgate y
tabenama 5-13u 5-14.MoxeMo youuTH Ja cy y ogHocy Ha tabene 5-10u 5-11,rpemike
3HAYajHO CMamkCHE TMPHU 3apKaBamy HCTOT Cpeamer Opoja ogdmpaka. OBoO moTBphyje
Jla Cy TeOMETPH)CKE BEIUYMHE Yy JOBOJAHO] MEpU MPHUOIMKHO KOHCTAHTHE M Ja HE
yTU4y 3Ha4yajHO Ha TauHocT uHTerpaiga y MKE matpunama. Mosxkemo 3ama3utu na je
rpelika TaJacHOT Opoja CMameHa, ald HEe Yy TOJMKO] MEpH Ja je Ipelika 3arpeMuHe
orpannyaBajyhu (axrop kao y moxeny ca 125 uatepronanuonnx Tadaka. Mako moxaen
ca h-npodumuBameM nma Behy Ipemiky 3a UCTH OpOj MPOMCHJBHBHX, MMOINMYH-aBaIbe
MKE wmarpuue je HeKonMKo myTta Opke. AKO JBa MoJiela MMajy CIWYHY TayHOCT
(mocmarpajMo Ha mpumep moxen ca 240 mpoMEHJBHBHX TpU P- NPOPHIUBABKY U3
tabene 5-13 ca rpemkom ox 0,15% u momen ca 756 mpomeHsbMBHX Tpu  h-
npodumrBamy u3 tadeiae 5-14 ca rpemxom ox 0,10%),u ako y3memo y o03up 1a je

_nn+1)

npuOJIMKHO BpeMe HW3BplIaBama JaTo ca | > Moabiraka» MOZEN  ca  h-

npodumUBameM je y 01aroj mpeIHOCTH jep je OJJHOC BpeMeHa M3BpIlIaBama J1Ba MoIema

= 091.

ar ca Tt _ ( 756)2 19,7652

T2, \240) 216
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Tabena 5-13. I'pemika mpeux 11 momosa chepuune mymbuHe npu MKE moneny (ca 1000 uHTepnonannoHUX Tavaka) 3acHOBaHOM Ha B-crmajH ¢yHkumjama 3a

MOJIeIoBamke MMoJba M b-crutajH reoMeTpuju, pu P-poUBIBAKY .

Mon Tauna Bpez[HOCTkO[Cm'l] [Tpemkal [%60]
TMO10 2,744 0,046275800184¢ 0,0170021328397 (-)0,0117260194807(-)0,01301679252138
TMIIl, mapan 0,04627580018470,0170021328397 (-)0,011726019480((-)0,01301679252133
TMIII. Henapan 0,04627580018470,0170021328397 (-)0,011726019480((-)0,01301679252111
TMO021 3,87 0,22652610767690,100750575067(  0,005043402259] 0,00354492763032
TM121, napuu 0,226526107676¢ 0,100750575067]  0,005043402260( 0,00354492763041
TM121 penapan 3,67066519804970,100750575067]  0,0603885903864 0,00597747844633
TM221, napau 3,6706651980497 0,250566371234(  0,0603885903864 0,00597747844638
TM221 penapau 3,670665198049§ 0,2505663712344  0,0603885903864 0,00597747844639
TEO11 4,493 6,270905568524% 0,267264237236¢  0,1683913704547 0,00827080549941
TEIl, mapuu 6,270905568524% 0,267264237236¢  0,1683913704547 0,00827080549949
TEIl, nemapan 6,270905568524¢ 0,2672642372367 0,1683913704547 0,008270805499%0
bpoj nenosnaTux 108 240 45(Q 756
Cpenmn 0poj HHTETPALIIOHUX OA0UpaKa 125 214 343 514
Cpenma rpemka

2,76514471960270,1505621434457  0,0665095223165 0,00808046224200

10
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Tabena 5-14. I'peika mpeux 11 momosa chepuune mymbuHe npu MKE moneny (ca 1000 uHTepnonannoHUX Tavyaka) 3acCHOBaHOM Ha B-crmiajH ¢yHkumjama 3a

MOJIEIIOBahE 10Jba U b-CIiajH reoMeTpHju, MpH W30TPOITHOM U yHE(GOPMHOM h-TIpodumbuBamy.

b8

DO

p2

D2

/0

4

36

14

D8

b3

b8

Mon Tauna Bpez[HOCTkO[Cm'l] [Ipemkal [%6]

TMO010 2,744 0,509982839351%f  0,1443971557467 0,0507773161844 0,018532042783"
TMIII, napuu 0,509982839351¢  0,1443971557469 0,0507773161844 0,018532042784(
TMIII. Hemapau 0,509982839351§  0,144397155747( 0,0507773161844 0,0185320427841
TM021 3,87 1,3304606936284  0,4342350342537 0,172091326030¢ 0,082951966786"
TM121, napuu 1,3304606936284  0,434235034253] 0,172091326030] 0,082951966786
TM121 Henapuu 3,141683529291§  0,755813547900% 0,278638505735¢ 0,128717945593
TM221, napuu 3,1416835292914  0,755813547900] 0,278638505736( 0,128717945593]
TM221 Henapau 3,141683529291¢  0,7558135479007 0,278638505736( 0,1287179455934
TEO11 4,493 5,077449203674(  1,065965397462( 0,388674378418( 0,177276177154(
TEIl, mapuu 5,077449203674]  1,065965397462( 0,388674378418( 0,177276177154"
TEIll, Henapuu 5,077449203674] 1,065965397462] 0,388674378418( 0,177276177154"
Bpoj Hemo3natux 108 240 450 756
Cpenmu Opoj MHTETpaLOHUX O0MpaKa 71,738! 45,395 29,338 19,765

L4

Cpenma rpemka

2,6225698276554

0,615181670166¢

0,227132113916(

0,1035893118334

18
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Tabena 5-15. I'pemka mpeux 11 momosa chepuune mymbrHe npu MKE moneny (ca 1000 mHTEpmonannoHuX Tavaka) 3aCHOBaHOM Ha B-crumaju ¢yHkmmjama 3a

MO/IENIOBabE 110Jba U b-CIIajH reoMeTpHjH, IPH XUjepapXujCKOM U HEXHjEepapXujckoM [ -ipodumHBamy.

Mon Tauna BpeIHOCT K, [cm] [Ipemkal [%6]
TMO010 2,744 0,02479737195464 (-)0,0100417250501 (-)0,00954103873988
TMIII, napuu 0,02479737195464 (-)0,0100417250499 (-)0,00954103873975
TMIIl. Henapau 0,0247973719547 (-)0,0100417250497 (-)0,00954103873959
TM021 3,87 0,1541009436862 0,0078995621382 0,01004630048782
TM121, napuu 0,1541009436862 0,0078995621383 0,01004630048791
TM121 genapuu 0,1541009436863 0,0095718466474 0,08834341872900
TM221, napuu 0,27377391337394 0,0095718466475 0,08834341872906
TM221 genapuu 0,2737739133739 0,0095718466478 0,08834341872911
TEO11 4,493 0,1845080058415 0,0169346221777 0,23425346343234
TEI, mapuu 0,1845080058416 0,0169346221778 0,23425346343241
TEI, nemapau 0,1845080058416 0,0169346221780 0,234253463432438

Bpoj Hemo3naTux 240 1176 &ujepapxujcko) 450 (e xujepapxujcKo)
Cpenmpu Opoj MHTErpaIllMOHUX 010MpaKa 309,74938 126,31452 861,48559
Cpenma rperika 0,1488878901087 0,01140397326391) 0,09240966942539
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PasmoTpumMo Ha Kpajy MoAen y KOME jeé BpIICHO XHjepapXHujcko U
HEXHjepapXHjCKO P -mpoUBUBaKE, MPU MOOOJBIIAHOM T€OMETPH]CKOM MOJICIOBAY.
Pesynrtatu cy npukasanu y tabenu 5-15.Kao u y nperxomHum npumepruma, IprCyTHA
Cy mpHUMeTHa No0o0JblIaka Y TAYHOCTH Y OJHOCY Ha Mozen ca 125 uHTeprnonaanuoHux
Tayaka. Takohe, MOXKEMO YOUUTH J1a TAYHOCT KOja CE€ MOCTHKE MPH XUjEPAPXH]CKOM U
HEXHUjepapXujCKoM NpodumbUBamky, HaKo BpJIo 100pa, HE OmpaBaaBa BEIUK Opoj

WHTETpAallMOHNX oj0upaka. OJgHOC BpeMeHa W3BpIIaBama XHJEPAPXHUJCKOT H

100, 1j

. . . T hierammisko _ Tih76 [1176)2 12631452
HEXHUjepapXHujCKOT MOJIeNIa je JaT ca = = =

nehijerarlijsko T4p50 450 86148559

BpeMe M3BpILaBama je NpUOIMKHO UCTO. Pa3jior 3a mpeaHOCT XujepapXujcKor Mojaena
je y cnenehem. Youumo Hajupe na npu ['ayc-JlexxanpoBoj UHTErpanuju 3a Gpamuimje
CIUIajHOBA Ca HWCTHM CTCIIEHOM M KMCTHM CKYIMOM YBOpoBa (makie He rTiemajyhu
MYJITHILIMIIATETE) KOPHCTUMO MCTE OJOMpPKE M TEKUHE. 3a Mojee u3 tabene 5-15rae
je M3BPIICHO XHUjEepapXHjCKO U HEXHUjepapXHujCcKO NMPOPHUIHECHE CTOra KOPUCTHMO HCTE
oI0MpKe M TEeXKMHE Npu HHTerpanuju. lIpemnHocT XujepapXujcku NpodUBUBAHUX
dbyHKIIMja je y ToMme mTO je 30or Beher Opoja HynTmx pacroHa Mel)y YBOpoBUMA
e(heKTUBHO CMameH JoMeH (yHKIHja, TTla IMaMO CMameH Cpelmu Opoj oadupaka mo
ynocy y MKE wmarpunu. [onatno, 30or Beher Opoja MyNTHUIUIMLIUTETa y BEKTOPY
yBopoBa MMaMo noBehan Opoj 6asucHux (yHkMja, mWTO MoBehaBa TayHOCT Mojena.
3aTo, MaKo je BpeMe MpopadyHa CIMYHO 3a JBa MOJIela, MOJET Ca XHjepapXUjCKUM
npopUmBEHEM Jaje HEKOJIMKO MyTa 00Jby TayHOCT. [lomaTHa moOospliama y MoieIuMa
ca yHyTpallllbUM YBOPOBHMMA y BEKTOpPY YBOpOBa OM c€ MoOrJa MOocTUhM ONTHUMAIHUM
pa3MmelnTambeM 4YBOpOBa, OyAayhM 1a eKBUAMCTAHTHM YBOPOBU Yy OIILUTEM CIy4ajy
HajBepOBaTHHUje HE cauyMibaBajy onTHUMajiaH pacropen. OBo Ou, mehytum, 3axTeBano
pa3Boj anropuTaMa 3a HAKHAJIHY aHalW3y MoJha U ToBehaH Opoj uTepamuja, IITO
3HauajHo moBehaBa komriuiekcHocT MKE dopmynamuje, u mpeBa3uiia3m OKBHPE OBE
Teze. Hanmomennmo mehyTum f1a moHeKaa MOTY TOCTOjaTH jJaCHH Pas3jio3d 3a ogabup
YHYTpAIIbUX YBOPOBA, Ka0 HAa IPUMEpP HA MECTUMA F€OMETPH)CKUX CUHTYJIAapUTeTa, T1Ie
ce MO)K€ OYEKHMBATH W KOMIUIMKOBaHH]e MOHaIame nosba. OBo hemo Haj0osbe BHIETH

Ha MpUMepy UIYIIJbUHE ca TpeOeHOM.
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5.3 IlymubuHa ca rpedbeHoM

Kao mocnenmu mpumep pasMOTpUMO MIyIUbMHY ca TpebeHom (eHri. ridge
cavity) koja je JAeTajbHO ONHMCAaHa y TOTJaB/by O T€OMETPUjCKOM MojeloBamy. Ocum
MOJICIIOBaba jeJTHUM KOHAYHHAM EJIEMEHTOM Ca BHINE PAa3JIMYUTHUX IapaMeTph3allja,
pasmaTtpaheMo W MoOJElIOBalkbe MOMONYy BHINE KOHAYHUX elieMeHara. bynyhu na He
pacroyiakeMo aHaJUTUYKUM PEIICHEM, Y OBOM Cly4yajy Cy OIICHE TpEIIKE jeIHUM
JIeIOM BpUICHE Ha OCHOBY IIpopadyyHa KOjH je Jo0MjeH MoMohy KomepIujasHor
coprBepa [61]. Tpeba HamoMeHYTH Ja Cy OBakBe MPOICHE TPEIIKE 3HATHO Maibe
Moy3/JaHe O] MPOIEHA KOje Cy J00HjeHe y MPETXOJHUM IpUMEpHMa, TAC CMO HMaJIH
AQHATUTHYKO pelIelke Ha pacnojaramy. Takohe, omIyke o0 HpoPHUBUBAKY
anpOKCHMAllje C€ Yy OBOM CJIy4ajy MOpPajy JOHOCHTH HELITO ONpPE3HHje M MPU TOME
hemo wuckopuctutu 3Hama o b-crmaju dyHKIMjama Ao00WjeHa W3 MPETXOJHA JBa

npuMepa.

CBe HyMepHuKe IIOCTaBKE 3a ampOKCHMAlHMjy I0Jba Kaja KOPUCTHMO jelaH
esleMeHT heMo TecTupaTu Ha TpH paszauuyuTe napamerpusanuje. OBe mapaMmeTpusanuje
cy noOujeHe KopUIINemeM alropuT™Ma MPeiCTaB/BEHOT Y MOTJIaBJby O T€OMETPU]CKOM
MOZICTIOBaby, IpeMa KOME C€ YHYTpPAIllbM T'€OMETPUjCKH YBOPOBH DPa3MEINTajy
AQHAJIOTHO MEXaHWYKOM cucTteMy (GUKTUBHHUX ompyra. OBO je MOrogHO Kako Ou ce
u30erio yKpuITame KOOpAMHATHHUX JIMHMjA, HW3Ja3aK KOOPAMHATHHUX JIMHUja BaH
3arpeMuHe ejgeMeHTa UTA. [IpuMeTnMo 1a ce OCHM OBUX YCJIOBAa MOTY HAaMETHYTH U
JIOMAaTHU YCIIOBH, Ka0o Ha MPHUMEp pa3MelITame KOOPAWHATHUX JHMHHUja y CKIagy ca
JUHWjaMa ToJba W CIAWYHO. Y oBoM mnpumepy he, melhyrum, Outm pasmarpan
jemHOCTaBHUjU TpoOlieM, a TO je Ja U TOCTOju MOTyhHOCT 1Ja pa3iaudure

napameTpH3alyje JoHecy O0JbUTaK y TAUHOCTH alpOKCUMHpPamba MoJba.

OcuM mapaMeTpusanyja NpHKa3aHUX Ha cilukama 3-3 ¥ 3-5, kopucTtuhemMo u

napameTpu3alnjy IpruKa3aHy Ha ciauinuy 5-9.
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Cimka 5-9. @) U - V KoopauHaTHe JHHHjE y jenHoM W-tipeceky. (6) [Topomuia b-crmajHosa, kopurhera
y U-IiapamMeTapcKoM npaBily ca m, =5 u BEKTOPOM 4BOPOBa
1 1 1 11111
Ky =[17 1 1-1-0- 22 =2 = 2,202,201+
[ 3 3 3 33333 ]

Ca oBUX CIMKa MOXEMO YOYMTH Ja T€OMETPHjCKE BEIWYMHE OJ HHTEpeca HUCY
NpUOIIKHO KOHCTAHTHE IYX IIeJor U-llapaMerapckor mpasmna (Beh cy neo mo zaeo
NpUOIMKHO KOHCTAHTHE), 1a cTora Tpeda BOAUTH payyHa O KOMIATHOMIHOCTH CIUIajH
dbyHKIIMja KOje ce Oupajy 3a ampoKCHUMAaIlM]y I0Jba, alpOKCHUMAIIH]y TeOMETpHje W
MHTErpallMOHUX Tadaka JyX OBOT IpaBla. Y JajbeM TeKCTy heMo Tpu mapaMmeTpusanyje

ca cimka 3-3, 3-5u 5-9 03HauaBaTu Kao MOYETHU MOJIEN, Moaea A u monen b.

I[Ipu  wu30TpOmHOj ampokcuManMju Tmoba ca  b-crulajHoBuMa  pena

m,=m,=my, =3 n Kk, =k, =kg,= [—1,—1,—1,—%,% +1+1+1], xao m ca h-

popUHUBAHIM MOJIEIINMA, rmue je
2 1 1 2 ..

Ko, =Kk, = kg, = [—1,—1,—1,—§,—§,0,§,+§ +1+1+1], nobujajy  ce  pesyaTartu

npukazaHu y tabenu 5-16. [I[puMeTrnMo na HUCY BPIICHH CBH KOpaly MpodUmbHBamba
KOjU Cy BpIIGHH Y TPETXOAHHM TpUMEpPHMa 3apaj KOMITATUOMIHOCTH ca

T€OMETPHjCKUM BEKTOPOM YBOPOBA.
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TaGena 5-16:I'pemka npBux 9 MomoBa mymbrHe ca rpedenoM npu MKE mMozeny ca jelHMM H30TPOIHUM €IEMEHTOM U 3 mapaMeTpu3alyje.

Kopumhenu cy b-cnnajHoBn ca m=3 H k:[—]_,—]_,—]_,—}’} #1+1,+1] (108 menosnatnx) u ca m=3 M k=[-1-1 4-2.141,2 +1+1+1] (756
3'3 T3 3e 3
HETIO3HATHX).
Uzpauynato ko [em™]
Bpoj C C

Monen Monl Mox2 Mon3 Mox4 Mon5 Moax6 Mox7 Mon8 Mon9 HemoszHaTHX pearbu peitba

0poj rperka

omoupaka [%6]
HFSS 5,091 7,469 7,853 7,878 8,019 8,863 8,9 9,087 10 3,017t
[Ipemxal [%]

IMouernu momen  0,63038 7,81705 0,13865 5,36959 9,99724 2,03987 4,52071 11,00310 3,80498 108 71,7385 5,32591
Mogen A 0,78882 1,75952 1,88276 3,56327 8,82579 2,80778 3,71058 9,63818 4,06818 108 71,7385  4,38528
Mopen b 0,53005 3,36623 1,36739 3,94854 9,34254 2,58933 3,89308 11,08473 4,12103 108 71,7385  4,78508
IMouernu momenn  0,53402 6,33359 0,68611 1,62970 2,94726 0,08115 3,92662 5,26690 1,04346 756 19,7652  2,51609
Mopgen A 0,57080 2,73731 1,00917 1,01659 1,28310 0,30316 3,16765 3,62786 2,53799 756 19,7652 1,83651
Mopen b 0,48972 2,63933 0,97324 1,16797 1,50707 0,27119 3,28049 3,76052 2,59280 756 19,7652 1,88792
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Ha ocHoBy oBux pesynrata MoxkeMo youuTu cienehe. Moxenu A u b xoju
UMajy HEIITO Mame OIITpE Mpeliaze KOOPAMHATHHUX JIMHHUja Jajy 0oJbe pesyirare.
Takohe, 3a npBu mox, monen b nmaje Hajoospm pesynrar. [IpuMerumo na, y OKBHPY
ucTor Opoja HEMO3HATUX, HE TIOCTOJU KOH3UCTEHTHOCT y CMHCIY Ja jeflaH MOJECI Jaje
yBEK 00JbH pe3yNTaT O] IpeocTala JBa Mojelna 3a cBe MoioBe. OBO ce Moke 00jaCHUTH
YUIBCHUIIOM J1a MOJOBH HMAjy Ppa3MuUTy TNPOCTOPHY pacmojeny, Ia Heke
napameTpu3aiuje 60Jbe MOJIETyjy MOoJbe jeAHOT MOJa, a ciaaduje ce MoKa3yjy 3a HEKH
npyru moll. Hamomumemo U 1a ¢y KOOpAMHATHE JIMHU]jE YK U-TapaMeTapcKor mpaslia
BUIIIET peaa y Mojenuma A 1 b y oHOCY Ha IOYETHH MOJIEIN, aJli CBU MOJIENIH KOPHCTE
UCTE MHTErpaIloHe Tauke. MOXKeMO 3aKJbYUUTH Ja Pa3INdUTH T€OMETPUJCKU MOJIEIH,
MaKO MMajy UCTY TpPaHUYHY MOBPIII, MOTY 00Jb€ HIIM TOpe alpOKCUMUPATU €IEKTPUIHO
MoJbe Yy 3aBUCHOCTH OJI MOJAa Kao M OJf pacropefa KOOpIWHATHUX JHHHja IO
YHYTpAIIOCTH Mojena. J(o1aTHO MOXXEMO YOUMTH Ja JpacTHyYaH MopacT y Opojy
NPOMEHJBMBUX Tpu h-podumuBamy y Moneny, y OBOM Clydajy, HE IONPHHOCH
JIPAaCTUYHOM TMO0OJbIIalky TadHOCTH. OBO ce MOke 00jaCHUTH THME Ja H30TPOITHO
MOJICITOBAab€ HE OJroBapa pacIojeiiv 1moJjba, Koja je (memoM u 300r MojeaoBama CBera
jeIHUM EeJIEMEHTOM) KOMIUIMKOBAaHUje MPOCTOPHE pacmoiesie IyX U-apamMeTapcKor
npaBua. Pusnyka pacrojena nojba HapaBHO HE 3aBHCH OJ] HAUMHA Ha KOjU U3BPLUIMMO
napamMeTpHu3aIyjy, alu KOMIIOHEHTE T0Jba MOTY UMAaTH jJeAHOCTaBHUjU OOJIMK 3aBHCHO
on kopumtheHor mnpecnukaBawmwa. OBO je, Ha NHpUMEp, YECTO NPU aHATUTHUYKOM
peliaBamby y KIACMYHUM KaHOHWYKMM IpUMepUMa y elleKTpomarHeTuiu. JlonmaTtHo,
MO3HATO je 1a “homKoBH” yHOCE CHHTYJIApUTETE y eNEKTPUYHO MOJbE a CUHTYJIAPUTETH
He Mory n00po Outu mpencraBbeHu Kopuithenum b-crumaju dyHkmmjama koje cy
[JIaTKe Ha YHYTpallkbUM YBopoBHMa. [IpumMeTnmo na ce nopeheme pa3nuuuTux Mojena
MO’KE€ BPIUUTH, KaO0 M y MPETXOJHUM IpHUMEpHUMa, Ha OCHOBY Opoja HEMO3HaTHUX U
cpeamer Opoja MHTErpalroHux oxoupaka. JlogatHu ¢GakTop KOju MOXE UTpaTH YIOTYy
npu nonywmaBaky MKE warpunma je u Bpeme mnoTpeOHO 3a H3payyHaBambe
TEOMETPUJCKUX BEJIMYMHA OJ UWHTepeca, Oynyhm na ¢yHKIMje KopuiiheHe 3a
MOJICJIOBabE¢ TEOMETPUj€ HUCY UCTOT pena y cBUM monaenuma. OBaj dakrop, mehytum,
HUje JOMHHAHTaH YKOJMKO C€ IMOTpeOHE TIeOMETPHjCKE BEIMYMHE H3padyHajy Ipe

rmaBae MKE utepanuje.
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Ha ocHOBY npeTxoJHuX MprMepa CMO 3aKJbYUMIIH Ja C€ BPJIO J0OpU pe3yaTaTu
Mory moctuhu y3 kopumheme yHyTap-edeMeHTHOr h-mpodumuBama. 300r
KOMITATHOUITHOCTH BEKTOpa 4YBOpoBa (YHKIHja KOj€ CE KOPHCTE 3a T€OMETPH]CKO
MOJICJIOBAalb¢ W BEKTOpa YBOpPOBa (PYHKIIHMja KOj€ CE€ KOPHUCTE 3a MOJICJIIOBAaHkE I0Jha
MopamMoO OWTH MaXJbUBM NpU  Jl0JlaBalby HOBUX uyBopoBa. KommaTuOmmHoCT ce
HajjelHOCTAaBHUje TOCTIDKE XHjepapXHjCKHUM OIHOCOM H3Mel)y BeKkTopa 4BOpOBa 3a
reoMeTpujy u nosee. [Ipu TOMe ce moj XujepapXujcKuM OJHOCOM TOJApa3yMeBa Ja je
CKyIl 4BOpoBa (HOOWjeH OJ BEKTOpa YBOpPOBA TaKO INTO HE y3MEMO Yy 003up
MYJITUIUTUIITETE YBOPOBA) y (YHKIMjaMa 3a MOJEIOBambE reOMETPH]je TOACKYII CKyIa

YBOpOBa (PYHKIIH]a KOj€ C€ KOPUCTE 3a MOJICIIOBAE M0JbA.

Jonatna moryhHOCT mpu IojaBamky YBOPOBA je U MOHaBJbamke Beh mocrojeher
gyBopa. OBako ce JaKile MOCTHKE KOMIATHOMIHOCT ca TEOMETPH)CKMM YBOPOBHMA, a
Mmoryha je u KOHTpoJja IJaTKocTu (yHKIMja Ha yBopoBUMa. OBO MOKe OUTH MOTOIHO
IpU MOJIETIOBalkYy CHUHTYJIAPHHUX I10Jba, KOja C€ Hajlaze yHyTap eJeMeHTa. Y Halem

npumepy “homkoBu” IIyIJBMHE ca TpeOCHOM OAroBapajy BPEAHOCTH TapaMmeTpa

1 . .
u= ié , TIa TO MOXKEMO MCKOPUCTUTH NpH U300py PyHKIMja 32 MOAETIOBamkE M0Jba KOje

ce Kopucrte y U-mapaMmerapckom mparity. DyHKIMje Koje ¢y Kopuithene y Mojienuma y

tabenu 5-17 nate cy Ha ciukama 5-10m 5-11.

1.0 1.0

N B2,2
i B&2

0.8 0.8
0.6 0.6/
0.4 0.4|
0.2 0.2
0.( 0.(
(a) (©)

Ciuka 5-10. B-crutajuosn pena: (@) My =3 u (6) M; —1=2 xopuwhenn nyx U-npasua (174

HEIO3HATE).
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Ciuka 5-11. B-crutajuosn pena: (@) My =3 u (b) M; —1=2 xopuwhenn nyx u-npasua (273

HEIMO3HATe).

Ha ocHoBy pe3ynrara y Tabenu 5-17,u BUX0BHM mopehemeM ca pesyiaratuma y
tabenu 5-16 MOkeMO 3aKJbYUUTH JIa j€ MOJCIIOBAKE CHHTYIAPHUX TM0Jba y 3HAYAJHO]

Mepu TO0OJbIIaHO KopHlIheweM (yHKIHMja Koje HHCY TIJIaTKe OpU BPEIHOCTH

napamerpa U :ié' Takohe, MOXeMO NPUMETUTH J1a je HEU3OTPOITHO MOJEIIOBAHE

nojba azekBaTHo, Oynyhum gna je mnpodumHUBamEM MOJENOBamba caMo JAyX U-

napamerapckor mnpasiia (Gpyskiuje cy npukasane Ha Ciukama 5-10u 5-11)a na ce npu

Tome (QyHKIMje OyxK mpaBana V. oUW

11

Ko, =Kk, = [—1,—1,—1,—5 3 ,+1,+1,+1]) nocrurayTo moGOBIIARmE TATHOCTH O OKO

He Memajy (M, =m,, =3 u

4 myTa (BUIETH OJTHOC CPENIbHX Tpenraka y Tabenama 5-17u 5-16).Y monenuma ca 273
NPOMCHJbMBE, YyOuaBaMO TMOJjEHAKY CpeAly TpemKy 3a CBe TpH KopHIIheHe
napametpu3anuje. OBo Hac ymyhyje Ha 3akJby4ak Ja JOBOJHAHO JOOPO MOJIETOBAHE

CUHTYJIApUTETa JONPUHOCH TAYHOCTH 3HATHO BHUIIE HETO pa3MaTpaHe BapHjaluje y
napamMeTpHU3alHjy.
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Tabena 5-17: I'pemka mpeux 9 monosa mymbuHe ca rpedenom npu MKE mozeny ca jemHMM HEM30TPONMHUM €IEMEHTOM M 3 MapaMeTpHu3alje.

[IpodpumuBame je BpLUICHO caMO Ay U- MapaMeTapcKor MpaBLa.

Uspauynaro [cm™]

Bpoj Cpez[}.LH Cpenma

Mopen Moxl Mox2 Mox3 Moagd4 Moan5 Mon6 Mon7 Mon8 Mox9 Hemo3HATHX 0poj Ipeika
onbupaka [%0]
HFSS 5,091 7,469 7,853 7,878 8,019 8,863 8,9 9,087 10 3,017t
[I'pemkal [%0]

IToueTHu
MOJEN 0,00405 1,28895 0,72369 1,97711 4,79711 1,01019 1,86006 7,30300 2,44795 174 65,7403 2,37913
Momen A 0,12102 1,30141 0,57162 2,07957 4,14383 0,94446 2,08357 5,62167 2,36494 174 65,7403 2,13690
Momen B 0,04794 1,42527 0,53444 1,75377 4,62591 0,92449 1,93924 6,44544 2,59648 174 65,7403 2,25478
IToueTHn
MOJEN 0,01201 0,04114 0,57402 0,26892 0,07901 0,89304 1,86262 0,58493 0,56083 273 63,7690 0,54183
Momen A 0,11186 0,05673 0,47655 0,29037 0,08124 0,85345 2,08208 0,63598 0,57070 273 63,7690 0,57322
Momen B 0,06153 0,01128 0,45850 0,22484 0,04887 0,84284 1,94090 0,52233 0,52533 273 63,7690 0,51516
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[lojacHuMO nOMaTHO HA MITa YTUYY MYJITHIUIMIUTETH y BEKTOPY YBOPOBA JIyXK
1 .
U-mipaBL@ IIpY BPEOHOCTH IIapaMmerpa U= 15. Ha oBaj HaumH ce mnocTuwxe Jna
anpoKCHMallFja M0Jba MMa HAMETHYTY KOHTHHYAJIHOCT TaHTCHIMjaJHE KOMIIOHEHTE Y
1
OJIHOCY Ha IOBpII U = ié , IOK KOHTHHYaJIHOCT HOpMaJIHe KOMIIOHEeHTe (Y OHOCY Ha

UCTY TOBpII) HHUje HameTHyTa. OBO ce Hajoosbe Moxe BuaeTH ca Ciuka 5-10um 5-11,
rae cy mpukazaHu b-crurajHoBu kopumrheHW myx U-TipaBiia y 0a3suCHUM (QyHKIHjaMa

f,, f, m f,. JacHO je ma KOHTHHyaJHOCT HOpMalHEe KOMIOHEHTe moJba (oxpehene
6azucHoM QyHkuujoM f,) HHje ekCIMIMTHO HaMeTHYyTa, nmomTo ce pasnuuutu 1J] b-

criajHOBH (KOjH OATOBapajy pa3iuuuTHM KOe(HIMjEeHTHMa y pa3Bojy M0Jba) KOPUCTE

. 1
IIpH [Ipejasy ca JelHe Ha APYry CTpaHy NOBpIIMA U = i§ (younMo pa3iuuuTe CTUIIOBE

JWHU]jA IPH U = i% Ha cmukama 5-100) u 5-11(0)). Ca apyre crtpaHe, KOHTHHYaJTHOCT

TareHIMjalHe KOMIIOHEHTe (TaHreHIWjallHa KOMIIOHEHTa je onpeleHa OazucHUM

¢yakumjama f, u f,) je excrummurHO HamerHyta, jep cy b-crutaju dynkmuje Ha

cimukama 5-10@) u 5-11@) konTHHYamHE MpU U = i% (younmo uCTE CTHIIOBE JTHHH]jA

Ha cmnd 5-10@) um 5-11@Q) mpu u=i%). Ha oBakaB HaumH, y3 10BOJbaH OpOj

MYJITUIUTUIATETA Y OJJHOCY Ha pex civiajH ¢yHkimja noctke ce kinacuuHo MKE h-

npopUBNBAKHE, alTi Y OKBUPY jeaHoT b-criaju enemenTa.

Pa3zmoTpumo casta HEKOJIMKO MoJiesia KOjH Cy 3aCHOBAHM Ha YJIa3HOM MeIly KOj!
caapxu Buiie enemMeHara. OBakaB HAaYMH MOJIETIOBama j€ yOOMUajeH Yy MHKEHEPCKO]
Opakcd, M y OBOM CIy4ajy, OCHUM pYYHOI JAe(uHHCama eleMeHara, IOCToje U
moryhHoct kopuimhena kamuTeTHux Merrepa [54]. Ocum makmer aeduHHCARbA
reoMeTpHuje, OHM OMOryhaBajy ayTOMAaTcKy MOJEINy yiIa3He reoMeTpHje Ha XeKcaeape,
mro je noroaHo 3a MKE ¢opmynamnujy kopuntheny y te3u. 360T reoMeTpyje mynJbuHe
ca rpebCHOM JIOBOJBHO je KOPHUCTHUTH TpWIMHEapHE XeKkcaenpe. JacHO je na ce
MojenoBame b-crmajH  ¢QyHKIMjamMa y OBOM ciydajy INpPEBacXOJHO OJHOCH Ha

MOJICJIOBamE T0Jha. Y OBOM CiIy4ajy hemo aHanu3y KOHBEPTEHIIM]e BPIIUTH 0e3 OuiIo
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KakBUX pe(epeHTHUX pelema, MTO je HapaBHO Hajyemhu ciaydaj y Hpakcu. Y
xomepuujanHo goctynauM MKE codrepuma [61] yoOudajeHo je 1a KOPUCHHUK 3ajaje
yCIOB TP KOME C€ cMaTpa Ja jé HyMEpPHUYKO pellelhe KOHBEprupano. AHanmsa
KOHBEPIeHIIMje je Be3aHa 3a pelIeBaHTHE BEJIMYMHE O]l MHTEepeca, HIp. 3a IMapaMeTpe
pacejamba (eHri. sScattering parametejs y cuaydajy aHanm3e mpoOiiema ca
IPOCTONEPUOTUYHOM TOOYAOM WM 3a PE30HAHTHE YYECTaHOCTHM MOJIOBA y CIIyd4ajy
npoOiieMa CONCTBEHHX BPETHOCTH. [IpH TOMe KOPHCHUK 3ajaje MPOLEHAT pelaTHBHE
MpoMeHe H3abpaHe pENeBAaHTHE BEIWYMHE KOME TEKHMO M OpOj KOHBEPTHPAHHUX
pemiewma, Tj. Opoj uWTepaldja Koje ce Haja3e YHyTap 3ajaTe TpaHUIle MPOICHTA
penaTHUBHE MMPOMEHE pelieBaHTHE BennyrHe. Ha npumep, yKOIUKO je HU3 BeIMYMHA KOje

oarosapajy npoumUBaHUM MOJENINMa JaT ca §,S,,S;,S,,... Tala jé HU3 pelaTUuBHUX

MpPOMEHa y TPOILEHTHMA JaT ca %DOO’A),% ELOCP/O,% 10®n,... 300r

BEJIUKOT OTICETa OJi HEKOJUKO peIoBa BEJIWYMHA KOj€ CE jaBJba])y Y OBOM HH3Y,
rpaduyku npuka3z hemo nmaBatu kopucrtehu morapuramcky ckaimy. Takohe, ma Gucmo
u30eriM HeraTuBHE BPEIHOCTH, KOPHUCTUNEMO arcoilyTHY BpPEIHOCT YJaHOBAa HH3A.
[ToTpeOHO je 1a HU3 KOHBEPrUpa Ka HYJH, a Y HHKCHEPCKO] MPAKCH 3a PELICHE KaXKeMO
Jla je KOHBEPrHpallo YKOIHWKO C€ TOCIEABMX HEKOIWKO BPEIHOCTH HHU3a Hala3H
JIOBOJBHO ONIM3Yy HyJe Tj. yHyTap 3amare rpaHuiie. OBaj ycliOB y HEKO] MEpH MpaTh
MaTeMaTHuKy Je(UHHUIN]Yy KOHBEpreHIMje HH3a, NpPU KOjOj 3a IMPOU3BOJFHO Mally
OKOJIMHY TpPaHWYHE BPEJHOCTH (TpaHMYHA BPEIHOCT je HyJa Yy HamleM CiIy4ajy, a
IpaHUIly 3a/1ajeM0) MOCTOju 1meo Opoj (y Hamrem ciydajy Opoj mOoTpeOHHX HTeparmja
yMameH 3a OpOj KOHBEPIHPaHHX pEIlera) IMocjie Kora Cy CBU WIAHOBU HH3a YHYTap
3ajare rpanuue (Oyayhu ga cMO OrpaHMYCHH PacIlONOKHBOM MEMOPH]OM U BPEMEHOM
U3padyHaBamka MOXKEMO TBPIUTH Ja je caMO Opoj KOHBEPTUPAHUX peUIermha yHyTap
3ajlaTe TpaHWIle, a HEe CBU WIaHOBM HM3a). Moryhe je KOpHCTHTH W HEKe Apyre
BEJIMYMHE 32 AHAJIM3Y KOHBEPTeHIMje, HIIP. BPETHOCT MOJba Y HEKOj TAUKH M CIMYHO
amm ce y mpakcu 300r Opke KoHBepreHuuje [61] xopucTe NpPEeTXOTHO HaBeACHE

BCJINYHHC.

Ha cnmumm 5-12 cy npuka3zanu Mozaenu miyrbuHe ca rpedenom ca 3, 5, 10u 27
enemenara. Moaenu 5-12@) u 5-120) cy npeyseru u3 [7] nok cy momenu 5-12@) u 5-

12(r) noOujenn nmpuMeHOM ayroMaTckor memiepa [54]. Moxenu ca Bulle eneMeHara u
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mrxoBe MKE marpure Bpiio 6p30 mocraHy MpEeBEIMKH 33 AUPEKTHO pellaBambe, I1a je
HEONXOJHO KOPUCTUTH WTEPaTHBHE COJIBEpe 3a cJad0 TMOMyHmEeHe MAaTpHIE
(naTEpecaHTaH mperien U nopeheme UTEpaTHBHUX COJIBEpa ce Moxke Hahm y [68], a y
0BOj Te3u je kopuihen Jakoou-JlaBuacon anrropuram). Jla 61 Marpuiie OHIIC MTO Marbe
HOIyEeHE, HAJIOrOJHMje je KOPUCTHTU b-crutajHoBe HHCKOr pena a mpodumuBame
arnpoKcUMallyje IOTOM BPIIUTH JOJaBakeM YBOpoBa. VIHTepecaHTHO je HAalOMEHYTH Jia
Ce y OBOM CjIydYajy pajau O JaBe pasauuute Bpcre h-mpodumnBama, HaMMe y KIIaCHYHO]
MKE ce mox h-npodumuBamem moapasymeBa KopHinheme BHIIE ejleMeHaTa (IITo je
HapaBHO CIIydyaj ca MojJeluMa Ha ciuiu 5-12), 1ok nmonatHo y ciydajy kopuinhemwa b-
cruiajH (pyHKIMja 32 MOJAEIOBAKE M10Jba, a TIPU JI0JaBamky JT0JATHUX YBOPOBA Y BEKTOP
YBOpOBa MMaMoO M h-mpodumKBame yHyTap camor eiaemenrta (exria. intra element h-

refinemen{10])

_/

(a) (©)

() (r)

Cnuka 5-12.Mogenu mymsrne ca rpedenom ca: (a) 3, 0) 5, @) 10u (r) 27 enemenara.

Tamacau OpojeBu 100HMjeHU 3a Mojele ca cinuke 5-12cy maru y tabenama 5-18
1o 5-21.Tlonanu y oBUM Tabenama HHUCY JOBOJHHO TMPETJICTHU 33 JeTaJbHU]Y aHAIIU3Y,
I Cy HaBEICHU 3apajJl KOMIUIETHOCTH. 3a Pa3MKy O] MPETXOJHUX IMPHUMeEpa, Te je
HaBeJleHa “Tpelika” HyMEepHYKOl' peliemka y 0JHOCY Ha peepeHTHO pelee, Tabene S-

18 mo 5-21 npukasyjy TamacHu Opoj oarosapajyher Moma mpu yHyTap-eaeMeHTHOM h-
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npodumuBamy anpokcumariiuje. [Ipu Tome ce y okBupy jenHor mozena Opoj eremeHara,
Kao0 M peJl alpoKCUMaIyje, He Memwajy, Beh camo Opoj YBOpoBa y BEKTOPY YBOPOBA, IIITO
je HaBeleHO Kao MojaTak y Ta0enu. Y MPEeTXOAHMM MpHMEpPHMa CMO BUICIH Jia ce
kopuitheweMm b-crmaju dynknuja pena 3 Moxke noctuhu Bpiio 100pa Ta4HOCT U BPJIO
epukacHo nonymaBatbe MKE marpuna. IloBehaBame pena ampokcumanuje ysehaBa
Opoj moTpeOHUX 010MpaKa 1 carjlaCHO TOME M BpeMe MOIyHhaBamba YHOCa Y MaTpHIlaMa.
VY rpanndHOM citydajy kaga b-crutaja ¢amunmja Hema yHyTpalllmhe YBOPOBE, T0OHjaMO
MOJIC]T KOjH je CKBHBAJHETaH MOJEIY Ca XHjepapXHjCKHM IOJIHHOMHMA (OBO CMO
NOKa3aJli M TEOPUJCKU U HYMEPUYKUM EKCIIEPUMEHTOM Ha MpPUMEpPY pEe30HaHTHE
nryrbMHe o0sinka kBajpa). Crora je y oBOM mpumepy KopuinheHo camo h-

npopumrBamE, y3 Kopuniheme b-crutaju dyaknuja pena 3.
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Cnuxka 5-13.PenatuBHa mpoMena yuectanoctu npu h-npodumusamy; Mmogosu 1, 2,u 3 npu Moaey

mynbuHE Ca Fpe6€HOM ca 3 KOHAyHa €JIEMEHTA.
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Tabena 5-18: Tanacuu Opoj npBux 9 Mmonoa myrbrHe ca rpedberom npu MKE moneny Ha ciunm 5-12@) ca 3 u3oTpornHa eneMeHTa.

Mogx 1 0,51075633 0,51087087 0,50910480 0,5089780 0,50900231 0,50904019 0,50907399 0,50910169
Mog 2 0,76004374 0,74898225 0,74733628 0,74672818 0,74667691 0,74671872 0,74677067 0,746817564
Mog 3 0,82147559 0,79389723 0,78919515 0,78756107 0,78685103 0,78643485 0,78615675 0,78595645
Mon 4 0,84723050 0,79733266 0,79015227  0,7884592 0,78804914 0,78791613 0,78786313 0,78783879
Mon 5 0,87241981 0,80438132 0,80191273 0,80162803 0,80164917 0,80170540 0,80175926 0,80180450
Mon 6 0,94634946 0,89124764 0,89367396 0,89140613 0,88809681] 0,88709615 0,88671870 0,88655428
Mon 7 1,00180490 0,90195186 0,90654567  0,89208595 0,89142325 0,89104366 0,89079312 0,89061392
Mon 8 1,01871947 0,92724683 0,91312655 0,91059094 0,90983114 0,90945918 0,90924007 0,90909278
Mog 9 1,08691804 1,01860909 1,00239451 1,00233735 1,00080015 1,00026016 1,0000797§ 1,00002173
bp. HEenos. 28 138 384 820 1500 2478 3808 5544
bp. ogbup. 14,29802956 30,53862997 21,5112418§ 13,70269451] 8,95550960 6,094592153 4,308604979 3,148023843
Pen b cr. 2 2 2 2 2 2 2 2

Bp.uBopoBa 2 3 4 5 6 7 8 9
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Cinka 5-14.PenatnBHa mpoMeHa ydectanoctd npu h-npodumusamy; mogosu 4, 5,u 6 npu Moaerny
LIyIUbUHE ca rpebeHOoM ca 3 KOHaYHA eJIeMeHaTa.
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Cnuxka 5-15.PenatuBHa mpoMeHa ydecTaHOCTH pH h- npodumuBamy; Monosu 7, 8,u 9 npu Mozeny

IYIIJbUHE Ca Fpe6€HOM ca 3 KOHAYHA eJIeMeHaTa.
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Tabena 5-19: Tanacuu Opoj npBux 9 Mmonoa myrubuHe ca rpedbenom npu MKE moneny Ha ciunm 5-120) ca 5 u3oTponHux enemeHara.

Mogx 1 0,51025567 0,51089502 0,50925327 0,50912395 0,50913011 0,50915157 0,50917155
Mog 2 0,7484715( 0,74819300 0,74679972 0,74677021 0,74683290 0,74689031 0,74693490
Mog 3 0,79164761 0,79047903 0,78745082 0,78646074 0,78600041 0,78573306 0,78555858
Mopn 4 0,79674308 0,79112792 0,78823145 0,78792845 0,78785421 0,78782924 0,78781903
Mog 5 0,80361503 0,80313199 0,80180642 0,80176971 0,80182358 0,80187431 0,80191399
Moga 6 0,9014307( 0,89126150 0,89213394 0,89111469 0,88817006 0,88716007 0,88677472
Mog 7 0,91689291 0,8964715] 0,90662906 0,89148943 0,8906725] 0,89042433 0,89026526
Mogx 8 1,0091930¢ 0,91260481 0,91005038 0,90939437 0,90909591 0,90892377 0,90881161
Moz 9 1,0119199¢ 1,00529862 1,00109038 1,00019518 1,00004381 1,00002807 1,00004215
bp. HEnos. 46 228 636 1360 2490 4116 6328
bp. ogbup. 2,174955747  20,22155826 13,67594266 8,568301854 5,549064826 3,754563847 2,64368266
Pen b-crn. 2 2 2 2 2 2 2

bp. usopora 2 3 4 5 6 7 8
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Bpoj HenosHaTux

Cinka 5-16.PenarnBHa mpoMeHa ydectanoctd npu h-npodumusamy; Mogaosu 1, 2,u 3 mpu MoIeTy

IIyIIJBMHE ca TPeOCHOM ca 5 KOHaYHHX eJeMeHaTa.
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Bpoj HenosHaTux

Cnuka 5-17.PenatuBHa npoMeHa yuectaHocTd npu h-npodumusamy; Mogaou 4, 5u 6 npu mozaeny

IYIIJbUHE Ca Fpe66HOM ca 5 xoHauHHUX eJleMeHara.
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Cinka 5-18.PenarnBHa MpoMeEHa y4eCcTaHOCTH pH h-nipodumiBamy; MozoBH 7, 8u 9 ipu Moaeny

IIyIIJBMHE ca TPeOCHOM ca 5 KOHaYHHX eJeMeHaTa.
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Cinka 5-19.PenatnBHa MpoMeHa ydecTaHOCTH pH h-nipodumiBamy; MoaoBr 1, 2u 3 ipu Moaeny

yrJbUHE ca rpedeHoM ca 10 KoHauYHUX elleMeHaTa.
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Tabena 5-20: Tanacuu Opoj npBux 9 Mmonoa myrbrHe ca rpedberom npu MKE moneny Ha ciunm 5-12@) ca 10 u3oTponHux enemeHara.

Mog 1 0,50956507 0,50875540 0,50891035 0,50901707 0,50908233 0,50912476
Mog 2 0,75061175 0,74683093 0,74656579 0,74668968 0,74679143 0,74686349
Mog 3 0,79590693 0,78899546 0,78727126 0,78644828 0,78602685 0,78576938
Mopn 4 0,79759851 0,78997045 0,78800739 0,78786498 0,78782949 0,78781760
Mogn 5 0,80405922 0,80136539 0,80151594 0,80167393 0,80177724 0,80184601
Mog 6 0,89106014 0,89128185 0,88702181 0,88650571 0,88640074 0,88637654
Mog 7 0,90163345 0,89421090 0,89178181 0,89104797 0,89067405 0,89044613
Mogx 8 0,9159826( 0,91158013 0,90989915 0,90936931 0,90910243 0,90894006
Mox 9 1,00175927 1,00326375 1,00067298 1,00006250 0,99998115 0,99999061
bp. HEnos. 120 528 1408 2940 5304 8680
bp. onoup. 7,668595041 10,26052586 6,622667188 4,129773991 2,679196609 1,817951488
Pen b cr. 2 2 2 2 2 2

bp. usopora 2 3 4 5 6 7
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uryrbuHe ca rpeberom ca 10 KoHaYHMX eleMeHarTa.
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Cinka 5-21.PenatnBHa MpoMeHa ydecTaHOCTH npu h-nipodumuBamy; MooBu 7,81 9 mpu Mozery

IyIJbUHE ca rpedeHoM ca 10 KoHaYHUX elleMeHaTa.
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Tabena 5-21:Tanacuu Opoj npBux 9 Mmonoa myrbrHe ca rpedberom pu MKE moneny Ha ciunm 5-12() ca 27 n30TponHUX eJIeMeHTa.

Mogx 1 0,50956507 0,50891491 0,50904650 0,50911670 0,50915800
Mog 2 0,75061175 0,74651412 0,74667790 0,74681380 0,74689797
Moga 3 0,79590693 0,78815058 0,78642252 0,78586969 0,78559722
Mon 4 0,7975985] 0,78836199 0,78786368 0,78782321 0,78781345
Mogx 5 0,80405922 0,80153810 0,80168733 0,80180567 0,80188017
Mog 6 0,89106014 0,88695000 0,88642749 0,88637152 0,88636976
Mog 7 0,90163345 0,89272361 0,89102338 0,89053662 0,89029608
Mogx 8 0,9159826( 0,91021894 0,90937623 0,90904437 0,90886487
Moz 9 1,00175927 0,99990273 0,99983616 0,99992171 0,99998925
bp. HEnos. 406 1626 4172 8530 12150
bp. onoup. 3,672831364 3,794673374 2,373914833 1,476493412 0,9598609
Pen b cr. 2 2 2 2 2

Bp. usopora 2 3 4 5 6
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Cinka 5-22.PenatnBHa MpoMeHa ydectanocTd npu h-npodumusamy; Mogosu 1, 2u 3 mpu Mozery

LIyIUbUHE ca rpebeHOM ca 27 KOHAYHHX eJIeMeHAaTa.

PenaTtuBHa npomeHa yyectaHocTu [%)]
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Cinka 5-23.PenarnBHa npoMena yaectanoctd npu h-npodumusamy; mogosu 4, Su 6 npu Mozgeny

IIYTIJbUHE ca TPeOCHOM ca 27 KOHAYHUX eJIEMEHATA.
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Cnuka 5-24.PenatiBHa IPOMEHA yueCTaHOCTH npu h-nipodumbrBamy; MoxoBu 7, 81 9 pu Moaeny
HIYIUBMHE Ca TpeOeHOM ca 27 KOHAYHHX CIICMEHATa.

Kao mTo cmo Beh wamomenynu, mpu peamuctuuHoj MKE anammsu ce He
MOXEMO OCJIOHUTH Ha pedepeHTHO pemiewme, Beh aHaau3y KOHBEPreHIMje MOpPaMo
BPIIUTA TaKO IITO aHAIM3UPAMO KOHBEPICHIM]Yy HH3a pPENaTUBHUX MPOMEHa
pe3oHaHTHe ydyecTtaHocTH. [Ipumernmo na je mpu Tome Moryhe j1a KoHBepreHiuja oyne
HeyHH(GOpPMHA WIM Ja TOjeIMHM 4WIAHOBM HM3a Oyay BeoMa ONHCKH HYIH HaKO
oJroBapajy BeomMa MajioM Opojy mnpomeHsbuBuX. OBO je Mmocieauia OJCTyHama
neduHUIMje KoHBepreHmuje koja ce kopuctu y MKE mpakcu on mareMaTudke

neGUHUIIM]e KOHBEPTeHIINje HU3a.

Pa3zmoTpumo Hajmpe cBaku oJ MoOeNa MpUKa3aHWX Ha CIUIK 5-12 oaBojeHO.
TakBo pa3maTpame oJroBapa CiIy4ajy Kajaa OMCMO I0jeJUHAYHO KOPHCTHIIA CBaKU
MOZIeT Y3 MCKJbYYHBO KopHIIheme yHyTap-eneMeHTHor h-mpodumuBama. ['paduuku
NpUKa3 KOHBEPreHIKje je MpUKa3aH y3 cBaky of Ttadena 5-18 no 5-21y rpymama ox 3
mMona. OBakBO pa3zBajame MO0 MOAOBHUMA j€ MCKJBYYMBO M3 pasjiora MperiieHOCTH U
HeMa (U3WYKY WM WHXEHEPCKY MoTuBanujy. [Ipumernmo ma cmo, ca moBehameMm
Opoja enmemeHara, npuHyheHH na cMamyjeMo Opoj YBOpOBa, Kako Ou KopuirheHH

MOACIN U HOaJb€ MOIJTIM Ja CC KOPUCTC Y3 OT'paHUYCHC MGMOpI/IjCKG U BPCMCHCKC
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pecypce. Hajsehu Opoj urepanuja je ompaBaaHO CIIPOBECTH KO MPBOI Mojena ca 3
enemenTa. [Ipumernmo n1a je 6poj Tayaka npuKa3zaHux Ha rpadunuma y3 tadene 5-18 1o
5-213a jegan Mamu o1 Opoja utepanuja y Tabenama, Oyayhu na 3a mpBy utepanujy He
MOYKEMO BPIIUTH MPOLEHY peIaTUBHE MPOMEHE y4ecTaHOCTH. [IpumMeTnMo noaaTHo na
MOJENM ca BHIIE KOHAYHMX eJeMeHaTa HMajy 3HaTHO Behe ckokoBe y Opojy
NPOMEHJBHBHX Y y3aCTOITHUM HTeparujama (y3acTolHe utepamuje ce npu GukcupaHom
MOJIeNTy Tj. MEIY pa3JIuKyjy mo nmoBehamy Opoja uBOpoBa 3a jemaH y kopuirheHoj b-
crutaju GaMuinju). 3a cBe MOJENIe M CBE MOJOBE ce MOke pehu a KOHBEPrupajy mpu
rpanuiy penatuBHe npoMeHe oa 0,1%wu npu Opojy KOHBEPrUpaHHUX periema 2 (Maga y
BEIIMKOM Opojy mpuMepa uWMa u 3 KOHBEprHpaHa peliewma). Takohe, MOXKEMO
NPUMETHTH J1a HIDKA YY4eCTaHOCT Moja (Tj. MamH peaHd Opoj Mojaa) He rapaHTyje |
00Jby KOHBEPTEHIIN]Y, ¥ Ja Y€CTO MOJI BHUIIIE YIECTAHOCTH MMa 00JbY KOHBEPTEHITH]Y OJT
MOZIOBa HMK€ YYECTAaHOCTH 3a MCTH OpOj MPOMEHJbHBHX (BUIETH HIp. Mojen ca 27
enemenatra u Ciuke 5-22 no 5-24). Heku MOOOBM y TOjeIMHHM MOAEIHMA
KOHBEeprupajy u ca 3HaTHo Behom taunomhy ox 0,1% @uaeru Hmp. momen ca 5
enemeHata u moaose 1,2,4,5kxoju umajy 3 KOHBEprupaHa pelieHkha MpU TPAHUIU O]
0,01%).I'paduuku nprka3 cBUX 9 MOJIOBA 3a CBE MOJIENIE je AaT U u3 cieacher pasiora.
Axo OucMO mocMaTpanu HOp. camo npea 3 mona (Tj. rpadMKOHU Ha ClUKama 5-
13,16,19,22) mornu Oucmo crehu (morpemiaH) yTucak Ja je KOHBEPreHIIMja MOJOBA
BPJIO CIIMYHA 332 CBE MOJEJIE U Ja je YIIIaBHOM JIOIIHja ca TIOPacTOM Y4eCTaHOCTH MoJa
(MOkeMO BHMICTH J1a MOJ 3 3a CBE MOJCIIC MMa JIOIIHjy KOHBEPIEHIH]y O] MpBa 2

MO/1a).

AHanm3a KOHBEPTeHIIMje MOjeIMHAYHUX MOJIella HaM He TpYyXa YBUA Y HBHUXOB
Mel)ycOOHM OJTHOC M HHj€ J€HOCTABHO BHACTH Ja JIM PA3IMYUTH MOJICIH Ca CINYHUM
OpojeM HeTNo3HaTHX Jajy OJuCKe pe3yiTaTe, U y KOjOj MEpH, IITO MOXKEMO MOCTHhH
AQHAJIM30M KOHBEPIeHIIMje KOja KOPHCTH CBE pe3yiTare CBHX Mojeia. UnaHOBH HH3a
KOjU KOPUCTHUMO 3a aHAJIMW3y KOHBEpreHlHje Ccy J0O0MjeHH Ha OCHOBY CEKBEHIIE
PE30HAHTHHX YYECTAHOCTH AOOWJCHHX DPA3IMYUTHUM HYMEPHUYKHM MOJC/IHMa Koja je
copTHpaHa Ha OCHOBY OpoOja HEMO3HATHX, IMOYEBIIN O] HajMamer Opoja. Jlakie, 6pojHe
BPEIHOCTH WIAHOBA HU3a KOje KOPHUCTUMO 3a aHAJIM3Y KOHBEPreHIHje Cy APyrauuju y
OJIHOCY Ha WJIAHOBE HM3a y aHAIM3U KOHBEPreHIMje MojequHaYHuX Mojena. JlogaTHo,

Oynyhu na mnouyeTHy MpOLIEHY peJaTUBHE IPOMEHE YYeCTaHOCTH BPUIMMO CaMo
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JeIaHIyT, MOXXEMO TPHKA3aTH BUIIE WUTEpalfja HEro Kaja pa3MaTpaMo IOjeIuHauHe
mojnene. Ha oBoM MecTy HamoMHI-EMO Ja HMAaKO OBaKBa aHalu3a KOHBEpIeHLHUje
KOPHCTH caMo Nh-podumuBame, paay ce 0 JBa pa3iIHyhTa TUIIA OBOT MPOoQUbHBamba;
npodumUBaky yHyTap CaMOT €JIeMEHTa W NpOQHUIBbUBABY y3 J0AaBambE BHIIE
eseMenara. /loJaTHO, Mako y y3aCTONHHM HUTepalujamMa Opoj NPOMEHJbUBUX pacTe,
MOJIENIN Ca PA3IMYUTUM OpojeM eleMeHaTa Cy “UCHperuieTeHn” jelaH ca APYTUM, IITO

j€ JaCHO 03HAYEHO Ha CIUIHN 5-25.

Konseprennuja npux 9 MojoBa npu Kopuiihemy CBHUX MOJena ca ciuke 5-12
je mpukazaHa rpaduyky Ha ciaumM 5-25. MokeMo NpUMETHTH J1a je 32 CKOpO CBE
MOJIOBE MOCTHTHYTa KOHBEpreHuja ca Bpiio crporom rpanuioM ox 0,01% Gcum 3a
Moji0Be 3 U 7, KOju Cy OM3y OBE TpaHwmIie). Pa3jior mrTo oBakBa BEOMa CTpOra rpaHuia
UMaK HHje MOCTHTHYTA 32 CBE MOJOBE, MOXKE CE TPAKUTH Y UHIHCHHUIM Ja MEII HHUje
npopumeH y3 Kopuiiheme HakHAJHE aHalIM3e, Tj. HE IOCTOJU CIIpera Ha penanuju
reHepHcama Mellla U pacnojene MoganHor nosba. [Ipobiem je nBojak. Ca jeqHe crpane,
XEKCaelapCKu Memiepu Hemajy (GIEKCHOMIHOCT M JIOKAIM30BAaHOCT TpodHumuBama
KaKBa MOCTOJH KOJ TeTpaefapckux memepa. Ca npyre ctpane, dopmynaiuja Koja ou
yKJby4HBaJla pa3Marpame MOJAIHOT I0oJba y TeHepHcame Mema Ou Ouia Beoma
3aXTeBHA W KOMIUIEKCHA 3a peajau3alujy, a Hapouuto uMajyhum y BuAY CcTame
Pa3BUjEHOCTH XeKcaelapckux wmemepa. JlomaTHo, MOXeMO YBUACTH Ja je Hekajaa
Moryhe moctihy BeoMa HHCKY PElTaTHBHY IMPOMEHY YYECTaHOCTH y3 CBEra HEKOJIHKO
utepanuja (BumeTd HOp. Mo 1 W 4eTBpTYy uTepanujy). OBakaB pe3yntaT HHje 3HAK
peliema Koje je KOHBEprupaio, U OOMYHO HeMa BPEIHOCT Koja je OiucKa CyCeaHHM
uTepanujama. bojbu 3HaK KOHBEPTHPAHOT pElICHA je BUIIE OJUCKUX UTepaluja Koje
MMajy ¥ JIOBOJbHO BEJIHMK OpOj MPOMEHJBUBHUX, MOTUYY U3 PA3IMYUTUX MOJIENa U UMa]y
peIaTHBHY IPOMEHY YYeCTaHOCTH YHyTap 3ajxare rpanuie (Buaetd mMoxa 1, cTporo
nocieamwe 2 urepayje (1 5 ox mocnenmux 6 urepauja)). Y oBoM morieny Hajoosby
KOHBEpreHuujy uma mof 4 rae je yak nocnenmux 10 urepanuja yHyTap rpaHuie of

0,01%.
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Cinka 5-25.PenarnBHa nmpoMena yaectanoctd npu h-npodumusamy; Mmogosu 1-9 mpu Mmogennma

LIyIJbUHE ca rpebeHoM ca cinke 5-12.
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6 3ak/byuak

VY 0BOj Te3W je pa3BHjeHa W TPEACTaB/beHa (GopMynalja METOIe KOHAYHHX
elleMeHara 3a pemaBame 3J[ eleKTpoMarHeTckux mpobiema y3 ynorpely b-crmaju
¢ynkuuja. Kopumheme b-cimaju ¢yHkumja je pa3sMOTpeHO Yy JBa BHJIA, KpoO3
TEOMETPU]CKO MOJICIIOBAE M KPO3 MOJIEIOBAKE EICKTPUIHOT TToJka. JIBe hopmynanuje
MKE xoje ce 3acHHMBajy Ha T€OMETPHJCKOM MOJENoBamy mnomohy b-crmajHoBa cy
o0jaBjbeHe y MehyHapogHuMm wyacomucuma, M TO ¢opMmynanuja y Kojoj ce IOoJbe
Mojelyje ToMohy XujepapXujckux nmoauHoMckux ¢ynkuuja [9] u Gopmynamuja y xo0joj
ce mosbe Mmojenyje momohy bB-crumaju ¢ynkmmja [10]. TeomeTpujcko MomenoBambe
nomohy b-crumaju ¢yHkumja omoryhaBa Benuky (iaeKCHOMIHOCT y OOJUKY KOHAYHOT
€JIEMEHTAa, IITO j€ y OBUM paZioBUMa IO MPBH MyT MPUKA3AHO Y JIUTEPATypH, U TO Ha
npuMepy IyIJbUHE ca rpeOeHOM Koja je MoJesioBaHa oMOhy cBera jeHOTr eleMeHTa.
Taxole, mo6oJspIIaka y TEOMETPH]CKOM MOJIENIOBabY MOTY BeOMa 3Ha4ajHO Ja yTU4y Ha
TaYHOCT YKYITHOT peIiemka ITO je JeTaJbHO 00pal)eHO M pasjallllbeHO Ha MpUMEpy
chepuyHe pe3oHaHTe IIyIJbUHE. Ha OBaj HAYMH je MOCTUTHYTa TavyHOCT Koja je W J0

HEKOJIMKO pesioBa BeanuuHe Beha ox1 Hajuemrhe kopuirheHux MeToa.

Kopumthewe b-cruiaju QyHKIMja Ka0 OCHOBE I'€OMETPHjCKOT MOJEIOBamba je€
NPUKA3aHO HAa HEKOJIMKO KAapaKTEPHCTHYHHX TpHMEpa. Y3 KOpHIIheme caMo jeaHOT
eJIEMEHTa BHUILET pella BeOMa YCIICIIHO Cy MOJAEJIOBAaHE PE30OHAHTHE INYIJbUHA OOJIMKA
KBajgpa, chepe n mymbuHa ca rpedeHoM. PasMoTpeH je u jeman moryhu amropuram
napamerpuszanyje 3/ KOHauYHUX eJlieMeHaTa BUILET pesla KOju MOXKE JOHETH M3BEeCHa
noOoJbllIalkba y TAa4YHOCTH HYMEPHUYKOT TIpopadyHa, a ymoTpebda anropurma je

WIYCTpOBaHa Ha MPUMEPY PE30HAHTHE IIYIJbUHE ca TPEOCHOM.

MogenoBame €NeKTpUYHOI TM0Jba je pPa3sMOTpeHo U (opmynucaHo y3
koputtheme 1Be BpcTe PyHKIMja, XUjepapXujCKUX MOJIMHOMCKUX (yHKIHMja U b-criaju
dbynaknuja. [TokazaHo je 1a cy Xujepapxujcke moJuHOMCKe (DYHKITH]e CrielrjajaH cirydaj
b-crimaju ¢yHKIIMja KOje HE caapike YHYTpallllhe YBOPOBE y BEKTOpy uBopoBa. OBa
€KBHBAJICHTHOCT jé TOTBpheHa Kpo3 HyMepuyKe MpHMepe Ha MpUMepuMa IIyIJbHHA
obnuka kBajapa u cdepe, a Takohe je 1aTo U Teopujcko odjammemne. Ha ocHOBY oBor

objammema Moryhe je yBUACTH W 3Ha4a] T€OMETPH)jCKOT MojiejoBama, Oyayhu ma je
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€KBUBAJICHTHOCT 0a3ucHUX (yHKIHKja Moryha jenHO y3 UCTH TeoMeTpHjcku Mojen. Ha
NpuMepy IIyIJbUHE ca rPeOCHOM Cy MCIUTaHU M MOJIENU Ca jEeJHUM eJIeMEHTOM (U
HEKOJIMKO DPA3IMYUTUX TMMapaMeTpH3aiiija) ¥ MOJCIM ca BHUIIE eJleMeHara KOjH Cy
MpEey3eTH U3 JUTEpAType WU J0OWjeHH ymoTpeOoM Mmemiepa. Y MojAeIruMa ca JeTHUM
€JIEMEHTOM je IMoka3zaHa Moryhnoct b-cmmajH QyHKIMja na yCHEIIHO MOJAETY)Y
CHHTYJIapHa I0Jba, OUJI0 Kpo3 Kopuinheme KOHTHHYaTHMX b-cruiaju ¢yHkuwmja, Ouino
Kpo3 kopumiheme b-cruiaju ¢GyHKIHMja ca CMambeHOM KOHTHHYaJTHOIIhy Ha MeECTy
OYEKHBAHOT CHHTYNapuTeTa. Jlato je objammeme Ha KOjU HAaYWH TMOHABJhakhe YBOPOBA
oroHaia KjiacuuHo h-npodumuBame. PazmaTpaHu MOeH Cy Jalii OJJIUYHY TAYHOCT Y
onHocy Ha mHaycTtpujcku crannapa MKE nmpopauyna y enexTpomarHeTuiu, codraep
HFSS.V monmeny pe3oHaHTHE MIyIUbMHE ca BUINE e€lIeMEeHaTa W3BPIICHA je aHaau3a
KOHBEpreHIMje 10 y30py Ha MeToay koja ce kopuctu y HFSScodteepy. lobujene cy
OJITMYHE KOHBEPreHIMje CBUX KOpHUIMheHWX Mojena M HIyCTpOBaHA je MoTpeda 3a

ONTUMAJIHUM ofipehuBambeM rpaHuIle KOHBEPreHII]je.

[Ipeamer nasber uctpakuBama mory outu cienehe teme. [loGospimame Koje Ou
OWI0 HajIUpPEKTHH]jE TNPUMEHJBMBO y Beh pa3BujeHOM co(dTBepy, a ca BEIUKUM
NOTEHIMjaJIoOM 3a TMOO0OJBIIAKE TAYHOCTH W €(UKACHOCTH j€ pPa3BOj ONTHMATHHX
MHTETPAllMOHUX Tayaka 3a MOAMHTErpaiHe (yHKIHje KOje Cy JEO MO AEO MOJIUHOMHU.
Taxole, jour jenan oj HauMHa 3a MoOoJbIIAKE ePuKacHOCTH OM OMO pa3Boj Oa3UCHHUX
dbyHKIIMja KOje Cy 3acHoBaHe Ha T-cIjiajHOBMMA, Tj. CIUIQjHOBUMA KOJU HHCY
neUHUCAaHN Ha OCHOBY TEH30PCKOT Mpou3Boaa. Tpeba mehytum mmaTtu y BHAy na
epUKaCHH aNTrOpUTMH H3padyHaBama, MOTpeOHE CTPYKTYype I0JaTaka, jeIHOCTAaBHU
JIOKa3M JIMHEapHE HEe3aBHCHOCTH, Kao M e(UKacHe METOoJe cliajama eneMeHara ca T-
CIJIQjHOBMMA TPEHYTHO HHCY JOBOJHPHO Pa3BUJEHH U MOpainu OM OWUTH CaMOCTAITHO
pa3BujaHu. Joul jemaH mpuMep MoOOJbIIamka MPEIIoKEHUX MeTroda Om OWo W pas3Boj
aJroprTamMa 3a cliajambe aHM30TPONHUX b-cruiaju enemeHara. Y oBOM HCTpaxHBamy OH
Morao OuTH KopumheH M MaTeMaTH4YKd amapaT KOju NpPOM3WIAa3u M3 TeopHje
['pebuepoBux 0Oaza, a koju omoryhaBa yBHI y TIOCTOjam€ peIIeHa CHUCTEMA
MOJIMHOMCKHUX jeJHAUYWHA BHWIIE MPOMEHJbUBUX Y3 HOTAIM]y KoOja je KopuiiheHa 3a

nobujame Be3a n3Mely xujepapxujcKux MoJIMHOMCKUX (yHKIMja 1 b-crmaju 6a3ucHux

dbyHKIHja.
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Buorpadguja

Mutomr [lasunosuh je pohen 29.01.1984roaune y beorpany rze je 3aBpIino OCHOBHY
KOy 1 MartemaTH4Ky TMMHa3ujy, 00e kao Hocuiar BykoBe aumuiome. Ymopeno je

3aBPIINO HUXKY U CPEeIhy MY3HUKY ITKOTY “Mokpamair”.

Enexrporexunuku akynrer YHuupep3utera y beorpany ynucao je 2002.roaune, kao
HajOOJBM HA TpPHjeMHOM HCHHTY. JMIIIOMHpao je oAOpaHMBIIM TUIIOMCKH DPaj
“HMEA nexomupame u mpuka3 mojaraka“ ca ouenoM 10, u cpeamom omenom 9,45
TOKOM CTyAHja. YTIIOPEIo ca cTyarjamMa Ha EnekTpoTeXxHuIKoM (HaKkyaTeTy, CTyaupao je
Ha TyJadykoM ofceKy @DUIIOJIOmKO-yMETHHUKOT (akynTera YHHBEp3UTETa Yy
KparyjeBuy, rae je aumiaomupao ca oueHoMm 10 y kmacu mpo¢. Cphana Cromuha u

cpenmoM orieHoM 9,53TokoM cTyawuja.

Kao crunenucra Munucrapctsa Hayke, 2008.ronunae ynucao je TOKTOPCKE aKaJeMCKe
ctymuje EnekTpoTexHWKe W padyHapcTBa, MOAYJT MUKpoTajacHa TEXHHKA, Ha

EnextpoTexnnukom daxynrery YHuBepsurera y beorpany.

l'ogune 2011. 3anmocimo ce y MWucturyry 3a HykieapHe Hayke ,BunHua”, y
JlaGopaTopuju 3a 3aIITUTy OJ 3padeka U 3allITUTY )KUBOTHE cpeaune. Jlo cana je, kao
ayTop Wi koayrtop, o6jaBuo 10 HayuHux pajgoBa y Mel)yHapOJHHM HYacOMUCHUMA, OJI
gera cy 3 o0jaBibeHa y BpXYHCKHM daconucma (M21) u Buiie pagoBa Ha gomahuM u

mehyHapoaHUM KOH(epeHIrjama.
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Mpunor 1.

U3jaBa 0 ayTopCcTBY

Motnucanu-a __Munow [1. laBuaosuh

6poj nHaekca _5057/07

UsjaBrbyjem
[a je foKTopCcKa AgucepTauuja noj Hacnosom

,»,B-CnnajH xekcaegapcku enemMeHTH 3a 3[1 eneKTpoMarHeTcko moaenoBake“

e pesynTaT COMCTBEHOr UCTPaXuBayKor paaa,

e [a npeanoxeHa gucepraumja y UENVHM HY Y Aenosuma Huje buna npeanoxeHa
3a pobujake GUNO Koje AWNIOME Npema CTYAWCKUM Mporpamuma Apyrux
BUCOKOLLIKONCKMX YCTaHOBA,

e [a Cy pesynTaTil KOPEKTHO HaBEeAEHM 1

e [a HWCaM Kplmo/na ayTopcka npaBa W KOPUCTUO WHTENeKTyasiHy CBOjUHY
Apyrux nuua.

MoTnuc aokTopaHAaa

Y Beorpaay, 28.01.2015

SMMuriny Jaowastoit.
5




Mpunor 2.

MU3jaBa 0 ICTOBETHOCTU LUTaMMNaHe U efleKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Nme n npeaume aytopa _ Munow [asungosuh

Bpoj nHaekca _5057/07

Ctyamjcku nporpam _MukpoTanacHa TexHuka

Hacnoe paaa ,5-cnnajH xekcaegapcku enemeHTtu 3a 3[1 enekTpoMarHeTcko
MogenoBame“

MeHtop gp Munan Unuh, BanpeaHu npodrecop

MoTtnucaxu/a Munow Jasugosuh

W3jasrbyjem Aa je wTamnaHa Bepsvja Mor AOKTOPCKOr paja WCTOBETHA €NEeKTPOHCKO]
Bepauju Kojy cam npepao/na 3a objaBrbuBake Ha nopTany OurutanHor
penosuTtopujyma YHuBep3auteta y Beorpaay.

[Jo3sorbaBaM fa ce objaBe MOjU NMYHM MnopAauyn BesaHu 3a pobwvjawe akagemckor
3Batba [AOKTOpa Hayka, Kao LITO Cy UMe W Npes3ume, roagnHa u Mecto poherwa u gatym
onbpaHe paga.

OB/ nNWYHM nogjaun Mmory ce 06jaBATM Ha MpPEXHUM CTpaHuuama AurutanHe
6uBnMoTEKe, Y eNEeKTPOHCKOM kaTarory 1y nybnukauvjama YHueepsuteTa y Beorpaay.

MoTnuc pgokTropaHaa

Mutoy Dalongstil

Y Beorpaay, 28.01.2015




Mpunor 3.

UsjaBa o kopuwhewy

Osnawhyjem YHuBepautetcky 6ubnuoteky ,CBeTtosap Mapkosuh* ga y OurutanHu
penosuTopujym YHusepsuteta y beorpagy yHece Mojy AOKTOpPCKY AucepTauujy nog
Hacnosom:

»B-CMAQjH XeKCaeAQpCkn eAeMeHTH 3a 3A eAeKTPOMArHeTCKO MOAEAOBAaH:E"

Koja je Moje ayToOpCKO Aeno.

[vcepTaumjy ca cBuMm npunosuma npegao/na cam y enekTpoHCKOM hopmaTty noroaHoM
3a TpajHO apxuBupame.

Mojy aokTopcky auceprauujy noxpaweHy y [urutanHu penosutopujym YHuBepauteTa
y beorpagy mory aa kopucte cBu Koju nowwTyjy ogpenbe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nvueHue KpeatusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a Kojy cam ce ogny4uo/na.

1. AyTopcTBO
2. AyTOpCTBO - HEKOMepLujanHo
@AyTOpCTBO — HekomepuwmjanHo — 6e3 npepage
4. AyTOpCTBO — HEKOMEPLMjanHo — AenvTy Nog UCTUM ycroBMma
5. AytopcteBo — 6e3 npepage
6. AyTOpCTBO — AEenuTu nog UCTUM ycrnoBuma

(Monumo pa 3aoKpyXuTe camo jegHy oA LWecCT MoHyheHux nuueHuwW, Kpatak onuc
nuueHum aat je Ha nonefuHu nucra).

MoTnuc gokropaHpa

Y bBeorpagy, 28.01.2015

sy Tougstongl.
J




1. AytopctBo - [losBorbaBaTte yMHOXaBake, ANCTPUOyuMjy W jaBHO caoniiTaBare
[ena, u npepajge, ako ce HaBefe Mme ayTopa Ha HauvH oapefeH oA cTpaHe ayTopa
Wnn aaBaoua NuUEHLE, YaKk u y KkomepuujanHe cepxe. OBo je HajcnoboaHuja of cBux
NALEHLN.

2. AyTOpCTBO — HeKomepuujanHo. [loseorbasaTe yMHOXaBare, AUCTPUOYLIMjY v jaBHO
caonwiTaBawe Aena, 1 npepage, ako ce HaBeAe UMe ayTopa Ha HauvH ogpeheH of
cTpaHe ayTopa wunu gasaoua nuueHue. OBa nuueHUa He [03BOrbaBa KoMepLmjarnHy
ynotpeby aena.

3. AytopcTBO - HekomepuujanHo — 6es3 npepape. [losBorbaBaTeé yMHOXaBat-€,
avcTpubyumjy 1 jaBHO caonwTaBawe Aena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBaka unu
ynotpebe Aena y CBOM Aefy, ako Ce HaBeae ume ayTopa Ha HauuH ofpefeH oA
cTpaHe ayTopa wnu aasaoua nuueHue. OBa nuueHua He [03BOrbaBa komepuujanHy
ynoTpeby gena. Y ofgHOCYy Ha CBe oCTane nuueHue, OBOM NULEHLIOM Ce orpaHu4asa
Hajsehun 06um npasa kopuwhera aena.

4. AyTOpCTBO - HEKOMepuujanHO — AenuUTW Moj ucTuM ycrioBuma. [lossorbasare
yMHOXaBake, AUCTpUOYLMjy 1 jaBHO caoniiTaBake Aena, U npepaje, ako ce Haseae
WMe ayTopa Ha HauuMH ogpefeH oA CTpaHe ayTopa unu AaBaoua JULeHUe 1 ako ce
npepaga AucTpubyvpa MOA WCTOM MMM CMWYHOM nuvueHuom. OBa nuueHua He
[03BOrbaBa komepuujandy ynotpeby aena v npepaga.

5. AytopcTBo — 6e3 npepage. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBak€, ancTpubyumjy n jaBHo
caonwTaBame aena, 6e3 npomeHa, npeobnukosawa unu ynotpebe genay cBom aeny,
ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HauuH opapefieH o CTpaHe ayTopa wnu Aasaoua
nvueHue. OBa nuLeHLa A03BorbaBa KomepLuujanHy ynoTtpeby aena.

6. AyTOpCTBO - AenuTW oA WcTUM ycrnosBuma. [losBorbaBaTe yMHOXaBatse,
AVCTPUBYLIMjy ¥ jaBHO caoniuTaBare ena, 1 npepage, ako ce HaBeAe UMe ayTopa Ha
HauMH oapeReH oa CcTpaHe ayTopa WnM fasaoua nuueHue W ako ce npepaaa
aucTpubyMpa nog MCTOM MnM CriMdHOM nuuexuom. OBa nuueHua A03BO/baBa
komepumjanHy ynotpeby aena u npepaga. CnuuHa je codTBepckim nuueHuama,
O[HOCHO NULieHLiaMa OTBOPEHOr Koaa.





